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1 導入

宇宙がどのような進化を経て、現在の状態に至ったのか。それを理解することは、自然科学の究極
的な目標の一つである。宇宙誕生から 0.00001秒後（温度が 1兆度くらい）の世界では、「強い相互作
用」と呼ばれる力で結合した粒子が融解してプラズマ状態になると言われている。そのような状態を
クォーク・グルーオン・プラズマ (QGP)状態という。その宇宙誕生直後の高温状態を地上で実現する
ために、現在、アメリカのブルックヘブン研究所 (BNL)の「相対論的重イオン衝突実験 (RHIC)」、ス
イスの欧州原子核研究機構 (CERN)の「大ハドロン衝突実験 (LHC)」という大規模な衝突実験が行わ
れている。宇宙進化の過程を知る上で、「強い相互作用」が支配しているような状態の研究は不可欠で
あるが、その知識の欠落が宇宙論構築の際の重大な不確定要素になっている。その「強い相互作用」の
基礎理論である量子色力学 (QCD)を系統的に研究できる方法は、スーパーコンピュータを用いた格子
QCDの大規模数値シミュレーションだけである。

量子色力学 (QCD)はあらゆる相を持ち、その相境界は一次転移 (不連続転移)か二次転移 (連続転移)

のどちらかである。その相境界は温度や密度、クォークの質量、クォークの数に依存して変化する。ゼ
ロ質量を持つ二つのクォークが存在し、密度が零とみなせる系におけるQCDのカイラル相転移は、様々
な手法で長い間研究されてきた。なぜなら、この系の研究は現実世界のQCDの研究の本質を捉えてお
り、かつ、比較的簡単な計算になるからである。しかし、この系の相転移の性質は未だ完全に理解でき
ておらず、長年の問題となっている。

通常、二つのクォークのみが低密度で存在する系でのカイラル相転移は、クォークの質量を零とする
極限で二次転移となり、相転移点付近でのスケーリング則は３次元O(4)スピン模型と同じユニバーサ
リティクラスを示す。一方、一次転移となり有限な臨界質量mqにおいて二次転移に変化し、イジング
ユニバーサリティクラス (Z2 ユニバーサリティクラス)に属する可能性も議論されている。私たちは格
子QCDによる数値計算を行い、以下の二つの方法でこの問題を議論する。

一つ目の方法は”多フレーバー手法”である。軽クォークが２つ存在し、余分なクォークがNf 個存
在するQCD、(2+Nf )フレーバーのQCDのカイラル相転移を扱う。(2+Nf )フレーバーのQCDの相
転移は２つの軽いクォーク質量mudとNf 個の余分なクォークの質量mhがともに小さかったとき一
次であるが、ある臨界質量においてクロスオーバーへと変化する。フレーバー数Nf の増加に連れ臨界
質量は大きくなるため、大きなNf では臨界質量の線を見つける。なぜなら、クォークの質量が大きく
なるにつれ数値計算が容易になるからである。臨界線の位置から、２フレーバーの質量が零になる点
(mud,mh) = (0,∞)が一次相転移であるかどうかを調査する。

他の方法は”クロスオーバースケーリング”を用いた解析である。QCDのカイラル相転移に対する秩
序変数を数値計算することで、QCDとスピンモデルのスケーリングプロットを比較する。以上の解析
から、私たちは２フレーバーの質量が零となるQCDのカイラル相転移が標準的なシナリオ、つまり、
２フレーバーカイラル極限において二次転移というシナリオと無矛盾であることがわかった。一方で、
カイラル極限において一次転移の可能性は排除していない。しかし、一次転移の場合であっても一次
転移からクロスオーバー転移へと変化する臨界質量は限りなく小さいということがわかった。さらに、
QCDのデータをスケーリング関数でフィットすることで、低密度におけるカイラル相転移の化学ポテ
ンシャル依存性を計算することができた。

まずはQCDや格子QCD、有限温度の場の理論、QCDの相転移に関するレビュー1 から始める。QCD

や有限温度の場の理論を取り扱うと結合定数の強さや有限温度項の赤外発散により、非摂動的な取扱い

1QCDのレビューに関しては文献 [8]、[13]、[14]、[15]、[16]、[17]、[18]、[19]を参考にした。格子 QCDのレビューに関
しては文献 [1]、[2]、[3]、[9]、[10]、[19]を参考にした。有限温度の場の理論のレビューに関しては文献 [12]、[16]を参考に
した。QCDの相転移のレビューに関しては文献 [11]、[12]、[16]、[23]、[38]を参考にした。

1



が不可欠であることを示す。格子QCDでは、格子間隔で空間を分割したことによる問題点を中心に議
論し、現在行われている対処法に関してレビューする。その後、本研究で取り扱った上記の二つの方法
を説明し、結果を記載し、カイラル相転移の次数に関して議論した。
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2 QCD

自然界には四種類の基本的な力がある事が知られている。古典的には「重力」と「電磁気力」があ
り、量子論で記述される原子核や素粒子の世界には「強い相互作用」と「弱い相互作用」がある。

重力と電磁気力は古くから知られているが、強い相互作用と弱い相互作用は原子核の反応や崩壊を
通じて発見、観測されてきた。強い相互作用はハドロンと呼ばれるクォークやグルーオンからなる粒子
の相互作用であり、原子核中で核子 (陽子と中性子)を結びつける力として発見された。原子核半径の
典型的なスケールである 1fmを基準にして、それよりも短距離では強く働くが、長距離では非常に弱
い力である。弱い相互作用は、原子核のベータ崩壊を引き起こす力で、この力の到達距離はさらに短い
ため、ハドロンの世界ではほとんど点状に起こるフェルミ型相互作用として扱われてきた。

現代物理学の進展の成果として、重力を除く三種類の力はゲージ場の理論の枠組みで統一的に理解され
ている。ゲージ理論では、力の到達距離はゲージ粒子の質量によって決まる。そのため、電磁相互作用の
到達距離が長いのは光子の質量が 0であるからであり、弱い相互作用の到達距離が短いのは、ゲージボゾ
ン (W,Zボゾン)の質量が大きいためであると説明されている。この質量は電弱対称性 SU(2)L×U(1)Y

が自発的に U(1)EM に破れたことに起因する。この破れの秩序変数はヒッグズ場の真空期待値であり、
ゲージボゾンの質量はその秩序変数に依存する。一方、強い相互作用の到達距離が限られていることは
ゲージボゾンであるグルーオンが「閉じ込め」により、有効質量を持っていると考えることができる。
まず、この章ではQCD作用の導入と、QCDの基本的な性質について見る。

2.1 連続理論QCDの作用

強い相互作用を記述する基本法則は量子色力学 (Quantum Chromo Dynamics 略してQCD)と呼ば
れる非可換ゲージ理論によって記述される。その理論における粒子は色電荷という自由度をもつ。例え
ば、SU(N)cゲージ理論において基本表現で表わされるクォークはそれぞれ、三つの色電荷の内一つを
持つ。この三つの色電荷を光の三原色、青、赤、緑に取り、クォークと反クォークの組み合わせである
中間子 (ある荷電とそれと反対の荷電、つまり、青と青̄の組み合わせ) かクォーク三つの組み合わせで
あるバリオンがカラー座標系の 3軸を任意に回転してもハドロンに関する観測値は全て不変になるよ
うに構成されている。つまりカラー自由度について、これらのハドロンは完全な対称性が成り立ってい
る。この理論において、ゲージ場に相当する粒子はグルーオンと呼ばれている。カラー自由度をNcと
し、今から、SU(N)cカラーゲージ理論を展開していく。

量子電磁気学 (Quantum Electro Dynamics 略して QED)の光子場に対応して、(N2
c − 1)個の成分

をもつグルーオン場Aa
µ(x)(a = 1, 2, · · · , (N2

c − 1))を導入する。

Aµ(x) =

N2
c−1∑
a=1

Aa
µT

a (2.1)

ここで、行列 T aはNc ×Nc行列であり、カラー SU(Nc)変換の生成子の随伴表現である。この行列は
以下の性質を持つ。

(T a)† = T a
[
T a, T b

]
= ifabcT c

trT a = 0 trT aT b =
1

2
δab

ここで、fabcは SU(Nc)群の構造定数である。Nc = 3ではGell-Mann行列 λa(a = 1, 2, · · · , 8)を用い
て T a = λa/2と書ける。クォーク場に対応するフェルミオン場を q(x)、共変微分Dµ、及び、場の強さ

3



テンソル Fµν とするとQCDラグランジアンは以下のようになる。

LQCD =　q̄ (iγµDµ −m) q(x)− 1

2
tr [FµνFµν(x)]

Dµ = ∂µ + igAµ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig [Aµ, Aν ]

カラー SU(Nc)ゲージ変換は

q(x) → q′(x) = ωq(x) q̄(x) → q̄′(x) = q̄ω†(x)

Aµ(x) → A′
µ(x) = − 1

ig
(∂µω)ω

†(x) + ωAµω
†(x)

Dµ → D′
µ = ω [Dµ]ω

†(x) Fµν → F ′
µν = ωFµνω

†(x)

ここで、ω(x)はゲージ変換関数であり、変換のパラメータを θa(x)とすると

ω(x) = exp

ig N2
c−1∑
a=1

T aθa(x)

 ∈ SU(Nc) (2.2)

で与えられる。可換群を用いたQEDとは異なり、非可換群を用いたゲージ場、及び、QCDの場の強
さテンソルはゲージ不変ではなくカラー回転を受けている。ラグランジアンの中にある場の強さテン
ソルに対しカラー添字に関してトレースを行っているのは、ラグランジアンをゲージ不変なものにす
るためである。

2.1.1 非局所量のゲージ不変性

時空を格子化する前の準備として、非局所量のゲージ変換性にふれておく。例えば、q̄(x+∆x)q(x)

という量を考える。∆xが微小であれば、q̄(x+∆x)と q(x)との間に次の量を挟んでおけばよい。

1 + ig∆xµAµ(x) (2.3)

実際にゲージ変換を施してみると、ゲージ変換関数の微小なずれに関しては ω(x + ∆x) ≃ ω(x) +

∆xµ∂µω(x)と言えるので、

1 + ig∆xµA′
µ(x) = 1−∆xµ (∂µω)ω

†(x) + ig∆xµωAµω
†(x)

= ω(x+∆x) [1 + igAµ∆x
µ]ω†(x) +O

(
(∆x)2

)
以上のようになる。

O
(
(∆x)2

)
を無視すると確かにゲージ不変な量になる。O

(
(∆x)2

)
を無視できないような有限に離れ

た 2点 x,yの場合は、

q̄(x)U(x, y)q(y) U(x, y) ≡ P exp

[
ig

∫ y

x
Aµ(z)dz

µ

]
(2.4)

とする必要がある。ここで P は経路順序積と呼ばれており、今の場合以下のように定義される。

P exp

[
ig

∫ y

x
Aµ(z)dz

µ

]
= lim

N→∞

N−1∏
n=0

[1 + igAµ(x+ nδx)δxµ] (2.5)

|δx| = |y− x|/N であり、これは区間 [x, y]を無限小に分割している。関数U(x, y)の変換則は、前の考
察を掛け合わせたものであり、

U ′(x, y) = ω(x)U(x, y)ω†(y) (2.6)

となる。
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図 2.1: 非可換ゲージ理論におけるファインマンダイアグラム。右二つのダイアグラム
が非可換性により追加された項。

2.1.2 ユークリッド化

最後に、格子 QCDでは四次元ユークリッド空間を考えるので、その表式をあたえる。ミンコフス
キー空間からユークリッド空間への移行 (ユークリッド化)は以下の置き換えを行なう。

x0 → −ix4 γi → iγEi A0 → −iA4 SQCD → iSE
QCD

さらにユークリッド空間上におけるQCDの作用を以下のように定義する。

SE
QCD = SE

G + SE
F SE

G =

∫
d4x

1

2
trFµνF

µν(x) SE
F =

∫
d4xq̄

(
γEµDµ +m

)
q(x)

2.2 漸近的自由性

QCDには閉じ込めという現象があり、グルーオンがクーロン力のような長距離到達力を媒介するこ
とはない。しかも、それはゲージ対称性を保ちながら行われる。ここではグルーオンの真空偏極および
カラーゲージ結合定数の量子補正を考える。摂動計算を行なうため正則化法とゲージ固定を選択しな
ければならない。正則化法は次元正則化法によるもので、ゲージ固定をファインマンゲージに選んだ。
クォーク間を媒介するグルーオンはカラー電荷をもつため、グルーオン同士の結合 (三点結合や四点結
合)が許される。

一般にゲージ場の真空偏極に効いてくるダイアグラムは図.2.2のようなものになる。真空偏極にはカ
ラー荷を運ぶような寄与のみが聞いてくるので、ここではヒッグス粒子の寄与は無い。なので、下段を
除く四つのダイアグラムの計算が必要である。

ゲージ場の真空偏極に効いてくるダイアグラムの計算結果は

(ゲージ場の真空偏極) = i
(
q2gµν − qµqν

)
δab
[
g2

4π2

(
5

3
Nc −

2

3
Nf

)]
(2.7)

真空偏極の効果を弱結合による摂動効果として取り入れても、ゲージ場は横波モードしか持つことは
出来ない。ゆえに、グルーオンによる強い相互作用は摂動論の範疇では無限遠方まで到達するように
見える。しかし、以下に議論する漸近的自由性によりカラー荷を持つグルーオンの伝達は有限になって
しまうことわかる。

SU(Nc)ゲージ理論に対する β関数は次のように与えられる。3

β(α) = µ
dα

dµ
= −α2 2

12π

[
33

3
Nc − 2Nf

]
(2.8)

3ベータ関数の計算を行なうには、ゲージ場の真空偏極のループ計算の他に、フェルミオン場の真空偏極およびフェルミ
オンとゲージ場間の相互作用のループ計算が必要である。
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図 2.2: グルーオン場の真空編曲に対する 1ループ補正。一段目はフェルミオンループが
中に走るダイアグラム。二段目はゲージ場自身による真空偏極と、ゲージ固定によって
生じたゴースト場のダイアグラム。三段目はスカラーループが中に走るダイアグラム。
ここではファインマンゲージを選択した。スカラー粒子はカラー電荷を持たないので、
三段目のダイアグラムは効いてこない。

ここで、µは質量次元を持つパラメータを表し、α = g2/4πとする。この µに関して積分を実行すると、

α(Q2) =
12π

(333 Nc − 2Nf ) lnQ2/Λ2
QCD

(2.9)

ここで、Q2 = −q2 で qはグルーオンの四元運動量あるいは考えている現象の典型的なスケールを表
す。カットオフΛQCDは結合定数の観測値などからΛQCD ≃ 200MeV であることがわかっている。こ
の α(Q2)は走る結合定数と呼ばれ、現象のエネルギースケールによって結合定数の値が変化していく
ことを表している。QCDではカラー数がNc = 3、フレーバー数Nf = 6であるとき結合定数のエネル
ギースケール依存性は図.2.3のように表される。

図.2.3からわかるように関係するグルーオンの運動量が大きい短距離相互作用は弱くなり、摂動論を
展開することが可能である。グルーオンを交換することによって量子電磁気学に似た結果を表す。しか
し、低エネルギーのクォークとグルーオンは長距離で増大する結合定数に支配されて強く相互作用し
ている。これを漸近的自由性と呼ぶ。この性質から、低エネルギー領域におけるQCDではゲージ結合
定数が大きいため、摂動論を取り扱うことが出来ないことを示している。

これをはっきり示すのが、カラーの閉じ込め現象である。色電荷を持ったクォークやグルーオンはカ
ラーが無色の組になったハドロン内部に閉じ込められていて、単独で引き離すことができない。クォー
クと反クォークの間には、クォーク間の距離に比例する閉じ込めポテンシャルが働いていると考えられ
ていて、引き離そうとしても分離させることができない。例えば、メソンの中のクォーク対を引き離そ
うとしても分離することはなく、エネルギーが上がっていってクォークと反クォークの対生成を起こし
てカラー一重項のメソンに分裂してしまう。長距離の相互作用が働く世界では、カラーを持つクォーク
やグルーオンが主人公ではなく、無色のハドロンたちが主人公となって有効相互作用で記述されるべき
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図 2.3: QCD結合定数のQ2 = µ2依存性。丸括弧は摂動的QCDによる計算結果でαsの
何次まで考慮に入れたのかを示している。(NLO:Next-to-Leading Order,NNLO:Next-

to-Next-to-Leading Order,res. NNLO:mathcehd with resuumed Next-to-Leading

logs,N3LO:next-to-NNLO) ) [17]

である。また、クォークやグルーオンはハドロン内部に閉じ込められているので、これを取り出して直
接その性質を調べることはできないことが、低エネルギーQCDの理解を困難にしている。

2.3 閉じ込めとウィルソンループ

QCDにおいてカラーを持ったクォークやグルーオンが閉じ込められていて、ハドロンを構成する
クォークの組はカラー一重項のもののみが許されていると信じられている。これは格子QCDによって
数値的に確かめられている。格子 QCDの数値計算の議論に関しては後章に任し、ここでは閉じ込め
(これは SU(3)に限らない)に関して議論する。

ここでは簡単のため、フェルミオンを外場として導入し静的フェルミオン (非常に重い質量を持つフェ
ルミオン)を扱い、ウィルソンループの期待値の計算によってフェルミオン間の相互作用エネルギーを
距離の関数としてみる。今、フェルミオンと反フェルミオンはある時間に対生成し、距離 l0まで瞬時
に引き離され、それ以後は空間に固定され直進し、時間 t0だけ過ぎたところで対消滅するとしよう。

このようにフェルミオンを配置すると、フェルミオンの荷電の流れ、外部カレント Jµはゲージ場に
働く。今、外部カレント jµ(x)は図の用に系に加えられたと考えることができる。横軸を空間方向、縦
軸を時間方向としている。l0 × t0の閉じた長方形に対し、反時計まわりにカレントを流す。この経路を
C とする。すると、外部カレントは以下のように定義される。

jµ(x)

1(x =経路 C 上)

0(x =それ以外)
(2.10)

このような非局所的なフェルミオンの配置がある場合、局所的なゲージ対称性を保つために経路 C に
そってゲージ場の線積分WC は

WC = P exp

[
igtr

∫
d4x

∑
µ

JµAµ

]
= P exp

[
igtr

∮ ∑
µ

dxµAµ

]
= tr

∏
i∈C

Ui (2.11)
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jµ

4̂

1̂

qq̄

図 2.4: 系に導入した外部カレントとその経路

W (C)

4̂

1̂

図 2.5: 対応するウィルソンループ

となる。このWC をウィルソンループと呼ぶ。

今、リンク場を用いて動的なクォークのない系でウィルソンループの期待値を計算すると、

⟨WC⟩ = 1

NcZ

∫ ∏
n,µ

dUn,µ

(
tr
∏
i∈C

Ui

)
e−SG (2.12)

となる。ここでカラー数Ncで割ったのは連続極限においてウィルソンループWC が 1に規格化される
ように選んだ。簡単のため、このウィルソンループの振舞を U(1)ゲージ理論 (Nc = 1)において評価
してみる。先の方程式をリンク場ではなくゲージ場で表現すると、

⟨WC⟩ = 1

Z

∫
DAµ

(
P exp

[
ig

∫
d4x

∑
µ

JµAµ

])
e−SG

=
1

Z

∫
DAµPe−SG+ig

∫
d4x

∑
µ JµAµ =

Z(J)

Z

となる。これは経路 Cに沿って流したソースを系に挿入した時の分配関数とそのソースの無い分配関
数の比で表せる。したがって、ウィルソンループは外場を挿入することによる応答を表す量とみなせ
る。さて、外場を挿入することで系がどのように変化を受けるのかを量子力学的に考えてみる。前述の
外場を挿入したラグランジアンから得られるハミルトニアン Ĥ(J)、外場を入れていないものを Ĥ と
する。系の始状態を |i⟩、系の終状態を |f⟩、系の最低エネルギーをE0とし、一般に量子力学的な分配
関数 Z を計算すると、

lim
t0→∞

Z = lim
t0→∞

⟨f |e−Ĥt0 |i⟩ = lim
t0→∞

∑
n

e−Ent0 ⟨f |n⟩ ⟨n|i⟩ ≃ e−E0t0

となる。時間相関を引き離せば離すほど、基底状態のエネルギーE0で指数関数的に減衰していく。こ
の分配関数 Z の振舞は虚時間 t0を逆温度 β に対応付ければ分かりやすい。時間 t0を引き伸ばすこと
は、系の温度を小さくすることに対応していることから、系の温度を低くすればするほど量子状態は
基底状態に集約されることを熱力学で知っているので、系の確率は基底状態に支配されることがわか
る。故に確率の規格化定数である分配関数 Z の振舞は、上記のようになることがわかる。

さて、ウィルソンループの期待値は外場のある系での分配関数と外場の無い系での分配関数の比だっ
た。この期待値は以下のようになる。

lim
t0→∞

⟨WC⟩ = lim
t0→∞

Z[J ]

Z[0]
≃ e−(V (l0)−E0)t0 (2.13)

8



V (l0)

q q̄

図 2.6: フェルミオン間の紐による閉じ込め

外場のある系で外場は最低エネルギー状態を V (l0)とし、外場のない系では最低エネルギーをE0とし
た。今の場合、空間に固定されたフェルミオンと反フェルミオン間の静的ポテンシャルであると解釈で
き、静的ポテンシャルはフェルミオン間の距離 l0に依存する。この量を用いて、元の状態からの変化
量を測ることができる。

もしウィルソンループの期待値が次のように振る舞うとき、

lim
t0→∞

⟨WC⟩ ∝ exp [−σ (l0 × t0)] (2.14)

σは紐の強さと呼ばれている量であり、ウィルソンループは「面積則」に従うという。これはフェルミ
オンの閉じ込めを意味する。なぜなら、このとき静的ポテンシャルは、

V (l0) = σl0 (2.15)

となる。フェルミオン間に紐状のゲージ場が生じて、エネルギーが紐の長さ l0に応じて増大していく。

フェルミオンはこの紐によって束縛されてしまい、閉じ込めが起こる。一方、もしウィルソンループ
の期待値が次のように振る舞うとき、

lim
t0→∞

⟨WC⟩ ∝ exp [−c (l0 + t0)] (2.16)

ウィルソンループは「周辺則」に従うといい、これはフェルミオンの非閉じ込めを表す。なぜなら、こ
のとき静的ポテンシャルは、

lim
t0→∞

V (l0) = c lim
t0→∞

(
1 +

l0
t0

)
≃ c (2.17)

となり、有限な値をもつ。これは l0 → ∞でも有限な値を取るため、フェルミオン同士を無限に引き離
すことが可能である。以上より、ウィルソンループの期待値は閉じ込め・非閉じ込めを区別する一種の
秩序変数である。実際に格子計算を用いて SU(3)cゲージ理論における数値シミュレーションを行った
結果、ウィルソンループは面積則に従うことが示され、クォークが観測できないのは”閉じこめ”が起
きているからだということが分かった。この例のように、格子QCDによる数値シミュレーションは、
QCDの非摂動的性質を暴くのに有効なツールである。
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図 3.1: 格子ゲージ理論での登場物たち

3 格子QCD

この章では、前章で紹介したQCDの作用を格子化する。格子上の変数と作用を定義する。　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　

3.1 格子上の変数とゲージ不変量

3.1.1 格子空間

格子QCDでは四次元ユークリッド空間を考え、これを間隔 aごとの格子へ離散化し、さらに格子点
数を有限に取る。今、空間方向のそれぞれの格子数をNs、時間方向についてはNtとすると、格子体
積は a4N3

s ×Ntとなる。のちに述べるように有限温度系を考える場合は時間方向の格子長Ntaは温度
T の逆数に対応する。このように有限離散空間を考えることにより、計算機による数値シミュレーショ
ンを可能にする。格子間隔の各格子点をサイト n = (n1, n2, n3, n4)と呼び、クォーク場は qn = q(na)

として定義される。さらにサイト間を結ぶ最小線分をリンクと呼び、格子QCDにおいてゲージ場は次
に見るようにリンク変数 Un,µとして定義される。

3.1.2 リンク変数

リンク変数は格子と格子をつなぐリンク上に定義する。サイト n, n+ µ(µ = 1, 2, 3, 4)間をつなぐリ
ンク (n, n+ µ)上に nから µ̂方向に格子一つ分進むものとして

Un,µ ≡ U(x, x+ µ̂a) = exp [igaAµ ((n+ µ̂/2)a)] ∈ SU(Nc) (3.1)

と定義し、これを「リンク変数」という。ただし、格子間隔は有限だが十分小さいとして∫ x+µ̂a

x

∑
ν

Aν(y)dyν ≃ aAµ ((n+ µ̂/2)a) (3.2)

と近似できることを用いた。格子QCDにおいてゲージ場の主役は次に見るような、リンク変数により
構成された閉じたループなどのゲージ不変量である。共変的な変換をしない Aµ(x)は、連続理論との
対応を見るとき以外、理論中に変数として直接現れない。よって、格子QCDにおける基本的変換は、
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このリンク変数 Un,µである。この意味で「ゲージ場はリンク変数としてリンク上に置く」という。逆
方向へ進むリンク変数は、

U †
n,µ = Un+µ̂,−µ̂ (3.3)

とかける。リンク変数のゲージ変換性はすでに見たように

Un,µ̂ → ωnUn,µ̂ω
†
n+µ̂

U †
n−µ̂,µ̂ → ωnU

†
n−µ̂,µ̂ω

†
n−µ̂

であり、サイト毎に定義されたゲージ変換関数 ωnによる共変的な変換をうける。サイト nからmまで
任意の経路を進むリンク変数の積は∏

n→m

U ≡ Un,µ̂1Un+µ̂1,µ̂2Un+µ̂1+µ̂2,µ̂3 · · ·Un−µ̂k,µ̂k → ωn

[ ∏
n→m

U

]
ω†
m (3.4)

と変換するので、次のような点 nで閉じたループ Cn上のリンク変数のトレース
[
tr
∏

Cn
U
]
はゲージ

不変な量となる。ループを成すリンク変数の積で最も単純なものとして、1× 1ウィルソンループ、い
わゆる、「プラケット」があり、サイト nから、µ̂、ν̂方向に進んで出来る単位正方形のループで以下の
ように定義する。

W 1×1
µν (n) ≡ Un,µ̂Un+µ̂,ν̂U

†
n+ν̂,µ̂U

†
n,ν̂/Nc (3.5)

逆まわりのプラケットは単にエルミート共役をとることで表せる。

W 1×1
νµ (n) ≡ (W 1×1

µν )†(n) (3.6)

よって反時計回りのプラケットと時計回りのプラケットの和は、虚数部分が打ち消し合うので、

W 1×1
µν (n) +W 1×1

νµ (n) = 2ReW 1×1
µν (n)∑

µ ̸=ν

W 1×1
µν (n) =

∑
µ<ν

[
W 1×1

µν (n) + (W 1×1
µν )†(n)

]
=
∑
µ<ν

2RetrW 1×1
µν (n)

がいえる。

3.2 格子上のQCD作用

この章では以下の「指導原理」に従い、ゲージ場とフェルミオンであるクォーク場の作用を定式化
する。

• a = 0の連続極限で格子作用は、連続作用に一致する。

• カラーゲージ対称性を厳密に保たせる。

• 連続理論の作用が持っている対称性は「できるだけ」維持せよ。

ここで、「できるだけ」という意味は、必ずしも連続理論の対称性を格子上で保てる訳ではないためで
ある。例えば、連続なローレンツ対称性や並進対称性は格子上で保つことはできない。しかし、90度
回転や格子間隔 aの並進ならば保つことができる。上記の始動原理のみからでは、格子作用を一つに決
めることが出来ず任意性が残る。実際、研究目的に応じて様々な格子作用が使われている。クォーク作
用に関してはウィルソンフェルミオン以外に、KSフェルミオン、ドメインウォールフェルミオンなど
が存在するが、本研究ではふれない。
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3.2.1 格子ゲージ場の作用

格子上にゲージ場の作用を定義する。厳密なカラーゲージ対称性を持たせるためには、ゲージ不変
量である「閉じたループのトレース」をもちいてゲージ作用は構成されるべきである。ここではまず、
最も単純なループであるプラケットW 1×1

µν を採用し、連続極限で連続理論のQCD作用に一致すること
をみる。作用を以下のように定義する。

SG = −β
∑
µ

∑
µ ̸=ν

1

2
trW 1×1

µν (n)

= −β
∑
µ

∑
µ<ν

trW 1×1
µν (n)

ここで βは連続極限で連続理論のQCD作用に一致させるための規格化定数である。まず、プラケット
の連続極限を考える。

W 1×1
µν (na) = Un,µ̂Un+µ̂,ν̂U

†
n+ν̂,µ̂U

†
n,ν̂/Nc

= exp [igaAµ ((n+ µ̂/2)a)] exp [igaAν ((n+ µ̂+ ν̂/2)a)]

exp [−igaAµ ((n+ ν̂ + µ̂/2)a)] exp [−igaAν ((n+ ν̂/2)a)] /Nc

ここで、ハウスドルフの公式

expA expB = exp

(
A+B +

[A,B]

2
+ · · ·

)
(3.7)

を用い、さらにテイラー展開をしていくと、nc = n+ µ̂/2 + ν̂/2として、結局、

W 1×1
µν (na) = exp

[
iga2

(
∂µAν(nca)− ∂νAµ(nca) − ig [Aµ(nca), Aν(nca)]

)
+高次項

]
/Nc

= exp
[
iga2Fµν(nca) +高次項

]
/Nc

を得る。よって

trW 1×1
µν ≃ tr

[
1 + iga2Fµν(nca)−

g2a4

2
F 2
µν +高次項

]
/Nc

= 1− g2a4

2Nc
trF 2

µν +高次項

となり、高次項は連続極限をとると無視することができる。ただし、

tr1 = Nc trFµν = tr

(∑
a

F a
µν T̂

a

)
= 0 (3.8)

を用いた。以上より、

SG ≃ −β
∑
n

∑
µ ̸=ν

[
1

2

(
1− g2a4

2Nc
F 2
µν

)]

=　
(
β × g2

2Nc

)∑
n

a4
∑
µ̸=ν

1

2
trF 2

µν(nca) + const.

となる。ここで β = 2Nc/g
2と選び、物理には寄与しない定数項を無視すると

SG →
∫
d4x

∑
µ ̸=ν

1

2
trF 2

µν(x) (3.9)

となり、結合定数などの係数を含めて連続理論の作用と一致する。この作用は、格子ごとの並進対称
性、90度回転対称性と既に述べたような厳密なカラー SU(Nc)ゲージ対称性を持っている。
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3.2.2 格子フェルミオン場の作用

簡単のためフレーバー数Nf = 1の格子フェルミオンの作用を考え、連続理論におけるフェルミオン
作用を格子化することを考える。任意のフレーバー数Nf への拡張は容易である。まず共変微分の格子
化は以下のように行なう。

Un,µ̂qn+µ̂ − Un−µ̂,µ̂qn−µ̂

2a
→ Dµq(x) (3.10)

実際にリンク場をテイラー展開することで、連続極限で共変微分になる事が証明できる。当然、ゲージ
変換性に関しても、

Un,µ̂qn+µ̂ − Un−µ̂,µ̂qn−µ̂

2a
→ ωn

Un,µ̂qn+µ̂ − Un−µ̂,µ̂qn−µ̂

2a
(3.11)

と共変微分と同じゲージ変換性をもつ。このように共変微分を共変差分で評価し、連続極限で連続理
論におけるフェルミオン作用に一致するように格子フェルミオン作用は、

Slattice
F = a4

∑
n

q̄n

[∑
µ

γµ
Un,µ̂qn+µ̂ − Un−µ̂,µ̂qn−µ̂

2a
+mqn

]
(3.12)

となる。しかし、この格子作用にはダブリングと呼ばれる問題があり、1自由度の格子フェルミオン場
を導入したはずが、16自由度の粒子を記述してしまっていることが知られている。1 ダブラー問題を
考えるため、自由場 (Un,µ = 1)の場合で考える。

フェルミオン作用をフーリエ変換することで、

Slattice
F = a4

∫
d4p

(2π)4

∑
µ

q̄(−p)

[
i

a

∑
µ

γµ sin pµa+m

]
q(p) (3.13)

[· · · ]の逆数が伝搬関数となるので有理化を行うと以下のようになる。

∆(p) =
1

i
∑

µ(γµ sin pµa)/a+m
=

−i
∑

µ(γµ sin pµa)/a+m∑
µ(sin pµa)

2/a2 + (m)2
(3.14)

a→ 0で連続理論に戻り、

sin pµa ∼

p̂µa pµ = p̂µ

−p̂µa pµ = π/a+ p̂µ
(3.15)

となるので (但し、p̂µ ≪ 1/a)、伝搬関数は

lim
a→0

GF (p) =
1

a

∑
pµ=0,π/a

−i
∑

µ(−1)δµγµpµ +m

p̂2µ +m2
(3.16)

となる。ここで、pµ = 0に対しては δµ = 0、pµ = π/aに対しては δµ = 1ととっている。場の量子論
では伝搬関数の極が粒子を表すので、上の結果は「一つの格子フェルミオン場が 2d = 16の粒子を記述
している」ことを意味する。一つの次元に対して 0と π/aの二つの極が現れるので、この余計な自由
度の粒子をダブラー、格子フェルミオンに余分な自由度が現れてしまう問題をダブリング問題と呼ぶ。

1本研究では、その問題に関して深く追求せず、ウィルソン項をこのフェルミオン作用に足すことでダブリングを回避する。
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連続理論のフェルミオン作用と一致させるためには、この無駄な自由度を排除しなければならない。
この望まれないダブラー粒子を取り除く方法の一つとして、先の格子フェルミオン作用にウィルソン項
を加える方法がある。ウィルソン項は以下のように定義される。

Slattice
WF = −a5 r

2

∑
n

∑
µ

ψ̄nUn,µ̂ψn+µ̂ + ψ̄nU
†
n−µ̂,µ̂ψn−µ̂ − 2ψ̄nψn

a2
(3.17)

ここで rとはウィルソンパラメータとよばれる定数である。テーラー展開より、

ψn±µ̂ = ψ(na± µ̂a) = ψ(na)± a∂µψ(na) +
a2

2
∂2µψ(na) +O

(
a3
)

(3.18)

を用いると、ウィルソン項は連続極限において

Scontinuum
WF = a× r

2

∫
d4x

∑
µ

ψ̄DµDµψ(x) (3.19)

と振る舞うので、連続極限をとると消えてしまう項である。ウィルソン項を加えることで、望まれない
15個のダブラー粒子の質量をもちあげ、連続極限において無限大にすることができる。先ほどと同様
にフーリエ変換を行ってみる。

Slattice
WF = −ra4

∫
d4p

(2π)4
ψ̄(−p)

∑
µ

[cos pµa− 1]ψ(p) (3.20)

先の格子フェルミオン作用を足すと、

Slattice
F + Slattice

WF = a4
∫

d4p

(2π)4

∑
µ

q̄(−p)

[
i

a

∑
µ

γµ sin pµa+M(p)

]
q(p)

M(p) = m− r
∑
µ

(cos pµa) + 4r

[· · · ]の逆数が伝搬関数となるので有理化を行うと以下のようになる。

∆(p) =
1

i
∑

µ(γµ sin pµa)/a+M(p)

=
−i
∑

µ(γµ sin pµa)/a+M(p)∑
µ(sin pµa)

2/a2 + (M(p))2

ウィルソン項の寄与によって、質量M が運動量に依存するよう質量項M(p)になったと考えればよい。
連続極限 a→ 0でM(p)は

M(p)

a
=

m for physical pole

m+ 2r|δ|/a→ ∞ for doublers
(3.21)

ここで、δは π程度の大きさを持つ運動量の数である (1 ≤ |δ| ≤ d)。我々が必要とする物理的な粒子
(∀pµ ≃ 0)の質量はmのままであるが、ダブラー (pµ ≃ π/a)の質量はm + 2r|δ|/aとなり連続極限で
発散する。そのため、(無限大の)大きな質量を持つダブラーは低エネルギーの物理現象には寄与でき
なくなる。このようにして格子フェルミオンにウィルソン項を加えることで、連続理論のフェルミオン
作用を格子化することができた。
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計算の便宜のため、次の規格化を行なっておく。ψ′
n ≡ a3/2ψnとm′ ≡ maと定義された無次元量を

用いて、ウィルソン項を含めた格子フェルミオン作用を書き直すと、

SF = (m+ 4r)
∑

ψ̄nψn − 1

2

∑
n

∑
µ

ψ̄n

[
(r − γµ)Un,µ̂ψn+µ̂ + (r + γµ)U

†
n−µ̂,µ̂ψn−µ̂

]
(3.22)

とまとめられる。ここでホッピングパラメータ κを以下のように定義する。

κ =
1

2(m+ 4r)
(3.23)

このパラメータでフェルミオン場を ψ = (
√
2κ)ψ′と再定義してやり、ψ′を用いてさらに書き直すと、

SF =
∑
　ψ̄nψn − κ

∑
n

∑
µ

ψ̄n

[
(r − γµ)Un,µ̂ψn+µ̂ + (r + γµ)U

†
n−µ̂,µ̂ψn−µ̂

]
(3.24)

となり、この格子作用をウィルソンフェルミオン作用と呼ぶ。

フェルミオン行列M(κ)を用いて、作用を書き換えると以下のようになる。

SF =
∑
n,m

ψ̄nMn,m(κ)ψm

Mn,m(κ) ≡ δn,m − κ
∑
µ

[
(r − γµ)Un,µ̂δm,n+µ̂ + (r + γµ)U

†
m,µδm,n−µ̂

]
任意のフレーバー数Nf への拡張は次式で与えられる。

SF =

Nf∑
f=1

ψ̄(f)
n ψ(f)

n − κ
∑
n

∑
µ

ψ̄(f)
n

[
(r − γµ)Un,µ̂ψ

(f)
n+µ̂ + (r + γµ)U

†
n−µ̂,µ̂ψ

(f)
n−µ̂

]
(3.25)

=

Nf∑
f=1

∑
n,m

ψ̄(f)
n Mn,m(κ)ψ(f)

m (3.26)

3.3 作用の改良

前節までは、連続理論に一致するようにQCDの格子上の作用を素直な形で導出したが、そのような
条件を満たす作用は一意ではない。特に、現在のコンピュータの能力からいってそれほど大きな格子サ
イズで計算を行なうことができないので、素直な作用を用いて連続極限をとることは困難である。こ
こでは、格子上において格子間隔が 0ではなく有限な値を持つことからくる誤差をなるべく小さくす
るように改善した格子上の作用を議論する。

改善方法には大きく分けて二つの流儀があり、一つはシマンツィックの方法である [4]、[5]。格子作
用の格子化による誤差は aがある程度小さければ、aの巾の低い次数順に出てくる。作用の中に余計な
パラメータを導入して、その aを含む項を低次の項から順に打ち消すように、そのパラメータを調節す
る方法が、シマンツィック流の改善方法である。

もう一つの方法は、繰り込み群の解析による改善方法である。繰り込み群の考え方はウィルソンに
よって発展され、物性の相転移の問題に適用された。その考え方を以下に示す。

相転移の近傍では相関長は長くなり、相転移点では無限大に発散する。相関長とはその距離の範囲内
で系の物理的性質が定性的に変わらない距離である。そこでその範囲内で、いくつかの自由度をまと

15



a

2a

図 3.2: 繰り込み操作の例。左図の点線の相互作用を無視する。次に灰円のスピンの和
を取ってしまい、スピンの寄与は黒円で代表させる。繰り込み変換によってスピンの自
由度は粗視化され、格子間隔が荒くなり、長距離 (低エネルギー)の相互作用を取り入
れている。

めて、一つの有効自由度で代表させることが出来る。この有効自由度に対する作用は元の作用とは異
なる有効作用である。元の作用から有効作用への変換を繰り込み変換とよび、その群を繰り込み群と
呼ぶ。たとえば、d次元のスピン系で隣接する二つのスピンを一つのスピンとして扱うことが繰り込み
変換の一つである。この際、二つのスピン間の格子間隔 aは繰り込み変換後に二倍される。(図.3.2を
参照) 相関長が十分大きければ、この置き換えで伸びた隣接するスピンの距離 (格子間隔の距離)を二
倍にしても、系の物理的性質が定性的に変わらない。さらに、この変換を何回も繰り返す。J 回繰り返
したとすると、もとの 2J 倍の格子間隔が新しい格子間隔になる。もとの相関距離を ξとすると

ξ ≤ 2J

である限りこの変換は意味を持つ。このようにして得られた有効作用は、もともとの作用で記述される
系の遠方での振舞を記述する作用である。温度 T が相転移温度 Tcに近づくにつれて ξ → ∞になるの
で、繰り込み変換の可能な回数は J → ∞となる。このときに得られる有効作用 S∞が相転移点直上で
の物理を記述することになる。あるゆるい条件を満たす限り、もとのミクロな作用はどんなものであっ
ても、有効作用は S∞に行き着く。すなわち、相転移近傍での振舞はミクロの物理に依らず一意的に決
定される。これが相転移の普遍性 (universality)である。

格子ゲージ理論の連続極限とは、相転移に近づくときの遠方の振舞で決まる。ゆえに、格子作用とし
てどんなものとってもよい。しかし、端から遠方での振舞を見たいのなら、最初から遠方の振舞を記述
するような作用を最初から用いた方が良い。このような作用のことを、繰り込み群によって改善された
作用と呼ぶ。

3.3.1 改善された格子ゲージ場の作用

先に述べたようにQCDを格子上に定式化する場合、作用の取り方は一意的ではない。連続極限で連
続理論のQCD作用が導けるという要請を満たす作用は無限に存在する。ゲージ不変性をみたすために
は、とにかく閉じたループを採用すればよい。最も単純なループがプラケットとよばれる、単位正方形
の 1× 1ウィルソンループである。他にも 1× 2ウィルソンループやそれを折り曲げて椅子のような形
をしたループなど様々存在する。
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そこで、ゲージ作用として以下のような作用も考えることが出来る。

ただし、βi = ci × 2Nc/g
2(i = 0, 1, 2, 3)であり、連続極限で trF 2

µν/2になるように

c0 + 8c1 + 16c2 + 8c3 = 1 (3.27)

という規格化条件が与えられている。以下、c2 = c3 = 0だとして議論していく。故に、c0 = 1− 8c1 係
数 c1は、上記の二つの流儀を用いて決定することができる [6]。

シマンツィック流の改善方法をとると以下のようにして決定される。プラケットと 1× 2ウィルソン
ループの和で高次項をキャンセルし、格子化による誤差を減らすように係数を決定する。この方法で
は、c1 = −1/12である。この係数を用いた格子ゲージ作用をシマンツィック作用と呼ぶ。

ウィルソン流の改善方法をとると以下のようにして決定される。摂動的に繰り込み群方程式を解く
ことで係数を決定する。この方法では、c1 = −0.331である。この係数を用いた格子ゲージ作用を岩崎
作用と呼ぶ。本研究では、岩崎作用を用いた。

3.3.2 改善された格子フェルミオン場の作用

ゲージ場同様にフェルミオンに対しても、改善された作用を用いる。シマンツィックの方法で O(a)

の誤差を取り除いた作用が、クローバー改善作用といわれるものである。

Sclover = cSWκ
∑
n

∑
µ,ν

ψ̄(f)
n

1

2
σµνF̂

µν
n ψ(f)

n (3.28)

この係数は実数値であり、Sheikoholeslami-Wohlert係数と呼ばれている。また F̂µν
n は

Fµν
n =

−i
8a2

(Qµν
n −Qνµ

n ) (3.29)

ここで、Qµν
n は、プラケットW 1×1

nµν から構成され、

Qµν
n ≡W 1×1

nµ,ν +W 1×1
nν,−µ +W 1×1

n−µ,−ν +W 1×1
n−ν,µ (3.30)

これは、連続理論における場の強さテンソルを離散化したものである。係数 cSW はツリーレベルで 1。
平均場による改善を行なうのであれば、W 1×1をプラケットの期待値として、cSW = (W 1×1)−3/4とな
る [7]。

3.4 格子フェルミオンとカイラル対称性

一つの格子場を導入したのに、16個の粒子を記述しているのは不都合である。なぜなら、低エネル
ギーに現れる粒子の個数は系の物理的性質に大きな影響を与える。たとえば、非可換ゲージ理論の結
合定数のエネルギー依存性を決めるベータ関数は系のフェルミオン数に依存している。なので、格子
理論を実際の物理系に適用するには、ダブラーがなく、一つのフェルミオンを記述する格子フェルミオ
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ンの定式化が必要になってくる。しかし、ダブリングのない格子フェルミオンの定式化はそう簡単では
ない。

定理 (ニールセン・二宮のNo-Go定理) 2 格子フェルミオンの作用が以下の仮定を満たしていると
する。

• 平行移動不変性

• カイラル対称性

• エルミート性

• フェルミ場の双一次形式

• 局所性

この時、格子作用が記述する行列 γ5の固有値が+の粒子と−の粒子の個数は等しくなる。すなわちダ
ブラーが生じる。

定理の仮定である平行移動不変性から格子フェルミオン作用は一つの運動量 pだけの関数となる。ま
た、カイラル対称性から質量項は禁止され、格子作用が双一次形式で書かれているのであれば、

SF = iq̄(−p)Dq(p) D = γµF
µ(p) (3.31)

とかかれる。エルミート性から Fµ(p)は実関数であり、局所性から p = 0で連続である。したがって、
Fµ(p)は実ベクトル場である。このときフェルミ作用は質量項を持っていないので、フェルミオンはFµ

の零点は、伝搬関数の極となり粒子に対応する。

連続理論では Fµ = pµであり、ゼロ点は ∀pµ = 0にしかない。ところが、格子理論の場合、運動量
は周期 2π/aで周期的なので、ある方向 µに対して Fµ(0) = Fµ(2π/a) = 0となるはずで、その傾きも
等しい。したがって、pに関する連続性より、必ず途中のある点 p0で Fµ(p0) = 0となる。事実、単純
な格子作用を用意したら、Fµ = (sin pµa)/aなので、pµ = π/aでも Fµ = 0となり、これがダブラーに
対応している。

次にカイラル対称性に関して再考察する。作用 SF が平衡移動不変性を持ち、フェルミ場の双一次形
式で書かれ、繰り込み可能であるならば、

SF = iq̄(−p)Dq(p) (3.32)

カイラル変換 q → eiγ
5θq ≃ iθγ5qより、作用 SF がカイラル対称性をもつということは

SF → SF − θq̄
{
γ5, D

}
q (3.33)

反交換関係
{
γ5, D

}
= 0を意味する。もしカイラル対称性が成り立つならば、質量項を持たないため、

先のような伝搬関数D = Fµγµとなる。この場合、格子理論ではダブラー粒子が生まれてしまい、連
続極限における低エネルギー領域で問題が起きる。ダブリング問題を解決するため、ダブラー粒子に
質量項を足せば、連続極限における低エネルギー領域で問題が起きないが、この場合、カイラル対称性
を壊すことになる。

QCDの低エネルギー領域において、カイラル対称性の自発的破れは中間子の質量階層性や閉じ込め・
非閉じ込め相への相転移にとっても重要な現象である。しかし、格子理論ではカイラル対称性を明白に

2参照 [19]、[20]
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破り、ダブリング問題を回避するか、カイラル対称性を保ち、低エネルギー領域で問題が起こるダブリ
ング問題と向き合うかのいずれかである。

本研究で用いる、ウィルソンフェルミオンはウィルソン項により、質量項が作られるのでカイラル対
称性を破ってしまう。しかし、連続極限でダブラーは無限の質量をもつため、低エネルギー領域での問
題は起きない。

3.5 演算子と期待値

経路積分形式により、任意のゲージ不変な物理量を計算することが出来る。経路積分を用いて分配関
数 Z は以下のように与えられる。

Z =

∫
DU exp [−SG − SF ]

∫
DU ≡

∏
n,µ

dUn,µ (3.34)

ここで、DU は全てのサイト上の全ての方向を向いているリンク変数についての積分をあらわす。前章
で見たように格子QCDの作用は、次のように与えられる。

S = SG(U) + SF (ψ̄, ψ, U) = SG(U) + ψ̄M(U)ψ (3.35)

であり、任意の演算子をO(ψ̄, ψ, U)とすると、

⟨O(ψ̄, ψ, U)⟩ = 1

Z

∫ ∏
n,µ

dUn,µdψ̄dψO(ψ̄, ψ, U)e−SGe−SF

Z =

∫ ∏
n,µ

dUn,µdψ̄dψe
−SGe−SF

外場 η, η̄を導入したのち、フェルミオンに関して積分を実行してやれば次のようになる

⟨O(ψ̄, ψ, U)⟩ = 1

Z

∫ ∏
n,µ

dUn,µ (detM(U))Nf e−SGO(− δ

δη
,
δ

δη̄
, U)eη̄M

−1(U)η (3.36)

フェルミオン行列式を指数の肩に乗せれば、次の表式を得る。

⟨O(ψ̄, ψ, U)⟩ = 1

Z

∫ ∏
n,µ

dUn,µO(− δ

δη
,
δ

δη̄
, U)e−SG−Nf ln detM(U)+η̄M−1(U)η (3.37)

本研究では、格子ゲージ作用として岩崎作用、格子フェルミオン作用としてウィルソンフェルミオン
とクローバー作用を採用した。作用は以下のように与えられる。

Z(β,m) =

∫
DU(detM)Nf e−SG

Sg = S1×1
g + S1×2

g = −β

 ∑
x,µ>ν

c0W
1×1
µν (x) +

∑
x,µ ̸=ν

c1W
1×2
µν (x)


Mx,y = (MWF )x,y + (Mclover)x,y

= δx,y −K
∑
i

[
(1− γi)Uiδx+î,y + (1 + γi)U

†
i (x− î)δx−î,y

]
− δx,ycSWK

∑
µ>ν

σµνFµν
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F̂µν =
(
Qµν −Q†

µν

)
/(8i)で与えられ、ゲージ結合定数 β = 6/g2、ゲージ作用として岩崎作用 (c1 =

−0.331,c0 = 1 − 8c1)を採用し、Sheikoholeslami-Wohlert係数は cSW =
(
1− 0.8412β−1

)−3/4で与え
られる。格子サイズはN3

s ×Ntである。
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4 有限温度QCD

まず、有原温度の場の理論の導入を行なう。そこでは、四次元ユークリッド空間の場の量子論と三次
元の統計力学の類似性を議論する。ボーズガスの中で最も簡単なものが中性スカラー場なので、中性
スカラー場のラグランジアンから始め、周期的境界条件を与えることでボーズ分布を得ることを確認
する。その次にはフェルミオンのラグランジアン、反周期的境界条件を与えることでフェルミ分布を得
ることを確認し、有限温度の場の理論における繰り込みを議論する。零質量を持つ粒子の有限温度量
子効果は赤外領域で発散を起こすため、非摂動的な取扱いが必要であることを述べる。

そののち、カイラル相転移を議論する。先ずはカイラル対称性に関して触れ、その後、QCDのランダ
ウ自由エネルギーと 1ループのベータ関数を議論することで、有効模型を用いたカイラル相転移のクォー
クの質量依存性 [24]の先行研究を紹介する。先行研究からわかったことは、量子異常の効果から破れ
ているU(1)A対称性が温度効果によって回復するか否かによって、カイラル極限 [(mud,ms) = (0,∞)]

の相転移の次数が変わることが分かっている。この章の最後には、格子QCDによるカイラル極限の相
転移の研究のレビューを行った。相転移の次数が一次である結果もあれば、二次でもある結果もあり混
沌としている。

4.1 有限温度の場の理論

有限温度系に量子色力学を適用する。ファインマンの経路積分の方法を用いて、場の理論の統計力学
的な取り扱いについて述べる。

4.1.1 スカラー場

ここでは中性スカラー場の自由場 ϕ(x, t)を考える。これはユークリッド空間において次の古典的な
ラグランジアン Lと作用関数 Sを持つ。

S =

∫
d4xL L =

1

2
(∂µϕ)

2 +
m2

2
ϕ2 (4.1)

ϕに対する共役運動量 π(x, t)は π = ∂L/∂ϕ̇ = ϕ̇で、したがってハミルトニアン、H = πϕ̇− Lは

Ĥ =
1

2

∫
d3x

[
π̂2(x, t) + (∇ϕ̂(x, t))2 +m2ϕ̂2(x, t)

]
(4.2)

となる。ここで量子論に移って π̂と ϕ̂は同時交換関係
[
π̂(x, t), ϕ̂(y, t)

]
= iδ3(x− y)を満たす演算子と

する。この系に対する統計力学的分配関数 Z は、

Z =

∫
Dϕperiodic ⟨ϕ(x)|e−βĤ |ϕ(x)⟩ β =

1

T
(4.3)

によって与えられる。T は温度のことである。積分は ϕ(x)についての汎関数積分である。統計力学の
要請から時間に関して周期的境界条件を与える。状態 |ϕ(x)⟩はある時刻 (t =一定)における場の演算
子 ϕ(x, t)の固有状態で固有値 ϕ(x)をもつ、

ϕ̂(x, t) |ϕ(x)⟩ = ϕ(x) |ϕ(x)⟩ (4.4)

そして完全性、 ∫
Dϕ(x) |ϕ(x)⟩ ⟨ϕ(x)| = 1 (4.5)
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を満たす。したがって、先の分配関数は統計力学での分配関数 Z = tre−βĤ と同等である。そして、
それは tに依存しない。汎関数積分の測度に関しては簡単に次のようにして考えておく。まず空間を
正方格子化して各格子点における積分として表し、最後に格子間隔 a → 0 の極限をとる。つまり、∫
Dϕ ≡ lima→0

∏
x

∫∞
−∞ dϕ(x)とする。統計力学でいうボルツマン因子 e−βĤ は、

e−βĤ =
N∏
i=1

e−ϵiĤ ϵi = β/N ≡ ϵ (4.6)

でN を十分大きくすると、ϵの二次以上の項は無視することができて、

e−ϵĤ = 1− ϵĤ(π̂, ϕ̂) (4.7)

と Ĥ の一次関数で近似する。以上の式を用いて時刻 tiから時刻 tf までの遷移確率を求める。

⟨ϕ0|e−βĤ |ϕ0⟩ =

⟨
ϕ0

∣∣∣∣∣
N∏
i=1

e−ϵiĤ

∣∣∣∣∣ϕ0
⟩

=

∫ N∏
i=1

dϕi ⟨ϕ0|e−ϵiĤ |ϕN−1⟩ ⟨ϕN−1|e−ϵiĤ |ϕN−2⟩ · · · ⟨ϕ1|e−ϵiĤ |ϕ0⟩

さらに共役運動量の固有状態 π̂(x, t) |π(x)⟩ = π(x) |π(x)⟩を導入し、この完全性関係を先の積分に挿入
する。すると、

⟨ϕi+1|e−ϵĤ |ϕi⟩ =
∫
dπi ⟨ϕi+1|πi⟩ ⟨πi|ϕ0⟩ e−ϵH(πi,ϕi)

=

∫
dπi exp

[
iϵ

∫
d3xπi(x) [ϕi+1(x)− ϕi(x)]

1

ϵ
− ϵH(πi, ϕi)

]
ここで∆t = ϵ、tj = jϵ = jβ/N、ϕ(x, ti) = ϕi(x)、ϕ(x, ti +∆t) = ϕi+1(x)等と書くと、

Z(β) = N ′
∫
ϕ:periodic

DϕDπ exp
[
−
∫ β

0
dt

[
H(π, ϕ)− i

∫
d3xπϕ̇

]]
(4.8)

ここでN ′は規格化のための定数、汎関数積分の際 ϕについては周期的境界条件 ϕ(x, β) = ϕ(x, 0)をみ
たすものとする。これをファインマンの経路積分の形にするには、先に π積分を実行してやればよい。
被積分関数はガウス型なので、 ∫

dπe−π2/2−iπϕ̇ =
√
2πe−ϕ2/2 (4.9)

となる。結局、分配関数は以下のようになる。

Z(β) = N

∫
ϕ:periodic

Dϕ exp
[
−
∫ β

0
dt

∫
d3xL

]
(4.10)

以上のように統計力学とユークリッド空間における場の量子論は非常に密接な関係にある。場の理論
における統計力学の問題を以下の方法によって解析することができる。任意の物理量Oの統計平均は

⟨O⟩ = tr(Oe−βĤ)

tre−βĤ
=

∫
ϕ:periodicDϕOe

−S(ϕ)∫
ϕ:periodicDϕe−S(ϕ)

(4.11)

によって計算される。
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次に経路積分を実行して分配関数を求めていく。まず、ϕ(x, t)の空間成分に関してフーリエ変換を実
行すると、

S = −β
2

2

∑
n

∫ ∑
k

[
ω2
n + E2(k)

]
ϕ̃∗(k, n)ϕ̃(k, n) E(k) ≡ (k2 +m2)1/2

ϕ(x, t) =

√
β

V

∑
n

∑
k

ϕ̃(k, n)eik·x+iωnt ϕ̃(−k,−n) = ϕ̃∗(k, n) ϕ̃(k, 0) = ϕ̃(k, β)

となる。ここで ωn = 2πn/βであり、この量を松原振動数とよぶ6。この結果を分配関数に代入すると、

Z(β) = N
∏
ki

{∫ ∞

−∞
dϕ̃(ki, n) exp

[
−β

2

2

∫
d3k

[
ω2
n + E2(k)

]
ϕ̃∗(k, n)ϕ̃(k, n)

]}
= N ′

∏
n

∏
k

[
β2(ω2

n + E2(k))
]

となる。分配関数の logは

lnZ = −1

2

∑
n

∑
k

ln
[
(2πn)2 + β2E2(k)

]
= −1

2

∑
n

∑
k

{∫ β2E2(k)

1

dθ2

θ2 + (2πn)2

}
− 1

2

∑
n

∑
k

{
ln
[
1 + (2πn)2

]}
= −

∑
k

{∫ β2E2(k)

1
dθ

(
1

2
+

1

eθ − 1

)}
− 1

2

∑
n

∑
k

{温度非依存項}

ここで以下の計算式を用いた。

ln
[
(2πn)2 + β2ω2

]
=

∫ β2ω2

1

dθ2

θ2 + (2πn)2
+ ln

[
1 + (2πn)2

]
∞∑

n=−∞

1

(2πn)2 + (θ)2
=

1

2θ

(
1 +

2

eθ − 1

)
温度非依存項を除き、θ積分を実行すると、

lnZ =
∑
k

[
−1

2
βE(k)− ln(1− e−βE(k))

]
= V

∫
d3k

(2π)3

[
−1

2
βE(k)− ln(1− e−βE(k))

]
(4.13)

となる。二つ目の式は離散的な空間の表式で、三つ目の式は連続極限における表式となる。分配関数の
各項の物理的意味を見るためにエネルギー密度を求める。エネルギー密度 Eの表式は EV = −∂ lnZ/∂β
と与えられるので、

E =
1

2

∫
d3k

(2π)3
E(k) +

∫
d3k

(2π)3
E(k)

eβω − 1
(4.14)

6松原振動数は統計力学的要請によって与えられた周期的境界条件 ϕ(x, 0) = ϕ(x, β)から決定されている。この条件から

ϕ(x, β)− ϕ(x, 0) =

∞∑
n=−∞

∫
d3k

(2π)3
ϕ̃(k, n)eik·x

[
eiωnβ − 1

]
= 0 (4.12)

とならなけならないので、恒等的にこの関係式が成り立つためには [· · · ] = 0が成り立つ必要がある。したがって、松原振動
数は ωn = 2πn/β(nは−∞から∞)となる。
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となる。第一項はゼロ点振動によるエネルギーであり、第二項はボーズ統計を反映したエネルギーであ
る。よって、中性スカラー場の経路積分から分配関数を時間方向に関する周期的境界条件を与えること
で、統計力学のボーズ粒子に対する分配関数を導くことができた。ゲージ場に関しても同様で、分配関
数は次のように与えられる。

lnZ = dGV

∫
d3k

(2π)3

[
−1

2
βE(k)− ln(1− e−βE(k))

]
(4.15)

ここで dGはゲージ場の自由度である。

4.1.2 フェルミオン場

次に自由なディラックフェルミオンの分配関数を導く。ラグランジアン密度は以下のように与えら
れる。

L = ψ̄

(
−γ4 ∂

∂t
+ iγ · ∇ −m

)
ψ (4.16)

場 ψはディラックフェルミオンであり、グラスマン性により反可換な量である。ψを変数とし、共役運
動量をもとめ、ラグランジアン形式からハミルトニアン形式に書き換えると、

H = Π
∂ψ

∂t
− L = ψ̄ (−iγ · ∇+m)ψ Π = iψ̄γ4 (4.17)

となる。大局的 U(1)対称性が成立するので、それに付随する保存電荷が存在し、

Q =

∫
d3xψ̄γ4ψ (4.18)

分配関数は経路積分公式より、

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

[∫ β

0
dt

∫
d3xψ̄

(
−γ4 ∂

∂t
+ iγ · ∇ −m+ µγ4

)
ψ

]
(4.19)

となる。この分配関数は自由フェルミオン場の作用に大局的 U(1)対称性に付随する保存電荷を足した
ものになる。フェルミオン場に対しては反周期的境界条件 ψ(0, x) = −ψ(β, x)が要請され7 、松原振動
数は ωn = (2n+ 1)π/β(nは−∞から∞)となる。

さて、作用をフーリエ変換すると、

S =
∑
n

∑
k

˜̄ψα,n(k)Dαρψ̃ρ,n(k)

D = −β [kµγµ +m] kµ = (iωn − µ, k)

となる。フェルミオン場に関して積分を実行してしまえば、

ZF = DetD (4.21)

7松原振動数は統計力学的要請によって与えられた周期的境界条件 ψ(x, 0) = −ψ(x, β)から決定されている。この条件から

ψ(x, β) + ψ(x, 0) =

∞∑
n=−∞

∫
d3k

(2π)3
ϕ̃(k, n)eik·x

[
eiωnβ + 1

]
= 0 (4.20)

とならなけならないので、恒等的にこの関係式が成り立つためには [· · · ] = 0が成り立つ必要がある。したがって、松原振動
数は ωn = (2n+ 1)π/β(nは−∞から∞)となる。

24



となる。ここでDetは運動量、振動数、ディラック引数に関する行列式である。この分配関数は logを
とることで、次のように書き換えることができる。

lnZF = 2
∑
n

∑
k

ln
{
β2
[
(ωn + iµ)2 + ω2

]}
=
∑
n

∑
k

{
lnβ2

[
ω2
n(ω − µ)2

]
+ lnβ2

[
ω2
n(ω + µ)2

]}
ここで、次の関係式を用いた。

detAB = detAdetB = detAdet(γ5Bγ5) = detAγ5Bγ5 lnDetAB = Tr lnAB

Trは運動量、振動数、ディラック引数に関するトレースである。スカラー場の時と同様に振動数の和
をとり、運動量積分を実行する。その際に以下の関係式を用いればよい。

∞∑
n=−∞

1

(n− x)(n− y)
=
π (cotπx− cotπy)

y − x

結果は温度非依存項を除けば、

lnZF = dFV

∫
d3p

(2π)3

[
βω + ln

(
1 + e−β(ω−µ)

)
+ ln

(
1 + e−β(ω+µ)

)]
(4.22)

ここで dF はフェルミオンの自由度であり、ここではスピンの自由度から dF = 2となっている。この
分配関数は第一項がゼロ点エネルギーの寄与を表し、第二項は粒子、第三項は反粒子の寄与を表して
いる。物質粒子を表す二項はフェルミ分布に従っている。

4.1.3 有限温度項と繰り込み

松原形式を用いて場の理論に温度をもたせた。今までの章の計算からわかるように、温度に依存す
る項と温度に依存しない項が存在する。ここでは、自由スカラー場のラグランジアンに四点結合を足
すことで、温度依存項と温度非依存項の繰り込みの振舞を見る。後にみるように、実は発散の除去のた
めの繰り込みという作業は温度非依存項でのみ行なえばよいことがわかる。

先に紫外発散の繰り込みに関して議論する。スカラー場の四点結合を系に足し、摂動論を用いて伝
搬関数の繰り込み計算を行なう。λの最低次では図.4.1のダイアグラムが効いてくる。このダイアグラ
ムの寄与をΠ1とし、ファインマン図を計算すると、

Π1 = 12λT
∑
n

∫
d3p

(2π)3
1

ω2
n + ω2

(4.23)

となる。振動数に対する和は複素積分を用いて次のように書き換えることができる。

T

∞∑
n=−∞

f(p0 = iωn) =
β

2πi

∮
C
dp0f(p0)

β

2
coth(

β

2
p0)

=
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dp0

1

2
[f(p0) + f(−p0)]

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dp0 [f(p0) + f(−p0)]

1

eβp0 − 1
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図 4.1: 零温度の発散に効いてくるダイアグ
ラム。上のダイアグラムは紫外発散を起こす
ダイアグラムの一例である。

Im p0

Re p0

ǫ

図 4.2: coth(βp0/2)の極 p0 = iωnを表して
いるのが黒点である。複素積分の経路は p0

の実部に関して絶対値 ϵ、虚部に関して−∞
から∞の閉じた経路取り扱う。

積分経路 C は図 4.2のとおりである。このようにして、振動数和は自然に、温度非依存項 (真空項)と
温度依存項 (物質項)に分割される。先の 1ループダイアグラムにこの式を用いると、

Π1 = ΠVAC
1 +ΠMAT

1

ΠVAC
1 = 12λ

∫
d4p

(2π)4
1

p24 + p2 +m2

ΠMAT
1 = 12λ

∫
d4p

(2π)4
1

eiβp4 − 1

1

p24 + ω2

となる。真空項の寄与は場の量子論 (T = 0)における四次元ユークリッド積分の形そのままである。
ループ積分の運動量次数のみに着目すると、∫

d4p

(2π)4
1

p24 + p2
≃
∫ ΛUV

dp
p3

p2
∝ Λ2

UV

この寄与は二次発散する。また、物質項の寄与は統計性を反映し、ここではボーズ分布の分布関数がか
けられている。この形から質量項の寄与の発散はありえない。何故なら、物質効果は紫外線領域で指
数関数によって減少させられるからである。よって、有限温度の場の量子論における紫外発散は、温度
の依存性を持たない真空項によって行なわれることがわかる。これはフェルミ分布においても同じで
ある。

次に赤外発散に関して議論するが、この発散は温度に依存する形で現れる。しかし、紫外発散と同様
に零温度において発散を除去する。赤外発散に関しては、図.4.3に書いてあるようなリングダイアグラ
ムの計算を行なう。サブダイアグラム (灰色の部分)は紫外発散を起こすが、零温度の繰り込みによっ
てどうにかする。真ん中のリング部分に寄与するループ積分に着目すると、

I ≃ βV TΠ2
1

∑
n

∫
d3p

(2π)3
1

ω2
n + ω2(p)

1

ω2
n + ω2(p)

(4.24)

概算で以上のような振舞を持つことがわかる。今、松原振動数 ωn = 0かつ質量m = 0のときに着目す
る。これに関してもループ積分の三次元運動量次数のみに着目すると、

I ∝
∫
ΛIR

d|p| |p|
2

|p|4
∝ 1

Λ2
IR

(4.25)
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Π1Π1

図 4.3: λ2の寄与を持つ真空ダイアグラムである。次数 2のリングダイアグラ
ムとも呼ばれる。これらのダイアグラムは真ん中のリング部分に赤外発散をも
つ。紫外発散のときに議論した自己エネルギーダイアグラム Π1を用いれば、
右図のようになる。もちろん灰色の円の部分は紫外発散をもつサブダイアグラ
ムとなる。

このようにして赤外発散は、有限温度において、質量m = 0かつ松原振動数 ωn = 0という静的な極限
で起こる。同様のことが零温度において起きないのは、自己エネルギーΠ1の寄与が質量に比例して現
れるために、このリングダイアグラムの寄与は消えてしまうからである。しかし、有限温度では物質項
が存在するため、p4積分に関して留数を取った自己エネルギーΠ1は質量m = 0において、

Π1 = 0 + 12λ

∫
d3p

(2π)3
1

eβ|p| − 1

1

|p|

= 12λT
4π

(2π)3

∫ ∞

0
d|p| 1

eβ|p| − 1

1

|p|
= λT 2 ̸= 0

となる。故にリングダイアグラムは非零となるため、対称性により粒子の質量が零に制限されるQED

やQCDなどといった理論における有限温度の物理現象は赤外発散により摂動論が扱えなくなる。

さらに λの次数を上げていっても事情は同じで、リングを含む限り赤外発散を含むことになる。こ
こではこの赤外発散をどうにかするため再加算 (resummation)という方法を紹介する。

Π1Π1

+

Π1Π1

Π1

+ · · ·+
Π1Π1

Π1

Π1

=

Ω

まず、上図のようにリングダイアグラムを全て足しあげる。λ1の寄与は赤外発散には関係ないので、
それを除き、足しあげた結果を Ωとすると、

Ω =
1

2
βV T

∑
n

∫
d3p

(2π)3

∞∑
N=2

(−1)N

N
(Π1D(ωn,p))

N

=
1

2
βV T

∑
n

∫
d3p

(2π)3

[ ∞∑
N=1

(−1)N

N
(Π1D(ωn,p))

N − (−1)1

1
(Π1D(ωn,p))

1

]

= −1

2
βV T

∑
n

∫
d3p

(2π)3
[ln (1 + Π1D(ωn,p))− (Π1D(ωn,p))]

一行目から二行目へは赤外発散を含まない λ1 項を差し引きし、二行目から三行目へは logの展開式
ln(1 + x) =

∑∞
n=1(−1)n+1xn/nを用いた。もちろん先に述べたように、有限温度効果を含めた質量

m = 0のときの自己エネルギーはΠ1 = λT 2である。
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今から、この Ωが赤外発散を起こしていないかを確認する。ωn = 0のとき、

Ω = −1

2
βV T

∫
d3p

(2π)3

[
ln

(
1 +

λT 2

p2

)
−
(
λT 2

p2

)]
= −1

2

βV T

4π2

[∫ ∞

0
d|p||p|2 ln

(
1 +

λT 2

|p|2

)
−
∫ ∞

0
d|p|

(
λT 2

)]
= −1

2

βV T

4π2

[[
1

3
|p|3 ln

(
1 +

λT 2

|p|2

)]∞
0

− −2λT 2

3

∫ ∞

0
d|p| |p|2

|p|2 + λT 2
− |p|

(
λT 2

)]
|p| → ∞のとき、第一項の logは展開できて、[

|p|3 ln
(
1 +

λT 2

|p|2

)]
≃ |p|λT 2 − (λT 2)2

|p|
· · ·

展開の第一項は Ωの第三項とキャンセルし、第二項以降は極限において零となる。よって、Ωの第二
項のみが残り、計算を行なえば、

Ω = −1

2

βV T

4π2

[
−−2λT 2

3

∫ ∞

0
d|p| |p|2

|p|2 + λT 2

]
=
βV

12π
λ3/2T 4

となり、赤外発散が起きていないことがわかる。フルオーダーの寄与を足しあげることでリングダイア
グラムの発散を処理したため、通常の摂動展開は破綻する。

4.2 カイラル対称性とその自発的破れ

クォークには 6種類のフレーバーが存在しており、その質量は 1MeVから 102GeVまである。この中で
チャーム、ボトム、トップクォーク (以降、c、b、tクォーク)はQCDの典型的なスケールΛQCD ∼ 200MeV

に比べて十分重いため、重いクォークと呼ばれている。逆にアップ、ダウン、ストレンジクォーク (以
降、u、d、sクォーク)は質量がΛQCDより小さく、軽いクォークと呼ばれている。QCDのダイナミク
スからすれば、重いクォークは直接結合しない非常に重い粒子として扱ってよく、軽いクォークは非常
に重要な役割をもつ。後章で議論するが、真空中でのクォーク凝縮は軽いクォークに数 100MeVの有
効質量を与え、ハドロンの質量の源となる重要な役割を果たしている。この章では、まず、カイラル対
称性を議論し中間子の質量の起源を議論する。

4.2.1 カイラリティ

クォーク場を γ5の固有状態を用いて二つの部分に分ける。

q(x) = qR(x) + qL(x) qR/L(x) ≡ PR/Lq(x) =
1± γ5

2
q(x) γ5qR/L(x) = ±qR/L(x)

PR/L ≡ 1± γ5
2

P 2
R/L = PR/L PRPL = 0 PR + PL = 1 γµPR/L = PL/Rγ

µ

ここで、γ25 = 1より、その固有値は±1をとる。この固有値をカイラリティと呼び、カイラリティが正
の成分を右巻き成分、カイラリティが負の成分を左巻き成分と呼ぶ。PR/Lは各固有状態への射影演算
子で Rと Lの成分が直行していることを表している。γ5と γµは反可換なので、射影演算子は入れ替
えによって変化する。
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4.2.2 カイラル変換

QCDラグランジアンを γ5の固有状態として書き直すと以下のようになる。

LQCD = q̄L (iγµDµ) qL(x) + q̄R (iγµDµ) qR(x)−m (q̄LqR + q̄RqL)−
1

2
tr [FµνFµν(x)]

ここで、SUR(Nf )×SUL(Nf )変換を定義する。これは右巻きクォークと左巻きクォークを独立にSU(Nf )

大局的変換することに対応する。

qaR ≡
[
eiθ

i
RT̂i
]ab

qbR ≃ qaR + iθiR

[
T̂iqR

]a
qaL →

[
eiθ

i
LT̂i
]ab

qbL ≃ qaL + iθiL

[
T̂iqL

]a
q̄aR → q̄bR

[
e−iθiRT̂i

]ba
≃ q̄aR − iθiR

[
q̄RT̂i

]a
q̄aL → q̄bL

[
e−iθiLT̂i

]ba
≃ q̄aL − iθiL

[
q̄LT̂i

]a
添字 aはクォークのフレーバーを意味し、qa = u, b, · · · となる。生成子 T̂ は SU(Nf )群の生成子であ
る。Nf = 2ならば、T̂ a = σa

2 となり、σ
aはパウリ行列である。Nf = 3ならば、T̂ a = λa

2 となり、λ
a

はゲルマン行列である。

この変換に対して、QCDラグランジアンは次のように変化を受ける。

LQCD → q̄L (iγµDµ) qL(x) + q̄R (iγµDµ) qR(x)−
1

2
tr [FµνFµν(x)]

−m
(
q̄L

[
−i
(
θiL − θiR

)
T̂ i
]
qR + q̄R

[
−i
(
θiR − θiL

)
T̂ i
]
qL

)
質量を零にすることでQCDラグランジアンは SUR(Nf )× SUL(Nf )変換に対し不変となる。

ここで、回転角 θRと θLとの線形和で新しい回転角を作る。

θV =
1

2
(θR + θL) θA =

1

2
(θR − θL)

回転角を定義し直すことで、右巻きクォークと左巻きクォークは以下のように変換する。qRと qLは γ5

の固有状態となるので、

qaR/L →
[
ei(θ

i
V +γ5θiA)T̂i

]ab
qbR/L ≃ qaR/L + i(θiV + γ5θiA)

[
T̂iqR/L

]a
q̄aR/L → q̄bR/L

[
e−i(θiV +γ5θiA)T̂i

]ba
≃ q̄aR/L − i(θiV + γ5θiA)

[
q̄R/LT̂i

]a
位相 θV で回す変換が SUV (Nf )ベクトル変換という大局的なベクトル変換で、位相 θAで回す変換が
SUA(Nf )カイラル変換という大局的な軸性変換と呼ばれる。

この変換に対し、QCDラグランジアンは次のように変換を受ける。

LQCD → q̄ (iγµDµ) q(x)−
1

2
tr [FµνFµν(x)]−mq̄

[
2iθiAT̂i

]
q(x)

ラグランジアンに質量パラメータが有無に関係せずベクトル変換に関して系は対称であり、カイラル変
換に関して系は質量が零のとき対称であることがわかる。よって、質量項があることで破れていた対称
性はカイラル変換によるものであったことがわかる。

ここでQCDにおける現実のクォークは典型的なスケールΛQCDに比べて、2個 (uクォークと dクォー
ク)が十分に軽いため、近似的に uクォークと dクォークの二つが零質量とみなすことができ、近似的
カイラル対称性が成立する。
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以下では uクォークや dクォークに限らず、Nf 個のクォークの質量が縮退した軽い質量を持つとし、
QCDラグランジアンは次のように定義し直す。

L = q̄a (iγµDµ −M) qa(x)− 1

2
tr [FµνFµν(x)]

qa(x) = (u(x), d(x), · · · )T M ≡ diag (m,m, · · · ) , m ≡ mu = md = · · ·

M は質量行列である。カイラル対称性は厳密に回復する、クォーク質量を 0にする極限をカイラル
極限と呼ぶ。この系では局所対称性であるカラーゲージ対称性 SU(3)c 以外に、大局的対称性である
SU(Nf )L × SU(Nf )R × U(1)A × U(1)V を持つ。

次の節からは、有効模型を用いてカイラル極限におけるQCD相転移を議論していく。カイラル対称
性の破れ指標は質量項の有無に関連しているため、この質量項を秩序変数とみなすことができ、真空に
おいて非零の期待値を持ったとき、相転移が起きたといえる。この期待値 ⟨q̄q⟩をカイラル凝縮という。

4.2.3 有限温度QCDにおけるカイラル相転移

今、uクォークと dクォークの質量が極めて小さく、二つのクォークが等しい質量mudを持つとした
とき、古典的ラグランジアンは次の群に属している。

G = SU(Nf )A × SU(Nf )V × U(1)A × U(1)V × SU(3)c (4.26)

U(1)V × SU(3)cは破れないと仮定し、カイラル対称性の自発的破れとその回復に焦点をあてる1。こ
の系におけるカイラル秩序変数は U(1)V × SU(3)c変換を受けない、以下のようなNf ×Nf 行列で与
えられる。

Φ ≡ 1

2
q̄i(1− γ5)q

j = q̄iRq
j
L (4.27)

ここで、i, jはフレーバーの引数である。

この秩序変数は SU(2)L/Rの変換行列 VL/R ≡ ei(θ
i
V +γ5θiA)T̂i と U(1)Aの位相変換 eiαγ5 を受け、次の

ように変換をうける。
Φ → e2iαVLΦV

†
R (4.28)

また、左手型クォーク、及び、右手型クォークは次のように変換を受ける。

qL → eiαVLqL, qR → eiαVRqR (4.29)

もしカイラル対称性の力学的破れが起きれば、Φの熱平均は非零になる。

4.2.4 QCDのランダウ関数

秩序変数場Φで記述されるランダウ関数 Seff =
∫
ddxLeff を構築する。Leff はQCDのラグランジア

ンと同じ対称性を持ち、臨界点付近において Φで展開できる [24]。

Leff =
1

2
tr∂Φ†∂Φ+

a

2
trΦ†Φ+

b1
4!
(trΦ†Φ)2 +

b2
4!
tr(Φ†Φ)2 (4.30)

− c
2
(detΦ + detΦ†)− 1

2
trh(Φ + Φ†)

1バリヲン密度が大きいときにカラー超伝導が起きるとしたら、この仮定は根拠のないものになる
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ここで tr、detはフレーバーの引数に対する演算である。式 (4.30)の右辺の最初の 4項は、SU(Nf )L ×
SU(Nf )R ×U(1)A対称性を保っている。一方、第 5項は SU(Nf )L × SU(Nf )R対称性を保っているが、
U(1)A 対称性は破っている。この項は QCDの軸性異常を示唆している [25]。式 (4.30)の最後の項は
クォーク質量 h ∝ diag(mu,md,ms, · · · )から生じ、SU(Nf )L × SU(Nf )R対称性だけでなく、U(1)A対
称性も破っている。

系が二次相転移を起こすならば、Φの場はソフトモードであり、臨界点において相関距離が発散す
る。ハードモードは、相関距離が発散せず、経路積分で消え、係数 a, b1, b2, c, hにのみ影響する。ロー
レンツベクトルソフトモード (ベクトル中間子など)が存在するかどうかは非自明な問題である [26]。こ
こでは、ソフトモードはローレンツスカラーのみと考える。

4.2.5 軸性異常がない零質量のQCD

Φの値が大きい場合、Leff は b1 +
b2
Nf

> 0、b2 > 0の条件下で下に有界である。この条件下では、相
転移は aの符号が変わることで引き起こされる平均場理論における二次相転移である。

相転移の次数は Φの熱揺らぎを考慮することで変わってくる。これを見るために、β 関数を結合定
数 g1,2 ≡ b1,2Sd/(2π)

d の二次の項まで見ていく。

β1 = −ϵg1 +
N2

f + 4

3
g21 +

4Nf

3
g1g2 + g22 (4.31)

β2 = −ϵg2 + 2g1g2 +
2Nf

3
g22 (4.32)

これらは臨界点 (a = 0)での 1-loop有効作用と b1, b2に比例する４点結合から得られる。式 (4.31-4.32)

はフレーバー数に依存しており、それぞれ異なる繰り込み群流をもつ。

Nf = 1の場合、式 (4.30)(c = h = 0)は、O(2)対称な ϕ4モデル (b ≡ b1 + b2)と等価である。赤外固
定点 g∗ = 3ϵ/5が赤外発散しない。また、相転移は二次相転移である。

Nf ≥ 2の場合、b1, b2は独立な結合定数であり、式 (4.30)(c = h = 0)は SU(Nf )×SUR(Nf )×UA(1)

対称性を持つ。この時 β1 = β2 = 0について次の２つの解がある。

g∗ =

 (0, 0)(
3

N2
f+4

ϵ, 0

)
(4.33)

安定行列 Ωll′(= ∂βl/∂gl′)の固有値 ωl によって、固定点が赤外発散するかが決まる。簡単な代数計
算により、次の結果を得る。

(ω1, ω2) =

 (−ϵ,−ϵ) for g∗ = (0, 0)(
ϵ,−N2

f−2

N2
f+4

ϵ

)
for g∗ = ( 3

N2
f+4

ϵ, 0)
(4.34)

Nf ≥ 2では、常に負値の固有値が存在するため、臨界面上には赤外発散しない固定点は無いことが分
かる。これは、相転移が変動的に引き起こされる 1次相転移であることを示している。

4.2.6 軸性異常のある零質量のQCD

次に c ̸= 0, h = 0の場合を考える。この時Leff は SU(Nf )L × SU(Nf )R 対称性を持つ。表 1では、零
質量 (h = 0)でのQCDの相転移の次数をまとめている。ここでフレーバー数は重要な役割を果してい
るため、異なるNf についてそれぞれ見ていく。
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表 1: 零質量QCDのカイラル相転移

軸性異常のない零質量のQCD 軸性異常のある零質量のQCD

(h = 0, c = 0) (h = 0, c ̸= 0)

Nf = 1 2次相転移 [O(2)] クロスオーバー
Nf = 2 1次相転移 2次相転移 [O(4)]

Nf = 3 1次相転移 1次相転移2

Nf ≥ 4 1次相転移 1次相転移

• Nf = 1の場合

式 (4.27)を 1フレーバーのものに書き換える (S0 + iP 0 = σ + iη)と、次が得られる。

− c
2
(detΦ + detΦ†) = −cσ (4.35)

これは式 (4.30)のクォーク質量項 (またはスピン系に対する外磁場)と同じ構造をしていて、カイ
ラル対称性を明らかに破っている。そのため、2次相転移 (c = 0)はクロスオーバー (c ̸= 0)に変
わる。

• Nf = 2の場合

2フレーバーに対して次の定義を用いる。

Φ =
1√
2
(σ + iη + δ · τ + iπ · τ) (4.36)

ここで τ はパウリ行列を表す。これより

− c
2
(detΦ + detΦ†) = − c

2
(σ2 + π2) +

c

2
(η2 + δ2) (4.37)

を得る。これと式 (4.30)の 2次の項を組合せて a−c
2 (σ2 + π2) + a+c

2 (η2 + δ2)を導く。

T = 0での粒子のスペクトルによって cの符号が正であることが知られているため、臨界点付近
(a− c ∼ 0)では σと πはほぼ零質量となり、一方、ηと δは質量が大きいままである。これらの
ことから、O(4)対称性を持つ ϕ4模型が導かれる。

Leff = 1
2(∂ϕ⃗)

2 + a−c
2 ϕ⃗2 + b1+b2/2

4! (ϕ⃗2)2 (4.38)

ϕ⃗ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3) = (σ, π)

この模型は 2次相転移を起こす。

2軸性異常により生じる 3次の項が引き起こす 1次相転移
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• Nf = 3の場合

行列式の項が 3次の相互作用を生じる。

− c
2
(detΦ + detΦ†) = − c

3
√
3
σ3 + · · · (4.39)

相転移は平均場理論においても 1次相転移となる。

• Nf ≥ 4の場合

Nf = 4において行列式の項は 4次の項を持ち、Nf > 4では 4次以上の高次項を持つ。前者の
場合、新しく現れた 4次の項は原理的に臨界現象の性質に関係しているが、(b1, b2, c)空間におい
て、赤外発散しない固定点は現れない [54]。後者の場合、新しく現れた項は臨界現象と関係はな
く、c = 0での結果は第 4.2.5節で述べている。このため、Nf が 4以上の場合は変動的に引き起
こされる 1次相転移が予想される。

4.2.7 軽いクォークの質量の効果

現実の世界に近付くために、u,d,sクォークの質量を考慮していく (c ̸= 0.h ̸= 0)。図 4.4は (mud,ms)

平面におけるQCD有限温度カイラル相転移の性質を表している。ここでアイソスピン対称性に対して
mud ≡ mu = mdを仮定する。図 4.4の 4つの角はそれぞれ次の極限に対応している。

(mud,ms) =


(∞,∞) Nf = 0(no puarks)

(∞, 0) Nf = 1(massless 1 flavor)

(0,∞) Nf = 2(massless 2 flavors)

(0, 0) Nf = 3(massless 3 flavor)

(4.40)

外場が弱い限り 1次相転移は消えることはない。クォーク質量mqが外場として強く働きすぎると、一
次相転移はクロスオーバーへと変わる。この境界における相転移の次数は二次である。例えば、図 4.4

の左下は 1次相転移の領域であるが、質量が大きくなりすぎるとクロスオーバーの領域に変わっている
ことが分かる。この境界線上の 2次相転移は、Z2対称性を持つイジング模型と同じ普遍性クラスにあ
り、温度が冷えていくにつれて Z2対称性が自発的に破れる。

mud = 0の線上で 1次相転移と 2次相転移の境目となっている点は三重臨界点という。三重臨界点近
傍では、udクォークの質量mudと sクォークの質量msの間に三重臨界点スケーリングというベキ則
が存在する。その振舞いはmud ∼ (mtri

s −ms)
5/2に従う。また、図 4.4の星印が物理点であり、その相

転移の次数はクロスオーバーであることが分かっている。

表 2では異なるフレーバー数の格子QCDシミュレーションの結果を相転移の次数、Leff の対称性、
臨界温度についてまとめている。

4.2.8 軸性対称性の熱的回復

現実世界 (T = 0)では軸性対称性U(1)Aが量子異常で破れているため、カイラル相転移が起こる温度
においても量子異常が回復することがないと信じられており、今まで議論した相構造が標準的なQCD

相転移の理解である。ところが、量子異常が熱的に回復するかもしれないシナリオが議論されている。
ここでは、この議論に関して簡単に触れる。

3Tc の Latticeデータ [55]
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l

Quenched

h
Physical mass

図 4.4: (mud,ms)平面におけるQCD有限温度カイラル相転移の相図。横軸は縮退した udクォーク質量
mlで、縦軸は sクォーク質量mh。ml = ∞の上端はNf = 2QCD、ml = ∞の右端はNf = 1QCDに
相当する。右上の角ではクォークが全て脱結合した SU(3)ゲージ理論となる。(緑線のシナリオ) Nf = 2

のカイラル極限が二次相転移である場合の標準的なシナリオ。Nf = 2のカイラル極限におけるユニ
バーサリティクラスはO(4)。右下の一次相転移領域とクロスオーバーの領域の間にある二次相転移線
では、Z2ユニバーサリティクラスに属する。“tricrit. point”は三重臨界点を表わし、一次相転移の領
域の終点を表わす。(紺線のシナリオ) Nf = 2のカイラル極限が一次相転移である場合に想定されるシ
ナリオ。mhのどこかで特別な機構が生じなければ、右下の一次相転移領域とNf = 2カイラル極限の
一次相転移の領域はつながると思われる。もしそうならば、三重臨界点は存在せず、二次相転移線は全
て Z2ユニバーサリティクラスになる。
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表 2: 異なるフレーバー数におけるQCD相転移の標準的理解 (Nc = 3)

Nf 0 2 2 + 1 3

mud ∞ 0 ∼ 5MeV 0

ms ∞ ∞ ∼ 100MeV 0

次数 1次 2次 1次またはクロスオーバー 1次
対称性 Z3 O(4) ∼ SUL(3)× SUR(3) SUL(3)× SUR(3)

Tc(Lattice)
3 ∼ 270MeV ∼ 170MeV ∼ 150MeV

量子異常項 c
(
detΦ + detΦ†)は’t Hooftにより、ソリトン解 (インスタントン)として導出すること

ができ、その係数 cはインスタントン密度 niになると報告された。インスタントン密度 niは希薄ガス
近似を用いれば求めることができ、温度に対して指数的に減少する (c = ni ≃ exp(−αT ))。実際に相転
移温度でどのくらい小さくなるかは、QCDのダイナミクスによって決まり未だに未解明である。

もし、相転移温度で係数cが消えてしまえば、軸性対称性は”有効”的に回復する。このとき、(mud,ms) =

(0,∞)(カイラル極限)における相転移の次数は二次から一次になる。なぜなら、式 (4.36)により、σ2+π2

と η2 + δ2の質量固有状態を分離させることができなくなり、σ2 + π2を秩序変数に持つO(4)シナリオ
を実現できなくなる。したがって、赤外固定点のない二つの四点結合を持つ、Φを秩序変数とするシナ
リオになるため、相転移の次数は二次ではなく一次になる。同時にmud = 0のms軸上にあった三重臨
界点も消失し、ある有限質量mc

udまで二次相転移が遠ざかる。この二次相転移はmud、msともに小さ
な領域にあった Z2対称性の普遍性クラスとそのまま接続すると考えられている。

ただし、カイラル相転移の相転移温度において、希ガス近似が有効であるかは非自明であり、格子シ
ミュレーションによる直接検証が必要である4。

4.2.9 格子計算による現状での理解

クロスオーバースケーリング

スケーリング現象によって二次相転移が起きる際に破れる対称性を理解することができる5。もし
Nf = 2 QCDシミュレーションでO(4)スケーリングが見ることができれば、図.4.4の (緑線のシナリ
オ)になる。格子間隔誤差に関して改良されていないシミュレーションをCP-PACSコラボレーション
が実行し、1997年にO(4)スケーリングの振舞を確認している [41]。その後、格子間隔誤差に関して改
良されたクローバーウィルソンクォークを使ったシミュレーションにおいても、その振舞いが確認され
た [42]。

ウィルソン型クォークはスケーリング則は比較的容易に見つけることができたが、異なるダブラー
問題の回避方法を行っているKSフェルミオンは長年不明確な状況が続いた。KSフェルミオンのタブ
ラー問題回避法を行うと、1つのクォークに対し、連続極限においてクォーク行列式の 4乗が現れる。
式.3.36からわかるように、行列式の次数はクォークの数に相当するため、本物のクォークの他に 3つ
のコピーが生まれてしまう。これを無理やり修正するために行列式の四重根を取る”forth-root trick”と

4章.3.4で議論したように、格子上におけるカイラル対称性の取り扱いは慎重に扱わなければならない。連続極限におい
て正しくカイラル対称性を議論できることから、格子間隔誤差によるカイラル対称性の破れも頭の隅に置きながら数値計算
の結果に向き合う必要がある。

5詳細は章.6。このレビューは [61]を参考にした。
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いう手法がとられるが、このような相互作用は局所性を明白に破る。非局所な相互作用を考慮すべき
であり、スケーリング則の議論は脆弱になる。”forth-root trick”は、連続極限を取った熱力学量の計
算において問題が起きなかったため、KSフェルミオンとスケーリング則との相性が悪いことが分かっ
ているが、連続極限におけるスケーリング則の議論をレビューする。

”forth-root trick”を行うKSフェルミオンには、有限格子サイズにおいてO(4)スケーリングは成立
しない [59]。有限格子サイズにおいて O(2)(∼ U(1))スケーリングになってしまうため、O(2)スケー
リング則が成立するか判断し、さらに連続極限を取る必要がある。格子間隔誤差に関して改良されて
いないKSフェルミオンはO(4)、O(2)ともにスケーリング則の振舞が観測することができなかったが
[58]-[60]、改良されたKSフェルミオン6を用いた解析を行った結果、2010年にO(2)スケーリングが観
測されたが [28]、スケーリング則が観測された領域は、物理点より遙かに小さな質量領域で漸く見つけ
ることができた。

したがって、ウィルソンフェルミオン、KSフェルミオンの二つのフェルミオンの定義を用いた計算
結果から、O(4)スケーリングが成立する (緑線のシナリオ)を否定する結論は出ていない7。

一方、(紺線のシナリオ)では Z2スケーリングが成立する。臨界指数が O(4)と Z2とで酷似してい
ることから (表.10)、長い間、Z2 スケーリングも成立するのではないかと話題に上がっていた。しか
し、先行研究で Z2スケーリングを調査したものはない。もし Z2スケーリングが成立するのであれば、
図.4.4の (紺線のシナリオ)を否定することはできない。本研究では、二つのスケーリング則を用いて、
カイラル極限における相転移の次数を調べていくつもりである。

二次相転移線の udクォーク質量依存性

図.4.4の左下にある一次相転移領域に注目し、一次相転移とクロスオーバーの境界質量、臨界質量
mcrit.

h の udクォーク質量mud依存性を議論する方法がある。この方法を扱う場合、まず、物理点より
も遙かに質量が軽い領域で一次相転移領域を探し出さないといけない。格子間隔誤差に関して改良さ
れたクローバーウィルソンクォークを使ったシミュレーションを行った結果、uクォーク、dクォーク
と sクォークの質量が縮退したNf = 3 QCDという設定で一次相転移領域が見つかっている [62]。し
かし、ウィルソンクォークでの二次相転移線の udクォーク依存性は調べられていない。

一方、格子間隔誤差に関して改良されていないKSフェルミオンでは、uクォーク、dクォークの質
量が縮退したNf = 2 QCDのシミュレーションを行った結果が報告されている [63]。カイラル極限に
おける相転移が一次だと仮定し、udクォーク質量依存性を見積もったとき、熱力学量の二階微分 (感受
率)の計算を行うことで有限な udクォーク質量mudにおいてピークを観測したという報告が行われた。

したがって、KSフェルミオンの結果を信用すれば、(紺線のシナリオ)、つまり、カイラル極限にお
ける一次相転移という結果になってしまいそうである。この意味でも、ウィルソンフェルミオンを用い
た解析で、二次相転移線の udクォーク質量依存性を議論することは重要である。

6改良の仕方は複数考えられており、ここでは p4-improved KSフェルミオン
7しかし、KSフェルミオンの結果は、依然として O(2)スケーリングの連続極限が O(4)スケーリングに戻るかどうかは

明らかでない。
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(b) 2 +Nf フレーバーQCD

図 5.1: 多フレーバー手法の発想の基点 [56]

5 多フレーバー法

ここでは、軽クォークが２つ存在し、余分なクォークがNf 個存在するQCD、(2+Nf )フレーバーの
QCDのカイラル相転移を扱い、二次相転移線の udクォーク質量依存性を議論する。余分なクォークの
効果により一次相転移領域を拡張していき、質量が十分重い領域で二次相転移線の境界質量を見つけら
れることを示す。計算している設定は (2 +Nf ) QCDという現実の理解とは異なる系の計算を扱うが、
議論したい領域がカイラル極限 [ (mud,ms) = (0,∞) ]であることから udクォークでない方のクォー
クの質量を無限大に持っていけば、(2 + 1) QCDのカイラル極限の議論と等価になるはずである。

先行研究では、山田等が格子間隔誤差に関して改良されたKSフェルミオンを用い、クォークの数を
変化させることで一次相転移領域が拡張できることを調べられた [22]。私たちは、格子間隔誤差に関し
て改良されたウィルソンフェルミオンを用い、同様の性質があるか否かと二次相転移線の udクォーク
質量mud依存性を議論した [56]。結果、私たちの調べた質量領域では、カイラル極限での相転移の次
数は二次の傾向があることが分かった。本章では、多フレーバー手法の詳細と先行研究の結果に関して
記述する。

5.1 多フレーバー手法の考え方

多フレーバー手法の中心的な考えを以下に説明する。図 5.1(a)は 2 + 1フレーバーQCDのコロンビ
アプロット [27]と呼ばれ、QCDの相転移の性質をクォーク質量mud、msの関数として表したもので
ある。現在、物理点はクロスオーバー領域にあると考えられている [28, 29]。プロットによれば、2つ
の別れた 1次相転移の領域があり、ひとつはクエンチ極限 (mud = ms = ∞)の周りに、もう片方は 3

フレーバーQCDのある極限 (mud = ms = 0)の周りにある。ここではクエンチ極限における相転移は
議論しない。

我々の興味は、零質量の 2フレーバーQCD(mud = 0,ms = ∞)のカイラル相転移の次数にある。こ
れを議論するため、2フレーバーの質量mudを固定したときの一次相転移領域とクロスオーバー領域
の境界値mc

sの値を計算する。mudが小さくなるにつれ境界値が有限の値 (mc
s <∞)であれば、相転移
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は 2次相転移であるといえる8。このとき、極限mud → 0において、有限な境界値mc
sは三重臨界点の

位置をあらわす。一方、境界値がある有限な質量mc
udにて発散すれば、相転移の次数は 1次である9。

境界線はクロスオーバーから１次相転移に変わる臨界値mc
s を繋いだものであり、線を極限mud → 0

へとたどることにより、カイラル極限における 2フレーバーQCDの相転移の次数を判別することがで
きる。

しかし、(2 + 1)フレーバーQCDの臨界線がmud、msが小さい領域があり計算コストがかかりすぎ
ることが知られている [28, 30, 31]10。図 5.1(b)に示したように軽いクォークにNf 個の縮退した重い
クォークが加わると状況が変わってくる。Nf ≥ 3の場合、図 5.1(b)の左下の角は 1次相転移の領域と
なる。Nf が増加するにつれて、左下の小さな質量領域にあった一次相転移領域は徐々に広がっていく
ことが知られている。このおかげで、相境界の値mc

hを求めるシミュレーションが簡単になり
11、それ

により臨界線がmhの関数としてどのように表されるかを調べることができる。

多フレーバー手法では一次相転移領域が広がることによって境界値mc
hが大きくなり、数値計算しや

すくなっただけが利益ではない。重いクォーク質量が十分大きくなると、多フレーバーの効果を質量分
の１展開 (ホッピングパラメータ展開)で調べることができる。ここで式 (3.23)で導入したホッピング
パラメータが大きい質量に対しては質量分の１に比例することを用いて、クォーク行列式をホッピング
パラメータで展開することができる。もし重いクォークの臨界点における質量mc

hがmud → 0極限に
おいて有限に留まっていれば、これは、カイラル極限 (mud,ms) = (0,∞)における 2フレーバーQCD

の相転移の次数が二次であることが分かる。ここで重要なことは、(2+1)フレーバーQCDと (2+Nf )

フレーバーQCDとで我々が調べようとしている点 (ms → ∞又はmh → ∞)での理論が同じことであ
る。なぜならば、どちらも 2フレーバー成分 u, dの質量を 0とし、そうではない成分を無限大にもって
いく操作を行うからだ。つまり、我々の興味は重いクォークの臨界質量mc

hがmud → 0の極限におい
て、有限かどうかという問題に帰着する。

現在、臨界値mc
s が非常に小さいため、1次相転移の領域の形状については定性的にしか分かってい

ない。しかし、軽いクォークと重いクォークの作用が同じならば、テイラー展開された再重み付け法
[32]によってmud = mhでの臨界線の振舞いに対してより信頼度の高い情報が得られる。

mud = m+∆mudとmh = m+∆mhを仮定する。また、∆mudと∆mhについてクォーク行列の対
数を展開する。ここで分配関数は∆mh = −2∆mud/Nf である限り変化せず、そのため (mud,mh)平
面でのmud = mhの直線まわりの傾き−2/Nf の線に沿って物理は恒等的である。これは、(2+Nf )フ
レーバーQCDの臨界線が (2 + 1)フレーバーの場合よりも緩やかな傾きでmud = mhの直線を横切る
ことを意味する。

新たなフレーバーを追加することによって臨界線がホッピングパラメータ展開が可能な領域に移動
することが分かっている [22]。本研究では臨界線の軽いクォーク質量依存性に注目する。後に説明する
が、重いクォークの臨界質量はmudのカイラル極限において有限に留まる。これは零質量の２フレー
バーQCDが 2次相転移であることを示唆する。

5.1.1 有効ポテンシャルの計算方法

ハイブリッドモンテカルロ法により有限温度における 2フレーバーの配位を生成する。次にホッピ
ングパラメータ展開を用いて評価した再重み付け法を用いて、生成した配位に Nf フレーバーの重い

8mud = 0付近の点線の実線の曲線
9mud = 0付近の点線の曲線

10シミュレーションコストはクォーク行列式の計算が大部分占めており、この行列式の計算は質量が小さくなるにつれて
増大する。

11以降、ストレンジクォークの質量ms と区別するため、Nf 個の縮退した重いクォークをmh と表記する。
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クォークの効果を加える。その後、一般化されたプラケット (以下で導入する)の確率分布関数を計算
し、それをもとに (2 +Nf )フレーバーQCDの有効ポテンシャルを求める。さらに有効ポテンシャル
の 1階微分と 2階微分を調べることで相転移の次数を判別できる [22]。

ホッピングパラメータ展開を実行した後、重いクォークのホッピングパラメータ κhと縮退した質量
をもつクォークの数Nf は一つのパラメータ hに集約される (式 (5.13))。もし hがクロスオーバーの領
域にあれば、擬臨界温度 Tpcにおいて有効ポテンシャルは井戸型をしている。一方、hが 1次相転移の
領域にある場合は、臨界温度 Tcにおいて有効ポテンシャルは二重井戸型をしている。

我々は hを変化させながら重いクォークの効果を徐々に導入していき、クロスオーバーから 1次相転
移に変わる点である臨界点での値 hcを決定する。この hcの測定をいくつかの異なる軽いクォーク質量
で行い、hcの軽いクォーク質量に対する依存性を調べる。以下で計算過程を詳しく説明する。

確率分布関数は参考文献 [33, 34]を参照する。(2 +Nf )フレーバーQCDに対する確率分布関数は次
のように書ける。

w(X;β, κl, κh, Nf ) =

∫
DUδ(X − X̂) [detM(κh)]

Nf e−Sgauge(β)−Slight(κl) (5.1)

Sgauge、Slightはゲージ場の作用、軽いクォーク 2フレーバーの作用を表す。β = 6/g2は温度を調節す
るパラメータで gはゲージ結合定数である。κlは軽いクォークのホッピングパラメータである。ここ
で以下に説明する解析方法は軽いクォークの作用が β を含まない限り、任意の軽いクォークに適用で
きることを提示しておく。M(κh)は重いクォークに対する格子ゲージ理論のディラック演算子であり、
κhは重いクォークの質量パラメータである。X̂は任意のパラメータであり、ここでは X̂として一般化
されたプラケットを採用する。一般化されたプラケットは次のように与える。

P̂ = c0ŴP + 2c1ŴR (5.2)

ここで ŴP、ŴRは (1× 1)ウィルソンループの空間平均、(1× 2)ウィルソンループの空間平均を表す。
P̂ を用いてゲージ作用を表すと次のようになる。

Sgauge(β) = −6NsiteβP̂ (5.3)

ここでNsite = Ns ×Nt ４次元の格子ゲージ理論の格子点数を表す。章.3.3.1にも触れたように、c0と
c1は格子間隔誤差を改善するために必要な係数である。c0と c1に成立する関係式は、上記のゲージ作
用が連続極限において、量子色力学におけるゲージ作用に戻るように選ばれている。c0 = 1かつ c1 = 0

として時も連続極限において元のゲージ作用に戻るが、上記の処方を行うと有限格子間隔であっても、
格子間隔誤差が抑えられるようになっている。

確率分布関数を用いて有効ポテンシャルを次のように書く。

V (X;β, κl, κh, Nf ) = −lnw(X;β, κl, κh, Nf ) (5.4)

確率分布関数は実際には直接求められないので、かわりに次に示すヒストグラムを計算する。

H(X;β, κl, κh, Nf ) =
w(X;β, κl, κh, Nf )

Z(β, κl, κh, Nf )
(5.5)

ここで Z は分配関数である。

有効ポテンシャルの形をみるために、ある程度広いP の範囲で計算しなければならない。しかし、１
点の βにおけるシミュレーションから求められる有効ポテンシャルは限られた P の範囲のものしか得
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られない。つまり、あるシミュレーション点で計算した有効ポテンシャルから別の点のものを求める必
要がある。この求めたい点の βを βref とすると、有効ポテンシャルは次のように書ける。

V (X;βref , κl, κh, Nf ) + lnZ(β∗, κ′l, κ
′
h, N

′
f ) (5.6)

= −H(X ′;β′, κ′l, κ
′
h, N

′
f )− ln

(
w(X ′′;β′′, κ′′l , κ

′′
h, N

′′
f )

w(X ′;β′, κ′l, κ
′
h, N

′
f )

)
− ln

(
w(X;βref , κl, κh, Nf )

w(X ′′;β′′, κ′′l , κ
′′
h, N

′′
f )

)

−ln
Z(β′, κ′l, κ

′
h, N

′
f )

Z(β∗, κ′l, κ
′
h, N

′
f )

X ′, β′, β∗, κ′l, κ
′
h, N

′
f は任意の量である。ここでは後の計算のために次のように定義する。

X ′ = X ′′ = X, β′′ = βref , κ
′
l = κ′′l = κl, κ

′
h = κ′′h = 0, N ′

f = N ′′
f = 0 (5.7)

β∗は βref の付近で選ぶ。

ここからは X̂ = P̂ とする。有効ポテンシャルは次のようになる。

V (P ;βref , κl, κh, Nf ) + lnZ(β∗, κ′l, κ
′
h, N

′
f ) = Vlight(P ;βref , κl)− lnR(P ;βref , κl, κh, Nf ) (5.8)

右辺第１項は次のように定義される。

Vlight(P ;βref , κl) = −lnH(P ;β, κl, 0, 0)− 6Nsite(βref − β)P − ln
Z(β, κl, 0, 0)

Z(β∗, κl, 0, 0)
(5.9)

これは軽いクォーク２フレーバーのQCDについての有効ポテンシャルを表す。右辺第２項は次のよう
に定義される。

R(P ;βref , κl, κh, Nf ) =
⟨
[detM(κh)]

Nf
⟩
P :fixed,(βref ,κl)

(5.10)

⟨· · · ⟩P :fixed,(βref ,κl)
≡

⟨
δ(P − P̂ ) · · ·

⟩
(βref ,κl)⟨

δ(P − P̂ )
⟩
(βref ,κl)

(5.11)

⟨· · · ⟩P :fixed,(βref ,κl)
は β、κlにおいて生成した２フレーバーの配位の集合平均である。ここで重要な点

として、有効ポテンシャルを軽いクォーク (２フレーバー)の部分と重いクォークの部分に分けたこと
により、後者が βref に依らなくなったことを挙げておく。これは数値解析において非常に有用であるこ
とを後に説明する。

我々の目的においては、重いクォークに対して格子間隔誤差が改善されていないウィルソンフェルミ
オンで十分であるためこれを採用する。十分小さい κhにおいて、式 (5.10)の行列式はホッピングパラ
メータ展開により次のように簡単化できる [35]。

ln [detM(κh)]
Nf ≈ Nf

(
288Nsite κ

4
h ŴP + 12N3

s (2κh)
4 L̂
)
= 6N3

s hŶ , Ŷ =
(
6ŴP + L̂

)
(5.12)

ここで khの値を変化させたときに、βc0 → βc0 + 48Nfκ
4
hとすると、右辺の第１項はその変化に吸収

することができる。この時 c0を変えてしまうと作用の改良係数が最適値からずれてしまうが、物理的
には大きな影響はないと考えられる12。

12引用文献 [56]では次のように定義している。P̂ の項はゲージ場の作用に吸収できるため、本研究 (5.11)式の L̂の部分
を Ŷ , Ẑ を用いている。この変更による結果の変化はほぼなかった。

ln [detM(κh)]
Nf ≈ 6N3

s hŶ = 9Nsite
h

c0
P̂ + 6N3

s hẐ

Ŷ = 6ŴP + L̂, Ẑ = −12c1
c0

ŴR + L̂
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ここで導入した量は次のように定義する。

h = 2Nf (2κh)
4 (5.13)

ホッピングパラメータ展開のポリヤコフループにつく係数はNtに依存し、Ntを変えると表式が複雑に
なってしまうため、実際にシミュレーションを行った時間方向の格子数Nt = 4を以降では仮定する。
したがって、式 (5.8)の lnRは以下の式のようになる。

lnR(P ;κl, h) ≈ ln
⟨
exp

(
6N3

s h Ŷ
)⟩

P :fixed,(β,κl)
(5.14)

数値計算を行うためにデルタ関数を近似する必要がある。デルタ関数は次のように近似する。

δ(x) ≈ 1/(∆
√
π) exp[−(x/∆)2] (5.15)

∆は極力零に近い適切な値を決める。ホッピングパラメータ展開をした後、重いクォークのフレーバー
数 (Nf )とそれらの質量パラメータ (κh)は１つのパラメータ hにのみ残る (式 (5.13))。これにより、R
の引数にあるNf と κhは hで置き換えられる。よって、我々の目的は臨界点における hの値 hcを探索
することに帰着する。また、式 (5.9)の P に依存している項は P の１次式であるため、βが違ってもそ
れぞれの P についての２階微分は等しい。

X̂ = P̂ とすることで hcを見つける作業は非常に簡単になる [22, 36]。我々は (擬)臨界温度における
ポテンシャルの形に興味があり、それを得るには βref の値を (擬)臨界値 βc(又は βpc)に調節する必要
がある。この調節はポテンシャルの P に対する２階微分の曲率を見ることによって省くことができる。
これは、この２階微分が P に依存しないからである。上述の通りRは βref に依存しない。Vlightは βref

に依存するが、後に説明するように２階微分は依存していない。

本研究で適用した２フレーバーのクォーク質量では２フレーバーQCDの有限温度相転移は常にクロ
スオーバーである。任意の温度において、２フレーバー QCDでの P̂ の確率分布関数 (ヒストグラム)

の形はピークのまわりでガウス分布に近似できる。

w(P ;β, κl, 0, 0)
∣∣
P∼P̄ (β,κl)

∝ exp

[
−6Nsite (P − P̄ (β, κl) )

2

2χP (β, κl)

]
(5.16)

ここで P̄ (β, κl) = ⟨P̂ ⟩β,κl は β、κlにおける一般化されたプラケットの平均値である。χP は P の感受
率であり、次のように与えられる。

χP (β, κl) = 6Nsite⟨ ( P̂ − P̄ (β, κl) )
2 ⟩β,κl (5.17)

これを式 (5.9)に代入することで次が得られる。

Vlight(P ;βref , κl)
∣∣
P∼P̄ (β,κl)

=
6Nsite (P − P̄ (β, κl) )

2

2χP (β, κl)
− 6(βref − β)Nsite P . (5.18)

１階微分と２階微分は次のようになる。

dVlight(P ;βref , κl)

dP

∣∣∣∣
P∼P̄ (β,κl)

=
6Nsite (P − P̄ (β, κl) )

χP (β, κl)
− 6(βref − β)Nsite (5.19)

d2Vlight(P ;κl)

dP 2

∣∣∣∣
P∼P̄ (β,κl)

=
6Nsite

χP (β, κl)
(5.20)

41



このように様々な値の βから得られた χP (β, κl)を集めることで２フレーバー部分を計算することがで
きる。ここで重要なのは式 (5.20)が βに依存しないことである。つまり、系全体の有効ポテンシャル

d2V (P ;βref , κl, h)

dP 2
=
d2Vlight(P ;βref , κl)

dP 2
− d2 lnR(P ;κl, h)

dP 2
(5.21)

は βに依存しない。

２フレーバーQCDのカイラル極限における hcを決定する過程について説明する。h = 0において加
えられる重いクォークの効果は明かにゼロであり、系は２フレーバーQCDに一致する。この時、相転
移はクロスオーバーである。そのため、ポテンシャルの２階微分は常に正である。hがゼロから大きく
なるにつれて、ポテンシャルの曲率の最小値は小さくなっていき、ある点でゼロとなる。この点が hc

を与える。この過程において、曲率は βに依存しないため、βを βcや βpcに調節する必要がない。hc
の軽いクォーク質量依存性を調べることで、hcのカイラル極限を外挿する。

5.2 多フレーバー法: 結果

本研究では、格子QCDを用いた数値シミュレーションを用いて解析を行った。シミュレーションの
設定は以下の通りである。

• フェルミオン作用：格子間隔誤差に関して改良されたクローバーウィルソンクォーク

• ゲージ場の作用：くりこみ群で格子間隔誤差を改良された岩崎作用

• 格子サイズ：163 × 4と 123 × 4（有限温度）、163 × 32（ゼロ温度）

– 格子サイズ：123 × 4 のシミュレーションでは、２種類の軽いクォーク質量において、そ
れぞれ 13点から 20点の β で 10000個の配位を集めた。軽いクォークの質量パラメータは
κl = 0.145, 0.1500の２種類である。

– 格子サイズ：163 × 4のシミュレーションでは、格子体積Nsite = 163 × 4の方では、４種類
の軽いクォーク質量において、それぞれ 25点から 32点の βで 10000個から 40000個の配
位を集める。軽いクォークの質量パラメータは κl = 0.1450, 0.1475, 0.1500, 0.1505の４種類
である。

– 格子サイズ：163 × 32のシミュレーションでは、系のmPS/mV や PCAC関係式を用いた
クォーク質量mpcacaの測定13を行った。結果は表 4にまとめた。

図 5.2は 163× 4、図 5.3は 123× 4 の一般化された プラケットのヒストグラムである。それぞれの κl

での擬臨界点 βpcにおいて、我々は格子体積 163× 32のゼロ温度シミュレーションを行い、擬スカラー
メソンとベクトルメソンの質量比mπ/mρを求めた。本研究に用いる系の質量は 0.46 < mπ/mρ < 0.66

もしくは 0.019 < ampcac < 0.054の範囲に収まっている。表 4はその結果である。

5.2.1 有効ポテンシャルの微分

本研究 [56]では格子体積 163 × 4でシミュレーションを行った。また、格子サイズ依存性を見るため
123 × 4でのシミュレーションも行った。

13章 6.3にて詳述する。
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我々は式（5.21）の右辺の２項をそれぞれ別々に見ていく。先に右辺第２項に注目する。まず、近似し
た δ関数（式（5.15））を用いて lnR(P ;κl, h)を計算した。我々は∆の値として、0.0001, 0.00025の２通
りを選び、結果の安定性を見て、その差異を系統誤差として採用した。以下のプロットでは∆ = 0.0001

の結果を示す。lnR(P ;κl, h)の P 依存性を図 5.4に示す。このスケールでは統計誤差は非常に小さい。
lnR(P ;κl, h)の湾曲は、βpcまわりでのポリヤコフループ（L̂）の急激な増加に起因するはずだが、lnR

では変化が見えづらいため微分を行う。

次に lnRの傾きと曲率をフィット関数から求めた。ここでフィットと結果の選定について言及する。各
データ点はそれぞれ別のシミュレーションで得られたものであり、他の点とは完全に独立である。デー
タ点は P の多項式でフィットして次を求める。

lnRfit(P ) =

Npoly∑
i=0

ai P
i (5.22)

この時、２つの異なる次数のフィット関数を求め、また、２種類の∆の値を用いて計算する。ここでは
4次多項式と 5次多項式を用いた。以下ではNpoly = 5のフィットの結果を例として図に示す。

我々は目的の結果を得るために、ポテンシャルの２階微分を解析するが、理解を深めるために先に１
階微分を議論する。式（5.8）の１階微分を次のように得る。最初に、２フレーバーの寄与を求めるた
めに P̄ (β, κl) と χP (β, κl)値を数値シミュレーションによりを計算し、式（5.19）に代入する。この時、
Nf フレーバーのクォークの寄与、つまり、lnRの１階微分は式（5.22）の結果のフィットを用いて決
定する。両者を足し合わせることによって、系全体の有効ポテンシャルの１階微分を得る。図 5.5はポ
テンシャルの１階微分の振舞いを示している。ここで、それぞれの曲線は異なる hに対応している。h
が大きくなると、曲線の曲率が大きくなり S字型になっていくことが分かる。丁度 S字に変わるとき
の hが臨界値 hcである。しかし、この方法では S字の区別が分かりにくいため、我々は次から２階微
分を見ていく。図 5.6は lnRの曲率を示したものである。

次に式（5.21）の第１項について説明する。これは式（5.20）と同様に各 βでの平均値と P̂ の感受率
を用いて簡単に求められる。得られた曲率を図 5.6に示す。d2Vlight/dP 2は κlに依らず常に正値である
ことが分かる。

図 5.6から、d2 lnR/dP 2がピークを持つ点の P の値は、d2Vlight/dP
2が最小値をとる点の値よりも

非常に小さいことが分かる。このことから、多フレーバーの系は、２フレーバーの場合よりも小さい P

の値で、相転移または急激なクロスオーバーを起こすことが分かる。全ての κlに対して、d2 lnR/dP 2

のピークが、h = 0.2で d2Vlight/dP
2の曲線に触れている。さらに hが大きくなると、ある P の範囲で

d2 lnR/dP 2が d2Vlight/dP
2より大きくなる。

系全体の有効ポテンシャルの曲率（式（5.21））を図 5.7に示す。h = 0.0から hの値を大きくして
いき、軽いクォーク２フレーバーのカイラル極限に近付くと、曲率の最小値がゼロに向かって小さく

κl csw βpc amπ amρ mπ/mρ ampcac

0.1450 1.650 1.778 0.779(1) 1.172( 2) 0.665(33) 0.0535(1)

0.1475 1.677 1.737 0.651(1) 1.130( 5) 0.576(28) 0.0350(2)

0.1500 1.707 1.691 0.514(2) 1.099(10) 0.468(24) 0.0202(2)

0.1505 1.712 1.681 0.495(2) 1.082(13) 0.458(23) 0.0186(2)

表 3: ２フレーバーQCDのシミュレーションパラメータ（κl、csw）と擬臨界点の β(βpc)。それぞれ一
般化された プラケットの感受率のピークから決めている。擬スカラー中間子とベクトル中間子の質量
比mπ/mρとその他の量は格子体積 163 × 32での各 κlにおける βpcで定める。
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図 5.2: 格子サイズ Nsite = 163 × 4の一般化されたプラケットのヒストグラム κl = 0.1450(左上)、
κl = 0.1475(右上)、κl = 0.1500(左下)、κl = 0.1505(右下)。[56]

なり臨界点でゼロに到達する。この点の hを hc として測定する。本研究の観測では κl = 0.1450と
κl = 0.1505との間で hcの値に大きな違いは見られなかった。hcを決定する際、hの値を 0.001ずつ変
えて計算する。

臨界点付近でのシミュレーションでは相関距離が無限大に発散する。しかしシミュレーションでは格
子体積が有限であるため、結果が体積無限大の場合と異なってしまう可能性がある。これを体積有限効
果という。臨界点を決定するためにはそのような問題が常に現れるが、我々のシミュレーションは臨界
点付近ではなく、質量がゼロでない２フレーバーQCDのシミュレーションを行い、そこに再重み付け
法によって重いクォークの効果を加えていき有効ポテンシャルの変化を見る。そのため、この解析方法
は有限体積効果の影響を受けにくいことが期待される。

我々はさらに、格子体積 123 × 4でシミュレーションを行い、零質量２フレーバーQCDの相転移の
次数を調べ、また、格子体積 163 × 4の結果と比較することで我々の解析方法が有限体積効果の影響を
受けているかを確認した。

hcの軽いクォーク質量依存性を、(mπ/mρ)
2の関数として表したものと ampcacの関数として表した

ものを図 5.8に示す。各 κlのシミュレーションにおいて、∆が 0.0001と 0.00025の２通りの計算をし、
さらにそれぞれについてフィット関数の次数についても４次の場合と５次の場合を求めたが、図 5.8で
はそれらの結果の平均値をプロットしている。また誤差は∆とフィット関数の次数が異なる解析結果
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図 5.3: 格子サイズNsite = 123 × 4の一般化されたプラケットのヒストグラム κl = 0.1450(左)、κl =
0.1500(左)。

κl csw βpc amπ amρ mπ/mρ ampcac

0.1450 1.650 1.778 0.779(1) 1.172( 2) 0.665(33) 0.0535(1)

0.1475 1.677 1.737 0.651(1) 1.130( 5) 0.576(28) 0.0350(2)

0.1500 1.707 1.691 0.514(2) 1.099(10) 0.468(24) 0.0202(2)

0.1505 1.712 1.681 0.495(2) 1.082(13) 0.458(23) 0.0186(2)

表 4: ２フレーバーQCDのシミュレーションパラメータ（κl、csw）と擬臨界点の β(βpc)。それぞれ一
般化された プラケットの感受率のピークから決めている。擬スカラー中間子とベクトル中間子の質量
比mπ/mρとその他の量は格子体積 163 × 32での各 κlにおける βpcで定める。

の系統誤差を示す。

図 5.8の右上に、κl = 0、Nf = 50とした 2 +Nf フレーバーのシミュレーションから得られた hcを
示す。κl = 0での hcは明らかに 0.1450 < κl < 0.1500のものより大きい。つまり hcがカイラル極限
に近付くにつれて徐々に減少していることが分かる。また、図 5.8の hcを外挿して得られる２フレー
バー質量のカイラル極限はゼロでない定数である。これは零質量の２フレーバーQCDの相転移が 1次
相転移ではないことを示唆する。

さらに、hcの軽いクォーク質量依存性について、格子体積 123 × 4と格子体積 163 × 4の結果を比較
したところ、その差は非常に小さかった。これは我々の解析方法が格子ゲージ理論の有限体積効果を受
けにくいことを示す。
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6 クロスオーバースケーリング

カイラル極限における相転移の次数が一次であれ、二次であれ、クロスオーバー相転移へと変化す
る質量領域の側には二次相転移の領域がある。二次相転移を起こしたとき、熱力学量の発散はベキで
発散を起こし、そのベキは二次相転移を起こす際に自発的に破れる対称性によって決まる。このベキを
臨界指数という。熱力学量が発散するとき、臨界指数の値に従い発散が行われることから、相転移点近
傍における振舞が特徴づけられる。これを有効活用したのが、スケーリング則である。

カイラル極限における相転移の次数が二次である場合、破れる対称性はO(4)であり、カイラル極限
における相転移の次数が一次である場合、破れる対称性は Z2になると予想されている。それぞれの対
称性に応じて臨界指数が決まっていることから、スケーリング則はカイラル相転移の次数を決めるツー
ルの一つである。なぜなら、相転移点近傍における QCDのデータとスケーリング則を比較すること
で、背景にある対称性を読み解くことができるからである。

先行研究ではO(4)スケーリング則を仮定した計算を中心として行われてきた。結果としては、O(4)

と無矛盾な結果が得られてきたことから、カイラル相転移の次数が二次である可能性が高い。一方で、
Z2スケーリングの計算は行われてこなかったため、今回はこのスケーリング則も調べていくつもりで
ある。

また、このスケーリング則を仮定すれば、カイラル極限における相転移温度の密度依存性を簡単に
調べることができるので、この解析も行った。今回はNf = 2 QCDのシミュレーションを実行したた
め、物理的なクォーク質量とかけ離れた結果となるが、相転移温度の密度依存性は相対論的重イオン衝
突実験をサポートする上で重要となる計算量である。

先ずはスケーリング則に関して触れ、その後、スケーリング則の密度依存性を議論し、本研究 [57]の
結果を紹介する。

6.1 スケーリング則の概要

物質の二次相転移の臨界点近傍における物理量のふるまいは、漸近的にべき乗則に従うことが知ら
れているが、その時の指数を臨界指数と呼ぶ。別々の臨界指数同士に働く関係のことをスケーリング則
と呼ぶ。本節では、二次相転移の解析に有効であるスケーリング則を、比較的簡単な物理から理解して
いく。

まず、相転移について基本的な性質を理解する。相転移とは、ある系の物理的な特徴を持つ相が、温
度、密度等の変化によって、異なる特徴を持つ別の相に変化することを指す。相転移が起こることに
よって、系の持つ対称性が破れる、あるいは系に対称性が回復することが知られている。相転移を特徴
づけるには、秩序変数と呼ばれる系の秩序を表す変数を用いる。相転移の種類によって、その秩序変数
は異なる。また、相転移点において秩序変数が不連続に変化するものを一次相転移、連続に変化するも
のを二次相転移と呼ぶ。先述した通り、二次相転移点近傍では物理量はべき乗則に従ってふるまうこと
が知られており、その指数を臨界指数と呼ぶことを再度記載しておく。

磁気相転移を考える。磁気相転移の起こる系を考えた場合、その系は無数の電子のスピンによって記
述されている。低温相では、スピン同士の相互作用から同じ向きにスピンを揃えた方がエネルギー的
に安定になるため、磁気モーメントは同じ方向に揃い、結果として系は有限の磁化M を持つ。高温相
では熱運動によりスピンの向きはバラバラになり、系全体としての磁化は 0となる。この相転移での秩
序変数は、磁化M である。

磁気相転移は二次相転移であり、つまり臨界点近傍で磁化M はべき乗則でふるまう。系の温度を T、
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臨界温度を Tcとすると、磁化M は、

M ∝ (Tc − T )β ∝ tβ (6.1)

と表せる。ここで、βは臨界指数である。tは無次元化された温度で、

t =
T − Tc
Tc

(6.2)

であり、換算温度と呼ばれる。外部磁場 hを考える。外部磁場が変化すると、それに伴って系の磁化は
変化する。臨界点近傍でのそれらの関係は、

M ∝ h
1
δ (6.3)

となる。ここで、1
δ も同様に臨界指数である。M は tと hにそれぞれ β、δ乗で比例するので、tを s

倍、hを s−βδ倍したとしてもM の値は変わらない。このことから、tと hは tβh−
1
δ の組で出てくる必

要がある。また、h = 0では磁化M は tβ に比例することから考えると、M(t, h)として、

M ∼ tβ

(
1 +A

h1/δ

tβ

)
(6.4)

という依存性が考えられる。一般的には、

M ≃ tβf

(
h

tβδ

)
(6.5)

と書くことが出来る。この式の f は h/tβδ のみに依存する関数で、スケーリング関数と呼ばれる。

秩序変数をこのような形で書き表した時、その臨界指数の値、つまりは二次相転移点近傍での秩序
変数の振る舞いは、系の詳細な構造によらず、系の空間次元と系の内部対称性にだけ依存しているとい
う関係がある。つまり、その二つが一致していれば、ある相転移現象での臨界指数を用いて、別の相転
移現象を解析することが可能であるということである。

本論文では、同じ対称性、次元を持つ系として、２フレーバーQCDのカイラル相転移と３次元O(4)

スピン模型、または Z2スピン模型のスケーリング関数を比較する。格子QCDの数値シミュレーショ
ンを用いて、この２つの系が同じユニバーサリティクラスにあるかどうかを検討するのが、この論文の
目的の一つである。また、それらが同じユニバーサリティクラスにある場合は、この法則を用いて２フ
レーバーQCDのカイラル対称性の破れについて研究することが出来る。これの特徴の研究も本論文で
目的としていることの一つである。

具体的には、(T, µq)平面においてのカイラル相転移の相転移線の曲率を、密度の低い領域で特定す
る。これは、QCDの理論や実験において、非常に重要な役割を持つ基礎情報である。

6.2 有限温度格子QCDと３次元O(4)スピン模型、及び、Z2スピン模型の対応

スケーリング則を用いた解析をするために、QCDでのカイラル相転移と３次元スピン模型の変数を
対応させる。３次元スピン模型の変数は、先述したスピン系でのスケーリング則の通り、磁化M、温
度 T、外部磁場 hの３つである。それぞれに、カイラル相転移での変数を対応させる。

磁化M を考える。これは、スピン系での秩序変数であるため、同じくカイラル相転移での秩序変数
⟨ψ̄ψ⟩を対応させてやれば良い。よって、

M ∼ ⟨ψ̄ψ⟩ (6.6)
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外部磁場 hを考える。スピン系とディラック場のハミルトニアンをそれぞれ考えると、スピン系は

H = −2
∑
i<j

Jijsi · sj　−　h ·
∑
i

sj (6.7)

ディラック場のハミルトニアンは、

H =

∫
dx[−i ¯ψ(x)γ ·∇ψ(x) +mqaψ̄(x)ψ(x)] (6.8)

と書くことが出来る。スピン系のハミルトニアンの２項目にある外部磁場の項は、明確にO(4)対称性
を破る項である。同じくディラック場のハミルトニアンの２項目の質量項も、カイラル対称性を破る。
そのため、これらの項の係数を対応させる。スピン系での質量項の係数は h、ディラック場での質量項
の係数はmqaである。ここで、mq はクォーク質量、aは格子間隔であり、格子 QCDでの値である。
後の計算のため、mqaを２倍して、

h ∼ 2mqa− 2mct
q a (6.9)

と対応させる。ここでmct
q は臨界質量でありカイラル極限の相転移の次数が二次の時mct

q = 0となり、
一次のときmct

q は有限となる。

また温度 T を考える。松原形式において、温度は

T =
1

Nta
(6.10)

と定義できる。ここで、Ntは時間方向格子数、aは格子間隔である。本研究では、温度に関して以下
の定義を用いる。T = 1

Nta
が aに反比例する関数であることを用いて、シミュレーションのインプット

パラメータ βで対応させる方法である。βは a−1の単調増加関数なので、カイラル極限の臨界点近傍
を考えると、β ∼ a−1の直線で近似することが出来る。つまり、解析の範囲では β ∼ T とすることが
出来るので、

t ∼ β − βct (6.11)

と対応させる。ここで、βct はカイラル極限での β の臨界点を表している。先行研究 ([39],[40])では、
同じセットアップ、改良されたウィルソンクォークを用いたシミュレーションを用いて、QCDのデー
タ点が３次元O(4)スピン模型のスケーリング関数と無矛盾であることが示せた。そのため、カイラル
相転移が二次相転移である結果が報告された。

本研究では、O(4)スケーリングに限らずZ2スケーリングを採用し、シミュレーションによって求め
たデータ点とスケーリング関数を比較することで、カイラル極限における相構造の解明を行っていき
たい。

6.3 有限密度への拡張

さらに、有限密度へと拡張した２フレーバーQCDを考えてみる。化学ポテンシャル µq が 0近傍で
の臨界温度 βct(µq) と臨界質量mct

q (µq)を考える。これを µq でテイラー展開した場合、対称性によっ
て µq の奇数次の項が落ち、二次の項から現れる。相転移温度 T (µq)の曲率を cとすると、

t ∼ β − βct +
c

2
(
µq
T
)2 + · · · , c ≡ − d2βct

d(µq/T )2
(6.12)

h ∼ 2mqa− 2mct
q (0)a+

ch
2
(
µq
T
)2 + · · · , ch ≡ −

d22mct
q a

d(µq/T )2
(6.13)
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と表すことが出来る。ただし、µq の 4次の項は無視できるものとした。

一般に、tと hには µq 依存性が現れるが、シナリオによって変化する。カイラル相転移が二次とな
るO(4)シナリオでは、T -µq平面での相図が図.6.1のようになり、一次となる Z2シナリオでは、T -µq
平面での相図が図.6.2となる。

そもそも、h ∼ 2mqa− 2mct
q aは質量項の係数として対応させたものだった。質量項は明確にカイラ

ル対称性を壊す項であるが、化学ポテンシャルはカイラル対称性を壊さない。よって二次相転移がカイ
ラル極限において起きるとき、カイラル対称性を破る方向の変数 hには、破らない方向の変数 µqの依
存性が現れず、h ∼ 2mqa− 2mct

q aのままとなる。一方、カイラル相転移が一次相転移となるシナリオ
では、有限な臨界質量において Z2対称性が破れる二次相転移となるので、スケーリング変数はカイラ
ル対称性で区別することができない。したがって、外場 hに密度依存性が現れてもおかしくない。

本研究では格子QCDの数値シミュレーションを用いた解析を行ったが、そのフェルミオン作用にク
ローバー項によって改良されたウィルソンクォーク作用を使用した。そのウィルソンクォークの問題点
として、質量が零でもカイラル対称性を持たないというものがある14。なぜならダブラーを解決するた
めに導入したウィルソン項がカイラル対称性を明白に破るからである (式.3.19)。この問題を回避する
ために、文献 [41]、[42]に従って、クォーク質量mqaとカイラル凝縮 ⟨ψ̄ψ⟩をウォード ·高橋恒等式を
用いて定義する [46]。ウォード ·高橋恒等式は、

⟨∂µAµ(x)P (x
′)⟩ − 2mqa⟨P (x)P (x′)⟩ = δ(x− x′)⟨ψ̄ψ⟩ (6.14)

で表される。これを満たす ⟨ψ̄ψ⟩とmqaは、

2mqa = mPS⟨Ā4(t)P̄ (0)⟩/⟨P̄ (t)P̄ (0)⟩ (6.15)

⟨ψ̄ψ⟩ = 2mqa(2K)2

N3
sNt

∑
x,x′

⟨tr(D−1γ5D
−1γ5)⟩ (6.16)

となる。ここで、P は擬スカラーメソン演算子、mPS は擬スカラーメソン質量、Aµはベクトルメソン
演算子、¯ は空間平均、Dはクォーク行列を表している。

14章.3.4参照
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µq が小さい所でカイラル凝縮を計算するには、再重み付け法を用いる。Nf = 2の時、

(2K)2⟨tr(D−1γ5D
−1γ5)⟩β,µq = (2K)2

1

Z

∫
DU tr(D−1γ5D

−1γ5)(detD)Nf e−Sg

=
(2K)2⟨tr(D−1γ5D

−1γ5)(µq)e
Nf (ln detD(µq)−ln detD(0))⟩β,0

⟨eNf (ln detD(µq)−ln detD(0))⟩β,0

(6.17)

となる。ln detD(µq)の計算には多大なコストがかかる。そのため、ln detD(µq)と tr(D−1γ5D
−1γ5)

をテイラー展開を用いてO(µ2q)まで求める。

Nf (ln detD(µq)− ln detD(0)) = µqaL1 +
(µqa)

2

2
L2 +O(µ3q) (6.18)

(2K)2tr(D−1γ5D
−1γ5)(µq) = (2K)2tr(D−1γ5D

−1γ5)(0) + µqaT1 +
(µqa)

2

2
T2 +O(µ3q) (6.19)

ここで、Lnと Tnは、

Ln = Nf
∂n ln detD

∂(µqa)n
, Tn = (2K)2

∂ntr(D−1γ5D
−1γ5)

∂(µqa)n
(6.20)

となる。これらの微分演算子は、ランダムノイズ法によって求められる。

求められたカイラル凝縮を用いて、⟨ψ̄ψ⟩WI/h
1
δ と t/h

1
βδ を計算する。それを O(4)スピン系でのス

ケーリング関数と比較する。これらが臨界点付近で十分に一致していれば、2フレーバーQCDのカイ
ラル相転移とO(4)スピン模型が同じユニバーサリティクラスにあると言える。これらの計算に当たっ
て、臨界指数 β, γ, δはO(4)スピン系のものを使い、臨界温度 Tctまたは βctは、別々のmPS/mV での
データ点が１つの線に乗り、χ2/dofが最小になるように調節した。スケーリング関数は付録Aに記載
した。

6.4 カイラル凝縮の二階微分

カイラル凝縮 ⟨ψ̄ψ⟩について、密度 µq を無次元化した µq/T で二階微分したものを考える。

d2M

d(µq/T )2

∣∣∣∣
µq=0

= c
dM

dt

∣∣∣∣
(µq ,h)=0

+ ch
dM

dh

∣∣∣∣
(µq ,t)=0

(6.21)

dM

dt

∣∣∣∣
(µq ,h)=0

= h1/δ−1/βδ df(z)

dz
z = t/h1/βδ (6.22)

dM

dh

∣∣∣∣
(µq ,t)=0

=
h1/δ−1

δ

[
f(z)− z

β

df(z)

dz

]
(6.23)

QCDのカイラル相転移がこのスケーリング則に従っているかを確認する。cは (β, µq/T )平面での相転
移線の曲率、chは (h, µq/T )平面の曲率なので、この値をスケーリング解析を用いて求める。ただし、
カイラル極限における相転移が二次相転移となるシナリオでは chが定義により零となるため、曲率 c

は、

c =
d2M/d(µq/T )

2

h1/δ−1/βδdf(z)/dz
(6.24)

となる。これらを調べるために、カイラル凝縮の二階微分を調べる。そのために、2つの方法を用いる。
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6.4.1 再重み付け法

有限の µq での秩序変数は、µq が小さければ

⟨ψ̄ψ⟩(µq) = x+ y(µq/T )
2 (6.25)

とフィットすることが出来る。xと yはそれぞれフィットパラメータである。一階微分は µq → −µq の
対称性から、ゼロになる。xと yはそれぞれ、

x = ⟨ψ̄ψ⟩(0), y =
1

2

d2⟨ψ̄ψ⟩
d(µq/T )2

(0) (6.26)

となる。これを用いて、二階微分を導出する。

6.4.2 テイラー展開法

もう一つの方法は、ランダムノイズ法で得られる演算子から計算する方法である。式 6.20の Lと T
を用いて、

A1 = ⟨L1⟩, A2 = ⟨L2⟩+ ⟨L2
1⟩, F0 = ⟨T0⟩,

F1 = ⟨T1⟩+ ⟨T0L1⟩, F2 = ⟨T2⟩+ 2⟨T1L1⟩+ ⟨T0L2⟩+ ⟨T0L2
1⟩

(6.27)

というものを定義する。これを使うと、カイラル凝縮とその微分は、

⟨ψ̄ψ⟩
∣∣
µq=0

=
2mqa

N3
sNt

F0
∂⟨ψ̄ψ⟩
∂(µq/T )

∣∣∣
µq=0

=
2mqa

N3
sN

2
t

(F1 −F0A1) = 0

∂2⟨ψ̄ψ⟩
∂(µq/T )2

∣∣∣
µq=0

=
2mqa

N3
sN

3
t

(F2 − 2F1A1 −F0A2 + 2F0A2
1) =

2mqa

N3
sN

3
t

(F2 −F0A2) (6.28)

と表すことが出来る。右辺のAnとFnはLnと Tnで表すことが出来、これらは先述した通りランダム
ノイズ法で求めることが出来るため、カイラル凝縮の二階微分を計算することが出来る。

6.5 スケーリング則: 結果

本研究では、格子QCDを用いた数値シミュレーションを用いて解析を行った。シミュレーションの
設定は以下の通りである。

• フェルミオン作用：格子間隔誤差に関して改良されたクローバーウィルソンクォーク

• ゲージ場の作用：くりこみ群で格子間隔誤差を改良された岩崎作用

• 格子サイズ：163 × 4（有限温度）、163 × 16、163 × 24（ゼロ温度）

• ランダムノイズ法を用いる。ノイズ数は各 β, κ毎に 150ノイズ

• 擬スカラーメソンとベクトルメソンの質量の比：mPS/mV ≃ 0.65, 0.70, 0.80

• シミュレーションパラメータは以下の通り。

ここで、β = 6/g2であり、これは温度の調節パラメータである。また、κはクォーク質量の調節パ
ラメータ。温度を t ∼ β − βctと対応させたもので結果を導出した。
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表 5: 零温度におけるシミュレーション変数

β K Conf. mPS/mV β K Conf. mPS/mV β K Conf. mPS/mV

1.50 0.150290 2000 0.678(2) 1.50 0.147000 500 0.706(8) 1.50 0.143480 2000 0.820(1)
1.55 0.150251 500 0.663(6) 1.55 0.147100 500 0.720(4) 1.55 0.143654 500 0.807(1)
1.60 0.150030 2000 0.663(2) 1.60 0.147200 500 0.694(5) 1.60 0.143749 2000 0.809(1)
1.65 0.149328 500 0.648(5) 1.65 0.146500 500 0.690(6) 1.65 0.143416 500 0.799(2)
1.70 0.148086 2000 0.659(2) 1.70 0.145750 500 0.697(5) 1.70 0.142871 2000 0.804(1)
1.75 0.146763 2000 0.662(3) 1.75 0.144500 500 0.692(7) 1.75 0.142105 500 0.796(2)
1.80 0.145127 2000 0.657(5) 1.80 0.143300 500 0.702(6) 1.80 0.141139 2000 0.800(2)
1.85 0.143502 2000 0.652(4) 1.85 0.140070 2000 0.794(2)
1.90 0.141849 2000 0.648(4) 1.90 0.138817 2000 0.796(2)
1.95 0.140472 2000 0.657(4) 1.95 0.137716 2000 0.802(2)
2.00 0.139410 2000 0.645(4) 2.00 0.136926 2000 0.801(2)

表 6: 有限温度におけるシミュレーション変数
β K Traj. Noise ⟨ψ̄ψ⟩ β K Traj. Noise ⟨ψ̄ψ⟩ β K Traj. Noise ⟨ψ̄ψ⟩

1.50 0.150290 5000 150 1.6541(34) 1.50 0.148750 5000 150 1.6557(229) 1.50 0.143480 5000 150 1.8601(19)
1.55 0.150251 5000 150 1.4033(44) 1.55 0.148500 5000 150 1.5781(54) 1.55 0.143654 5000 150 1.7057(25)
1.60 0.150030 5000 150 1.3172(21) 1.60 0.148800 5000 150 1.4073(37) 1.60 0.143749 5000 150 1.6354(12)
1.65 0.149328 5000 150 1.1344(50) 1.65 0.147900 5000 150 1.2322(25) 1.65 0.143416 5000 150 1.4712(18)
1.70 0.148086 5000 150 0.9608(26) 1.70 0.147100 5000 150 0.9918(22) 1.70 0.142871 5000 150 1.3677(17)
1.75 0.146763 5000 150 0.7440(23) 1.75 0.145800 5000 150 0.8659(21) 1.75 0.142105 5000 150 1.1875(26)
1.80 0.145127 5000 150 0.5111(17) 1.80 0.144100 5000 150 0.6180(24) 1.80 0.141139 5000 150 1.0392(15)
1.85 0.143502 5000 150 0.3631(14) 1.85 0.140070 5000 150 0.8441(14)
1.90 0.141849 5000 150 0.2930(12) 1.90 0.138817 5000 150 0.6648(12)
1.95 0.140472 5000 150 0.2350(8) 1.95 0.137716 5000 150 0.5459(7)
2.00 0.139410 5000 150 0.1897(11) 2.00 0.136926 5000 150 0.4504(7)

6.5.1 スケーリングプロット

各mPS/mV でのデータ点が一つの線に乗り、χ2/dofが最小になるようにデータ点を削りながらβctを
調整すると、O(4)スケーリングに対し βct = 1.532(32)、Z2スケーリングに対し βct = 1.560(15)となっ
た。最終結果として使用したデータ点は、いずれも、mPS/mV = 0.80のデータ系列を除き、β ≤ 1.75

のデータ点を採用した。なぜなら、mPS/mV が大きくなればなるほど系の質量は大きくなってしまう
ために、スケーリング則が悪くなる。温度 t(∼ β)が大きくなっても同様である。したがって、温度と
質量に関してデータ点を限ることで、スケーリング則が良く成立するプロットを記述することができ
る。以降の解析では、この限られたフィット範囲において解析を行うが、図としては全データを描写し
ていく。

図.6.3が零密度の時のO(4)スケーリングプロットであり、図.6.4が零密度の時のZ2スケーリングプ
ロットである。縦軸は ⟨ψ̄ψ⟩WI/h

1
δ、横軸は t/h

1
βδ である。黒線が限られたデータ点でフィットを行っ

たO(4)スピン系、もしくは、Z2スピン系のスケーリング関数である。図を見ると、解析結果とO(4)

スピン系、Z2スピン系のスケーリング関数はともに十分一致しているため、O(4)スピン系、Z2スピ
ン系はともに２フレーバーQCDでのカイラル相転移のスケーリング関数と一致していると見られる。
2フレーバー QCDが二次相転移を起こした時、破れた対称性が O(4)であり、一次相転移を起こした
時、有限な臨界質量mct

q において破れる対称性が Z2であるから、スケーリング則による解析では、カ
イラル極限における相転移の次数は二次であっても、一次であっても矛盾しない。ただし、有限な臨界
質量mct

q は限りなく小さな値であり、2mct
q = 0.008(3)であった。
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図 6.3: O(4)スケーリングプロット [57]
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図 6.4: Z2スケーリングプロット

6.5.2 カイラル凝縮の二階微分と曲率

O(4)スケーリング則を仮定し、カイラル凝縮の微分を求めた結果が図.6.5であり、Z2スケーリング
則を仮定した結果が図.6.7である。それぞれ、再重み付け法によって計算した d2M/d(µq/T )2

h1/δ−1/βδ は赤点、テ

イラー展開法によって計算した d2M/d(µq/T )2

h1/δ−1/βδ は青点である。縦軸が d2M/d(µq/T )2

h1/δ−1/βδ で、横軸が t/h
1
βδ であ

る。また、再重み付け法では線形フィットを行うことで微係数を求めたが、µのフィット範囲は同様に
0 ≤ µq/T <∼ 1である。両方の方法ともに tの小さいところでは誤差が大きく、評価が難しい。

ここまでで、二つのスケーリング則と二つの方法によってカイラル凝縮の二階微分が求められた。これ
をスケーリング関数の微分で除算して、誤差を用いた重み付き平均をすることにより、曲率 cが求められ
る。O(4)の結果は図.6.6、Z2の結果は図.6.6のようになる。縦軸が cに対応しており d2M/d(µq/T )2

h1/δ−1/βδ ·df(x)/dx、

横軸が t/h
1
βδ である。O(4)の結果は表.7であり、Z2 の結果は表.8にまとめた。以上の計算により、

(β, µq) 平面における曲率 cを計算することができた。しかし、ゲージ結合定数 βは裸な量なため、こ
の曲率 cも裸な量である。最後に、曲率 cを (T, µq) 平面における物理的な曲率 κとして書き換える。
κと cとの間には以下の関係式があり、カイラル極限におけるベータ関数を計算すれば置き換えが可能
である。

κ ≡ −(1/18Tc)(d
2Tc/d(µq/T )

2) = c/18[−a(dβ/da)]−1 (6.29)

表 7: O(4)シナリオにおけるカイラル極限におけるベータ関数と曲率 κ。
- Method 1 Method 2

c 0.0418(22) 0.0404(60)

χ2/dof 8.73 3.32

scale
√
t2.0/a

√
t2.5/a

√
t3.0/a

√
t2.0/a

√
t2.5/a

√
t3.0/a

−adβ/da 3.90(25) 3.85(16) 4.01(39) 3.90(25) 3.85(16) 4.01(39)

κ 0.00060(5) 0.00060(4) 0.00058(6) 0.00057(9) 0.00058(9) 0.00056(10)
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点:テイラー展開法で評価)[57]
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図 6.6: O(4)スケーリング: (β, µq/T )平面
での曲率 (赤点:再重み付け法で評価、青点:

テイラー展開法で評価)[57]

表 8: Z2シナリオにおけるカイラル極限におけるベータ関数と曲率 κ。
- Method 1 Method 2

c 0.0356(34) 0.0360(42)

χ/dof 2.04 2.60

scale
√
t2.0/a

√
t2.5/a

√
t3.0/a

√
t2.0/a

√
t2.5/a

√
t3.0/a

−adβ/da 3.45(25) 3.30(16) 3.54(38) 3.45(25) 3.30(16) 3.54(38)

κ 0.00057(7) 0.00060(6) 0.00056(8) 0.00058(8) 0.00061(8) 0.00057(9)

6.5.3 カイラル極限におけるベータ関数

カイラル極限におけるベータ関数を計算するため、カイラル極限における格子間隔 aとゲージ結合定
数 βとの間の関係を見積もる必要がある。我々は勾配流法 [47]-[48]を用いて格子間隔 aを測定した。勾
配流法を用いて格子間隔を決定するため、以下のような無次元となる演算子 t2⟨E(t)⟩ を測定する。こ
れはフロー時間 t[48]の関数である。期待値 ⟨E(t)⟩は次のように定義される。

⟨E(t)⟩ = 1

4
Ga

µν(t)G
a
µν(t) (6.30)

ここで場Ga
µν(t)は、フローされたゲージ場Bµ(t)で構成される”場の強さ”である。勾配流法とは、場

を以下のような拡散方程式に従って解く方法である。

∂tBµ(t, x) = DνGµν(t, x), B(0, x) = Aµ(x) (6.31)

初期条件では通常の場を採択しておき、拡散半径 1/
√
8tで場の存在確率をなめす方法である。離散化

された格子空間上で拡散半径を大きくしていけば、なめされたゲージ場はあたかも連続空間の存在確
率のようにふるまえる。格子量子化を施した上でフローされた物理量は、あたかも、連続極限のくりこ
まれた物理量とみなすことができる。

ここで期待値 t2⟨E(t)⟩をX という値に固定し、そこでのフロー時間を t = tX とすると、

t2⟨E(t)⟩
∣∣
t=tX

= X. (6.32)
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図 6.8: Z2スケーリング: (β, µq/T )平面で
の曲率 (赤点:再重み付け法で評価、青点:テ
イラー展開法で評価)

とかける。ここで、フロー時間 tは長さの二乗の次元を持つ。期待値 t2⟨E(t)⟩が無次元な物理量である
ならば、シミュレーション変数を変えたとしても変化を受けない。シミュレーション変数を変化させた
とき、ゲージ結合定数のような変数はベータ関数を通じて格子間隔を変化させるため、長さの四乗の
次元を持つ量 t2は格子間隔に応じて変化する。したがってXを固定しながらシミュレーション変数を
変化させれば、t2X を通して格子間隔の計算をおこなうことができる。

今回、期待値 t2⟨E(t)⟩の格子間隔誤差を抑えるため、以下の処方 [49]を施した。

t2⟨E(t)⟩ = − CClv
2

CWil
2 − CClv

2

t2⟨EWil(t)⟩+ CWil
2

CWil
2 − CClv

2

t2t2⟨EClv(t)⟩ (6.33)

異なる格子間隔誤差をもつ期待値を用意して格子間隔誤差を抑える方法である。EClvはクォーク行列式
の格子間隔誤差を抑える演算子であるクローバー項で構成されたゲージ作用を表わし、EWilは単なる
1x1ウィルソンループで構成されたゲージ作用である。それぞれの演算子に格子間隔誤差CWil

2 やCClv
2

があり、それらがキャンセルし合うように演算子を構成した。結果は図.6.9-6.10の通りである。ここで
は五つの tX を測定した (X = 1.5, 2.0, 2.5, 3.0と 3.5)。結果は表.7-8 にまとまっている。

今からカイラル極限における tXの値を求める。章で議論したようにカイラル極限に南部ゴールドスト
ンボソンであるパイ中間子の質量mPSは、どのスケールにおいても零になっていなければならない。し
たがって、シミュレーション変数βを固定し、各βにおける tXの質量mPS依存性を求め、mPSを零に取
る極限がカイラル極限における tXに相当する。我々は次のようなフィット関数 a/

√
tX = A(mPSa)

2+B

を用いて零質量への外挿を行う。ここで係数AとBはフィット変数であり、Bがカイラル極限の格子
間隔を与える。結果は図.6.11の通りである。この図はフロー時間 t2.5のカイラル極限における値を求
めた。擬スカラー中間子の質量mPS は、カイラル極限において零になることから、フロー時間の質量
依存性を求め、質量が零となる外挿を行った。

さらに、この極限における tX のゲージ結合定数 β の依存性を見積もる。各 β におけるカイラル極
限の tX を多項式でフィットし、その微分値がベータ関数となる (図.6.12)。ここでは χ2/dofを最小と
した三次関数を採用した。相転移温度 β = βctにおけるベータ関数の値は、表 7-8にまとめた。勾配流
法により tX を求め、ベータ関数を計算したが、以下の注意が必要である。Xの値を大きくすればする
ほど拡散半径が大きくなり、ゲージ場の存在確率はなめされるためより連続極限に近い値が計算でき
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る。しかし、X の値を大きくしすぎると、元は有限格子サイズのシミュレーションを行っているため、
拡散半径が格子サイズをこえてしまい、周期的境界条件を感じてしまう。このため、勾配流法をもち
いて格子間隔を測定する場合X を適切な値に選ぶ必要がある。今回はベータ関数の値が安定している
X = 2.0, 2.5, 3.0の三点だけを選んだ

以上の計算結果からカイラル極限におけるベータ関数を求めることができたため、物理的な曲率 κへ
と書き換えを行う (表.7-8). 二つの方法で計算した cの値を、三通りのXで κへと変化させた結果を全
て系統誤差としてとらえ、全ての計算結果を包含する値と誤差を最終結果として採用する。O(4)と Z2

のスケーリング則を用いて計算した結果、物理的な (T, µq)平面における曲率は κ = 0.0006(1)となっ
た。この値は異なるクォークでシミュレーションされて行われた先行研究の結果よりはるかに小さい
[50]。
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7 まとめ

本論文ではまずQCDの性質や現象に関してふれ、QCDの相転移に焦点を当てレビューをした。ま
た、格子 QCDの定式化について説明し、カイラル極限における相転移を議論する二つの方法に関し
て説明を行い、それぞれの結果を示した。“多フレーバー手法”では、軽いクォーク質量mudを変えな
がら、(2 +Nf )QCDにおけるカイラル相転移を議論した。一次相転移がクロスオーバー相転移に変わ
る臨界質量mhの軽いクォーク質量mud 依存性を議論することで、カイラル極限における相転移の次
数を調べた。調査した質量領域では、臨界質量の軽いクォーク質量依存性が見えなかったため、軽い
クォーク質量を零とするカイラル極限においても臨界質量が消えない。したがって、相転移は二次とい
う標準的な理解と無矛盾である結果が得られた。

一方、3次元統計模型で得られたO(4)スケーリング関数と Z2スケーリング関数とQCDシミュレー
ションを比較すると、QCDのデータは両方の関数形が良いフィットを示すことが分かった。この結果
はカイラル極限における相転移が二次相転移、一次相転移ともに無矛盾である結果を示した。この解析
から相転移の次数を判断することはできなかったが、カイラル極限における一次相転移がクロスオー
バーへ変わる臨界質量mct

udが微小であることがわかった。また、スケーリング則を仮定することで曲
率の計算をおこなったところ、O(4)とZ2スケーリングともに先行研究に比べ小さな値を取ることがわ
かった。
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A 3次元O(4)スピン模型とイジング模型のスケーリング関数

この章では 3次元O(4)スピン模型とイジング模型のスケーリング関数をまとめる [45]-[43]。Widom-

Griffiths変数 xと y[51]を導入する。

y = f−δ, x = (t/h1/βδ)f−1/β.

ここで f はスケーリング関数であり、tは換算温度、hは外場である。β, δは臨界指数であり、二次相
転移を起こす際に破れる対称性により値が決定される。

yが小さいときと大きいときで、変数 xは yに依存した漸近形を与える。この形式はある近似の元で
計算されているが、詳細は右記の論文を参考とする [52]。小さな yに対し、

xs(y) = −1 +
(
c̃1 + d̃3

)
y + c̃2y

1/2 + d̃2y
3/2, (1.1)

という漸近形が与えられ、大きな yに対し、

xl(y) = ay1/γ + by(1−2β)/γ . (1.2)

という漸近形が与えられる。これらの二つの関係は次のような関数を用いて内挿できる [44]、

x(y) = xs(y)
yp0

yp0 + yp
+ xl(y)

yp

yp0 + yp
. (1.3)

この関数はO(4)スケーリング関数を記述するときに用いた。各変数は表.9の値を取る。

一方、z2スケーリング関数は状態方程式の変数表示で表すことができる。広く用いられているのは
Guidaと Zinn-Justinが導出した状態方程式の変数表示 [53]で、それはイジング模型に対する場の理
論がもととなっている。彼らは二つの変数Rと θを用いて状態方程式を記述する。その変数は以下の
通り。

M = m0R
βθ, (1.4)

t = R(1− θ2), (1.5)

h = h0R
βδĥ(θ), (1.6)

ここでm0と h0は規格化定数である。関数 ĥ(θ) は奇関数であり、5次多項式で展開すると以下のよう
になる [53]。

ĥ(θ) = θ − 0.76201(36)θ3 + 0.00804(11)θ5. (1.7)

すると、この関数を用いて xと yは以下のようになる。

x(θ) =
1− θ2

θ20 − 1

(
θ0
θ

)1/β

, y(θ) =
ĥ(θ)

ĥ(1)θδ
, (1.8)

ここで θ0は θ0 = 1.154であり、これは関数 ĥ(θ)の零点で求められる。Z2のスケーリング解析では、
以上の関数を用いて計算を行った。各臨界指数は表 10にまとまっている。

c̃1 + d̃3 c̃2 d̃2 a b y0 p
O(4) 0.359(10) 0.666(6) -0.052(10) 1.071(4) -0.866(38) 5.0 3

表 9: O(4)スケーリング関数に対するフィット変数
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β γ δ χ2/dof βct hct
O(4) 0.349 1.319 4.780 12.30 1.532(32)
Z2 0.326 1.239 4.805 2.60 1.560(20) 0.008(3)

表 10: 臨界指数 βと γ、δの値。O(4)スケーリングの値は参考論文:[45]から、Z2スケーリングの値は
参考論文:[43]から引用した。三つの臨界指数は γ = β(δ − 1)という関係式をもつ。
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