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A.16 凝縮状態での超伝導性について                                 [50] 
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第一章 序論  
 

1.1 鉄系超伝導体  
 

鉄ヒ素超伝導体 LaFeAs(O1xFx)は 2008 年に Hosono らによって発見され，高

い超伝導転移温度 TSC  = 26 K を持つことから注目を集めた [1]．その後，銅酸化

物超伝導体に次ぐ超伝導転移温度 TSC  = 56 K を持つ SmFeAs(O1xFx)が発見され

たこともあり [2]，世界中のグループによって研究が行われている．現在では，

LaFeAsO に代表される 1111 系に加え，BaFe2As2 の 122 系，LiFeAs の 111 系，

FeSe の 11 系など，多岐にわたる物質群が発見されている．  

図 1.1-1，1.1-2，1.1-3，1.1-4 に，上で述べた物質の結晶構造を示す [1, 3, 4, 5]．

室温における結晶構造はいずれも正方晶であり，空間群はそれぞれ P4/nmm,  

I4/mmm,  P4/nmm,  P4/nmm である．1111 系， 122 系， 111 系では Fe 原子の周りに

第一近接している 4 個のプニクトゲン原子が， 11 系では 4 個のカルコゲン原子

が四面体配位をしている．系の伝導や磁性を担うのは Fe
2 +の 3d 電子であり，Fe

と As の位置関係によって Fe サイトの結晶場が変化することから， Fe-As の距

離や As-Fe-As の角度なども超伝導転移温度を決める重要な要素となる [6]．鉄系

超伝導体では，四面体によって結晶中の a 軸，b 軸方向に 2 次元的な面が形成さ

れており， c 軸方向にこの面が積み重なった層状構造を持つ． Fe の第二近接原

子は Fe であり，Fe-Fe 平面内には他の原子が存在しないため，Fe は 2 次元的な

正方格子を形成する．このため，3d 電子の Fe 原子間の直接的な遷移も大きくな

る．このように，鉄系超伝導体は層状の結晶構造を持つことから ab 面内が主な

伝導面となり，面内と面間での電気抵抗率や超伝導の上部臨界磁場などの異方

性が確認されている [7, 8, 9, 10]．  

 

図 1.1-1. 1111 系超伝導体の母物質

LaFeAsO の結晶構造 [1] 

 

図 1.1-2. 122 系超伝導体の母物

質 BaFe2As2 の結晶構造

[3] 
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 111 系を除く鉄系超伝導体は，母物質の元素を他の元素に置換することで超伝

導を制御できる．Hosono らによって発見された LaFeAs(O1xFx) は，O
2を F

1

へと 5-11 % 程度置換し，構造相転移と反強磁性転移を抑制させることで超伝導

が発現する [1]．フッ素は酸素と比べて電子を１つ多く含むので，母物質におけ

る酸素のフッ素置換は，系に電子をドープすることに対応する．122 系では，母

物質となる BaFe2As2 の Ba
2+を K

1+に置換するホールドープや Fe
2+

(3d
6
)を

Co
2+

(3d
7
)や Ni

2+
(3d

8
)に置換する電子ドープによって [3, 11]， 11 系では超伝導を

示す FeSe の Se 原子を Te に置換することで [5, 12]，やはり構造相転移と反強磁

性が抑制され超伝導が発現する．元素置換の方法以外では，静水圧の印加によ

って超伝導が制御できる [13, 14]．  

鉄系超伝導体に注目が集まった理由は高い超伝導転移温度だけでなく，結晶

を構成する元素中に Fe が含まれていることにある．BCS 理論によると，超伝導

は固体中に存在する 2 つの電子がクーパー対と呼ばれる電子対を形成し，凝縮

することによって発現する [15]．このクーパー対は，もっとも単純には全スピン

S について S  = 0 であり，重心運動量 qG について qG = 0 を満たす電子の対によ

って形成される．鉄系超伝導体では前述した超伝導状態が実現していると考え

られているが，S  0 や qG  0 が実現する超伝導体も提唱されている [16, 17, 18, 

19]．ここで，超伝導体中に磁性不純物が混入した場合を考える．クーパー対が

磁性不純物に近づくと，不純物磁気モーメントの影響によって各電子のスピン

が散乱される．すると，2 つの電子は S  = 0 を保つことが出来なくなり，結果と

してペアが破壊され超伝導は消失してしまう．そのため，磁性の象徴ともいう

べき Fe
2+の 3d 電子が超伝導に寄与する鉄系超伝導体の発見は，単純な BCS 理

論ではない，新たな超伝導発現機構の登場を示唆している．  

1111 系，122 系， 11 系において，系への電子ドープやホールドープで反強磁

性が抑制され超伝導が発現する性質は，スピンの揺らぎが超伝導の発現に寄与

 

図 1.1-3.  111 系超伝導体 LiFeAs の

結晶構造 [4] 

 

 

図 1.1-4. 11 系超伝導体 Fe(Se,Te)の

結晶構造 [5] 
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する銅酸化物超伝導体のドーピング相図と類似している [20]．そのため，鉄ヒ素

超伝導体においてもスピン揺らぎに起因する超伝導発現機構が理論と実験の双

方から提唱されている [21, 22, 23, 24, 25, 26, 27]．ただし，鉄系超伝導体ではフ

ェルミ面の周りに当方的なエネルギーギャップが形成されるため [28]，超伝導の

対称性は d 波ではなく s 波である．また，スピン揺らぎの斥力相互作用による

クーパー対形成では，ホール面と電子面で秩序変数の符号が変化することから，

特に s波と呼ばれている．  

他方，構造相転移の抑制と超伝導の発現の点から，従来では局在 4f 電子系の

四極子秩序の問題などで取り上げられてきた電気四極子が，鉄系超伝導体で着

目されている．電気四極子揺らぎでは電子間に引力相互作用が働きクーパー対

が形成されるが，ホール面と電子面で秩序変数の符号が反転しない．このよう

な発現機構は s++波と呼ばれ，理論・実験の両面から提唱されている [29, 30, 31, 

32]．ただし，スピンと四極子のどちらかのみが超伝導に寄与するのではなく，

これらの競合効果により高い超伝導転移温度が実現している可能性も議論され

ており [33, 34]，いまだに決着はついていない．  

 

 

 

1.2 鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 の基礎物性  
 

 以下では，本研究対象である鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 の基礎物性につ

いて述べる図 1.2-a1 に，母物質である BaFe2As2 の正方晶相と，斜方晶相におけ

る結晶構造を示す [3, 36, 37]．結晶構造は ThCr2Si2 型の正方晶であり，空間群は

I4/mmm (D4h
17

)である．また， Fe 原子は As 原子が形成する四面体の中心に存在

することから，Fe サイトの点群は D2d である．母物質である BaFe2As2 では，T s = 

      

図 1.2-1 体 Ba(Fe1xCox)2As2 の空間群 D4h
17 の正方晶相（左図）と D2h

23

の斜方晶相（右図）の結晶構造 [3, 36, 37]．Fe 原子の番号は，

第五章の群論解析のために記載した．  



4 

 

TN  = 140 K で構造相転移と反強磁性の同時転移が起こり，空間群が Fmmm (D2 h
23

)

の斜方晶となる．表 1.2-1 に正方晶相，斜方晶相における格子定数 a, b, c を示す

[35, 36]．通常，空間群 D4h
1 7 に属する結晶の主軸は Ba-Ba 方向に対し平行であ

り， x 軸， y 軸， z 軸と定義される．鉄ヒ素超伝導体ではこの x 軸， y 軸に加え，

最近接の Fe 原子を結ぶ Fe-Fe 方向に対し平行な x’軸，y’軸を用いる場合がある．

この軸を用いると，Fe
2+の 3d 電子軌道間の遷移や混成，および構造相転移や電

気四極子を取り扱う際に都合が良い．幾何学的には， x'軸と y’軸は xy 平面内で

x 軸と y 軸を 45°だけ回転した関係にある．斜方晶相では，x’ ,  y’,  z が結晶学的な

主軸となる．反強磁性相での磁気モーメントの向きは x’軸方向であり，母物質

の磁気モーメントの大きさは T  = 5 K において 0.87 B/Fe である [36]．  

Ba(Fe1xCox)2As2 では，比熱や帯磁率，および電気抵抗などの実験によって構

造相転移や反強磁性，超伝導転移温度の Co 濃度依存性が調べられ [8, 38]，相図

が作成されている．図 1.2.2 に Ba(Fe1xCox)2As2 の相図を示す [39]．横軸は波長

分散型 X 線解析 (WDS)によって決定された Co の実濃度 x であり，縦軸には構造

相転移，反強磁性，超伝導の転移温度をプロットしている．図中紺色の実線は

正方晶相（Tet）から斜方晶相（Ort）への構造相転移を，オレンジの実線は超伝

導への相転移を表す．また水色の領域は構造相転移と反強磁性相の共存相を，

緑色の領域は構造相転移，反強磁性，超伝導の共存層を，黄色の領域は超伝導

相を表す．ドープによって，構造相転移と反強磁性は TN  < T s となるように分裂

し，転移温度が減少していく．超伝導は，x  > 0.03 の濃度域で発現する．この濃

表 1.2-1. BaFe2As2 の格子定数 a, b, c [35, 36]．  

 a (Å ) b (Å ) c (Å ) 

正方晶相  3.9635(5) a = b 13.022(2) 

斜方晶相  5.61587(5) 5.57125(5) 12.9428(1) 

 

 

図 1.2-2. Ba(Fe1xCox)2As2 の 相 図

[39]．横軸は Co 濃度，縦

軸は相転移温度を表す．  

 

図 1.2-3. Ba(Fe1xCox)2As2 の 斜 方

晶度 の温度依存性 [39]． 



5 

 

度域では，構造相転移と超伝導の共存が報告されている．さらにドープを行う

と， x  = 0.06 付近で反強磁性が消失したのちに x  = 0.065 付近で構造相転移が消

失し，x  = 0.07 付近で最大の超伝導転移温度 TSC  = 23 K を示す．構造相転移の消

失以降は，Co 濃度の増加によって TSC が減少していき， x  = 0.13 付近で超伝導

が消失する．  

構造相転移と超伝導の近接が重要と考えられている Ba(Fe1xCox)2As2 では，超

伝導転移点での構造異常も観測されている．図 1.2-3 に，斜方晶の格子定数 a と

b を用いて定義される斜方晶度  = (ab)/(a+b)の温度依存性を示す． 0.047 < x < 

0.063 の濃度域において，構造相転移点で    0 となり，低温に向かって  は上

昇する．反強磁性相転移点 TN では，異常は観測されていない．さらに温度を下

げると，超伝導転移点で結晶構造が正方晶に戻ろうとしていることを示す，の

減少がみられる．この傾向は量子臨界点に近い Co 濃度の試料ほど顕著であり，

x  = 0.063 の低温側ではほぼ  = 0 となり，正方晶に戻ることを示している．これ

らの結果は，構造の変化をもたらす自由度を媒介としたクーパー対の形成を示

唆している．  

次に，図 1.2-4 と 1.2-5 に BaFe2A2 におけるフェルミエネルギー近傍のバンド

構造とフェルミ面を示す [41, 42]．BaFe2A2 では Fe の 3d 軌道に加えて，As の 4p

軌道によってもバンドが形成される．また四面体配位では，銅酸化物超伝導体

などのペロブスカイト構造と比較して Fe が As から受ける結晶場が小さくなる

ため，3d 軌道準位の分裂は小さくなる．さらに Fe 同士の直接遷移も大きいこと

から，BaFe2As2 のバンド構造は複数の軌道から形成され，非常に複雑なものと

なる．しかし，状態密度の計算からフェルミエネルギー近傍では Fe の 3d 軌道

の寄与が最も大きいと報告されており [40, 42]，室温程度までの諸物性を考える

上では主に 3d 軌道を考慮すればよい．このような複数の電子軌道により構成さ

れるマルチバンド構造を反映して，フェルミ面も複数個存在する．フェルミ面

の形成に寄与する主な軌道は x’y’と，縮退した y’z ,  zx’軌道であり，点にもっと

も近いフェルミ面と X 点からもっとも遠いフェルミ面が x’y’軌道によって，そ

れ以外のフェルミ面が y’z , zx’軌道によって形成されている．また，これらのフ

ェルミ面は鉄ヒ素超伝導体の 2 次元性を反映し，円筒状となっている．ここで

重要なことは，ほとんど縮退した y’z , zx’軌道が点近傍に存在するという点で

あり，バンドの分裂による構造相転移や，シングルバンドの銅酸化物超伝導体

と異なる超伝導発現機構をもたらす可能性がある．  

Ba(Fe1xCox)2As2 では，従来超伝導の研究で主要な実験であった NMR や中性

子散乱実験などが行われているが，超伝導発現機構解明のための実験手法とし

て現在注目を集めているのは弾性定数である．図 1.2-6 に，Fernandes らにより

RUS(Resonant Ultrasound Spectroscopy)法を用いて測定された弾性定数の測定結

果を示す [43]．RUS 法は試料中に超音波を入射し，自由振動の共鳴スペクトル

から弾性定数を決定する測定方法である．測定は T s  = TN = 130 K を示す x = 0

と，TSC  = 22 K を示す x  = 0.08 について行われている． x  = 0 では，弾性定数 C66

が室温から構造相転移温度まで，温度を低下させるに従い約 90 % の巨大なソ

フト化を示す．転移温度以下では，C66 はハード化を示す． x  = 0.08 では C66 が

室温から超伝導転移温度まで約 16 %のソフト化を，転移温度以下ではハード化

を示す． x  = 0 とは異なり， x  = 0.08 は構造相転移を示さない．よって x  = 0.08
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における C66 のソフト化は，ソフト化の起源と超伝導の発現機構が密接に関わ

っていることを示唆しており，鉄系超伝導体の超伝導発現機構を決定する際の

重要な要素となる．Fernandes らは，スピンと歪みの結合による構造相転移を提

唱し，C6 6 の解析を行った．図中の実線がフィッティングの結果であり， x  = 0

では室温から構造相転移点にかけての，x  = 0.08 では室温から超伝導転移点にか

けてのソフトニングが再現できていることから，超伝導の対称性もスピン揺ら

ぎに起因する s波であると主張している．  

他の濃度における C66 の測定は，図 1.2-7 に示すように Yoshizawa らによって

行われている [44]．Yoshizawa らは，8 種類のドープ濃度を持つ試料について C66

を測定し，構造相転移を示す試料では室温から構造相転移温度まで，超伝導の

みを示す試料では室温から超伝導転移点までソフト化を示すことを明らかにし

ている．また，ドープ濃度を大きくすることでソフト化の大きさが減少してい

き，超伝導が現れない濃度域ではソフト化が消失することも明らかにしている．

Yoshizawa らは，構造相転移と超伝導の量子臨界性の点から，電気四極子（軌道）

が超伝導に寄与するという s++波を提唱している．このような C66 のソフト化は，

Ba(Fe1xCox)2As2 や (Ba1xKx)Fe2As2 のヤング率の測定からも確認されている [45]． 

C66 は，正方晶の主軸である x 軸と y 軸のなす角度を， 90°から微小に変化さ

せる歪み xy に対する結晶の固さを表す物理量である．図 1.2-8 に，正方晶相に

おける主軸 x と y，斜方晶相における主軸 x’と y’，各相におけるユニットセル

を実線で，歪み xy によって変調された正方晶相のユニットセルを破線で表記し

た図を示す．正方晶相における，第一近接 Ba を結んで形成されている正方形の

 
図 1.2-4. BaFe2As2のフェルミエネル

ギ ー 近 傍 の バ ン ド 構 造

[41]．  

 
図 1.2-5. BaFe2As2のフェルミ面の構

造 [42] 
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ユニットセルは，歪み xy によってひし形へと変調される．結晶構造が正方晶か

ら斜方相へと転移した場合，x 軸と y 軸はこのひし形を形成する状態変わる．こ

れは言い換えれば，構造相転移点付近では歪み xy に対し結晶が柔らかくなるこ

とを示しており，弾性定数 C6 6 のソフト化として理解できる．  

これまで述べたように，弾性定数 C6 6 のソフト化は超伝導発現機構解明のカ

ギとなる重要な物理量となることが示唆される．Yanagi らや Kontani らによる

s++波の理論では弾性定数についても言及されており [29. 46]，電気四極子の揺ら

ぎによって C66 のソフト化も引き起こされることが説明されている．また最近

では，弾性定数のソフト化に加えて，x
2
y

2 の対称性のラマン感受率の増大や [47]，

ARPES による y’z , zx’軌道のエネルギー分裂が観測されており [48, 49]，縮退バ

ンドや電気四極子の重要性が示唆される．よって，超伝導発現機構追究のため

に，電気四極子の応答である弾性定数のソフト化を観測する意義は大きい．  

 

 

 

 

 

図 1.2-6. BaFe2As2 （ 上 図 ） と

Ba(Fe0.92Co0.08)2As2（下図）

における弾性定数 C66 の温

度依存性 [43]．  

 

 

図 1.2-7. Ba(Fe1xCox)2As2 の弾性定

数 C66 の温度依存性 [44]．

Co 濃度は x  = 0, 0.037, 

0.06, 0.084, 0.098, 0.116, 

0.161, 0.245 である．  
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図 1.2-8. BaFe2As2 の正方晶相（Tet），斜方晶相（Ort）におけるユニットセ

ルと主軸．正方晶相における主軸は x 軸 y 軸，斜方晶相における

主軸は x’軸と y’軸と表記した．また，各相におけるユニットセル

は実線で表記されている．右側の破線で表記されているひし形は，

歪み xy によって変調された正方晶相のユニットセルを表す．  
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1.3 研究目的  
 

鉄系超伝導体の超伝導相は，銅酸化物超伝導体や重い電子系の超伝導体にみら

れるような磁気秩序相だけではなく，構造相転移と隣接する特徴をもつ．また， Fe
2+

 

(3d
6
)の縮退した y’z ,  zx’軌道が複数のバンドやフェルミ面を構成するため，シングルバン

ドの銅酸化物超伝導体で議論されたスピン自由度由来の超伝導ではなく，今まで議論

されてこなかった軌道自由度に由来する新しい超伝導発現機構が提案されている．  

本研究目的は，縮退した y’z , zx’軌道がもつ電気四極子と歪みの結合による構造相

転移，および軌道角運動量の時間微分である電気十六極子と回転の結合による超伝

導転移点での臨界減速の解明である．そのため，超音波を用いて鉄ヒ素超伝導体

Ba(Fe1xCox)2As2 の弾性定数と超音波吸収係数を測定する．  

本研究遂行のために，以下のことを行う．  

 (i).  弾性定数の測定と四極子感受率による解析  

 (ii).  強磁場中での弾性定数の測定  

 (iii).  超音波吸収係数の測定と緩和時間の決定  

 (iv).  構造相転移を記述するハミルトニアンの導出  

 (v). 縮退軌道由来の自由度による超伝導の発現機構  

(i)では，構造相転移を示すアンダードープ領域の試料である Co 仕込み量 x  = 0, 

0.03, 0.07 と，構造相転移と反強磁性は示さず超伝導を示すオーバードープ領域

の試料 x  = 0.1 を用いて，弾性定数 C11,  C33 ,  C44 , (C11C12)/2, C66 ,  (C11+C12+2C66)/2

を測定し，鉄ヒ素超伝導体に寄与する電気四極子を特定する．また，弾性定数

C66 のソフト化を四極子感受率によって解析することで，四極子間相互作用や四

極子 -歪み結合定数といった，電気四極子の静的性質を解明する．さらに，C66

の磁場依存性を調べ，磁場に対する頑強さの観点から電気四極子由来のソフト

化を追究する．これにより，構造相転移と超伝導に寄与する電気四極子効果の

知見が得られる．  

 (ii)では，62 T パルスマグネットを用いて弾性定数の強磁場依存性を調べるこ

とで，磁気自由度ではなく電気四極子に由来するソフト化を確立する．  

 (iii)では，構造相転移点と超伝導転移点での臨界減速を観測するために， x  = 

0.07 と 0.1 の試料を用いて超音波吸収係数を測定する．また，超音波吸収係数

から緩和時間を求めることで，揺らぎの時間スケールや臨界指数といった，相

転移点近傍の秩序変数の動的性質を調べる．  

 (iv)では，ランダウの現象論によって構造相転移が電気四極子 Ov ’を秩序変数

とする強四極子秩序として理解できることを検証する．さらに，第二量子化の

方法を用いて，縮退バンドの分裂と歪みの結合や四極子間相互作用を記述する

ことで，強四極子秩序を記述するハミルトニアンを決定する．  

 (v)では，2 電子状態を構築し回転効果を考慮することで，電気十六極子の強

十六極子秩序による臨界減速を記述する．また，超伝導クーパー対が十六極子

を持つことを明らかにし，超伝導相での超音波散乱を調べる．  
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第二章 弾性理論と結晶場中の 3d 電子状態  
 

2.1 弾性定数と超音波  
 

 本研究では，超音波を測定試料に入射することで試料中の音速を測定し，弾

性定数を決定した．鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 の場合，試料中を伝搬する

超音波の音速は，縦波で約 4000 m/s, 横波で約 2500 m/s である．本研究では ,  

測定周波数として f  = 10 MHz ~ 300 MHz を用いた．従って，超音波の波長は  = 

2×10
4

 m ~ 5×10
6

 m である．超音波の波長に対し，試料の原子間距離は 10
9

 m 

~ 10
10

 m であることを考えると，結晶は一様な連続体とみなせる．以下では連

続体近似を用い，結晶中を伝搬する超音波が誘起する歪み，および回転と弾性

定数ついて議論する [50]．  

 超音波は，固体中を伝わる際に結晶格子を歪ませる．超音波が r方向に進行

し，r方向に変位すると，歪み   を誘起する．歪みは２階のテンソル量であり，

変位ベクトル u  = (ux , uy ,  u z) を用いて次のように定義される．  

  zyxrr
r

u

r

u
α ,,,

2

1
























 









   (2.1.1) 

また，超音波は歪みと同時に格子の回転  を誘起する．格子の回転は２階の

反対称テンソルであり，次のように定義される．  

  zyxrr
x

u

x

u
,,,

2

1
























 









   (2.1.2) 

  は超音波の進行方向と変位方向 の入れ換えに対し対称であるが，  は

rと rの入れ換えに対し反対称となっている．縦波超音波は r = rで記述され

るため     0 であるが，    0 となるため回転は生じない．  

一般に，歪みが系に加えられたときは結晶の原子間距離が変化するため，結

晶の弾性エネルギーが変化する．一方で，回転は結晶の原子間距離を変化させ

ないため，弾性エネルギーは不変に保たれる．しかし，系に異方的な相互作用

が存在する場合や，系に磁場が印加されている場合，回転に起因した電子系の

エネルギー変化が起こる．  

 一般に，ある範囲内の歪みと，固体に作用する応力の間にはフックの法則が

成り立つ．超音波は，フックの法則を満たす微小な歪みを誘起するため，固体

の弾性定数を考える際にもフックの法則が適用できる． 面に対し，方向に力

が与えられた時の応力を  とすると，  は 9 個の独立な成分を持つ．これに

よって，応力は歪みを用いて次のように書くことができる．  
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 


 
,

C  (2.1.3) 

ここで，C  は弾性スティフネス定数と呼ばれる 4 階のテンソル量であり，81

個の独立な成分を持つ．既に述べたように，回転は原子間距離の変化を生じさ

せないため応力も生じず，弾性定数は定義していない．以下では，弾性スティ

フネス定数を省略し，弾性定数と表記する．弾性定数は物質の固さを表す量で

あり，次元は [Pa]である．Pa = N/m
2 であり， J = N×m であることを用いると，

弾性定数の次元は [J/m
3
]と記述できる．よって弾性定数は，結晶の単位体積当た

りに蓄えられるエネルギーとして理解できる．応力は  と  の入れ替えに対し

  =    と可換であるため独立な成分が 6 個に減少する．よって，弾性定数の

独立な成分は 6×6 の 36 個に減少し， (2.1.3)式は次のように書くことが出来る． 

 

















































































xy

zx

yz

zz

yy

xx

xy

zx

yz

zz

yy

xx

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

























666564636261

565554535251

464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

 (2.1.4)  

ここで，弾性定数の添え字は簡略化の為，xx  = 1, yy  = 2, zz  = 3, yz  = 4, zx  = 5, xy  = 

6 と表記した．さらに，C i j = C j i  (i , j = 1, 2, 3, 4, 5, 6)の関係から，弾性定数の独

立な成分は 21 個まで減少する．結晶が正方晶である場合， z 軸周りの 4 回回転

対称性を考慮することにより，弾性定数の独立な成分は以下の 6 個となる．  

 

















































































xy

zx

yz

zz

yy

xx

xy

zx

yz

zz

yy

xx

C

C

C

CCC

CCC

CCC

























66

44

44

331313

131112

131211

00000

00000

00000

000

000

000

 (2.1.5) 

次に，歪みによる弾性エネルギーU を考える．U は次式に示すように，歪み

の２次式で書き表すことができる．  

    

 
zzyyzzxxyyxx

xyzxyzzzyyxx

ji

jiij

CC

CCCC

CU











 

1312

2

66

22

44

2

33

22

11

,

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

 (2.1.6) 
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ここで， (2.1.6)式を正方晶の既約表現に属する対称化された歪み を用いて

書き下す．後に記述するように，既約表現における電気四極子は対称化され

た歪み と結合し応答が弾性定数にソフト化として現れるため，電子状態を考

える際には (2.1.6)式によるエネルギーの記述が必須となる．表 2.1-1 に，正方晶

(D2d)での対称化された歪みと結合する多極子，弾性定数の関係を示す． 1 対称

性の歪みは，結晶体積の等方的な変化を表す B と，正方晶歪みを表す u である．

3 対称性の歪みは単斜晶歪みを表す xy，4 対称性の歪みは直方歪みを表す v，

5 対称性の歪みは単斜晶歪みを表す yz,  zx となる．これら対称化された歪みを

用いて， (2.1.6)式は次のように書き下すことができる．  

 

 

2

44

2

44

212112

66

B33131211

22

BB

2

1

2

1

22

1

2

1

9

3

2

1

2

1

zxyzvxy

uuu

CC
CC

C

CCCCCCU












 





  (2.1.7) 

ここで，CB =(2C11+2C12+4C13+C33)/9, Cu  = (C11+C124C13+2C33)/6 と置いた．  

次に，固体中に入射された超音波と弾性定数との関係を考える．結晶の微小

体積要素に対し，x 方向に力が加えられたときの x 方向の運動方程式は，結晶の

密度を用いて以下のように書くことが出来る  

表 2.1-1.  D2 d 対称性の下における多極子，歪み，弾性定数の関係．  

  ここで， x’と y’は Fe-Fe 方向を向く軸である．  
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zyxt

u xzxyxxx


















 


2

2

 (2.1.8) 

y 方向と z 方向についても x 方向と同様に考えることで，次の式が得られる．  

 
zyxt

u yzyyyxy


















 


2

2

 (2.1.9) 

 
zyxt

u zzzyzxz


















 


2

2

 (2.1.10) 

これらの運動方程式に (2.1.1)式 ,  (2.1.3)式 ,  (2.1.5)式を適用することによって，弾

性定数を係数に持つ，各変位方向に対する運動方程式を以下のように書き下す

ことができる．  

    
xz

u
CC

yx

u
CC

z

u
C

y

u
C

x

u
C

t

u zyxxxx




























 2

4413

2

66122

2

442

2

662

2

112

2

  (2.1.11) 

    
zy

u
CC

yx

u
CC

z

u
C

y

u
C

x

u
C

t

u
zxyyyy




























 2

4413

2

66122

2

442

2

112

2

662

2

  (2.1.12) 

  











































zy

u

xz

u
CC

z

u
C

y

u
C

x

u
C

t

u yxzzzz

22

44132

2

332

2

442

2

442

2

  (2.1.13) 

超音波の波数ベクトルを k  = (kx ,  ky,  kz)，角周波数を，位置ベクトルを r  = (x ,  y,  

z)とすると，変位ベクトルは以下のように書き下すことができる．  

   ti krkuu  exp0  (2.1.14) 

(2.1.14)式を (2.1.11)式 , (2.1.12)式 , (2.1.13)式に代入することによって，任意の方

向に伝搬する超音波と弾性定数の関係を求めることが出来る．  

例として，x 方向に伝搬する縦波を考える．このとき，波数ベクトルと変位ベ

クトルの方向は k//u//[100]であることから，変位ベクトルは x 成分だけを持ち，

次のように書き下すことができる．  

    tkxkiuu xxx  exp0  (2.1.15) 
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このときに生じる歪み xx と回転xx は，以下のように記述できる．  

 xx
xx

xx uik
x

u

x

u




















2

1
  (2.1.16) 

 0
2

1




















x

u

x

u xx
xx  (2.1.17) 

よって，縦波超音波では歪み xx が生じるが，回転xx が生じない． (2.1.15)式を

(2.1.11)式に代入することで，次の式が得られる．  

 
2

11

2

11 v
k

C
x




 









  (2.1.18) 

ここで，/kx = v11 は C11 に対応する超音波の音速である． (2.1.18)式は，弾性定

数 C  [J/m
3
]が固体の密度 [kg/m

3
]と超音波の音速 v  [m/s]の 2 乗に比例すること

を表している．  

次に，x 方向に伝搬し，y 方向に変位する横波の場合を考える．波数ベクトル

と変位ベクトルの方向は k//[100], u//[010]であることから，変位ベクトルは y 成

分だけを持ち，以下のように書き下すことができる．  

   txkiuu xy  exp0  (2.1.19) 

このときに生じる歪み xy と回転xy は，以下のように記述できる．  

 yx
xy

xy uik
y

u

x

u

2

1

2

1




















  (2.1.20) 

 yx
xy

xy uik
y

u

x

u

2

1

2

1


















  (2.1.21) 

よって，横波超音波では歪み xy と同時に回転xy が生じる．点群 D2d の下では，

歪み xy は3 対称性に属し，回転xy は2 対称性に属する．また， (2.1.20)式と

(2.1.21)式から，歪み xy と回転xy の音速は v66  = /kx と記述される． (2.1.19)式

を (2.1.12)式に代入することで，次の式が得られる．  
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2

66

2

66 v
k

C
x




 









  (2.1.22) 

よって弾性定数 C66 は，x 方向に伝搬し y 方向に変位する横波超音波の音速を測

定することで得られる．図 2.1-1 に，主な結晶軸方向に伝搬する超音波と，超音

波による変位ベクトル，得られる弾性定数を示す．ここで u l は， k と平行な変

位ベクトル， u t1 と u t2 は k に垂直な変位ベクトルを表す．  

 最後に， xy 平面内の任意の方向に伝搬する横波超音波が，回転を誘起するこ

とを示す．極座標 (r ,  ,  )の表示を用いると，xy 平面内に伝搬する横波超音波の

波数ベクトルは k  = (kcos , ksin,  0)と記述でき，変位ベクトルは u = (ux ,  uy ,  u z) = 

(usin , ucos , 0)と記述できる．また，変位ベクトルは u  = u0exp[ik(xcos + 

ycos)it]とも記述できるから，回転xy は以下のように記述できる．  

 

 

iku

iku
y

u

x

u
xy

xy

2

1

sincos
2

1

2

1 22




















 

 (2.1.22) 

よって，k    0 かつ u   0 であれば回転が生じることが導けた．図 2.1-2 に，横波

超音波により誘起される回転xy の図を示す．回転は軸性ベクトルとして理解

でき，xy はその z 成分となる．以下の議論では，xy  = z と表記する．  

 

 

図 2.1-1. 正方晶での，主要軸方向へ伝搬，および変位する超音波と誘起される

歪み，弾性定数の関係．  
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2.2 3d 電子軌道の波動関数と結晶場  
 

 鉄ヒ素超伝導体では，主に Fe
2 +の 3d 電子が伝導や磁性，超伝導を担うと考え

られる．よって，正方対称結晶中の 3d 電子状態を計算することで，鉄ヒ素超伝

導体における電気四極子効果の理論的知見が得られる．  

まず，孤立した 1 個の Fe
2+イオンを取扱うことで， 3d 電子軌道の波動関数を

導出する [51]．3d 電子は原子核のクーロンポテンシャル中に存在するため，運

動エネルギー項と水素様原子のポテンシャル V i on  =－ZFee
2
/r (e > 0)を全ハミルト

ニアン H0 としてシュレーディンガー方程式を解けば，波動関数が求まる．ここ

で，ZFe は Fe
2+の原子番号 26 である． 3d 電子の波動関数を(r)とし，動径成分

fd(r)と角度成分 Y l
m

(,)に分解すれば，シュレーディンガー方程式も動径部分と

角度部分に変数分離することができる．主量子 n  = 3, 方位量子数 l  = 2 としてシ

ュレーディンガー方程式を解くことで， fd(r)は以下のように記述できる．  

  
r

a

Z

d er
a

Z
rf


























 0

Fe

32

2/7

0

Fe

3081

4
 (2.2.1) 

ここで，a0 はボーア半径であり，値は a0  = 0.52917721067(12)×10
10

 m である [52]．

fd(r)の規格化条件は，以下のようになる．  

 1
0

22 


dfrdr  (2.2.2) 

 

 

図 2.1-2.  xy 平面内の任意の方向 k に伝搬し u 方向に変位する横波超音波と，

誘起される回転xy  = z  
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波動関数の角度成分 Y l
m

( ,)は，以下のように記述できる．  

      imm

lml

m

l ePCY cos, ,  (2.2.3) 

     
 

2

1

2/

,
!

!

2

12

2

1
1




















ml

mll
C

mm

ml


 (2.2.4) 

  
   l

lm

lm

l

m

m

l z
dz

d

l

z
zP 1

!2

1 2

2/2









 (2.2.5) 

Y l
m は球面調和関数，P l

m はルジャンドル倍関数，m は磁気量子数であり m  = － l 

~ l の値をもつ．付録 A.1 に，本研究で用いた球面調和関数をまとめた．以上か

ら， 5 つの 3d 電子の波動関数 lm(r)が以下のように記述できる．  

         1cos3
16

5
, 20

20,2  


 rfYrf ddr  (2.2.6) 

           


 i

dd erfYrf 

  cossin
8

15
,1

21,2 rr  (2.2.7) 

         


 i

dd erfYrf 222

22,2 sin
32

15
, 

 r  (2.2.8) 

ここで，後の議論のために2,1(r) = (r) と置いた．これら波動関数は複素関数

であり，通常用いられる実数表示の 3d 電子の波動関数は以下のように記述され

る．  

         
2

22
2

0,23

3

16

5
1cos3

16

5
22

r

rz
rfrf ddrz




 



 rr  (2.2.9) 

           
21,21,2

4

15
sincossin

4

15

2 r

yz
rfrf

i
ddyz





   rrr  (2.2.10) 
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           
21,21,2

4

15
coscossin

4

15

2

1

r

zx
rfrf ddzx





 


  rrr  (2.2.11) 

          
2

22
2

2,22,2
16

15
2cossin

16

15

2

1
22

r

yx
rfrf ddyx


  




 rrr  (2.2.12) 

           
2

2

2,22,2
4

15
2sinsin

16

15

2 r

xy
rfrf

i
ddxy





 


  rrr  (2.2.13) 

次に、正方対称結晶場中の 3d 電子状態を調べる．3d 電子の波動関数は，H0

の下では 5 重に縮退しており，結晶中で準位が分裂する．図 2.2-1 に示すように，

鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 では Fe 原子に As 原子が四面体配位をしている．

原点に Fe 原子を置き，As の位置を ri = (a ,   i,   i) (i  =1, 2, 3, 4)とすると，位置 r

に存在する Fe
2 +の 3d 電子が受ける結晶場ポテンシャルは，以下のように記述で

きる．  

   
 


4

1

2

As

CEF

i i

eZ
V

rr
r  (2.2.14) 

ここで，ZAs は As 原子の有効電荷である．VCE F を H0 に対する摂動として取り

扱うことで，孤立系では 5 重に縮退していた電子準位の結晶場による分裂を議

論できる． r i  > r の範囲で VCEF を球面調和関数で展開し，加法定理を用いて r i

と r の成分に分解すると，以下のように記述できる．  

      


 





0

4

1

2

As

CEF ,,,,
k

k

km

m

ki

m

k

k

i i

rVqr
eZ

rV  r
rr

 (2.2.15) 

    







4

1
1

2

As ,
12

4

i

ii

m

k
ki

m

k Y
a

eZ

k
q 


r  (2.2.16) 

    


 ,
12

4
, m

k

m

k Y
k

V


  (2.2.17) 

ここで， (2.2.15)式はクーロンポテンシャル e
2
/ |r   r’ |を多極子展開し， r’に As

の座標を代入したものである．As の位置を代入したときに値が 0 にならない

qm
k
(r i)を調べることで，Ba(Fe1xCox)2As2 での結晶場ポテンシャル VCEF が以下の
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ように得られる．   

 

   

  

  

  

  

 4224

0

4

5

2

As

4224

0

2

0

4

5

2

As

22

0

2

3

2

As

2

As

4

0

4

5

2

As4

24

0

2

0

4

5

2

As4

2

0

2

3

2

As2
2

As

4

4

4

4

4

4

4

4

40

4

0

4

40

2

0

2

20

0

0

0CEF

'''6'sin
16

35

330353cos30cos35
16

31cos3
4

4cossinsin
16

35

3cos30cos353cos30cos35
16

1cos31cos3
4

,,

yyxx
a

eZ

rrzz
a

eZ

rz
a

eZ

a

eZ

a

eZ
r

a

eZ
r

a

eZ
r

a

eZ

VqVqrVqrVqrVqrV













 















 (2.2.18) 

3d 電子軌道の波動関数の次数が 2 であるから，エネルギーの計算に有効な結晶

場ポテンシャルも偶数次の項に限られる．VCEF による 3d 電子状態のエネルギー

変化は，VCEF を 3d 電子の波動関数で挟み r について積分することで，0 をパラ

メーターとして得られる．As が正四面体配位となる場合は 0  = cubic，cos
2cubic  = 

1/3 となり，cubic からのずれが正方晶度を表す．Ba(Fe1xCox)2As2 の場合， 0 > 

cubi c である [36]．  

図 2.2-2 に，Ba(Fe1xCox)2As2 での結晶場による 3d 電子準位の分裂図を示す．

ここで，図中の矢印は軌道を占有する電子をスピンを含めて表記したものであ

る．Appendix A.2 で，結晶場ポテンシャルの詳細な計算について述べた．As が

Td 対称性である正四面体配位をする場合， 5 重に縮退した 3d 電子軌道は， 2 重

に縮退した E 対称性の 3z
2－ r

2 と x’
2－ y’

2，および 3 重に縮退した T 対称性の y’z ,  

 

図 2.2-1. Ba(Fe1xCox)2As2 の Fe 原子回りの As の配置と座標設定．  
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zx’,  x’y’に分裂する．このとき， E 軌道よりも T 軌道のエネルギーが高くなる．

正四面体を z 軸方向につぶしたような D2d 対称性の四面体配位となる場合，E 軌

道は A1 対称性の 3z
2－ r

2 と B1 対称性の x’
2－ y’

2 に，T 軌道は 2 重に縮退した E

対称性の y’z ,  zx’と B2 対称性の x’y’に分裂する．エネルギーは，A1  < B1  < E  < B2  

の順に高くなる．  

Ba(Fe1xCox)2As2 の場合，点近傍では Fe
2+の 6 個の 3d 電子はエネルギーが低

い順に軌道を占有し，A1 軌道に 2 個，B1 軌道に 2 個， 2 重に縮退した E 軌道に

2 個の電子が入る．このような分裂描像から，鉄ヒ素超伝導体における室温以下

の諸物性は，完全には電子に占有されていない E 軌道が主に寄与すると考えら

れる．この考察は，Ba(Fe1xCox)2As2 の点近傍のフェルミ面が縮退した y’z ,  zx’  

軌道によって形成されることと対応する．  

 ここまでの結晶場の議論は Fe に最近接する As のみを考えたものであり，定

性的な評価が可能な一方で，準位の分裂幅の定量評価はできない (Appendix A.2)．

超音波実験から軌道のエネルギー準位を定量評価するためには，以下に示すよ

うに (2.2.18)式の係数項をパラメーターAk
m とし，弾性定数の温度依存性を再現

するように Ak
m を決定する必要がある．  

       42244

4

42240

4

220

2

0

0CEF '''6'330353,, yyxxArrzzArzAArV   (2.2.19) 

ただし，第四章の実験結果で述べるように，Ba(Fe1xCox)2As2 の弾性定数 C66 の

ソフト化は縮退した y’z ,  zx’縮退がもつ電気四極子 Ov ’で理解でき，励起状態と

の間に存在する四極子自由度を考慮する必要がない．そのため，縮退した y’z,  zx’

軌道と x’
2－ y’

2 や x’y’との分裂幅は考えない．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-2. 鉄ヒ素超伝導体における 3d 電子軌道の分裂図と，電子配置．  
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2.3 縮退軌道と SU(2)の自由度  
 

次に，鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 の 2 重に縮退した E 軌道が電気四極子

をもつことを調べるため，群論に基づいた考察を行う．ここまでの電子軌道の

議論では，軌道の対称性を記述する際にマリケンの記法を用いた．以下の議論

では，ベーテによる記法も併用する．Td 対称下での E と T は，それぞれ3 と5

へ，D2 d 対称下での A1，B1，B2，E は，それぞれ1，3，4，5 と表記される． 

表 2.3-1 に，点群 D2d の指標表を示す． 2 重に縮退した y’z ,  zx’  の持つ自由度

は，5 の直積を既約分解することで理解できる．規約分解の結果は以下のよう

になる．  

   1012012411012411
8

1
:Γ1   (2.3.1) 

      1012012411012411
8

1
:Γ2   (2.3.2) 

      1012012411012411
8

1
:Γ3   (2.3.3) 

      1012012411012411
8

1
:Γ4   (2.3.4) 

    0012002421002421
8

1
:Γ5   (2.3.5) 

以上から，5 の直積の既約分解の結果として5  5 = 1  2   3  4 が得ら

れ，縮退軌道がもつ自由度は，1 対称性の電気四極子 Ou = (3z
2－ r

2
)/2, 3 の Ov ’  

= 3 (x’
2－ y’

2
)/2, 4 の Ox ’y ’  = 3 x’y’と，2 の軌道角運動量演算子 lz  =－ i(x’/y’

－ y’/x’)となる．ここでの電気四極子の定義は，クーロンポテンシャルの多極

子展開より導出されるものを用いた [53]．これら 4 つの自由度を， (y ’z ,  zx ’)を

基底として行列表示した結果を以下に示す．  

表 2.3-1. 点群 D2d の指標表 [56] 

D2d  基底関数  E 2IC4  C2 2C2 ’  2d  

1 (A1) 3z
2－ r

2
 1 1 1 1 1 

2 (A2) lz ,  x’y’(x’
2－ y’

2
) 1 1 1 1 1 

3 (B1) x’
2－ y’

2
 1 1 1 1 1 

4 (B2) z,  x’y’ 1 1 1 1 1 

5 (E) {y’z , zx’}, {x ,  y} 2 0 2 0 0 
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 ただし，  
242

dfrdr r  (2.3.10) 

ここで l ,  l’  = y’z ,  zx’  とおいた． (2.3.10)式は，動径積分である．Ou ,  Ox ’y ’ ,  Ov’の

積分の結果として現れる係数 1/7 は，被積分関数が 6 次の関数であることによ

る．縮退軌道がもつ Ox ’y ’ ,  l z,  Ov ’の自由度は，交換関係 [ i , j] = 2i i j kk  (i,  j,  k  = x,  

y , z) を満たすパウリ行列x , y ,  z を用いて記述できる．このことは，Ou,  Ox ’y ’ , 

lz , Ov’によって特殊ユニタリ群 SU(2) が形成され，それぞれを擬スピンとして扱

うことができることを意味している．それぞれの擬スピンは同じ対称性の外場

と結合し，応答が感受率の測定から得られる．点群 D2 d は反転対称性がないた

め，4 表現には電気四極子 x’y’に加えて電気双極子 P z も属する．ただし，3d 電

子軌道の波動関数が 2 次の関数であるため，y ’z と zx ’を用いて P z を行列表示し

た結果はゼロ行列となり，電気分極は生じない．  

 基底関数としてy’z と zx ’を用いて SU(2)自由度の行列を求めた結果，電気四

極子 Ov ’がパウリ行列 z となることが分かった．これは，Ov ’と歪み xy の結合に

よって縮退軌道のエネルギー分裂が起こるが，分裂後の関数は再びy ’z とzx ’で

記述できることを意味する．よって，電気四極子 Ov ’の秩序の記述は，y ’z とzx ’

が便利である．他方，後に記述する回転xy と l z の時間微分の結合を考える場合

は， l z が z となる 3d 電子の波動関数を用いるのが便利である．このような波動

関数は (2.2.7)式の2 ,1(r)= (r)であり，2,1(r)の角度部分が球面調和関数 Y2
1

で記述できることによる．y’z ,  zx’と1 は互いにユニタリ変換した関係にある

ため，基底関数としてを用いた場合の SU(2)自由度の行列も，パウリ行列をユ

ニタリ変換することによって求めることができる．y’z ,  zx ’をに変換するユニ

タリ行列 U と， (+ ,  )を基底関数とした場合の SU(2)自由度は以下のように記

述できる．  
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2.4 四極子 -歪み相互作用と多極子 -回転相互作用の導出  
 

 超音波による歪みは結晶の原子位置を変化させるため，結晶場ポテンシャル

を変調する．特に，歪みが結晶の対称性を低下させる場合は，摂動項として低

対称を反映した結晶場ポテンシャルが新たに加わり，四極子 -歪み相互作用とし

て理解できる．また，任意の横波超音波は歪みに加えて回転を誘起するため，

回転による結晶場ポテンシャルの変調も生じる．ここでは，鉄ヒ素超伝導体で

顕著なソフト化を示す弾性定数 C66 に対応する歪み xy を取り上げ，四極子 Ov ’

と xy の相互作用を導出する．また，C66 モードの横波超音波が xy と同時に誘起

する回転xy と，電気十六極子の結合を導出する．  

 図 2.4-1 に示すように，歪み xy は x 軸と y 軸の間の角度を 90°から変化させ

る．xy による As の位置変化を x’軸と y’軸で考えた場合，As で形成される正方

形は長方形に変化する． x 軸と y 軸の間の角度変化を と置けば， x’軸と y’軸で

の座標系において，Fe 周りの As 原子の変化後の位置は r1  = (a , 0,  /4 + ), r2 = 

(a,  0 , 3/4 + ), r3  = (a , 0,  5/4 + ), r1  = (a , 0 , 7/4 + ),   = － 1 と記述でき

る．この座標を  (2.2.16)式に代入し値が 0 にならない qm
k
(r i)を調べることで，結

晶場ポテンシャルの歪みによる変化 VCEF(r ,  )が以下のように得られる

(Appendix A.2)．  
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   
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'''6'14cos2
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
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



 r

  (2.4.1) 

(2.4.1)式の右辺第一項に着目すると，歪みの 1 次と電気四極子の結合を表す項

が四極子 -歪み相互作用 HQS であり，以下のように得られる．  

    










222

2
CEF

00

CEFQS ''2lim yxA
V

VH 







r   (2.4.2) 

これは，歪み xy によって As の配位が斜方晶の対称性となった結果，新たに異

方的な電場勾配生じ，電子のエネルギー変化が生じるとして理解できる．よっ

て， g3  = 4A2
2
/ 3おけば，四極子 -歪み相互作用は HQS  = － g3Ov ’xy と記述でき

る．  

 一般の歪みが結晶に入射される場合は，その歪みを対称化された歪み の線

形結合で記述し，結晶場に対する変化を以下のように記述できる．  

    
 





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









Γ
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CEF

CEFΓCEF ,
r

rr
V

VV
γ

  (2.4.3) 

(2.4.3)式の右辺第二項が歪みによる結晶場ポテンシャルの変調を記述する項で

あり，四極子 -歪み相互作用となる．このとき，ある Fe サイト j における HQS

は以下のように記述できる．  
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Γ

ΓΓΓQS
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 (2.4.4) 

ここで，g  は四極子 -歪み結合定数，O  は電気四極子演算子である．一般に，

価数の変化等がない場合は全対称表現に属する OB や Ou は応答を示さず，電子

状態のエネルギー変化には寄与しない．また，縮退軌道 y’z,  zx’を考える場合，

SU(2)の自由度ではない Oy ’z と Ozx ’もエネルギー変化に寄与しない．そのため，

Ba(Fe1xCox)2As2 における四極子 -歪み相互作用としては，3 と4 の項を考えれ

ばよい．  

回転xy による As の座標変化は，前述した r1  ~ r4 の = 1 の場合に対応する．

これにより，結晶場ポテンシャルの回転による増分は， をxy に書き直すと以

下のように記述できる．  
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(2.4.5)式は，結晶場ポテンシャルの (q4
4

V4
4

 + q4
4
V4

4
)からの寄与である．xy の 1

次と電気多極子の結合を表す項が十六極子 -回転相互作用 HHR であり，以下のよ

うに得られる．  

     xy

xy

xy yxyxAVH 






224

4

0

CEFHR ''''32 



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

r   (2.4.6) 

x’y’(x’
2－ y’

2
)は電気十六極子であり，点群 D2d の下で2 に属する．Hz


 = 35

x’y’(x’
2－ y’

2
)/2 [53], gHR  = 64 35 A4

4
/35 と置くと，十六極子 -回転相互作用は HHR  = 

gHRHz
xy と記述でき，四極子 -歪み相互作用と同様の構造をもつ．そのため，

HHR により縮退した電子状態が分裂し，十六極子感受率が測定できる．他方，

gHR は結晶場のパラメーターA4
4 で決まるため，HHR に新しいパラメーターは登

場しない特徴をもつ．  

波動関数y’z , zx ’を用いて HHR を行列表示すると，行列の成分はすべて 0 とな

る．これは，系に対する回転xy がユニタリ変換となっており， 1 電子に対する

結晶場ポテンシャルのエネルギー変化を起こさないことに由来する．これは，

軌道角運動量 l z が結晶場ハミルトニアンと交換する保存量であることの帰結で

ある．ただし，系に磁場や異方的な相互作用が生じている場合は，弾性定数に

回転効果に由来する振る舞いが現れる [54]．  

 

 

 

2.5 四極子（歪み）感受率  
 

ここでは，四極子 -歪み相互作用を結晶場に対する摂動として取り扱うことで，

2 重に縮退した y’z ,  zx’軌道のエネルギー変化に伴う弾性ソフト化を議論する．

歪み に対する 2 次までの摂動を考慮した電子のエネルギーE l(g)は，結晶場

のエネルギーを E l
0 とした場合，波動関数 l  と l ’ (l,  l’ = y’z ,  zx’)を用いて以下の

ように記述できる．  
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 (2.5.1) 

(2.5.1)式を用いて，系の自由エネルギーを求める．歪み が系に加わった時の
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弾性エネルギーF l a t t i c e は，四極子 -歪み相互作用がないときの弾性定数を用いて

以下のように記述できる．  

 
2

Γ

0

Γlattice
2

1


CF   
(2.5.2)

 

また，歪み が系に加わった時の電子系の自由エネルギーFelec t ron は，単位体積

当たりの電子数を N として以下のように書き下せる．  

  lEZTNkF lnBelectron 
  (2.5.3)
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ここで，Z(E l)は分配関数である．系の全自由エネルギーF =F la t t ic e  + Felec t ron  を歪

みで 1 階微分すると，以下の式が得られる．  
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ここで， は Boltzmann 分布における熱平均であり，以下の式で記述される．  
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弾性定数は，(2.5.5)式をさらに歪みで 1 階微分し →0 の極限を取ったものであ

る．つまり，系の全自由エネルギーF を歪み で２階微分し， →0 の極限を

取ったものであるから，以下のように記述することができる．  
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は四極子感受率と呼ばれ，次の式で表される．  
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 (2.5.9)式の右辺第一項は Van-Vleck 項と呼ばれ，異なる 3d 電子軌道間における

四極子演算子の期待値を表す．低温では電子の熱励起が抑制されるため，一般

には一定値に収束する振る舞いを示す．右辺第二項は Curie 項と呼ばれ，縮退

した軌道からの寄与を示し，温度の逆数に比例するため，弾性定数が 1/T に比

例する． y’z ,  zx’ 軌道は縮退しているため，弾性定数 C6 6 のソフト化は 1/T の振

る舞いを示すと考えられる．  

 次に，位置 j と位置 k における四極子間の相互作用を考える．詳細は第五章

と第六章で述べるが，四極子間相互作用を記述するハミルトニアン HQQ は，四

極子間の結合定数 G  
j k を用いて以下のように記述できる．  

 
kj

kjkj OOGH
, Γ

ΓΓΓQQ




 (2.5.10) 

よって，HQS と HQQ の両方を考慮したハミルトニアンは，以下のように記述で

きる．  
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 (2.5.11) 

 
'

ΓΓ gG
k

kj  
 (2.5.12) 

 


 Γ

Γ

Γ
Γ

eff

Γ

'
O

g

g
  (2.5.13) 

ここで， (2.5.11)式の一行目から二行目への変形には，位置 k における四極子を
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系の四極子の平均値へと置き換える平均場近似を用いた． (2.5.12)式は，位置 j

の四極子に対する，位置 j 以外の四極子との相互作用の大きさを表す定数であ

る． (2.5.13)式は有効歪みであり，これを導入することで (2.5.11)式を形式的に

HQS と同様の形で書き下すことができる．そのため，系のエネルギーは，(2.5.1)

式における歪み   を有効歪み 
eff で置き換えた形となる．よって (2.5.8)式から，

四極子の期待値が以下のように計算できる．  
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  (2.5.14)
 

(2.5.14)式を (2.5.5)式に代入することで，四極子間の相互作用を考慮した弾性定

数が以下のように求まる．  

    
 

 Tg

TNg
TCTC





 



ΓΓ

Γ

2

Γ0

ΓΓ
'1


  (2.5.15)

 

縮退した y’z ,  zx’軌道の寄与により，感受率が 1/T に比例することから， (2.5.15)

式は以下のように書き下すことができる．  

   






















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 T
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T
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Γ
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ΓΓ 1
  (2.5.16)

 

 
0

Γ

2

Γ




C

Ng


  (2.5.17)
 

  cT
  (2.5.18)

 

 Γ'g
  (2.5.19)

 

ここで，は Jahn-Teller エネルギーと呼ばれ，結晶が歪むことで得られるエネル

ギー利得を表す．  はキュリー温度であり，弾性定数が発散する温度である．

また，  の符号は四極子間の相互作用が強的か，反強的を示す．Tc は理論的な

構造相転移温度であり，T →  Tc のとき，C →  0 となる．一般には転移点 T s に

おいても弾性定数が有限の値を持つため， T s > Tc である． [55] 
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次に，遍歴電子系において弾性定数のソフト化を説明する四極子感受率につ

いて述べる．遍歴電子系の場合，超音波が誘起する歪み によってバンドのエ

ネルギーが変調を受ける．歪みによる変調を受ける前のバンドを記述するハミ

ルトニアン H は， 3d 電子の運動エネルギーと結晶の周期ポテンシャルを表す

H0 と，クーロン相互作用による Fe サイト内の 3d 電子間相互作用 H in d の和 H  = H0  

+ H ind によって記述できる．H は以下のように記述される [40]．  
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(2.5.20)
 

右辺第一項が運動エネルギー，第二項がサイト間の遷移，第三項以降がサイト

内の電子間相互作用を表す． l と l’は 3d 電子の 5 つの軌道，  l は l 軌道の 3d 電

子の運動エネルギー，t j , l , k , l ’はサイト j の l 軌道とサイト k の l’軌道の間の遷移エ

ネルギー，d j , l ,
†と d j , l ,はサイト j，軌道 l，スピンの 3d 電子の生成消滅演算子

である．U は軌道間のクーロン相互作用，U’は軌道間のクーロン相互作用， J

は軌道間で電子を交換する相互作用， JH はペア遷移のエネルギーである．  

歪みによって変調を受ける前のフェルミエネルギーを EF
0，バンド s の波数 k

をもつ電子のエネルギーを E s
0
(k)とおくと，これらエネルギーは歪みによって以

下のように変調される．  
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EE  (2.5.22) 

(2.5.22)式の右辺第二項は，第五章で議論する波数表示の四極子歪み相互作用

HQS  = gO(k)となる．歪み が加わった時の格子系の自由エネルギー

F la t t ic e は，(2.5.2)式によって記述される．また，歪み が系に加わった時の電子

系の自由エネルギーFelec t ron は，以下のように書き下すことができる．  
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  (2.5.23)
 

ここで n は単位体積当たりの電子数であり，波数 k におけるフェルミ分布関数
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fk を用いて記述できる．  
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系の電子数が歪みによって変化しないとき，以下の条件が成り立つ．  
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(2.5.23)式の第一項は，歪みによって変調されたフェルミ面に存在する n 個の電

子のエネルギーの和を表す．第二項は，変調されたフェルミ面よりも高いエネ

ルギー領域に存在する，変調されたバンドに位置する電子のエネルギーの和を

表す．EF よりも高いエネルギー領域のバンドに位置する電子が EF 以下のバンド

へと落ち込むため，系にエネルギーの利得が生じる．弾性定数は，系の全自由

エネルギーF を歪み   で２階微分したものであり，以下のように記述される． 

 
 

 
   

 







































Γ

2

Γ

0

Γ

, Γ

Γ

Γ

ΓF

Γ

B,
2

Γ

Γ

2

0

Γ

2

Γ

2

Γ

'

1
,1,

DgC

ff
EE

d
Tk

E
fC

F
C

s

s

s

s







































k

kk

k

k

k
k

k

  (2.5.26)
 

ここで D は状態密度である．gは四極子 -歪み結合定数である．また，’は四

極子感受率であり，次の式で表される．  
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   (2.5.27)
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 (2.5.27)式の右辺第一項は Van-Vleck 項と呼ばれ，異なるバンド間に存在する電

子に対する歪みの寄与を与える．四極子感受率の場合と同様に，低温では電子

の熱励起が抑制されるため一定値に収束する振る舞いを示す．右辺第二項は

Curie 項であり，同じバンド間にある電子に対する歪みの寄与を与える．Curie

項は温度の逆数に比例することから，縮退した電子軌道が基底状態である場合，

弾性定数が 1/T に比例してソフト化を示す．鉄ヒ素超伝導体の局在電子描像に

おいては，縮退した y’z,  zx’軌道が基底状態であったため，弾性定数のソフト化

は Curie 項の寄与によって説明できる．しかしバンド計算でも示されているよ

うに，実際には y’z ,  zx’軌道は完全に縮退しておらずわずかに分裂しているため，

四極子感受率の Curie 項は支配的とならない．しかし，分裂の幅が室温と比較

して十分に小さいとみなせる場合は，Van-Vleck 項からの寄与によって感受率が

1/T に近似できる振る舞いを示す．  

 実際の系では，四極子 -歪み相互作用だけではなく四極子間相互作用も考慮す

る必要がある．四極子間相互作用は，以下のように記述できる．  

    '' ΓΓ
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ΓQQ kk
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  (2.5.28)
 

以上から，四極子間の相互作用を考慮した弾性定数が以下のように求まる．  
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前述のように，バンドの分裂幅が室温と比較して小さいときは感受率を 1/T で

近似することで，以下のように局在描像と同じ弾性定数の理論式が得られる．  
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  (2.5.31)
 

  cT
  (2.5.32)

 

 Γ'g
  (2.5.33)

 

ここで，は Jahn-Teller エネルギー，はキュリー温度，Tc は理論的な構造相転

移温度である．  
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2.6 超音波吸収と緩和現象  

 

 超音波を固体中に入射すると結晶格子に周期的な歪みが誘起され，瞬間的に

平衡状態のエネルギーよりも高いエネルギー状態が作られる．この高いエネル

ギー状態はある時間スケールで，再び平衡状態へと緩和していく．この緩和は

結晶中のイオンや電子によって引き起こされることから，緩和時間の変化から

イオンや電子の状態についての情報を得ることができる．  

 熱平衡状態にある系が，磁場や電場，歪み場などの外的条件によって非平衡

状態へと遷移したとき，系が再び平衡状態になる緩和現象は，緩和関数を，緩

和時間を  とすると以下のように記述することができる．  

 


 
 0

dt

d
  (2.6.1)

 

ここで，0 は t  →    での平衡状態における緩和関数の値である．(2.6.1)式は 1

階の微分方程式であるから， t  = 0 であるとき  = 1 とすると，以下のように解

析的に解ける．  

     001 exp 


 









t
t

  (2.6.2)
 

このように，緩和は指数関数的に進むと理解できる．このような緩和現象はデ

バイ型の緩和現象として知られている．  

 角周波数 の超音波が系に伝搬する場合，断熱変化を仮定すすれば結晶格子

の歪み は角周波数 を用いて    exp(it)と記述される．このとき，緩和も周

期で起こるため，緩和関数が以下のように記述できる．  

  ti  exp
  (2.6.3)

 

よって， (2.6.2)式を t で微分し， (2.6.3)式を適用すると以下の式が得られる．  

 





 
 0i

dt

d
  (2.6.4)

 

(2.6.4)式から，緩和関数が以下のように記述できる．  

 





i


1

0

  (2.6.5)
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2.1 節で述べたように，弾性定数は応力  を歪みで微分したものであるから，以

下のように複素弾性定数 C
* を記述することができる．  

 












 



























C

  (2.6.6)
 

右辺第１項は静的弾性定数，右辺第二項は動的弾性定数となる． (2.6.5)式を用

いると， (2.6.6)式は以下のように書き下すことができる．  

 

 

22

0

22

0

0

11

1

1

1

1

1

1

























































































































































CC
i

CC
C

iC
i

i
i

i
C

  (2.6.7)
 

ここで Cと C0 は，それぞれ→と→0 としたときの弾性定数の角周波数極限

である．固体中の x 方向に対し，減衰しながら進行する超音波は，吸収係数を，

波数を k，伝搬速度を v として以下のように書き下すことができる．  

      
























 txi

v
itkxix






1
expexpexp 00   (2.6.8)

 

ここで，複素音速度 v
*を次のように定義する．  

 



i

vv




11
  (2.6.9)

 

よって，複素弾性定数と複素音速度の関係 C
*
 = v

*2 は，以下のように表すこと

ができる．  

 







  vivv




 2122

  (2.6.10)
 

(2.6.10)式と (2.6.7)式を比較することで，複素弾性率の実部と虚部を，以下のよ

うに書き下すことができる．  
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    
22

0

1
Re







 



 CC
CC

  (2.6.11)
 

   





22

03

1
2Im




  CC

v
  (2.6.12)

 

複素弾性率の実部は，弾性定数の周波数依存性を与える． « 1 の条件下では，

(2.6.11)式が以下のように記述できる．  

   01
Re C 








  (2.6.13)
 

つまり，緩和時間が測定角周波数の逆数より十分小さいときは，弾性定数は周

波数依存性を示さない．次に， (2.6.12)式を吸収係数について解くと以下の式が

得られる．  

  
22

2

3

0

12 









 

v

CC

  (2.6.14)
 

このように，複素弾性率の虚部は超音波吸収係数を与える． « 1 の条件下で

は， (2.6.14)式が以下のように記述できる．  

     





2

3

0

1
2

Im
v

CC 
  





  (2.6.15)
 

C，C0，v，が角周波数に依存しなければ，超音波吸収係数は測定角周波数の

2 乗に比例する．よって，超音波吸収係数の温度依存性を測定することで， « 

1 の条件下における緩和時間の温度依存性を次のように求めることが出来る．  

  
 

0

3

2

2,

CC

vT
T













  (2.6.16) 
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第三章 実験方法と測定装置  
 

3.1 超音波測定  

 

 本研究では，位相比較法を用いて弾性定数の測定を行った．2.1 節で述べたよ

うに，弾性定数は C  = v
2 と記述でき，固体中を伝搬する超音波の音速を測定す

ることで弾性定数が得られる．以下では，位相比較法の原理について述べる．  

図 3.1-1 に，波数一定の超音波位相比較法の原理図を示す [57, 58]．標準信号

発信機 (Signal generator)から発信される電気信号 V ref を，試料へと入力する測定

信号と，参照信号 (Reference signal)に分ける．V ref は，信号の電圧を A，超音波

の周波数を f として以下のように表すことができる．  

 ftAV 2sinref   (3.1.1) 

 

図 3.1-1. 波数一定の位相比較法の原理図．  
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測定信号は，ダイオードスイッチによって 300 s から 500 s 程度の幅を持つ

パルス信号に変換され，試料に接着された圧電素子によって超音波に変換され

る．試料中に入射した超音波は試料の両端で反射を繰り返し，受信側の圧電素

子によって n 個の超音波パルスエコーが電気信号に変換される．n 番目の超音波

パルスエコーが試料中を通過する距離は，試料長を l として (2n1)l と表すこと

ができる．固体中を超音波が通過するとき，入力前の超音波と比較して出力後

の超音波には位相の遅れ（位相差）が生じる．この位相差 n は，超音波の周波

数 f と音速 v を用いて以下のように記述できる．  

  
v

f
lnn 122    (3.1.2) 

試料を通過した後の測定信号は，位相の遅れだけではなく，超音波吸収による

信号電圧の減衰が生じる．この電圧の減衰は，物質固有の超音波吸収係数によ

るのもだけではなく，圧電素子の信号変換や接着剤に起因する散乱によって生

じる．試料を通過した後の測定信号 Vn は，信号の電圧 B と単位長さあたりの超

音波吸収係数を [dB/m]として以下のように表すことができる．  

     nn ftlnBV   2sin12exp  (3.1.3) 

このようにして得られた測定信号と参照信号を，位相検出器 (Phase detector)に入

力する．まず測定信号を 90°パワースプリッター (90°power splitter)に入射し，位

相を+90°変化させた信号 Vn
+90 °と，変化させていない 0°の信号 Vn

+0 °に分ける．

Vn
+90 °は以下のように記述される．  

 
  

    n

nn

ftlnB

ftlnBV


















2cos12exp'

2
2sin12exp'90

 (3.1.4) 

ここで，信号がパワースプリッターを通過する際に生じる可能性がある電圧の

減少を考慮し，Vn
+9 0 °の電圧を B’とおいた．Vn

+90 °同様に，機械誤差を考慮して

Vn
+0 °の電圧を改めて B’’とおく．Vn

+0 °と Vn
+90 °に，ダブルバランスドミキサー

(Mixer)を用いて参照信号 V ref を掛け合わせる．掛け合わされた信号は，以下の

ように記述できる，  

      nnn ftlnABVV  cos4cos12exp''
2

10

ref    (3.1.5) 

      nnn ftlnABVV  sin4sin12exp'
2

190

ref    (3.1.6) 
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(3.1.5)式と (3.1.6)式で記述される信号は，周波数 f の交流成分と，位相差を引数

とする直流成分の線形結合で表される．よって，交流成分をローパスフィルタ

ー (Low pass filter)で除去することにより，直流成分を以下のように取り出すこ

とができる．  

       nnn lnVln
AB

V  cos12expcos12exp
2

'' cos

0

cos   (3.1.7) 

       nnn lnVln
AB

V  sin12expsin12exp
2

' sin

0

sin   (3.1.8) 

ここで，AB’’/2 = V0
cos，AB’/2 = V0

sin とおいた． (3.1.8)式が常に一定，つまり位

相差 n が一定となるように，標準信号発信機に負帰還 (Negative feedback)をかけ

る．負帰還の際に，超音波の波数を一定に保ち周波数を変調させる場合，(3.1.2)

式から音速の相対変化が周波数の相対変化として以下のように記述できる．  

 
f

f

v

v

n

n 




 0  (3.1.9) 

このようにして超音波の音速の変化を測定する方法が，波数一定の位相比較法

である．音速の絶対値は， n 番目と n+1 番目のパルスエコーの間隔をオシロス

コープ上で読み取り，既知の試料長を用いて算出する．そのため数%の誤差を

含む．その一方で，波数一定の位相比較法では 10
6 程度の分解能で音速の相対

変化が測定できるため，相転移などに起因する小さな弾性異常も観測すること

ができる．  

 本研究では，上記の位相比較法においてさらに中間周波数変換を行っている．

これにより，ある中心周波数での増幅や検出を主として設計された位相検出器

や IF アンプを 1 つ用意すれば，数 MHz ~数百 MHz の広い周波数領域にわたる

超音波測定が可能となる．局部信号発生装置から発振される高周波信号 V lo = 

Dsin2f ’t  を，ダブルバランスドミキサーを用いて参照信号 V ref と測定信号 Vn

に掛け合わせる．この操作は，以下のように記述できる．  

     tfftff
AD

VV  '2cos'2cos
2

loref   (3.1.10)

          nnn tfftffln
BD

VV   '2cos'2cos12exp
2

lo  (3.1.11) 

f ’は一定であるので，中間周波数変換を行った場合の音速の変化は (3.1.9)式で記

述される．よって， f  f ’が装置系の中心周波数となるように f ’を選べばよい．

本研究では，中心周波数 60 MHz の IF アンプや位相検出器を用いて測定を行っ
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た．  

 次に超音波の波数ではなく，周波数を一定に保つ場合の位相比較法について

述べる．この方法では中間周波数変換は行わない．図 3.1-2 に，測定の原理図を

示す． (3.1.7)式と (3.1.8)式から，位相差 n は以下のように記述できる．  

 












 

cos

sin
1tan

n

n

n
V

V
  (3.1.12) 

ここで，B’  = B’’とおいた． tan
1 の値域は/2 から/2 であるため，音速の変化

量に応じて位相が  の整数倍だけずれることがある． (3.1.2)式を用いると，測

定周波数 f を一定に保つ場合，音速の変化が位相差の変化として以下のように

記述できる．  

 
0

nn

n

v

v






  (3.1.13) 

ここで，測定開始温度の位相の絶対値を n
0 とおいた．音速の絶対値が分かれば，

n
0 が (3.1.2)式から決定でき，(3.1.13)式から弾性定数の変化を測定できる．周波

数一定の位相比較法は，位相検出器から得られる電圧を用いて位相の変化を直

接的に得られることから，データを得るまでに必要な時間が位相比較法と比べ

て短く，測定の速さが要求されるパルスマグネットを用いた弾性定数測定に有

効である．一方で，位相比較法と比べ弾性定数の分解能は低くなる．  

 次に，超音波吸収係数の測定原理について述べる． n 番目と n+1 番目のパル

スエコーの間には，エコー間の時間差を t0  [s]，単位時間当たりの吸収係を   

[Nper]として以下の関係がある．  

  01 exp tVV nn   (3.1.14) 

これを  について解くと，単位時間当たりの吸収係数  [dB/s]が以下のように記

述できる．  

 











10

ln
1

n

n

V

V

t
  (3.1.15) 

パルスエコーは t0 の間に 2l だけ試料中を伝搬することから，単位長さあたりの

超音波吸収係数 [Nper/m]は以下のように記述できる．  
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 











1

ln
2

1

n

n

V

V

l
  (3.1.16) 

よって温度 T における吸収係数は，パルスエコーの減衰を (3.1.14)式を用いて

フィッティングすることで求めることができる．  

 一方で，複数のパルスエコーが確認できない場合は， (3.1.14)式を用いて吸収

係数を測定することはできない．鉄ヒ素超伝導体においても，2nd 以降のエコー

は不明瞭であり， (3.1.14)式を適用することはできなかった．そのため周波数一

定の位相比較法を用い，(T)から測定開始温度 T0 における吸収係数の値(T0)  を

差し引いたを測定した．以下では，この方法について述べる．  

 Vn は， (3.1.7)式と (3.1.8)式を用いて以下のように記述できる．  

       lnVVVV nnn 12expsincos 0

2sin

0

2cos

0    (3.1.17) 

ここで， |V0
cos

| = |V0
sin

| = V0 とおいた． (3.1.17)式をについて解くと，以下のよ

うになる．  

 

図 3.1-2. 周波数一定の位相比較法の原理図．  

 



40 

 

 
  














nV

V

ln

0ln
12

1
  (3.1.18) 

ここで，の次元は Nper/m である． (3.1.18)式から，(T)は以下のように記述

できる．  

 

     

       

 
 
  






















TV

TV

ln

TV

V

lnTV

V

ln

TTT

n

n

nn

0

0

00

0

ln
12

1

ln
12

1
ln

12

1



 (3.1.19) 

このように，は n 番目のパルスエコーのみで測定できる．鉄ヒ素超伝導体に

おいては， 1st エコーを用いて を測定した．上記で求めた超音波吸収係数は

Nper/m を次元にもつ．他方，超音波吸収係数で通常用いられる次元は dB/m で

ある．Nper/m から dB/m へ次元を変換するためには， 1 Nper ~ 8.686 dB である

ことを用いればよい．  

 次に，の絶対値を決定する方法について述べる．本研究では，(T0)を解析

パラメーターとして決定した．2.3 節で述べたように， « 1 の条件下では吸収

係数が以下のように記述できる．  

   


 2

3

0

2
,

v

CC
T


 

  (3.1.20)
 

(3.1.20)式において，C,  C0,  v ,  が周波数によらない場合，角周波数i と j にお

ける吸収係数の間には以下の関係が成り立つ．  

 
       

2

0

2

0
,,,,

j

jj

i

ii
TTTT







 




  (3.1.21)
 

さらに，測定開始温度 T = T0 のとき(T0) = 0 であるから， (3.1.21)式を以下の

ように書き下すことができる．  

 
   

2

0

2

0
,,

j

j

i

i
TT










  (3.1.22)
 

これは，(i ,  T0)がi の 2 次関数であることを示している．よって，0 を比例

係数として以下の式が得られる．  
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   2

00 Ω,  T
  (3.1.23)

 

よって，周波数の異なる超音波吸収係数 が複数あれば， (3.1.21)式と (3.1.23)

式を用いることで吸収係数の絶対値が決定できる．  

不明瞭なエコーでも超音波吸収係数が測定できる周波数一定の位相比較法で

あるが，以下に述べるような問題点が存在する．位相比較法において位相差を

取り出すとき，理論上は Vn
s in と Vn

cos の信号電圧が等しいため， (3.1.12)式や

(3.1.17)式が成り立つ．しかし，測定系は機械デバイスによって構築されている

ため，各デバイスの周波数特性による電圧のロスが存在し，厳密には |V0
s in

| = 

|V0
cos

|が成り立たない．また，パワースプリッターの周波数特性により，位相の

シフトは 90°からずれる．ゆえに，Vn
s in と Vn

cos の位相成分 n
s in と n

cos も等しく

ならなくなる．よって，Vn と の測定結果には sinn
s in と cosn

cos に起因した

振動が現れる．鉄ヒ素超伝導体の C6 6 は，弾性定数の変化が大きいため位相の

変化も大きく，吸収係数6 6 の測定結果には ”うねり ”が生じた．本研究では，機

械誤差を取り除きデータのうねりをなくすため，12bit デジタルオシロスコープ

(LeCroy 社製 WaveRunner HRO 66Zi, HDO6104)に測定信号と参照信号を入力し，

波形を直接 PC に取り込みプログラム上で位相検出を行うことで，を決定し

た [47, 48]．  

 

 

 

3.2 圧電素子  

 

 本研究では，電気信号を超音波に，また超音波を電気信号に変換する圧電素

子として，LiNbO3 を用いた．図 3.2-1 に，測定試料と圧電素子を用いた超音波

計測のセッティングの概略図を示す．LiNbO3 は電気機械結合定数が大きいこと

から，少ない電力で効率の良い変換が行える．この特性は，外部からの熱を極

力排除することが求められる極低温下での実験や，大きな超音波吸収を示す物

質を測定する際に有利である．LiNbO3 から発信される超音波の変位方向は，結

晶の切り出し方向によって選択できる．36°Y カットでは縦波を，X カットでは

横波を得られる．圧電素子には電極として金の蒸着を行った．圧電素子が発振

する超音波の周波数 f は，伝搬方向の厚み d に逆比例する．そのため，高周波

が求められる超音波吸収係数の測定では，横波で基本周波数 f  = 18 MHz，縦波

で基本周波数 f  = 33 MHz，の超音波を発振する d  = 100 m の圧電素子を用いた．

一方で，弾性定数のソフト化が大きい場合は周波数の相対変化も大きくなるた

め，構造相転移に伴う巨大な弾性ソフト化を測定するときは，横波で基本周波

数 f = 9 MHz の超音波を発振する d  = 200 m の圧電素子を用いた．その他の弾

性定数測定では，横波，縦波ともに d  = 100 m の圧電素子を用いた．  
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圧電素子は接着剤によって試料に固定する．本研究では，接着剤としてアロ

ンアルファゼリー状（東亞合成社製）と，一液型 RTV ゴム脱アルコールタイプ

（信越化学社製）を使用した．アロンアルファは室温で固化し，室温から約 400 

mK の極低温までの測定が可能である．RTV ゴムは室温では固化せず，約 150 K

から 20 mK の極低温までの測定が可能である．本研究では，温度領域によって

2 つの接着剤を分けて超音波計測を行った．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.2-1. 圧電素子，試料，接着剤と，試料を伝搬する超音波  
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3.3 冷凍機と超伝導マグネット  

 

 本研究では，低温と高磁場を得るために冷凍機と超伝導マグネットを使用し

た．図 3.3-1 と 3.3-2 に，単発式 3
He 冷凍機（自作）と超伝導マグネットを備え

た 3
He 冷凍機 (Oxford Instruments 社製 Heliox TLM)の概略図を示す．これら冷凍

機はいずれもトップローディング型であり，試料の交換を容易に行うことがで

きる． 3
He 冷凍機は，T  = 4.2 K の液体 4

He を減圧し温度を T  = 1.6 K~ 1.8 K まで

下げ 3
He を液化し，さらに 3

He を減圧することで，低音を得る．自作 3
He 冷凍

機では最低 380 mK，Heliox TLM では 300 mK の低温環境が得られる．Heliox TLM

は，線材として Nb3Sn を用いた 10-12 T の超伝導マグネットを備えており，300 

mK <  T < 100 K の温度領域で磁場中測定が可能である．  

 また本研究では，x  = 0.03 の試料において超伝導転移の有無を確認するために，

より低温が得られる 3
He-

4
He 希釈冷凍機 (Oxford Instruments 社製 Kelvinox TLM)

を用いた．図 3.3-3 に，希釈冷凍機の概略図を示す． 3
He と 4

He は約 1:4 の割合

で混合されており， 3
He-

4
He 混合ガスと呼ばれる．混合ガスが 1K ポットにより

液化され，さらに減圧によって液体の温度が 870 mK 以下まで下げられると，ほ

ぼ液体 3
He で占められる c 相と，ほぼ液体 4

He で占められる d 相に分離する．c

相は，d 相に比べて密度が低いため，d 相の上側に浮かぶことになる．3
He は 4

He

図 3.3-1. 
3
He 冷凍機．   

図 3.3-2. 10 T - 12 T 超伝導マグネッ

ト を 備 え た 3
He 冷 凍 機

(Heliox TLM)．  
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よりも蒸気圧が高いことから，分流器によって d 相から 3
He のみを取り除くこ

とができる．d 相は 3
He 濃度が減少することで非平衡状態となるため，平衡状態

に戻るために c 相から 3
He を奪う．この際，3

He のエントロピーが増加すること

により c 相のエネルギーが TS だけ低くなるため，温度が下がる．また，分流

器によって取り除かれ気体化した 3
He は，ガス操作系を経由した後に再度 1K ポ

ットに送られ，再液化され c 相に還元される．以上の過程を断続的に続けるこ

とで，希釈冷凍機は数 mK 程度の温度領域を長時間維持することができる．さ

らに，本実験で用いた希釈冷凍機は，線材として Nb3Sn を用いた 16-18 T 超伝

導マグネットを備えており極低温高磁場実験が可能である．  

 

 

 

図 3.3-3. 16 T - 18 T 超伝導マグネットを備えた 3
He-

4
He 希釈冷凍機

(Kelvinox TLM) 
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3.4 パルスマグネット  

 

 超伝導マグネットは，線材に NbTi や Nb3Sn などの超伝導体が使用されており，

低温の環境下においては安定して高い磁場を長時間得ることができる．しかし，

超伝導には臨界磁場と臨界電流が付随するため，得られる磁場には上限がある．

鉄ヒ素超伝導体における電気四極子揺らぎの超伝導をより詳細に調べるために

は，スピン揺らぎが抑制されるような強磁場を用い，弾性定数の磁場依存性と

磁場下における弾性定数の温度依存性を調べることが有効である．また，鉄ヒ

素超伝導体は 50 T を超える上部臨界磁場を持つことから，超伝導磁石では臨界

磁場の決定は不可能である．そこで，ドイツドレスデン強磁場研究所との共同

研究で非破壊型パルスマグネットを使用し，弾性定数の磁場依存性を測定した．

パルスマグネットは，液体窒素で冷却されている常伝導の素材でできたコイル

に対し，瞬間的に巨大な電流を流すことで大きな磁場を得ることが出来る．ド

レスデン強磁場研究所は世界最大のキャパシターバンクを備えており，本研究

では 8.64 MJ のエネルギーによって 62 T のパルス磁場を得た．図 3.4-1 に，パ

ルス磁場の時間依存性を示す． 0 T→62 T→0 T の行程にかかる時間は約 200 ms

である．このロングパルスマグネットに 4
He 冷凍機が備えられており，T  > 1.5 K

の温度領域で周波数一定の位相比較法による弾性定数測定が可能である．  

 

 

 

 

図 3.4-1. パルス磁場の時間依存性．励磁から降磁に至るまでにかかる時

間は，約 200 ms である．  
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3.5 測定試料  

 本研究で使用した Ba(Fe1xCox)2As2 の単結晶試料は，名古屋大学理学部の佐藤

正俊名誉教授と小林義明准教授から提供を受けた．試料はすべてブリッジマン

法によって育成された．図 3.5-1, 3.5-2, 3.5-3, 3.5-4, 3.5-5, 3.5-6 に，試料の写真

を示す．これらの試料における Co のドープ量は，試料育成時における仕込み量

で x  = 0, 0.03, 0.07, 0.1 である．各濃度の試料の格子定数は，X 線回折実験によ

り Sefat らによって決定された x  = 0 のときの値 a0  = 3.9635Å，b0  = 13.022Å，

および x = 0.1 のときの値 a0 .1 = 3.9639Å， b0.1  = 12.980Åから，ベガード側によ

って x 依存性 a(x) = 3.9635+0.004x，b(x) = 13.0220.421x を導き決定した．また，

これら格子定数からユニットセルの体積，および質量密度を決定した． x  = 0.07

と 0.1 では，削り出し面が異なる 2 つの試料を用意した．これらは，それぞれ

同一のロットから取り出してあるため，Co 濃度は同じであるとみなしている．

超音波測定を行う際に圧電素子を貼り付けた各結晶面は，X 線装置 (Rigaku 社製

RINT-2000)を用いてバックラウエ法によるラウエ写真を撮ることで面方向を決

定し，研磨粉を用いて削りだした．図 3.5-7, 3.5-8, 3.5-9 に，Ba(Fe0 .9Co0.1)2As2

における [100]面， [110]面， [001]面のラウエ写真を示す．Ba(Fe1xCox)2As2 は正

方晶であるから，[100]面と [110]面はそれぞれ 2 回回転対称，[001]面は 4 回回転

対称である．  

本研究では，四極子感受率の解析から得られる四極子 -歪み結合定数や Weiss

温度の濃度依存性を議論するため，Co の仕込み濃度のほかに，実濃度を決定し

た．Co 実濃度 xEDS は， [100]を削り出した 4 種の試料において，エネルギー分

散型 X 線解析 (Energy Dispersive X-ray Spectroscopy，日本電子社製 JED-2300)を

行い決定した．EDS によって決定した， x  = 0, 0.03, 0.07, 0.1 の実濃度はそれぞ

れ xEDS  = 0, 0.017, 0.036, 0.071 である．  

試料の超伝導転移温度は，超音波による実験と，MPMS(Quantum Design 社製

SQUID)を用いた磁化測定から決定した．図 3.5-10 に， x  = 0.03 の試料 ,  0.07 の

[110]面切り出し試料， 0.1 の [100]切り出し試料の単位質量あたりの磁化 M を示

す．測定温度領域は 2 K < T  < 300 K である． x  = 0.03 の試料は T  > 2 K の温度域

では反磁性を示さなかった． x  = 0.07 では，T  = 16.4 K と 16.2 K の間で M  = 0 を

示す．後に説明する弾性定数の測定結果比較し，超伝導転移温度を TSC = 16.2 K

と決定した． x  = 0.1 では T  = 23 K 付近で M  = 0 を示す．よって，超伝導転移温

度を TSC  = 23 K と決定した．  
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図 3.5-3. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 の測定

試料．紙面方向は [001]面，

削りだした [100]面は，写

真の上下端．  

 

図 3.5-4. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 の測定

試料．紙面方向は [001]面，

削りだした [110]面は，写真

の上下端．  

 

図 3.5-5. Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の 測 定

試料．紙面方向は [001]面，

削りだした [100]面は，写

真の上下端．  

 
図 3.5-6. Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の測定試

料．紙面方向は [001]面，削

りだした [110]面は，写真の

上下端．  

 

図 3.5-1. BaFe2As2 の測定試料．紙

面方向は [001]面，削り

だした [100]面は，写真

の上下端．  

 

図 3.5-2. Ba(Fe0.97Co0.03)2As2 の 測

定試料．紙面方向は [001]

面，削りだした [100] 面

は，写真の上下端．  
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図 3.5-7. Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 における [100]面のラウエ写真．  

 
図 3.5-8. Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 における [110]面のラウエ写真．  

 

図 3.5-9. Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 における [001]面のラウエ写真．  
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図 3.5-10. Ba(Fe1 -xCox)2As2 の磁化． (a) x  = 0.03, (b) x  = 0.07, (c) x = 0.1．  
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第四章  実験結果と解析  
 

4.1 弾性定数の測定結果と四極子感受率による解析  

 

本研究では，鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 の構造相転移や超伝導の発現機

構を解明するために，超音波を用いて弾性定数と超音波吸収係数の測定を行っ

た．本節では，Co 濃度 x  = 0, 0.03, 0.07, 0.1 の試料の弾性定数の測定結果を示す．  

 

 

 

4.1.1 BaFe2As2 

 

 図 4.1-1 に，BaFe2As2 の弾性定数 C6 6 の測定結果を示す．図中赤マーカーと青

マーカーは，それぞれ 0 T と 10 T の磁場中における C66 の測定データである．

磁場は，超音波の波数ベクトルに平行な k  //  H  //  [100]方向に印加した．図中黒

の実線は，四極子感受率 (2.65)式による解析結果，破線はバックグラウンド C66
0
 

= A  + BT である．内挿図は，100 K 以下の温度域における C6 6 の拡大図である．

0 T では，C6 6 は室温から T  = 137 K にかけて 88 %のソフト化を示す．よって，

x  = 0 の構造相転移温度，およびは強磁性転移温度を T s  = TN  = 137 K と決定した．

 
図 4.1-1. BaFe2As2 における弾性定数 C6 6 の温度依存性．○と〇はそれぞれ

0 T と 10 T 中での C66 を表す．実線は四極子感受率によるフィッ

ト，破線はバックグラウンドである．内挿図は， 0 K < T < 100 K

の温度領域の拡大図である．  
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Ts 近傍で C6 6 は不連続となり，T s 以下の温度では T  = 1.6 K に向かって単調なハ

ード化を示す． 10 T の磁場下でも，C6 6 は 100 K 付近から T  = 4.3 K に向かって

単調なハード化を示す． 10 T における C6 6 は， 0 T における C66 とほぼ同じ変化

を示す．C66 の測定時における超音波のエコーは，室温から Ts に近づくにつれ

て激しく変化し，電圧も 1 V 程度から数十 mV へと小さくなる．そのため，T s  < 

T の温度域では降温によって測定を行い，室温で弾性定数の絶対値を決定した．

また T < T s の温度域では，温度降下によって微弱な超音波エコーが大きくなっ

ていき，4.2 K 付近では再び 1 V 程度の電圧を示す明瞭なエコーが得られた．上

記の理由から，エコーが明瞭な低温側から昇温によって C66 の測定を行い，4.2 K

で絶対値を決定した．  

四極子感受率 (2.65)式による C6 6 のソフト化の解析をした結果，室温付近から

構造相転移温度までフィットできた．この解析から，Weiss 温度  = 114 K, 

Jahn-Teller エネルギー  = 21 K，理論的な構造相転移温度 Tc =   +   = 135 K を

得た．また，  = Dg
2
/C66

0 から四極子 -歪み結合定数 g  = 1110 K を決定した．こ

こで D は，1 つの Fe イオンあたり 2 つの 3d 電子がソフト化に寄与するとした

場合の電子数である．以上の結果は，縮退した y’z ,  zx’軌道がもつ電気四極子 Ov ’

と歪み xy の結合が，構造相転移点に向かっての C66 のソフト化の起源であるこ

とを示している．また  > 0 であることから，強的な四極子間相互作用により構

造相転移が発現することを示している．  

図 4.1-2 に T  = 1.6 K, 4.2 K, 100 K での C66 の磁場依存性を示す．磁場は，超音

波の波数ベクトルに平行な k  // H // [100]方向に印加した．内挿図は，C66/C66

の磁場依存性である．0 T から 10 T までの磁場の印加によって，T  = 1.6 K, 4.2 K, 

100 K でのC66/C66 の変化量は，それぞれ 1×10
3

,  4×10
4

, 7×10
5 であった．T  = 

 
図 4.1-2. BaFe2As2 の弾性定数 C6 6 の磁場依存性．内挿図は，C66 /C66 の磁場

依存性である．磁場方向は， k  //  H //[100]である．  
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100 K では，若干のヒステリシスが見られる．これは，測定開始時と終了時の

0.5 K 程度の温度差によるものと考えられる．  

 

 

 

4.1.2 Ba(Fe0.97Co0.03)2As2  

 

 図 4.1-3 に，Ba(Fe0.97Co0.03)2As2 の弾性定数 C66 の測定結果を示す．図中赤マ

ーカーと青マーカーは，それぞれ 0 T と 10 T の磁場中での C66 の測定データで

ある．磁場は，超音波の波数ベクトルに平行な k  / /  H  //  [100]方向に印加した．

内挿図は，30 K 以下の温度域における C6 6 の拡大図である． 0 T では，C6 6 は室

温から T  ~ 100 K にむかってソフト化を示す．よって， x  = 0.03 の構造相転移温

度を Ts  ~ 100 K と見積もった． x  = 0 と同様に， x  = 0.03 おいても巨大ソフト化

に起因する超音波吸収が見られた．よって，T s 近傍の弾性定数は得られていな

い．測定ができた 300 K から 113 K の範囲で C66 の変化量を求めると 50 %とな

り，構造相転移に伴う巨大ソフト化を示すことがわかった． 30 K < T  < T s の温

度域では超音波エコーの回復が見られず，弾性定数は得られていない．これは，

構造相転移によって試料中にドメインが形成され，超音波が散乱されたことに

よると考えられる．T  < 30  K  温度域では，C6 6 は T  = 20 mK まで単調なハード化

を示した． x  = 0.07 の C66 の測定結果で述べるように，超音波測定では

Ba(Fe1xCox)2As2 の超伝導転移を観測できる．よって， x  = 0.03 では 20  mK まで

 
図 4.1-3. Ba(Fe0.97Co0.03)2As2 における弾性定数 C66 の温度依存性．○と〇

はそれぞれ 0 T と 10 T 中での C66 を表す．実線は四極子感受率に

よるフィット，破線はバックグラウンドである．内挿図は，0 K < 

T < 30 K の温度領域の拡大図である．  
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の範囲で超伝導転移点が見られなかった． x  = 0.03 の測定では，T s < T の温度域

では降温によって測定を行い，室温付近において C66 の絶対値を決定した．T  < 30 

K の温度域ではエコーの状態が改善されていき，4.2 K 付近では 1 V 程度の電圧

を示す明瞭なエコーが得られたため，昇温によって C66 を測定し， 4.2 K で絶対

値を決定した．10 T の磁場下でも，C6 6 は 15 K 付近から T  = 1.6 K に向かって

単調なハード化を示す．10 T の磁場中では，4.2 K から温度を上昇させると 15 K

付近でエコー状態が悪化したため， 15 K 以上の温度変化は得られていない．  

 四極子感受率 (2.65)式による C66 のソフト化の解析をした結果，室温付近から

100 K 付近までフィットでき，  = 77.5 K > 0,  = 22 K, Tc = 99.5 K, g = 1080 K

を得た．以上の結果は，Ov ’と xy の結合による C6 6 のソフト化と，強的な四極子

間相互作用による構造相転移の発現を示している．  

図 4.1-4 に，T  = 20 mK と 4.5 K での C66 の磁場依存性を示す．磁場は，超音

波の波数ベクトルに平行な k  //  H  //  [100]方向に印加した．内挿図は，T  = 20 mK, 

4.5 K, 89.5 K におけるC66 /C6 6 の磁場依存性である．20 mK での磁場依存性は，

14 T まで測定を行った．磁場の印加によって，T  = 20 mK, 4.5 K, 89.5 K のC66/C66

の変化量は，それぞれ 1×10
4

,  8×10
5

, 1×10
4

,  4×10
6 である．T  = 4.5 K と 89.5 

K にみられるヒステリシスは，測定開始時と終了時における温度の揺らぎの効

果と考えられる．  

 

 
図 4.1-4. Ba(Fe0.97Co0.03)2As2 における弾性定数 C66 の磁場依存性．磁場方

向は k  // H  // [100]である．内挿図は，C66 /C6 6 の磁場依存性であ

る．  
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4.1.3 Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 

 

図 4.1-5. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 における弾性定数 C11  (a)，C44  (b)，(C11   C12)/2  (c)，

(C11+C12+2C66)/2 (d)，C66 (e)の温度依存性．○と〇はそれぞれ 0 T と

10 T 中での C6 6 を表す．実線は四極子感受率によるフィット，破線は

バックグラウンドである．内挿図は，0 K < T  < 75 K の温度領域の拡大

図である．  
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図 4.1-5 に，Ba(Fe0 .93Co0.07)2As2 の弾性定数の測定結果を示す． (a)は弾性定数

C11， (b)は弾性定数 C44， (c)は弾性定数 (C11  C12)/2， (d)は弾性定数 CL[110]  = 

(C11+C12+2C66)/2， (e)は弾性定数 C6 6 である．C11,  C44 ,  (C11  C12)/2 は，それぞれ

室温から低温に向かってまでハード化を示す．その一方で，CL[110]は室温から

60 K に向かって 15 %のソフト化を示す．CL[110]は [110]切り出し試料を用いて測

定を行った．よって，この試料の構造相転移温度を T s = 60 K と決定した．T s 以

下の温度では，温度の降下により弾性定数がハード化を示し，T = 16.2 K で極大

を示す．16.2 K 以下で再びソフト化し，T = 14.3 K で変曲点を示した後，T  = 10 

K で再びハード化を示す．図中の青マーカーで示したデータは， 10 T の磁場中

での CL[110]の測定結果である．磁場は，超音波の波数ベクトルに平行な k  //  H // 

[100]方向に印加した．10 T の磁場中での CL[110]は，0 T 中と同様に，100 K から

60 K 付近に向かってソフト化を示す． 60 K 付近は超音波吸収が大きく， 0 T と

10 T のデータにずれが生じている． 60 K 以下では，CL[110]は T  = 15.1 K の極大

に向かってハード化を示す．15.1 K 以下で CL[110]は再びソフト化を示し，T  = 13 

K の変曲したのちに T = 10 K でハード化に転じる．  

C66 は室温から T  = 65 K に向かって，約 85 % の巨大ソフト化を示す．C66 は

[110]切り出し試料で測定を行ったことから，この試料の構造相転移温度を T s = 

65 K と決定した．T s 以下の温度では，温度の降下によって単調なハード化を示

し，T = 39 K で折れ曲がりを示す．このことから，反強磁性転移温度を TN = 39 

K と決定した．TN 以下で，C6 6 は単調にハード化を示し，T  = 16.2 K で極大を持

つ． 16.2 K 以下で再びソフト化し，T  = 14.6 K で変曲点を示した後，T = 9 K で

再びハード化を示す．超音波のエコーは，T s に近づくにつれて激しく変化し，

室温では 1 V ~ 2 V あった電圧が T s 近傍では数十  mV 程度まで減少した．その

ため，T s  < T の温度域では降温によって測定を行い，室温と T  = 77.7 K において

C66 の絶対値を決定した．また T  < Ts  の温度域では，温度降下に伴い微弱な超

音波エコーが大きくなっていき， TN 付近でエコーの状態が改善する．そして，

TSC 以下の温度域では 1 V 程度の電圧を示す明瞭なエコーが得られた．上記の理

由から，昇温によって C66 を測定し， 4.2 K において絶対値を決定した．図中の

青マーカーで示したデータは， 10 T の磁場中での C6 6 の測定結果である．磁場

は，超音波の変位ベクトルに平行な u  // H //  [100]方向に印加した．内挿図は，

75 K 以下の温度域における C66 の拡大図である． 10 T の磁場中において，C66

は 0 T の温度依存性と同様の振る舞いを示す．ただし，極大値は T  = 15 K とな

り，磁場の影響によって低温側へとシフトする．また，変曲点は約 13 K となる．  

第三章の SQUID の実験結果と比較すると，零磁場化での CL[110]および C66 が

極大を示す温度 T = 16.2 K が磁化 M = 0 の温度に対応する．よって，超伝導転

移点  TSC = 16.2 K を決定した．また， 10 T の磁場中での CL[110]および C66 測定

結果から，TSC  = 15 K を決定した．x  = 0.07 の超伝導転移点を表 4.1-1 まとめた．  

x  = 0.07 では，弾性定数 C66 だけではなく k //  u //  [110]の縦波超音波によって

測定した CL[110]  = (C11+C12+2C66)/2 もソフト化を示した．このときの縦波超音波

による歪み L[110]は，全対称表現1 に属する歪み B  = xx  + yy  + z z，u  = (2zz    xx 

 yy)/ 3  と，3 の歪み xy を用いて L[110]  = B/3   u/ 32  + xy と記述できる．ま

た，C11 測定時の k // u // [100]の縦波超音波による歪み xx は， B， u，および4

の歪み v  = xx    yy を用いて xx  = B/3   u/ 32  + v/2 と記述できる． (C11C12)/2
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はソフト化を示さないため，歪み v と結合する電気四極子 Ox ’y ’の寄与は無視で

きる．加えて，C11 もソフト化を示さないため，B や u と結合する全対称の電気

四極子 OB や Ou の寄与も無視できる．よって，CL[110]  = (C11+C12+2C66)/2 のソフ

ト化は，歪み L[110]に含まれる xy と電気四極子 Ov ’の結合によって理解できる．  

四極子感受率 (2.65)式による C6 6 のソフト化の解析をした結果，室温付近から

65 K 付近までフィットでき，  = 47 K > 0,  = 16 K, Tc = 63 K, g = 921.0 K を得

た．以上の結果は，Ov ’と xy の結合による C66 のソフト化と，強的な四極子間相

互作用による構造相転移の発現を示している．  

 図 4.1-6 に超伝導相の T = 1.56 K と 4.23 K, および正方晶相の 93.1 K での

CL[110]の磁場変化を示す．磁場は，縦波超音波の波数ベクトルに平行な k  //  H  / /  

[110]方向に印加した．内挿図は，CL[ 110]/CL[110]の磁場依存性である．T  = 1.56 K

と 4.23 K では，0 T から 10 T の磁場の印加に伴い CL[110]が約 0.4 %の単調な増加

を示す．磁場の増減によるヒステリシスは，超伝導の渦糸効果によるものと考

えられる．なお，超伝導相での CL[110]の磁場依存性は，すべてゼロフィールド

クールドで測定した．零磁場中の CL[ 110]は室温から T = 93.1 K まで約 10%の巨

大なソフト化を示すが， 93.1 K の 10 T までの磁場印加に対し CL[110]は 0.05%の

わずかな変化しか示さない．このことは，ソフト化が磁場に対し頑強な電気四

極子に由来することを示唆している．なお，磁場印加前と印加後で温度が約 0.1 

K 上昇したため， 0 T での CL[110]に 0.03%の差が生じた．  

次に，図 4.1-7 に超伝導相の T  = 1.85 K と 4.1 K, 反強磁性相の 23.5 K, 斜方晶

相の 44.7 K, 正方晶相の 83.6 K での C66 の磁場変化を示す．磁場は，超音波の

変位ベクトルに平行な u // H //  [010]方向に印加した．内挿図は，C66 /C6 6 の磁

場依存性である．T  = 1.85 K, 4.1 K では，0 T から 10 T までの磁場の印加に伴い

C66 が約 1.2 % の単調な増加を示す．磁場の増減によるヒステリシスは，超伝導

の渦糸効果によるものと考えられる．なお，超伝導相での C6 6 の磁場依存性は，

すべてゼロフィールドクールドで測定した．T  = 23.5 K と 44.7 K での C66 の変化

量は，それぞれ約 0.1 %と 0.1 %であり， 10 T 中の C6 6 の温度依存性を支持する

結果である．正方晶相では，10 T の磁場印加によって C66 は 0.2%の変化を示す．

C66 は室温から 83.6 K までで約 39%のソフト化を示すため，10 T 中でも C6 6 が約

39%ソフトすることを示している．この C6 6 の磁場に対する頑強さは，電気四極

子起源のソフト化を支持する結果である．  

表 4.1-1. Ba(Fe0 .93Co0.07)2As2 の超伝導転移点 TSC  

 CL[110]  (0 T) CL[110]  (10 T) C66 (0 T)  C66 (10 T) 

TSC
m

 16.2 K 15.1 K 16.2 K 15 K 
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図 4.1-6. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 の弾性定数 CL[110]の磁場依存性．磁場方向

は k  / /  H  //  [100]である．内挿図は，CL[110]/CL[110]の磁場依存

性である．  

 
図 4.1-7. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 における弾性定数 C66 の磁場依存性．磁場

方向は u  // H  //  [100]である．内挿図は，C66 /C6 6 の磁場依存性

である．  
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4.1.4 Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 
 

 

 

 

 

図 4.1-8. Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 における弾性定数 C11 (a)，C44  (b)，(C11-C12)/2 (c)，

C33 /C33  (d)の温度依存性．  
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図 4.1-8 に，Ba(Fe0 .9Co0.1)2As2 の弾性定数 C11 , (C11   C12)/2, C44 とC33 /C33 の測

定結果を示す．これらの弾性定数は，80 K から低温に向かってハード化を示す．

また，T = 23 K において超伝導転移に起因すると考えられる弾性定数の減少が

見られる．図 4.1-9 に C6 6 の温度依存性を示す．図中の赤マーカーと青マーカー

は，それぞれ 0 T と 10 T の磁場中における C66 の測定結果である．磁場は，超

音波の波数ベクトルに平行な k  //  H  //  [100]方向に印加した．内挿図は，20 K < T  

< 30 K の温度域における C66 の拡大図である．弾性定数 C66 は室温から T  = 23 K 

に向かって 21 %のソフト化を示す．また 23 K 以下の温度では，T  = 0.5 K まで

単調なハード化を示す．SQUID の実験結果と比較すると，C66 のソフト化が停

止する温度や，他の弾性定数に異常がみられる温度 23 K が，磁化が M  = 0 とな

る温度に対応する．よって，x  = 0.1 の超伝導転移温度を TSC  = 23 K と決定した．

弾性定数の絶対値は，T = 77.7 K において決定した．また，後述するように，

C66 のソフト化に加えて超音波吸収を確認した． 10 T の磁場中における C66 は，

0 T の温度依存性とほぼ同じ振る舞いを示す．ただし，超伝導に起因する弾性定

数の跳ね返り温度は TSC  = 22 K に低下する．Ba(Fe0.9Co0 .1)2As2 は構造相転移を

示さないにもかかわらず巨大なソフト化を示し，かつソフト化が超伝導転移点

で停止することから，超伝導のクーパー対形成に電気四極子が寄与することを

示唆している．  

四極子感受率 (2.65)式による C6 6 のソフト化の解析をした結果，室温付近から

63 K 付近までフィットでき，  = 47 K < 0,  = 20.5 K, Tc  = 27.5 K, g = 2090 K

を得た．Jahn-Teller エネルギーはアンダードープ領域の値と同程度であり，四

極子 -歪み結合定数 g = 1050 K を決定した．Jahn-Teller エネルギーに対し，Weiss

温度  は負の値をもち，かつ絶対値が  > となった．理論的な構造相転移温度

Tc が負の値をもつため，構造相転移が消失していることを示している．以上の

ことから． x  = 0.1 では，電気四極子 Ov ’と歪み xy が強く結合し 21%のソフト化

の起源となる．他方，アンダードープ領域と比較して強的な電気四極子間の相

互作用が抑制されているため，構造相転移が消失していると考えられる．  

次に，図 4.1-10 に超伝導相の T  = 4.3 K と常伝導相の T  = 38.9 K における C6 6

の磁場依存性を示す．磁場は，超音波の波数ベクトルに平行な k  //  H  //  [100]方

向に印加した．T  = 4.3 K の C66 は，磁場の印加に伴い 0.9 %の単調減少を示す．

なお，超伝導相での C6 6 の磁場依存性は，ゼロフィールドクールドで測定した．

T  = 38.9 K では，C66 は単調に 0.3 %の増加を示す．このことは，弾性定数 C66

の室温から始まる巨大なソフト化が磁場に対して頑強な電気四極子に由来する

ことを示唆している．  
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図 4.1-9.  Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の弾性定数 C6 6 の温度依存性．○と〇はそれぞれ

0 T と 10 T 中での C66 を表す．実線は四極子感受率によるフィット，

破線はバックグラウンドである．内挿図は， 0 K < T < 75 K の温度

領域の拡大図である．  

 

 

図 4.1-10. Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の弾性定数 C6 6 の磁場依存性．  
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4.2 弾性定数 C66 のパルス強磁場下における測定結果  

  

 

図 4.2-1. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 の弾性定数 C6 6 の強磁場依存性．磁場方向は u //  

H // [010] (a)と H //  [001] (b)である．図中緑と青の矢印は，それぞ

れ変曲点 (i)と屈曲点 (b)を表す．  
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鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 の超伝導マグネットを用いた 10 T までの超

音波実験から，弾性定数 C66 のソフト化の磁場に対する頑強さを明らかにした．

このことは，磁場に強い非磁性起源のソフト化を示唆する．また鉄ヒ素超伝導

体では，超伝導転移温度に対し上部臨界磁場が非常に高く，Hc2  ~ 50 T の報告も

されている．そのため，高磁場における C66 のソフト化の振る舞いを調べるこ

とで，ソフト化と超伝導の起源との関係についてのより深い知見が得られると

考えられる．そこで本研究では，超伝導マグネットよりも強力な磁場を得られ

る 62 T パルスマグネットを用いて，x  = 0.07 と 0.1 の C6 6 の強磁場依存性を測定

した．  

図 4.2-1 に，Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 における弾性定数 C66 の強磁場依存性を示す．

磁場方向は， (a)が u // H // [010], (b)が H // [001]である．H // [010]の磁場方向に

おいて，正方晶相の T  = 84 K での C6 6 は 62 T の磁場印加に伴い 7.4 %の単調な

増加を示す．斜方晶相の T  = 47 K では，磁場印加に伴う C6 6 の変化量が 0.05 %

とわずかであり，ほぼ磁場依存性を示さない．反強磁性相の T  = 24 K では，磁

場印加に伴い C66 は 1.7 %の単調な減少を示す．T  = 84 K， 47 K，24 K での C66

の磁場依存性には折れ曲がりなどの弾性異常が見られないことから，零磁場下

の各温度での相が 62 T 中でも安定していると考えられる．超伝導相の T  = 1.5 K, 

4.0 K では，C6 6 は磁場印加に伴い 16 %の増加を示す．  

H //  [001]において，正方晶相の T  = 84 K では，C6 6 は 62 T の磁場印加に伴い

4.4 %の単調な増加を示す．斜方晶相の T  = 51 K と反強磁性相の T  = 25 K では，

C66 の変化量がそれぞれ 0.01 %と 0.03%であり，ほぼ磁場依存性を示さない．よ

って H //  [010]と同様に，H // [001]の磁場中でも零磁場下の各温度における相が

62 T 中でも安定して存在していると考えられる．超伝導相の T  = 1.5 K, 3.9 K で

は，磁場印加に伴い C6 6 が 16 %の増加を示す．常伝導相ではヒステリシスが見

られず，(a)と (b)双方の磁場方向での超伝導相の測定結果ではヒステリシスが見

られる．このことから，ヒステリシスの原因は渦電流による発熱ではなく，超

伝導の渦糸効果であると考えられる．超伝導相内の磁場変化において，H //  [010]

の T  = 1.5 K と 4.0 K では H = 41 T と 39 T に変曲点を，H  = 48 T と 46 T に屈曲

点をそれぞれ持つ．また H // [001]の T = 1.5 K と 3.9 K では，H  = 38 T と 31 T

に変曲点を，H = 46 T と 43 T に屈曲点をそれぞれ持つ．  

この変曲点と屈曲点をプロットした x  = 0.07 の H-T 相図を図 4.2-2 に示す．図

中では屈曲点を b (bending point), 変曲点を i (inflection point)と表記している．

また x  = 0.07 の，超伝導転移温度 TSC = 17 K を示す実濃度 xWDS  = 0.047 と決定さ

れた試料の臨界磁場を同時にプロットした [8]．この試料では Ni らによって，電

気抵抗の磁場依存性によって臨界磁場が決定され，濃度は波長分散型 X 線分析  

(WDS) によって決定されたものである．一般に，電気抵抗を用いた超伝導転移

温度の決定では，onset と offset のどちらが真の超伝導転移温度となるかが議論

される．よって， x  = 0.07 の変曲点や屈曲点と比較するため， xWDS  = 0.047 にお

ける onset と offset の値を記載した．図中のひし形が onset を，正方形が offset

を表す．また緑のマーカーは，SQUID を用いて決定した x  = 0.07 における超伝

導転移温度 TSC  = 16.6 K である．この相図から，  H⊥ [001]と H //  [001]の offset

におけるデータは変曲点をプロットしたデータにつながり，これらを結んだ曲

線は T = 0 K では約 40 T ~ 45 T となる．また，H⊥ [001]と H // [001]の onset に
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おけるデータは屈曲点につながり，これらを結んだ曲線は T  = 0 K では 45 T ~ 50 

T となる．よって，Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 の超伝導の上部臨界場は 40 T ~ 50 T であ

ることが分かった．  

 次に，図 4.2-3 に，Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 における弾性定数 C66 の 62 T までの磁場

依存性を示す．磁場方向は，(a)が k //  H // [100], (b)が u //  H //  [010], (c)が H //  [001]

である．(a)の破線は，図 4.1-10 の超伝導マグネットを用いて測定した C66 の T  = 

4.3 K における磁場依存性である．また，図中の丸と三角のマークは，TSC  = 23 K

を示す試料で測定された上部臨界磁場 Hc2 である [9, 10]．図中の青と緑で示す超

伝導相での C6 6 は，磁場の印加により先行研究で決定された HC2 付近までソフト

化を示す． 0 T から 62 T の磁場印加による C6 6 の変化量は，磁場方向 H//[100]

のとき，T  = 4.2 K で 11.6 %, T = 14.7 K で 8.9 %，磁場方向 H//[010]のとき，T = 

4.2 K で 12.4 %, T  = 12.6 K で 10.9 %，磁場方向 H//[001]のとき，T  = 4.2 K で 14.6 %, 

T  = 14.5 K で 10.1 %である．また Hc2  < H の磁場領域では，C66 は 62 T までハー

ド化を示す．超伝導マグネットを用いた測定結果とパルスマグネットを用いた

測定結果が大きく異なる原因は，双方の磁場の印加速度の違いによる渦糸効果

の可能性がある．また，C6 6 の超伝導相に見られるヒステリシスも，超伝導の渦

糸効果によると考えられる．H//[010]の T  = 4.2 K における C6 6 では，H  = 53 T を

境にして低磁場側ではヒステリシスが見られ，高磁場側ではヒステリシスのな

い振る舞いが得られた．これは，系が H  < 53 T では超伝導相にあり，53 T < H で

は常伝導相にあることを示唆している．よって，H//[010]の T = 4.2 K における

 
 

図 4.2-2. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 の上部臨界磁場 HC2．ひし型と四角のマーカー

は，N. Ni らによって決定された上部臨界磁場の onset と offset であ

る．  
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臨界磁場を Hc2  = 53 T と決定した．  

超伝導相における C66 が，磁場の印加によってソフト化を示した一方で，常

伝導相における C66 は，x  = 0.07 と同様に，磁場印加に伴いヒステリシスのない

 

図 4.2-3. Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 における弾性定数 C66 の強磁場依存性．磁場方向

は k//H//[100] (a)，u//H//[010] (b)，H//[001] (c)である．図中の丸と

三角のマーカー付き矢印は，それぞれ Kano らと Gasparov らによ

って決定された上部臨界磁場である．  
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単調なハード化を示す．そのため，常伝導相における C66 の磁場依存性の測定

では，渦電流による発熱の影響がないと考えられる． 62 T までの変化量は，

H//[100]のとき T  = 31.5 K で 3.4 %，H//[010]のとき T  = 30 K で 3.3 %，H//[001]

のとき T  = 30 K で 1.9 %である．  

図 4.2-4 に， x  = 0.07 と 0.1 における C66 の常伝導相での磁場依存性をまとめ

た．塗りつぶしマーカーが x  = 0.07 の，中抜きマーカーが x  = 0.1 のデータを表

す．x  = 0.07 では，C66 は室温から T  = 84 K までに 38 %のソフト化を示す．この

ソフト化量に対し， u //  H //  [010]の T  = 84 K での C66 の磁場変化量は 7.4 %であ

ることから， 62 T の磁場中でも，C6 6 は 30 %以上ソフト化した状態であると考

えられる．また， x  = 0.1 の C6 6 は，室温から T = 31.5 K まで 18.7 %のソフト化

を示す．それに対して，k //  H //  [100]における T  = 31.5 K での磁場変化量は 3.4 %

であり， 62 T の磁場中でも約 15 %ソフト化した状態であると考えられる．  

スピン揺らぎに起因する弾性ソフト化がある場合，系に磁場を印加するとス

ピンが整列し揺らぎが小さくなっていくため，弾性定数の磁場依存性は磁場印

加に伴い急激な増大を示すと考えられる．そのため， x  = 0.07 と 0.1 における

C66 のソフト化が 62 T の磁場に対し頑強であることは，磁場に対して頑強であ

る電気四極子 Ov ’がソフト化の起源であることを示唆する結果である．  

 

 

図 4.2-4. Ba(Fe1xCox)2As2 (x  = 0.07, 0.1) の常伝導相における弾性定数

C66 /C66 の強磁場依存性．塗りつぶしマーカーと中抜きマーカー

は，それぞれ x  = 0.07 の正方晶相と， 0.1 の常伝導相でのC66 /C66

である．  
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4.3 超音波吸収係数と緩和時間  
 

 鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 における弾性定数 C66 の測定時に，ソフト化

に伴う超音波吸収が確認できた．アンダードープの x  = 0, 0.03, 0.07 では構造相

転移点に向かっての巨大ソフト化に伴う超音波吸収であり，オーバードープの x  

= 0.1 では超伝導転移点 TSC  = 23 K 近傍での超音波吸収である．本節では，超音

波吸収係数を測定することで緩和時間  を決定し，アンダードープ領域では電

気四極子の動的性質を調べる．また，オーバードープ領域では超伝導のクーパ

ー対がもつ自由度の動的性質を調べる．  

図 4.3-1 に，Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 における超音波吸収係数 L[110]と弾性定数

CL[110]を示す．ここで，C66 モードの超音波は非常に大きな吸収を示し測定が困

難になるため，C6 6 を成分に持つ CL[110]モードの超音波吸収係数L[110]を行った．

L[110]は左軸に，CL[110]は右軸に記載している．超音波吸収係数の測定周波数は

f = 112 MHz，186 MHz，260 MHz である．CL[110]が高温側から構造相転移点に向

かってソフト化を示すのに伴い，L[11 0]は増大を示す．また低温側では，超伝導

転移点まで CL[110]がハード化を示すのに伴い，L[110]は減少を示す．また，超伝

導転移点付近でL[110]は増大を示す．図中の灰色のマーカーは，10 T の磁場中で

のL[110]であり，超伝導転移点付近での増大の大きさを除いて， 0 T 中と同様の

振る舞いを示す．  

 

図 4.3-1. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 における超音波吸収係数 L[110] と弾性定数

CL[110]の温度依存性．左軸にL[110]を，右軸に CL[110]を記載した．

L[110]の測定周波数は， f  = 112 MHz, 186 MHz, 260 MHz である．  
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図 4.3-2 に， x  = 0.07 の CL[110]とL[110]の 11 K < T < 17 K の温度領域の拡大図

を示す．ここで，超伝導周辺でのL[110]の増大を議論するために，T  =14.3 K 近

傍に着目して再び絶対値を決定した．これにより，バックグラウンドとして

L[110 ]に含まれていた構造相転移点に起因する超音波吸収の増大を取り除くこ

とができる．零磁場下において，弾性定数 CL[110]は 16 K から低温に向かってソ

フト化を示し，T  = 14.3 K の変曲点で増大傾向に転じる．また，f  = 112 MHz, 186 

MHz, 260 MHz の周波数で測定した吸収係数L[110]は，高温側と低温側の両側か

ら CL[110]の変曲点 T  = 14.3 K に向かって増大を示す．また，測定周波数が高く

なるにつれて，L[110]の増大が大きくなる． 10 T の磁場中では，CL[110]は 15 K

から低温に向かってソフト化を示し，T = 13 K の変曲点で増大傾向に転じる．f = 

260 MHz の周波数で測定した吸収係数 L[110]は，高温側と低温側の両側から

CL[110]の変曲点 T  = 13 K に向かって増大を示す．ただし， 0 T 中と比較すると，

L[110]はブロードなピークに変化している．  

図 4.3-3 に，x  = 0.07 のL[110]の磁場依存性を示す．磁場方向は k  //  u  / /  H  //  [110]

であり，T  = 4.2 K の超伝導相で測定した．L[110]はほぼ磁場依存性を示さなか

った．  

 次に，図 4.3-4 に，周波数一定の位相比較法によって測定した Ba(Fe0.9Co0 .1)2As2

における超音波吸収係数6 6 と弾性定数 C6 6 を示す．吸収係数は左軸に，弾性定

数は右軸に記載した．6 6 と C66 は，周波数 f  = 119 MHz, 167 MHz, 215 MHz で測

定を行った．C66 の TSC に向かってのソフト化に伴い，66 は高温側から超伝導

 

図 4.3-2. 0 T と 10 T 中での Ba(Fe0.93Co0 .07)2As2 の超音波吸収係数L[110]と弾

性定数 CL[110]の，T  = 14.3 K 周りの温度依存性．左軸にL[110]を，

右軸に CL[110]を記載した．L[110]の測定周波数は，f  = 112 MHz, 186 

MHz, 260 MHz である．  
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転移点に向かって増大を示す． TSC 以下では，C6 6 がハード化を示すのに伴い，

6 6 は T  = 2 K まで減少を示す．C66 は周波数依存性を示さないが，6 6 は高周波

数ほど増大が大きく，かつ増大の裾が広くなる．6 6 の増大が見られる温度領域

は， f  = 119 MHz の時 10 K < T  < 60 K， f = 167 MHz の時 10 K < T  < 80 K， f  = 215 

MHz の時 10 K < T <100 K である．これは，デバイ分散式 (2.84)式で示したよう

に，吸収係数が測定角周波数 の 2 乗に比例するためだと考えられる．超伝導

転移点付近では巨大な超音波吸収によりデータが荒れ，再現性が取れなかった

ため削除した．  

図 4.3-5 に， x  = 0.1 における超音波吸収係数6 6 の磁場依存性を示す．超伝導

相の T = 4.2 K では，磁場の印加に伴い，f  = 21 MHz, 118 MHz, 165 MHz, 210 MHz

のすべての周波数で 0 dB/m から 3000 dB/m 程度のわずかな増大を示した．ここ

で，超伝導相での6 6 の磁場依存性はすべてゼロフィールドクールド状態で測定

した．正方晶相の T  = 65.5 K での 165 MHz では，磁場依存性を示さなかった．

よって，正方晶相での超音波吸収の増大は，磁場に対して頑強な自由度により

もたらされることを示している．また，超伝導相での超音波吸収の磁場に対す

る頑強さは， 50 T と高い臨界磁場を示す Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の超伝導を反映した

結果であると考えられる．わずかながら増大する超音波吸収は，磁場によりク

ーパー対が破壊されることで，超音波の散乱要因となる電子数が増加するため

だと考えられる．  

 

 

 

 

図 4.4-3.  Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 の超音波吸収係数L[110]の磁場依存性． 磁場

方向は k  //  u  // H  // [110]であり，T  = 4.2 K の超伝導相で測定した． 
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図 4.3-4. Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 における超音波吸収係数6 6 と弾性定数 C66 の温度

依存性．左軸に6 6 を，右軸に C6 6 を記載した．  

 

 
図 4.3-5. Ba(Fe0.9Co0 .1)2As2 における超音波吸収係数6 6 の磁場依存性．T  = 4.2 

K での測定周波数は f = 21 MHz, 118 MHz, 165 MHz, 210 MHz，T  = 

65.5 K での測定周波数は 165 MHz である．  
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次に，図 4.3-6 に， x  = 0.1 における超音波吸収係数6 6 の磁場中での温度変化

を示す．6 6 は， f  = 21 MHz, 118 MHz, 165 MHz, 210 MHz の周波数で測定した．

また各周波数の6 6 は，ゼロフィールドクールド状態で試料を 4.2 K にし， 10 T

まで磁場を励磁してから昇温過程で測定した．超伝導転移点近傍のデータは巨

大な吸収により荒れ，デバイ分散式で予想される2 でのスケールもできないが，

ここでは記載した．各周波数において，常磁性相での6 6 は 0 T と 10 T で差がな

く，磁場依存性を示さない．これは，6 6 の常磁性相での磁場依存性を支持する

結果である．超伝導相での6 6 は，磁場依存性の測定結果を反映し，66(0 T) < 

6 6(10 T)となっている．  

次に，図 4.3-7 に， k //  [110], u //  [1-10]の横波超音波で測定した超音波吸収係

数T と弾性定数 CT = (C11C12)/2 の温度依存性を示す．T は 1.5 K から 80 K ま

での温度領域で一定の値を示す．また，CT は 80 K から 1.5 K に向かって単調な

ハード化を示し，かつ周波数依存性も示さない．以上の結果は， y’z ,  zx’の縮退

軌道がもつ SU(2)自由度の中で，電気四極子 Ox’y ’が弾性ソフト化や超音波吸収

に寄与しないことを示している．  

 

 
図 4.3-6. Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 における超音波吸収係数6 6 の磁場中温度変化． 0 

T の測定結果は色付きマーカーで，各周波数の 10 T での測定結果は

黒マーカーで表示し，かつ 0 T の周波数に重ねた．  
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相転移点付近における超音波吸収係数の増大は，その相転移の秩序変数の揺

らぎが増大する臨界現象を示唆している [59, 60, 61]．そこで，デバイの分散式

(2.85)式を用いて揺らぎの時間スケールである緩和時間を決定した．  

図 4.3-8 の (a)に，x  = 0.07 における緩和時間  を示す．高温側では， は 100 K 

付近から低温に向かって増大を示す．また低温側では， 30 K 以下で低温に向か

って減少を示し，超伝導転移点 T  = 14.3 K でピークを示す．x  = 0.07 では，弾性

定数 C66 と緩和時間  が構造相転移点に向かって発散的な振る舞いを示すこと

から，超音波によって電気四極子 Ov ’の強四極子秩序に伴う臨界減速を捉えたと

考えられる．測定できた範囲内で最大の四極子揺らぎの時間スケールは   ~ 2.4

×10
9

 s (0.4 GHz)である．この時間スケールは，中性子散乱や X 線散乱の周波

数スケールとは大きく異なり，超音波によって強四極子秩序の臨界減速を観測

できた理由である．図 4.3-8 の (b)は，緩和時間の逆数 1
 [s

1
]の温度依存性であ

る． 1 は，100 K 付近から 90 K に向かって直線的な減少を示す．また，低温

側では 30 K 以下で直線的な増加を示す．特に， 1 は超伝導転移点前後でもほ

ぼ同一直線状に存在するように見える．  

次に，図 4.3-9 の (a)に，x  = 0.07 の TSC
i 付近での緩和時間   を示す．0 T 中の  

は，高温側では約 16 K から T =14.3 K に向かって増大を示す．また，低温側で

は T  =14.3 K から低温に向かって減少を示す．T  =14.3 K での緩和時間は  = 3.5

×10
10

 s (2.9 GHz)である．構造相転移の時間スケールとは 1 桁程度異なるが，

超音波の周波数と同程度の揺らぎであることを示している．10 T の磁場中での  

は，高温側では 15 K 付近から 13 K に向かって増大を示し， 13 K 付近でブロー

 

図 4.3-7. Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の超音波吸収係数T と弾性定数 CT = (C11C12)/2

の温度変化．左軸にT を，右軸に CT = (C11C12)/2 を記載した．測

定周波数は， f  = 110 MHz, 155 MHz, 199 MHz, 244.5 MHz である．  
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ドなピークを示す． 13 K 以下では，低温に向かって減少する． 10 T 中の CL[110]

の変曲点 T  = 13 K での緩和時間は  = 2.2×10
10

 s (4.6 GHz)である．図 4.3-9 の (b)

は，緩和時間の逆数 1
 [s

1
]の温度依存性である．0 T 中の 1 は，高温側では 16 

K 付近から T  = 14.3 K に向かって減少を示す．また，低温側では T  = 14.3 K 以

下で低温に向かって増加を示す． 10 T 中での 1 は，高温側では 15 K 付近から

減少し，13 K 付近で極小を示す．また，13 K 以下では低温に向かって増大する．

CL[110]のソフト化をもたらす C6 6 が超伝導転移点近傍で顕著なソフト化を示さい

ないこと，および緩和時間  が顕著な増大が見られないことから，x  = 0.07 の超

伝導転移点では電気四極子 Ov ’は臨界減速を示さないと考えられる．  

次に，図 4.3-10 の (a)に，x  = 0.1 における超音波吸収係数から決定した緩和時

間  [s]の温度依存性を示す． f  = 119 MHz， 167 MHz，215 MHz の吸収係数の測

定結果から計算した  は，それぞれ高温側から TSC に向かって顕著な増大を示

す．x  = 0.1 では，C6 6 は発散的な増大は示さないが， が超伝導転移点で巨大な

増大を示すことが重要である．このことは，縮退した y’z,zx’軌道がもつ電気四

極子 Ov ’の臨界減速ではなく，ほかの SU(2)自由度に起因する超伝導転移での緩

和時間の増大の可能性を示唆している．測定できた範囲での，高温側の最大の

緩和時間の値は  = 2.5×10
10

 s (4 GHz)である．TSC 以下では， は T  = 2 K 付近

まで減少を示す．図 4.3-10 の (b)は，緩和時間の逆数 1
 [s

1
]の温度依存性である．

1 は，高温側から TSC に向かって減少していく．特に， 30 K < T < 50 K の領域

で， 1 は直線的に減少しているように見える． TSC 以下では， 1 は T  = 2 K 付

近まで非直線的な増加を示す．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



73 

 

 

 

 

図 4.3-8. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 における緩和時間  (a)と，緩和時間の逆数 1  
(b)

の，超伝導転移点周りでの温度依存性．図中実線は， (4.4-1)式を用

いた解析結果である．  
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図 4.3-9. Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 における緩和時間  (a)と，緩和時間の逆数 1  
(b)

の，T = 14.3 K 近傍の温度依存性．図中実線は， (4.4-1)式を用いた

解析結果である．  
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図 4.3-10. Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 における  (a)と，緩和時間の逆数 1  
(b)の温度

依存性．図中の実線は， (4.4.1)式を用いた解析結果である．  
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2 次の相転移では，相転移点に向かって感受率や比熱などの物理量が温度のべ

きで発散する臨界現象を伴う [59]．相転移温度を Tc ri t i ca l とし，換算温度  = 

|TTc ri t ic a l |/Tc ri t ica l を定義すると，緩和時間 は以下のように記述できる  

  z 0  (4.3.1) 

ここで，z  は臨界指数であり，緩和時間の発散の強さを表す量である．臨界指

数は相転移を記述するハミルトニアンの対称性や次元によって決まるため，

Ba(Fe1xCox)2As2 の緩和時間をフィットすることで構造相転移や超伝導を記述す

るハミルトニアンの情報が得られる． Ising モデルのハミルトニアンを用いて平

均場近似を適用し相転移を議論すると， z  = 1 が得られる． 0 は緩和時間のバ

ックグラウンドであり，T < Tc ri t ica l の低温側では T  = 0 K での秩序変数の揺らぎ

の時間スケールを示す．また， Tc ri t i ca l  < T の高温側では T = 2Tc ri t ic a l のときの秩

序変数の揺らぎの時間スケールを表す．低温側の 0 を 0
L
,  高温側の 0 を 0

H と置

くと，分子場理論の範囲では 0
H

 = 20
L が成り立つ．  

実験で得た緩和時間を (4.3.1)式によってフィットした結果が，図 4.3-8，4.3-9，

4.3-10 中の黒の実線と破線である．また，表 4.3-1 と 4.3-2 に，緩和時間を (4.3.1)

式でフィットし得られたパラメーター 0
L，0

H，z，Tcr i t ica l の値を示す．x  = 0.07

の構造相転移に向かって増大する緩和時間は，高温側および低温側ともに臨界

指数 z  = 1 でフィットできた．T s よりも高温側では 75 K < T  < 85 K の領域で，

低温側では 2 K < T < 30 K の領域で緩和時間がフィットできた．低温側では，

超伝導転移点とりも高温側がフィットできた．また，緩和時間が発散する臨界

点は構造相転移温度と等しく，高温側および低温側で Tcr i t ica l  = Ts  = 65 K である．

また， 0
L
 = 1.15×10

9
 s (0.870 GHz)と 0

H
 = 0.380×10

9
 s (2.63 GHz)が得られ，電

気四極子 Ov ’の揺らぎが超音波の周波数と同程度の時間スケールであることを

示している．他方， 0
H

 = 20
L の関係は満たさなかった．これは，実験の誤差等

によるものと考えられる．  

x  = 0.07 の超伝導転移点付近の緩和時間は，超伝導転移点よりも高温側では

TSC < 14.9 K の温度領域で，低温側では 13.7 K < TSC の温度領域でフィットでき

た．また，10 T 中での緩和時間は，超伝導転移点よりも高温側では TSC < 14.6 K

の温度領域で，低温側では 11.5 K < TSC の温度領域でフィットできた．このとき

の臨界指数は，低温側と高温側の両側で z  = 1/3 とした．緩和時間が発散する

臨界点は，0 T のとき低温側で Tcr i t ica l  = 14.5 K，高温側で Tcri t ica l  = 14.2 K となっ

た．また，10 T 中では低温側で 14.3 K，高温側で 10.1 K となった． 0 T 中の 0

は低温側と高温側ともに 0
L
 = 0

H
 = 0.00850×10

9
 s (11.8 GHz)， 10 T では低温側

で 0
L
 =0.113×10

9
 s (8.85 GHz)，高温側で 0

H
 = 0.170×10

9
 s (5.88 GHz)となる．  

x  = 0.1 において， 超伝導転移点よりも高温側では 30 K < T  < 60 K の領域で，

T  < Tc の低温側では 10 K < T  < Tc の領域で緩和時間がフィットできる．臨界指

数は，高温側では z  = 1，低温側では z  = 1/3 とした．また，高温側の緩和時間

が発散する臨界点は超伝導転移温度と等しい Tc ri t ica l  = 23 K であり，低温側では

超伝導転移点とほぼ等しい Tc ri t ica l  = 23.5 K となった．よって，緩和時間は超伝

導転移点に向かって発散傾向を示すことがわかった． 0 は低温側で 0
L
 = 
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0.0580×10
9

 s (17.2 GHz)，高温側で 0
H

 = 0.0600×10
9

 s (16.7 GHz)となり，x  = 0.07

の 0 と同程度の時間スケールを示す． x  = 0.1 では，高温側と低温側で臨界指数

が異なる数値を示した．この結果については，第六章で議論する．  

以上の弾性定数と超音波吸収係数の測定，および緩和時間の決定から，鉄ヒ

素超伝導体の構造相転移が電気四極子 Ov’の強四極子秩序点として理解できる

ことを，実験的に解明した．他方，オーバードープ試料での臨界減速は，Ov ’に

起源をもたない新規発現機構を示唆する結果である．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 4.3-1. Ba(Fe0 .93Co0.07)2As2 における緩和時間の解析パラメーター  

 0
L
 0

H
 0

H/0
L
 z  Tc 

T < Tc ri t i ca l  1.15×10
-9

 s   

0.330 

1 60 K 

Tcri t ica l  < T    0.380×10
9

 s 1 60 K 

T < Tc ri t i ca l  0.0850×10
-9

 s   

1.00 

1/3 14.5 K 

Tcri t ica l  < T   0.0850×10
9

 s 1/3 14.2 K 

T < Tc ri t ic a l  (10 T)  0.113×10
-9

 s   

1.28 

1/3 14.3 K 

Tcri t ica l  < T  (10 T)    0.170×10
9

 s 1/3 10.1 K 

 

 

表 4.3-2. Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 における緩和時間の解析パラメーター  

 0
L
 0

H
 0

H/0
L
 z  Tc 

T < Tc ri t i ca l  0.0580×10
9

 s   

1.03 

1/3 23.5 K 

Tcri t ica l  < T    0.0600×10
9

 s 1 23.0 K 
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4.4 Ba(Fe1xCox)2As2 の x-T 相図  

 

Ba(Fe1xCox)2As2 における弾性定数の測定から，C66 が巨大ソフト化を示し，

また超音波吸収係数L[110]と6 6 の測定から臨界減速を観測した．ここでは，四

極子感受率と，超音波吸収係数から計算した緩和時間のフィットより得たパラ

メーターを用いて x-T 相図を作成し，電気四極子の静的・動的性質と構造相転

移，および超伝導を議論する．  

図 4.4-1 に，超音波実験によって決定した Ba(Fe1xCox)2As2 の x-T 相図を示す．

相図には，四極子感受率による解析から得た Weiss 温度 , Jahn-Teller エネルギ

ー , 理論的な構造相転移温度 Tc  =   + ，実験から得た構造相転移温度 T s,  超

伝導転移温度 TSC
m，緩和時間のフィットから得た臨界温度 Tcr i t ica l，N. Ni らによ

 

 

図 4.4-1. 四極子感受率と緩和時間から決定した Ba(Fe1xCox)2As2 の相図  
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って測定された Ba(Fe1xCox)2As2 の超伝導転移温度 TSC をプロットした [8]．また，

表 4.4-1 に，各パラメーターの値と，ユニットセルの体積 V ,  状態密度 D ,  質量

密度を記載した．ここで， x  の値にはサンプル育成時の Co の仕込み量ではな

く，EDS によって見積もった Co 濃度 xEDS を用いた．図中の青の実線，赤の実

線，桃色の実線は，それぞれ Tc =   +  ,  , の直線によるフィットであり，以

下の式で記述できる．  

 EDSc 8.223976.135 xT   (4.4.1) 

 EDS4.222803.116 x  (4.4.2) 

 EDS444.11721.19 x  (4.4.3) 

(4.4.1)式を用いることで，構造相転移が消失する量子臨界点度 xQCP  = 0.061 を決

定した．また，Weiss 温度は xEDS  = 0.052 で 0 K となる．一方で， Jahn-Teller

エネルギーはほぼ濃度依存性を示さない．  

以上で得られた結果から，電気四極子の静的性質と相転移についてまとめる．

x = 0 において，Fe
2 +の縮退した y’z , zx’軌道が持つ電気四極子と歪みが g  = 2230

の結合定数を持って強力に結合し，かつ電気四極子間には強的な相互作用が働

くため，自発歪みを伴う構造相転移を示す．これにより，C66 が室温付近から

Ts  = 137 K にかけて 88 %におよぶ巨大なソフト化を示す．x を増加させると，

と g はほぼ変化しないが，強的な四極子間相互作用は弱まるため，構造相転移

温度 Tc =  +   が低下していく．さらに Co をドープすると超伝導が発現し，

超伝導転移温度が上昇していく． 0.052 < x  < xQCP の濃度域ではが負となるが，

依然として Tc は正の値を持つため構造相転移は消失しない． x  = xQCP のとき，

Tc = 0 K となるため結晶構造を変化させるような自発的な歪みは生じないが，代

わりに超伝導転移温度が最大となる．超伝導のみが現れる xQCP  < x の濃度域で

は Tc が負になるが，依然として  = 20.5 K と g  = 1050 K を持つため， x  = 0.1 で

の C6 6 のソフト化が生じる．よって Ba(Fe1xCox)2As2 では，縮退した y’z ,  zx’軌道

がもつ電気四極子 Ov ’の強的な四極子間相互作用が抑制されることで，構造相転

移が消失し，また超伝導が発現すると考えられる．このことは，四極子間相互

作用を媒介としてクーパー対が形成されることを示唆している．  

 アンダードープ領域では，緩和時間から決定した臨界温度 Tc ri t i ca l  = 60 K が Tc  

= 63 K, および Ts  = 65 K とほぼ一致している．このことは，超音波吸収L[110]

の発散が構造相転移に起因する臨界減速であることを示している．一方で，オ

ーバードープ領域での高温側の臨界温度 Tc ri t ic a l  = 23 K は，理論的な構造相転移

温度 Tc = 26.5 K ではなく，超伝導転移温度 TSC  = 23 K と一致する．このこと

は，超音波吸収6 6 の発散的増大に，電気四極子 Ov ’ではなく，第二章で示した

他の SU(2)の自由度が寄与することを示唆している．  
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表 4.4-1. Ba(Fe1xCox)2As2 の Co 濃度 x , Co の実濃度 xEDS ,  質量 (kg/m
3
), 構

造相転移温度 T s (K), 反強磁性転移温度 TN (K), 超伝導転移温度

TSC 
m

(K), 四極子感受率 (2.67)式から得た理論的な構造相転移温度

Tc (K), Weiss 温度  (K), Jahn-Teller エネルギー  (K), 四極子 -歪み

結合定数 g  (K), C6 6
0
 = A  + BT としたときの A  (J/m

3
)および B  

(J/m
3
∙T)．  

x 0 0.03 0.07 0.1 

xEDS  0 0.014 0.036 0.071 

V (m
3
) 2.0457×10

28
 2.0438×10

28
 2.0413×10

28
 2.0395×10

28
 

D (m
3

)  3.9107×10
28

 3.9143×10
28

 3.9190×10
28

 3.9196×10
28

 

 (kg/m
3
) 6475.3  6484.2 6496.2 6505.1 

Ts (K) 137 ~ 100 65   

TN  (K) 137 Not detected 39   

TSC  (K)     16.4 23  

Tc (K) 135 100.5 63 27.5 

 (K)  114 80.5 47 47 

 (K)  21 20 16 20.5 

g (K)  1110 1080 921.0 1050 

A (J/m
3
) 3.19×10

10
  3.14×10

10
 2.87×10

10
 2.89×10

10
 

B (J/m
3
∙T)  1.84×10

7
 5.0×10

6
 0 3.6×10

6
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第五章 構造相転移と四極子秩序  
 
5.1 ランダウ理論による構造相転移の秩序変数の決定  
 

 超音波計測により，アンダードープ領域の Ba(Fe1xCox)2As2 (x  = 0, 0.03, 0.07)

が構造相転移点に向かって弾性定数 C66 の巨大なソフト化を示すことが分かっ

た．また，C6 6 のソフト化は四極子感受率でフィットすることができた．このこ

とは，構造相転移の秩序変数が電気四極子 Ov ’であることを示唆している．そこ

で 本 節 で は ， ラ ン ダ ウ の 現 象 論 を 用 い [62] ， Ba(Fe1xCox)2As2 の 空 間 群

D4h
17

(I4/mmm)から D2h
23

 (Fmmm)への構造相転移が電気四極子を秩序変数として

理解出ることを示す．  

第一章の図 1.2.1 で示したように，Ba(Fe1xCox)2As2 のユニットセル内には 8

個の Fe 原子が存在する．Fe 原子の位置をそれぞれ r i  (i  = 1 ~ 8)とおくと，正方

晶では，結晶の体心を原点にとることで r i が r1  = (0, 1/2, 1/4), r2  = (1/2, 0, 1/4), 

r3 = (0, 1/2, 1/4), r4  = (1/2, 0, 1/4), r5  = (0, 1/2, 1/4), r6  = (1/2, 0, 1/4),  r7  = (0, 

1/2, 1/4),  r8  = (1/2, 0, 1/4)と記述できる．これら r i は，D4h
1 7 の 32 個の対称操作

によって互いに移り変わる．ただし，D4h
17 と D2h

23 は共型（ symmorphic）な空

間群であるため，原点を結晶の体心に取ることで， 32 個の対称操作のうち並進

を含まない 16 個の回転操作で代表させることができる．表 5.1-1 に，D4h
17 の回

転に関する対称操作 [56, 63]，およびこれら対称操作により Fe 原子 i がどの原子

位置に変換されるかを表 5.1-1 に示す．  

次に，空間群 D4h
17 の既約表現に従って変換する，対称化された結晶格子の変

位を求める．まず，Fe 原子 r i に対して変位ベクトル u i = (u i
x
,  u i

y
,  u i

z
)を設定する．

この 24 個の変位に対して 16 個の対称操作を施すことで，変位の変換を調べる．

表 5.1-2 に，変位 u i の変換表を示す．ここで，簡単化のために変位を改めて u i  = 

(ix , iy,  iz) (i  = 1 ~ 8)と置いた．これら変位の変換表から， 24 個の変位を基底と

した場合の対称操作の表現行列を再現できる．対称操作により，変換前と変換

後の成分が等しい部分が表現行列の対角項であることから，これらの対角和を

とることで指標を計算できる．表現行列の対角項となる成分を，表 5.1-2 中の赤

字で示した．  

表 5.1-3 に，空間群 D4h
1 7 の変位 u i の指標表を示す．表現の基底が 24 である

ことを反映して，恒等操作 E の指標も 24 となっている．このようにして求めた

変位 u i の指標を，空間群 D4h
1 7 の既約表現の指標を用いて簡約する．表 5.1-4 に

空間群 D4h
1 7 の既約表現の指標を示す [56]．その結果は， 2A1 g   A2 g  2B1 g  B2g 

 3Eg   A1u    2A2u   B1u    2B2u    3Eu となる．次元の総数は 24 であり，基底の

数 24 と一致する．この簡約の結果に，Ba(Fe1xCox)2As2 の構造相転移で生じる

結晶の歪み xy が属する B2 g 表現が含まれている点が重要である．  

既約表現に従う対称化された変位は u i の線形結合をとることで形成でき，射

影演算子 P l (m )
( )を用いて求めることができる．P l (m )

( )は，対称操作 R の表現行

列 D lm
( )

(R)を用いて以下のように記述できる．  
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  
     




R

lmml RRD
g

d
P 

 (5.1.1) 

ここで，dは表現の次元，g は群の対称操作の数である．求めたい射影演算子が

1 次元表現の場合，表現行列は指標そのものである．よって B2 g 表現に着目して

射影演算子を求めると，以下の結果が得られる．  

 
x

d

y

d

y

v

x

vh

yxxyB

ICICI

CCCCCCCEP

 







1

44

2222

2

4

1

44
g216

 (5.1.2) 

一般に，任意の変位 u は既約表現に従う対称化された変位の線形結合で記述で

きる．ある既約表現の射影演算子は，任意の変位に作用させた場合  その既約表

現に従う対称化された変位を取り出すことができる．これは，任意の 3 次元ベ

クトル a が 3 つの基底ベクトル ex ,  ey ,  ez を用いて a  = (ax ex)ex  + (ayey)ey  + (a zez)ez

と線形結合で記述できることに対応する．変位 u1
x
 に対して射影演算子 P

B2 g を

作用させることで，対称化された変位 B2 g を以下のように記述できる．  

   8/876543211
2g2g yxyxyxyxxBB

uuuuuuuuuP   (5.1.3) 

ただし，符号は任意である．P
B2 g を u i

z に作用させても値はゼロとなるので，B2 g

表現に従う変位は xy 面内の格子変形である．図 5.1-1 に，対称化された変位 B2g

を図示する．図中青の矢印が，原子 i での変位を表す．これは x 軸と y 軸の角度

変化を伴う歪みであり，対称歪み xy と等しいことが確認できた．他の既約表現

に属する対称化された変位は，Appendix A.4 にまとめた．  

 次に，ランダウの 2 次相転移の現象論によって，変位 B2 g が生じる場合の構

造相転移の秩序変数を決定する．結晶の対称性は，結晶を構成する粒子の密度

関数(r)を導入することで記述できる．今の場合，粒子として Fe 原子のみを考

 

図 5.1-1 D4h
17 の既約表現 B2 g に従う対称化された Fe 原子の変位 B2g
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えているため導入する密度関数は 1 つでよい．(r)は，結晶の空間群の対称操作

に対して不変であり，A1 g 表現に属する．系の対称性が低下する場合，もはや(r)

は高対称の空間群の全対称表現ではなくなり，低対称側の空間群の全対称表現

になる．ここで，低対称側の空間群は，高対称側の空間群の部分群となってい

る必要がある．密度関数を  = 0  + と記述し，高対称側で = 0, 低対称側で

  0 とすれば，0 は高対称相の A1 g 表現であり，が対称性の破れを特徴づ

けるパラメーターとなる．ただし，が高対称相の A1 g 表現に属してはならな

い．このときのが属する既約表現を，活性表現という．  

 表 5.1-5 に，正方晶での主軸である x 軸と y 軸を用いた場合の空間群 D2h
23 の

指標表を示す [56]．D4h
17 の E , C4

2
,  2C2’’ , I ,  h

,  2d が，それぞれ D2h
2 3 の E ,  C2

z
,  C2

y’

と C2
x’

,  I,  z , x’とy’に対応する．よって，D2h
2 3 は D4h

17 の部分群であることが

確認できる．また，D4h
17 における B2 g 表現の E ,  C4

2
, 2C2’’ , I,  h

, 2d の指標はす

べて 1 であるため，D2h
23 においては全対称表現となる．よって，B2 g が活性表

現であることが確認できる．を D4h
17 の B2 g 表現に属する基底関数 B2g によっ

て展開する．この時の展開係数をB2g とすれば， = B2gB2 g と記述できる．

ランダウ理論では，B2 gの代わりにB2gが B2g表現に従うとして取り扱えるため，

B2g
 = xy と選ぶことができる．このことは，Ba(Fe1xCox)2As2 の構造相転移の秩

序変数を電気四極子 Oxy  = Ov ’とできることを示している (Appendix A.5)．  

次に，相転移を記述する自由エネルギーを構築することで，電気四極子 Ov ’

を秩序変数とする構造相転移，および構造相転移に伴う弾性定数 C66 のソフト

化を記述する．ランダウの自由エネルギーF は秩序変数 Ov’と温度 T の関数であ

り，Ov ’と同じ既約表現に属する格子歪み xy と秩序変数の結合，および格子歪み

による弾性エネルギー項を加えることで以下のように記述できる．  

   20

66'

4

'

2

'00
2

1

4

1

2

1
xyxyvvv CgOOOTFF    (5.1.4) 

ここで，F0 は定数項，0 ,  は定数である．また，は歪み場がない場合に秩序

変数が自発的に生じる温度である．xy  = 0 のときの F の極小値を調べることで，

T   のとき Ov ’ = 0 であり，T   のとき Ov ’  0 となることが確認できる

(Appendix A.5)．ここで，g は四極子 -歪み結合定数，C66
0 は弾性定数のバックグ

ラウンドである．  

F は Ov ’と xy の関数であるが，歪み場がある場合に自発秩序が生じる温度を求

めるためには，ルジャンドル変換によって F を Ov ’の関数にする必要がある．変

換の条件は F/xy  = 0 であり，そこから得られる xy  = gOv ’/C66
0 を F に代入する

ことで，以下の結果が得られる．  

   4

'

2

'c00
4

1

2

1
vv OOTTFF    (5.1.5) 
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2

c
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g
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
   (5.1.6) 
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(5.1.6)式は，歪みを繰り込んだ場合の電気四極子 Ov ’の自発秩序が起こる温度と

なり， 2 次の構造相転移の温度に対応する．  

 他方，高対称相での弾性定数の理論式を導くためには，ルジャンドル変換に

よって F を xy の関数にする必要がある．変換の条件は F/Ov ’  = 0 であり，そこ

から得られる Ov ’ = gxy /0(T  )を F に代入して以下の結果が得られる．  

 
 

2c0
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
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
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























  (5.1.7) 

ここで，高対称相では Ov ’  << 1 であるとし，Ov ’
3 の項を無視した．弾性定数は F

を xy で 2 階微分することで，以下のように得られる．  

 




























T

TT
C

T
CC c0

66

0

6666 1  (5.1.8) 

ここで，g
2
/0C66

0
 = と置いた．このようにして得られた (5.1.8)式は，四極子感

受 率 に よ り 導 い た 弾 性 定 数 の 温 度 依 存 性 と 等 し く ， 鉄 ヒ 素 超 伝 導 体

Ba(Fe1xCox)2As2 の弾性ソフト化を説明できる．第二章の四極子感受率による C66

の記述と比較することで， g
2
/0C66

0
 = は Jahn-Teller エネルギー，は Weiss 温

度であることが確認できる．  

 以上から，鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 における構造相転移の秩序変数が

電気四極子 Ov ’であり，構造相転移点に向かっての弾性定数 C66 のソフト化を説

明することができた．  
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表 5.1-1. 空間群 D4h
1 7 の回転に関する対称操作と座標の変換 [56, 63]，および

Fe 原子の座標 r i の変換表  

対称操作  対称操作 [63]  操作後の座標  r1  r2  r3  r4  r5  r6  r7  r8  

E  1 (x ,  y ,  z)  1  2  3  4  5  6  7 8 

2
42 CC   2  (0  ,0  , z)  (-x ,  -y ,  z )  3  4  1  2  7  8  5 6 

4C  4+  (0 ,  0 ,  z)  (-y ,  x ,  z )  2  3  4  1  6  7  8 5 

1
4
C  4 -  (0 ,  0 ,  z )  (y ,  -x ,  z )  4  1  2  3  8  5  6 7 

y
C2  2  (0 ,  y ,  0)  (-x ,  y ,  -z )  5  8  7  6  1  4  3 2 

xC2  2  (x ,  0 ,  0)  (x ,  -y ,  -z )  7  6  5  8  3  2  1 4 

xC2  2  (x ,  x ,  0)  (y ,  x ,  -z )  8  7  6  5  4  3  2 1 

y
C2  2  (x ,  -x ,  0 )  (-y ,  -x ,  -z)  6  5  8  7  2  1  4 3 

I  1 (0 ,  0 ,  0 )  (-x ,  -y ,  -z)  7  8  5  6  3  4  1 2 

h  m  (x ,  y ,  0 )  (x ,  y ,  -z )  5  6  7  8  1  2  3 4 

4IC  4 +  (0 ,  0 ,  z ;  0 ,  0 ,  0)  (y ,  -x ,  -z )  8  5  6  7  4  1  2 3 

1
4
IC  4 -  (0 ,  0 ,  z ;  0 ,  0 ,  0)  (-y ,  x ,  -z )  6  7  8  5  2  3  4 1 

y
v  m  (x ,  0 ,  z )  (x ,  -y ,  z )  3  2  1  4  7  6  5 8 

x
v  m  (0 ,  y ,  z )  (-x ,  y ,  z )  1  4  3  2  5  8  7 6 

y
d

  m  (x ,  -x ,  z)  (-y ,  -x ,  z )  2  1  4  3  6  5  8 7 

x
d  m  (x ,  x ,  z )  (y ,  x ,  z)  4  3  2  1  8  7  6 5 
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表 5.1-2. 空間群 D4 h
1 7 の回転操作による変位 u i の x ,  y 成分の変換表  

D4 h
1 7  1x  2y  3x  4y  5x  6y  7x  8y  1y  2x  3y  4x  5y  6x  7y  8x  1z 2z 3z 4z 5z 6z 7z 8z 

E  1x  2y  3x  4y  5x  6y  7x  8y  1y  2x  3y  4x  5y  6x  7y  8x  1z 2z 3z 4z 5z 6z 7z 8z 
2C  -3x  -4y  -1x  -2y  -7x  -8y  -5x  -6y  -3y  -4x  -1y  -2x  -7y  -8x  -5y  -6x  3z 4z 1z 2z 7z 8z 5z 6z 
4C  2y  -3x  4y  -1x  6y  -7x  8y  -5x  -2x  3y  -4x  1y  -6x  7y  -8x  5y  2z 3z 4z 1z 6z 7z 8z 5z 

1
4
C  -4y  1x  -2y  3x  -8y  5x  -6y  7x  4x  -1y  2x  -3y  8x  -5y  6x  -7y  4z 1z 2z 3z 8z 5z 6z 7z 

y
C2  -5x  8y  -7x  6y  -1x  4y  -3x  2y  5y  -8x  7y  -6x  1y  -4x  3y  -2x  -5z -8z -7z -6z -1z -4z -3z -2z 

xC2  7x  -6y  5x  -8y  3x  -2y  1x  -4y  -7y  6x  -5y  8x  -3y  2x  -1y  4x  -7z -6z -5z -8z -3z -2z -1z -4z 

xC2  8y  7x  6y  5x  4y  3x  2y  1x  8x  7y  6x  5y  4x  3y  2x  1y  -8z -7z -6z -5z -4z -3z -2z -1z 

y
C2  -6y  -5x  -8y  -7x  -2y  -1x  -4y  -3x  -6x  -5y  -8x  -7y  -2x  -1y  -4x  -3y  -6z -5z -8z -7z -2z -1z -4z -3z 

I  -7x  -8y  -5x  -6y  -3x  -4y  -1x  -2y  -7y  -8x  -5y  -6x  -3y  -4x  -1y  -2x  -7z -8z -5z -6z -3z -4z -1z -2z 
h  5x  6y  7x  8y  1x  2y  3x  4y  5y  6x  7y  8x  1y  2x  3y  4x  -5z -6z -7z -8z -1z -2z -3z -4z 
4IC  -8y  5x  -6y  7x  -4y  1x  -2y  3x  8x  -5y  6x  -7y  4x  -1y  2x  -3y  -8z -5z -6z -7z -4z -1z -2z -3z 

1
4
IC  6y  -7x  8y  -5x  2y  -3x  4y  -1x  -6x  7y  -8x  5y  -2x  3y  -4x  1y  -6z -7z -8z -5z -2z -3z -4z -1z 

y
v  3x  -2y  1x  -4y  7x  -6y  5x  -8y  -3y  2x  -1y  4x  -7y  6x  -5y  8x  3z 2z 1z 4z 7z 6z 5z 8z 

x
v  -1x  4y  -3x  2y  -5x  8y  -7x  6y  1y  -4x  3y  -2x  5y  -8x  7y  -6x  1z 4z 3z 2z 5z 8z 7z 6z 

y
d

  -2y  -1x  -4y  -3x  -6y  -5x  -8y  -7x  -2x  -1y  -4x  -3y  -6x  -5y  -8x  -7y  2z 1z 4z 3z 6z 5z 8z 7z 

x
d  4y  3x  2y  1x  8y  7x  6y  5x  4x  3y  2x  1y  8x  7y  6x  5y  4z 3z 2z 1z 8z 7z 6z 5z 
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表 5.1-3. 空間群 D4h
17 における 24 個の変位 u i の指標表  

D4 h
1 7  E  C2  2C4  2C2 ’  2C2 ’’  I  2 IC 4  h  2 v  2d  

指標  24 0 0 0 0 0 0  0 4 0 

 

 

表 5.1-4. 空間群 D4h
17 における既約表現の指標表 [56] 

D4 h
1 7  E  C2  2C4  2C2 ’  2C2 ’’  I  2 IC 4  h  2 v  2d  基底関数  

A1 g  1  1  1  1  1  1  1 1 1  1 3z 2  -  r2  

A2 g  1  1  1  -1  -1  1  1 1 -1  -1  l z  

B1 g  1  1  -1  1  -1  1  -1  1  1  -1  x 2    y2  

B2 g  1  1  -1  -1  1  1  -1  1  -1  1  xy 

Eg  2  -2  0  0  0  2  0 -2  0  0 {yz ,  zx} 

A1 u  1  1  1  1  1  -1  -1  -1  -1  -1  xyz(x 2    y 2 )  

A2 u  1  1  1  -1  -1  -1  -1  -1  1  1 z  

B1 u  1  1  -1  1  -1  -1  1  -1  -1  1  xyz  

B2 u  1  1  -1  -1  1  -1  1  -1  1  -1  z(x 2    y 2 )  

Eu  2  -2  0  0  0  -2  0  2 0  0 {x ,  y} 

 

表 5.1-5 空間群 D2h
23 における既約表現の指標表 [56] 

D2 h
2 3  E  C2

z  C2
y  C2

x  I   z   x   y  基底関数  

Ag  1  1  1  1  1  1  1 1 3z 2    r2 ,  x 2    y 2  

B1 g  1  1  -1  -1  1  1  -1  -1  xy  

B2 g  1  1  1  -1  1  1  1 -1  zx  

B3 g  1  1  -1  1  1  1  -1  1  yz  

Au  1  1  1  1  -1  -1  -1  -1  xyz  

B1 u  1  1  -1  -1  -1  -1  1  1 z  

B2 u  1  1  1  -1  -1  -1  -1  1  y 

B3 u  1  1  -1  1  -1  -1  1  -1  x  
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5.2 四極子 -歪み相互作用によるバンドの分裂と構造相転移  
 

 ランダウ理論を用いることで，電気四極子 Ov ’を秩序変数とする強四極子秩序

が生じ，かつ自発歪み xy が生じることで構造相転移が説明できた．他方，ミク

ロな視点から構造相転移を理解するためには，縮退した y’z ,  zx’軌道の生成消滅

演算子を用いて四極子 -歪み相互作用を記述し，バンドの分裂を議論することが

重要である．  

(2.2.10)式と (2.2.11)式で挙げた y’z ,  zx’軌道の波動関数y ’z とzx ’を振幅，スピ

ン関数を v ,  y’z , zx’軌道の 3d 電子の生成消滅演算子を dy’z ,
†
,  dy’z , , dzx ’ ,

 †
, d zx ’ ,

 

と置く .このとき， 3d 電子の場  は以下のように記述できる [64]．  

   


  ,',' zxzy  (5.2.1) 

     vd zyzyzy r',','   (5.2.2) 

   
   vd zyzyzy r'

†

,','  (5.2.3) 

     vd zxzxzx r',','   (5.2.4) 

   
   vd zxzxzx r'

†

,','  (5.2.5) 

ここで，  =  ,  とした．四極子 -歪み相互作用 HQS  = gOを生成消滅演算子

で記述するには，HQS を (5.5.2)式から (5.2.5)式で記述した場で挟み積分すればよ

い．電気四極子 Ov ’と空間的に一様な歪み xy による HQS は以下のように記述で

きる．  

      



  xyzxzxzyzyxyv ddddgrgOdH
†

,',','

†

,'

2

'QS
7

3
r  (5.2.6) 

ここで， (2.3.9)式の行列 Ov ’を用いた． y’z,  zx’を占有するスピンの電子数密度

演算子を ny ’z ,  = dy ’z ,
†
dy ’z ,,  nzx ’ ,  = dzx ’ ,

 †
dzx ’ ,と置けば，電気四極子 Ov ’は電子の

軌道占有数の差として以下のように記述きる．  

       ,','

†

,',','

†

,'21,' , zxzyzxzxzyzyv nnddddO rr  (5.2.7) 

以上の結果は，歪み xy によって縮退した y’z と zx’軌道を占有する電子数に差が
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つき，Ov ’の最大値 1 のとき y’z と zx’に 2G のエネルギーギャップが生じること

を示している．また，G のエネルギー利得が生じる．  

四極子 -歪み相互作用によるバンドの分裂を議論するためには，3d 電子の場と

歪み xy をフーリエ変換し波数表示にすればよい．横波フォノンの生成消滅演算

子 a
†
(q)と a(q)を用ると， xy は下のように記述する (Appendix A.6)．  

 
 

        

 
        











k

krkkrk

k

krkkrk

kk
k

kk
k

tii

x

tii

xy

x

tii

y

tii

yx

y

xy

xx

yy

eeaeeak
V

i

eeaeeak
V

i










†

M

†

M

22

22





 (5.2.8) 

ここで，M は質量密度，V は結晶の体積，x(q)とy(q)はそれぞれ x 軸と y 軸方

向に振動する横波フォノンの振動数である． d l ,のフーリエ変換  

   
k

rk
k

i

ll edd  ,,  (5.2.9) 

と (5.2.8)式，および (5.2.9)式から，四極子 -歪み相互作用ハミルトニアンは以下

のように記述できる (Appendix A.7)．  

    qqk
qk

xyvOGH 



,

,'QS ,  (5.2.10) 

ここで， l ,  l’  = y’z , zx’ , G = 3 g<r
2
>/7 とおいた．また， k’  = k    q とし，電子と

フォノンの散乱の前後で運動量が保存するとした．Ov ’ ,(k , q)は波数表示の電気

四極子演算子であり，以下のように記述できる．  

 
         

   qkqk

kqkkqkqk

,,

,

,','

,'

†

,','

†

,','





zxzy

zxzxzyzyv

nn

ddddO




 (5.2.11) 

ここで，電子数密度演算子を ny ’z ,  (k,  q) = dy ’z ,
†
(k+q)dy ’z ,(k), n zx ’ ,  (k,q)= 

dzx ’ ,
†
(k+q)d zx ’ ,(k,q)とした．また， xy(q)は以下のように記述できる．  

 

 
 

        

 
        ti

x

ti

xy

x

ti

y

ti

yx

y

xy

xx

yy

eaeaq
V

i

eaeaq
V

i

qq

qq

qq
q

qq
q

q


















†

M

†

M

22

1

22

1





 (5.2.12) 

図 5.2-1 に，ここまでで議論した四極子 -歪み相互作用による縮退バンドの分
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裂の模式図を示す．また，図 5.2-2 に，歪み xy のフォノンと電子の散乱のダイ

ヤグラムを示す [65]．左図は軌道 l ,  スピンの電子がフォノンを吸収し運動量が

増加する過程，右図は電子がフォノンを放出し運動量が減少する過程を表す．  

超音波の波長は 10
6

 m 程度であるから，超音波による歪みは q→ 0 の長波長

である．よって鉄ヒ素超伝導体では，超音波は波数 k での縮退した y’z ,  zx’バン

ドを分裂させる摂動として働き，応答が C66 の弾性ソフト化として観測できる

ことが分かった．また，Ov’の強四極子秩序によって軌道占有数に差が生じる場

合は，バンドが分裂し空間的に一様な自発歪み xy(q0)が生じることが分かった． 

第一章で述べたように，鉄ヒ素超伝導体での ARPES などの実験により，構造

相転移に伴う y’z と zx’のバンド分裂が観測されている [48, 49]．(5.2.10)式で得ら

れた結果は，バンド分裂が四極子 -歪み相互作用によって理解できることを示し

ている．また，近年議論されている電子ネマティック相について [67]，秩序変数

 

図 5.2-1. (5.2.10)式の四極子 -歪み相互作用 HQS による縮退バンド y’z ,  zx’の

分裂．  

 

 
 

図 5.2-2. HQS による電子と横波フォノンの散乱図 [65]．  
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と考えられている電子ネマティック演算子は [46, 67]，(5.2.11)式で記述した電気

四極子そのものである．  

 

 

 

5.3 四極子 -歪み相互作用を介した四極子間相互作用  
 

 鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 では，構造相転移点に向かっての弾性定数

C66 の巨大ソフト化に加えて，緩和時間が発散的に増大する臨界減速を示す．こ

のような有限温度に向かっての感受率の発散は，前節で導出した四極子 -歪み相

互作用だけでは理解できず，四極子間相互作用による相関の発達が必要である．

ここでは，カノニカル変換を用い，四極子 -歪み相互作用 HQS を介して電子間に

相互作用が働く過程を考慮することで，四極子間相互作用を記述する．詳細な

計算は第六章と Appendix A.14 で述べるので，ここでは散乱のダイヤグラムと条

件設定，および結果のみを述べる．  

カノニカル変換について，電子の運動エネルギー項 HK とフォノンのエネルギ

ー項 Hp h の和を H0 とし，H0 に対する摂動として HQS を取り扱う．HK と Hp h は以

下のように記述できる．  

        


 
l

lll ddH
k

kkk ,

†

,,K
 (5.3.1) 

            



























q

qqqqqq
2

1

2

1 ††

ph yyyxxx aaaaH    (5.3.2) 

ここで， l  = y’z,  zx’,    = ,  とした．  l ,(k)は，化学ポテンシャルを基準にした

場合の，軌道 l , スピンの電子の運動エネルギーである．図 5.3-1 に，H0 に対

する摂動として HQ S が働くときの電子間の散乱を表すダイヤグラムを示す．こ

の過程では，一方の電子がフォノンを吸収（放出）しもう一方の電子がフォノ

ンを放出（吸収）する場合を考慮する．例として，過程 i = 1 の場合の始状態，

中間状態，終状態，およびその時のエネルギーを述べる．1 つ目は，波数 k，ス

ピンの電子が横波フォノンと相互作用し，次に k’，’の電子と相互作用する過

程が考えられる．電子歪み場 xy(q)は qxay と qyax の線形結合で記述できるから，

中間状態 |P1
(1 )

> は |P1
(1)

> = |p1
(1y )

> + |p1
(1x )

>と記述できる．ここで，qxay による中

間状態を  |p1
(1 y )

>， qyax による中間状態を |p1
(1x )

>とおいた． |p1
(1y )

>と |p1
(1 x )

>は混

ざり合わないとすれば |p1
(1y )

><|p1
(1x )

| = |p1
(1x )

><|p1
(1y )

| = 0 が成り立つため，各中

間状態を独立に取扱うことができ，最後に各過程についての相互作用を足し合

わせればよい． |p1
(1 )

> ( = x ,  y)の過程について，始，中，終状態とその時のエ

ネルギーは以下のように記述できる [66]．  
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始： |i1>  = |y ’z ,(k), y ’z , ’(k’); 0> 

  i1  = y ’z ,(k) + y’z , ’(k’) 

中： |p1
(1 )

> = |y ’z ,(kq), y’z , ’(k’); 1> 

 p i1 (1 )  = y ’z ,(kq) + y ’z , ’(k’) +  (q) 

終： |f1> = |y ’z ,(kq), y’z , ’(k’+q); 0> 

  i1   = y ’z ,(kq) + y ’z , ’(k’+q) 

 

i = 1 と同様に， i  = 2, 3, 4 について始，中，終状態を記述し，以下に示すエネル

ギーの計算を行えばよい  (Appendix A.8, A.9)．  




















i p

ii

pf

ii

pi

ii

iiii

i iiii

iHp
pHfiHp

pHfiHf QS

QSQS

QS

2

ind
2 


 (5.3.3) 

ここでは摂動の係数であり，以下の議論では 1 とする． (5.3.3)式から得たエネ

ルギーに，始状態と終状態に対応する生成消滅演算子を掛けることで，四極子 -

歪み相互作用を媒介とした電子間相互作用 H ind
QQ が以下のように記述できる．  

 

図 5.3-1 電子間相互作用の散乱を示すダイヤグラム  
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 (5.3.4) 

ここで，係数部分 D l ,
QQ

(k ,  q) (l  = y’z , zx’)を以下のように置いた．  
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ここで，ey と ex は単位ベクトルの大きさである．(5.3.4)式の右辺第一項は i  =1, 第

二項と第三項は i  = 2 と 3，第四項は i =4 の過程の散乱を記述する．

Ba(Fe1xCox)2As2 のフェルミ面は円形であり，かつ正方晶相では y’z と zx’バンド

が縮退していることから，バンド電子のエネルギーは y ’z ,(k) = zx ’ ,(k)を満たす．

よって， (5.3.5)式は Dy ’z ,
QQ

(k,  q) = Dzx ’ ,
QQ

(k ,  q) = D
QQ

(k,  q)とできる．よって，

(5.2.11)式で示した波数表示の電気四極子演算子を用いれば， (5.3.4)式が以下の

ように記述できる．  

       
', ,',

',','

QQQQ

ind ,',,




qkk

qkqkqk vv OODH  (5.3.6) 

これは，波数表示の四極子間相互作用である．  

四極子間相互作用 (5.3.6)式について，強的，反強的な相互作用のどちらがエ

ネルギー利得を生むのかは， (5.3.5)式の分数部分の分母の符号を議論すればよ

い．正方晶における歪み場 xy の場合，フォノンの振動数はx  = y であるから，

|y ’z ,(k)   zx ’ ,(kq)| >  x であれば D
QQ

(k,  q) > 0 となる．このとき，Ov ’ ,(k ,  q) 

= dy ’z ,
†
(kq)dy ’z ,(k)  + dzx ’ ,

†
(kq)dzx ’ ,(k)と記述できるから， Ov ’ ,(k , q)と

Ov ’ ,(k’,  q)の符号が異なれば H ind
QQ の符号が負となり，反強的な電気四極子間相

互作用がエネルギー利得を生じる．一方， |y ’z ,(k)   zx ’ ,(kq) | <  x のときは

D
QQ

(k,  q) < 0 となるため，Ov ’ ,(k,  q)と Ov ’ ,(k’,  q)の符号を等しくすると H in d
QQ

の符号が負となり，強的な電気四極子間相互作用がエネルギー利得を生じる．

D
QQ

(k,  q) < 0 のとき，H ind
QQ は強磁性 Ising モデルと同様の構造を持つため，臨

界現象を伴う強四極子秩序を記述できる．ここで議論した H ind
QQ は歪み場を介

した四極子間相互作用であるが，これ以外に，サイト i と j に位置する電子間の

クーロンポテンシャルを起源とした HQQ
i j も存在する (Appendix A.11)．そのため，
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四極子感受率によって決定した Weiss 温度の符号から強的・反強的の議論をす

る場合は，注意が必要である．  

D
QQ

(k,  q)は波数 k と q の関数であるから，符号が変化するときの波数，およ

び電子の運動エネルギーを決定できる．電子のエネルギーと横波フォノンの振

動数は，以下の式で記述できる．  

    
e

zxzy
m

k

2

22

,','


 kk    (5.3.7) 

     qvyx 66 qq   (5.3.8) 

ここで，me は電子の質量， v66  = (C66/)
0.5 は弾性定数 C6 6 モードの横波超音波の

音速である．正方晶相では，横波フォノンの振動数についてy(q) = x(q) = (q)

が成り立つから， y ’z ,(k) = zx ’ ,(k)と合わせて，D
QQ

(k ,  q)について以下の結果

が得られる．  
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  (5.3.9) 

ここで，Ba(Fe1xCox)2As2 の構造相転移や弾性ソフト化の観点から，低エネルギ

ー領域のフォノンを議論するために q0 の極限を取った．よって，D(k ,  q→ 0)

の符号が反転する電子の境界波数 kb は，以下のように記述できる．  

 


66

b

vm
k e  (5.3.10) 

この結果は，強的な四極子間相互作用に，速度が音速 v6 6 以下に低下した電子が

寄与することを示している．図 5.3-2 に，電子のエネルギーとフォノンのエネル

ギーの関係図を示す．境界波数 kb は， (5.3.7)式で記述される電子のエネルギー

(k)とフォノンのエネルギー  v66k が等しくなる波数として理解できる．また，

kb 以下の波数領域で電子の速度がフォノンの速度 v6 6 よりも小さくなる．境界の

電子のエネルギー b  = (kb)は，(5.3.10)式を (5.3.7)式に代入することで得られる．

表 5.3-1 に，電子の質量 me  = 9.109×10
31

 kg, ディラック定数   = 1.055×10
34

 J s 
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[52]，超音波吸収係数が増大し始める温度での音速，転移温度での音速を用いて

計算した kb [m
1

], b  [K], および b  [GHz]を示す．ここで，エネルギーと周波数

の換算係数 4.798×10
2

 K/GHz を用いた．  

x = 0.07 では，T = 100 K で約 2.2 GHz であった境界の電子のエネルギーが，

Ts = 65 K で約 0.4 GHz と大きく減少する．この結果は，電気四極子 Ov ’をもち，

フェルミエネルギー近傍に位置する，低エネルギーの電子が強四極子秩序に寄

与することを示している．また，数 GHz のエネルギースケールは緩和時間の解

析から決定した 0
H

,  および 0
L と同程度である．これは，四極子感受率による

C66 のソフト化の解析から決定した，  = 47 K の強的な四極子間相互作用と一致

する結果である．  

x  = 0.1 では，T  = 80 K で約 2.7 GHz であった境界のエネルギーが， TSC  = 23 K

では約 2.1 GHz となる．一方で，実験から得た 0
H と 0

L はともに 10
11

 s のオー

ダーであり， b と比較して 1 桁程度エネルギーが低い．この結果は，H ind
QQ に

由来した四極子間相互作用が反強的になっているか，強的ではあるがクーロン

ポテンシャル起源の反強的な四極子間相互作用と比較して支配的となっていな

いか， x  = 0.1 の超音波吸収が Ov ’でない自由度に由来することを示唆している． 

 

図 5.3-2 電子とフォノンのエネルギーと境界波数 kb の関係図  

 

 

表 5.3-1. Ba(Fe1xCox)2As2 の C66 から決定した kb と b  = (kb) 

 x  = 0.07 

(T  = 100 K) 

x  = 0.07 

(T  = 65 K) 

x  = 0.1 

(T  = 80 K) 

x  = 0.1 

(T  = 23 K) 

C66  (J/m
3
) 2.059×10

10
 0.3874×10

10
 2.524×10

10
 1.983×10

10
 

v66  (m/s) 1780 772.3 1780 1746 

kb  (m
1

)  1.538×10
7
 0.6660×10

7
 1.701×10

7
 1.508×10

7
 

b  (K) 0.1046 0.01968 0.1280 0.1006 

b  (GHz) 2.179 0.410 2.667 2.096 

 



96 

 

以上から，Ba(Fe1xCox)2As2 のアンダードープ領域では，フォノンによる歪み

場 xy を介した Ov’の四極子間相互作用 H ind
QQ が強四極子秩序をもたらすことが

分かった．よって，強四極子秩序を説明するハミルトニアンは以下のように記

述できる．  

      
', ',

',','

QQ

, 0,'0,0,




kk

kkk vvl OODH  (5.3.11) 

これは Ising 型のハミルトニアンと等しく，平均場近似の範囲内でランダウの自

由エネルギー (5.1.5)式を導くことができる．  

 

 

 

5.4 強四極子秩序と臨界現象  
  

ここでは，Ba(Fe0 .93Co0.07)2As2 の構造相転移点での緩和時間の増大を記述する

ため，(5.3.11)式で記述される強四極子秩序に伴い臨界減速が起こることを示す． 

 歪みを繰り込んだ自由エネルギー (5.1.5)式では，電気四極子 Ov ’の時間依存性

や空間依存性は考えなかった．一方，相転移の臨界現象では相互作用の働く距

離や揺らぎを記述するため，時間依存性と空間依存性を考えなくてはならない．

ある時刻 t で，ある位置 r 周りでの局所的な電気四極子の値を Ov ’(r ,t)とおくと，

自由エネルギーF は以下のように拡張できる．  

         









2

'

4

'

2

's0 ,,
4

1
,

2

1
tObtOtOTTdF vvv rrrr   (5.4.1) 

ここで，0 ,   ,  b は正の定数である．また，T s は構造相転移温度である．被積分

関数の第三項目は電気四極子の分布の滑らかさを表す量であり，Ov ’が場所によ

らず一定の値をもつとき F が最少となる．(5.4.1)式を用いて空間の相関関数 G(r)

を求めれば，相関距離の温度依存性を記述できる．相転移温点 Tc よりも高い温

度領域において，G(r)は (5.4.1)式から以下のように求めることができる．  

      
 



rd

vv erOOG




 2

1

'' 0rr  (5.4.2) 

ここで， d は系の次元， は相関距離である．G(r)は電気四極子の静的性質を記

述する関数であるため，時間 t を省略した． (5.4.2)式は Ornstein-Zernike 型の相

関関数であり，四極子間の相互作用が働く距離が 程度であることを表している

[59, 68]． は，換算温度  = |TT s |/T s を用いて以下のように記述できる．  
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


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TT

T
T  (5.4.3) 

相関距離の臨界指数  は    で定義され， (5.4.4)式の場合は   = 1/2 である．

この結果はランダウの自由エネルギーF から得られた帰結であり，秩序変数の

内容によらないため，相転移を記述するハミルトニアンを調べる 1 つの指標と

ある．  は T→T s で無限大に増大するため，四極子間相互作用が働く距離も無

限に長くなることを示している．  

 相転移点近傍では，相関距離に加えて，非平衡状態の電気四極子の動的性質

も異常な振る舞いを示す．以下では，平衡状態からわずかに非平衡状態となっ

た時に，Ov ’の平均値がどのような時間依存性を示すかを考える．局所的な電気

四極子 Ov ’(r,  t)の時間変化を，時間に依存したギンツブルグ -ランダウ方程式

（TDGL 方程式）を用いて考える．TDGL 方程式は，以下のように記述できる． 

    
 

 t
t'O

F
''ΓdtO

t v

v ,
,

,
'

' r
r

rrrr 








  (5.4.4) 

ここで，(rr’)は位置 r と位置 r’の電気四極子の間に生じる抵抗力， (r ,  t)

は時刻 t に位置 r の電気四極子が受けるランダムな力である．(5.4.4)式を汎関

数微分し，Ov ’(r ,t)，(rr’)，(r,  t)の空間に関するフーリエ変換を考えること

で，以下の方程式が得られる．  

           ttObqTTtO
t

vv ,,, '

2

s0' qqqq  



 (5.4.5) 

平均を取ることでランダムな力 (q ,  t)はゼロとなるから，(5.4.5)式は線形化微

分方程式となり，Ov’の平均値<Ov ’>についての時間依存性が以下のように得ら

れる (Appendix A.10)．  

        tΓbqTTtOv qq
2

s0' exp,    (5.4.6) 

(5.4.6)式は，非平衡状態にある Ov ’が平衡状態へ向かうまでの時間変化を表し

ており，揺らぎの減衰を特徴づける緩和時間  が以下のように記述できる．  

  
    q

q
Γ'bqTT

T
2

s0

1
,





  (5.4.7) 

これは ，四極子感受率の虚部となる． 空間的に一様な歪み xy が生じる

Ba(Fe1xCox)2As2 の構造相転移や超音波測定では，電気四極子の揺らぎは長波長
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成分が重要となるから， (5.4.7)式で q→0 の極限を取ったものが求める四極子感

受率の虚部の温度依存性であり，以下のように記述できる．  

  
   0

1

s0 Γ'TT
T





  (5.4.8) 

よって，相転移点近傍では緩和時間   が構造相転移点 T s に向かって (TT s)
1 で

発散し，揺らぎが非常に大きくなる臨界減速が起こる． を相関距離 で記述す

ると    2 が得られ，相関距離の発達により緩和時間が増大することが導かれる．

この時の指数が動的臨界指数 z であり，ランダウの自由エネルギーを用いた議

論では z  = 2 が得られる．よって，ランダウ理論を適用した場合の臨界指数とし

て z  = 1 が得られ，Ba(Fe0.93Co0.0 7)2As2 の構造相転移での臨界指数に一致する． 

以上から，Ba(Fe0.93Co0.07)2As2 の構造相転移点 T s に向かっての弾性定数の発

散的なソフト化，および緩和時間  の発散的な増大が，(5.3.11)式で示した Ising

ハミルトニアンで記述される強四極子秩序に伴う電気四極子揺らぎの臨界減速

であることが導けた．一方で，このモデルでは x  = 0.1 の超伝導転移点 TSC で跳

ね返る C66 のソフト化と TSC に向かって顕著に増大する超音波吸収係数が説明で

きない．そのため，横波超音波が誘起する回転xy と，縮退軌道がもつ SU(2)自

由度の中の軌道角運動量演算子 l z の結合による波動関数の位相変調，および電

子間相互作用に対する回転効果の寄与を検証する必要がある．  
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第六章  十六極子-回転結合と超伝導  
 
6.1 2 電子状態と 3d 電子間相互作用  
 

 鉄ヒ素超伝導体 Ba(Fe1xCox)2As2 では，正方対称結晶場により y’z と zx’軌道が

縮退し電気四極子 Ov ’の自由度を持つため，構造相転移や弾性ソフト化が生じる

ことが分かった．このことは， y’z と zx’軌道に 1 つの電子が占有された描像で

説明できる．他方，第四章で示した x  = 0.1 の超伝導転移に向かって発散的に増

大する超音波吸収は電気四極子揺らぎでは説明できず，超音波による回転 xy の

寄与が示唆される．第二章で示したように，超音波の回転は結晶場ハミルトニ

アンを不変に保つため，超音波吸収係数の発散的増大への回転の寄与は説明で

きない．ここでは，回転が電子間相互作用を変調させることを検証するため，

異なるサイト i と j に位置し， y’z ,  zx’軌道を占有する電子間に働く四極子 -四極

子相互作用について議論する．  

 2 つの電子からなる波動関数を構築する場合，パウリの排他律のため，軌道，

およびスピンはスレーター行列を満たすように選ばなくてはならない．ここで

は縮退した軌道 y’z ,  zx’軌道のみを取り扱うので， 2 電子状態の波動関数の軌道

部分はy ’z とzx ’から 2 つを選び掛け合わせることで求められる．鉄ヒ素超伝導

体の s 波の超伝導を考慮し，2 電子状態の波動関数は S  = 0 のスピン一重項を選

ぶ．よって， 2 電子状態の波動関数は以下のように記述できる．  

                    jijijzxizxjzyizyji rrrrrrrrrr  
2

1

2

1
, ''''1  (6.1.1) 

                    jijijzxizxjzyizyji rrrrrrrrrr  
2

1

2

1
, ''''2  (6.1.2) 

                    jijijzyizxjzxizyji rrrrrrrrrr  
2

1

2

1
, ''''3  (6.1.3) 

ここで， r i と r j はサイト i とサイト j に位置する 2 つの 3d 電子の位置座標であ

る．また，スピン関数を,  とし，それぞれアップスピンとダウンスピンの

関数であるとした．これら波動関数1 , 2 , 3 の軌道部分は，それぞれ点群 D2d

の既約表現 A1,  B1,  B2 に属する．  

次に，2 電子状態の波動関数n  (n  = 1, 2, 3)を用いて，クーロン相互作用によ

る電子間相互作用を考える．3d 電子間相互作用 H in t
i j は以下のように記述できる． 
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 (6.1.4) 

ここで，n(r i,  r j)は 2 電子状態の場の演算子である． l i,  は，第五章の (5.2.2)

式から (5.2.5)式で示した 1 つの 3d 電子の場の演算子であり，3d 電子の生成消滅

演算子 d l i,
†
 , d l i ,  (l i  = y’z ,  zx’ ,   =  , )と，軌道部分の波動関数 l i，スピン関数

v を用いて l i ,   = d l i, l i と記述できる．ここで，生成消滅演算子 d l i ,
†と d l i,  は，

フェルミ粒子の反交換関係 d i , l ,
†
(k)d j , l ’ , ’(k’)+d j , l ’ , ’(k’)d i , l ,

†
(k) =  i , j l , l ’k ,k ’ ’を

満たす．  

縮退した y’z ,  zx’軌道が SU(2)自由度を持つことに着目すると，クーロンポテ

ンシャルを多極子展開すればよい．このとき，多極子展開で有効となる項は，

(2.3.6)式から (2.3.9)式で定義した電気四極子を用いると以下のようになる．  

             jyxiyxjvivjuiu

ij OOOOOOreH rrrrrr ''''''quad

2

QQ   (6.1.5) 

ここで，単極子項は系のエネルギーの基準点を変えるだけであるので省略した．

また， rqu ad  = (r i
5

 + r j
5

)/2 は動径部分である． (6.1.1)式から (6.1.3)式の 2 電子状

態の波動関数1,  2 , 3 は， (6.1.5)式の四極子間相互作用を対角化する． (6.1.5)

式を生成消滅演算子 d l i ,
†と d l i,  を用いて第二量子化すると，以下のように記述

できる (Appendix A.11)．  

 















j

yx

i

yx

j

v

i

v

j

u

i

u

ijij OOOOOOJH ,'','',',',,CQQ
3

1
 (6.1.6) 

ここで， JC
i j

 = 3e
2
Rquad

i j
/49 はクーロンポテンシャルに由来する四極子間相互作

用の大きさである．また，Ou,
i
, Ox ’y’ ,

i
,  Ov ’ ,

i は d l i,
†と d l i ,  を用いて以下のよう

に記述できる．  

  ,',

†

,',,',

†

,',, zxizxizyizyi

i

u ddddO   (6.1.7) 

  ,',

†

,',,',

†

,',,'' zyizxizxizyi

i

yx ddddO   (6.1.8) 

  ,',

†

,',,',

†

,',,' zxizxizyizyi

i

v ddddO   (6.1.9) 

クーロンポテンシャル起源の四極子間相互作用 (6.1.6)式は，Ov ’ ,
i  

Ov ’ ,
j と

Ox ’y ’ ,
i  

Ox ’y ’ ,
j の係数が等しい等方的 XZ モデルとなっている．一方で，アンダ
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ードープ領域の鉄ヒ素超伝導体は Ov ’の強四極子秩序を示し，系を記述するハミ

ルトニアンは Ov ’ ,
i  
Ov ’ ,

j の相互作用が支配的な Ising モデルである．そのため，

電子間に直接働くクーロン相互作用に加えて， (6.1.4)式に示した四極子 -歪み相

互作用 HQS  = gOv ’xy を介した四極子間相互作用 H ind
QQ の寄与が存在する．また，

Fe の 3d 電子と，Fe に配位する As の p 軌道とのクーロン相互作用の重要性も指

摘されており [40]，電子間相互作用の異方性が鉄ヒ素超伝導体では重要となる．

そこで (6.1.6)式を拡張し，以下に記述する異方性を取り入れた四極子間相互作

用のハミルトニアンを考える．  

  





  j

yx

i

yx

j

v

i

vij

ij OOOOJH ,'','',','QQ  (6.1.10) 

ここで， J i j は JC
i j や Dなどの和であり，あらゆる四極子間相互作用を考慮した

相互作用の大きさである．これは，弾性定数 C66 の四極子感受率による解析か

ら得られる四極子間相互作用の大きさに対応する． は異方性パラメーターで

あり， 0       1 とすることで Ising モデルと XZ モデルのクロスオーバーが議論

できる．HQQ
i j を対角化する波動関数は，(6.1.1)式から (6.1.3)式で示した1 ,  2, 3

である．  = 1 のときは2 と3 が偶然縮退し，0 <  < 1 のときは 3 つの 2 電子状

態エネルギーは分裂する．  = 0 のときは，1 と2 が偶然縮退する (Appendix A.11)． 

 

 

 

6.2 電子間相互作用に対する回転効果  

 

 ここでは， (6.1.10)式で示した四極子間相互作用に対する回転を考えることで，

横波超音波による回転と結合する新しい量子状態を調べる．  

 横波超音波や熱振動によるフォノンは結晶格子の回転xy を誘起し，波動関数

(r i)(r j)に位相変化 e
 i l z (r i )xy

e
 i l z (r j )xy(r i ,r j)が生じる．ここで， lz(r i)は座標 r i

の軌道角運動量演算子である．回転x y は微小量であるから，exp.をxy の 2 次ま

での範囲でテーラー展開することで，任意のハミルトニアン H に対する回転効

果が以下のように記述できる (Appendix A.9)．  

                 2

rot ,,
2

1
, xyjzizjzizxyjziz

ij HllllHlliH  rrrrrr   (6.2.1)  

被回転のハミルトニアン H として (6.1.10)式の HQQ
i j を採用する場合には，(6.2.1)

式を計算するときにパウリ行列の交換関係 [l z ,
i
, Ou,

i
] = 0, [ l z ,

i
,  Ov’ ,

i
] = 2iOx ’y ’ ,

i
, 

[lz ,
i
,  Ox ’y ’ ,

i
] = 2iOv’ ,

i を用いればよい (Appendix A.11)．第二量子化した軌道角

運動量 l z ,
i は，d l i ,

†と d l i ,を用いて以下のように記述できる．  

   ,',

†

,',,',

†

,',, zxizxizyizyi

i

z ddddil   (6.2.2) 
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よって，(6.1.10)式の四極子間相互作用に対する回転効果 H rot
i j が以下のように導

出できる．  
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v
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vij
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j

yx
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v

j

v
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yxij

ij

OOOOJ

OOOOJH

  (6.2.3) 

電気四極子 Ou は z 軸周りに円対称であるため，xy についての回転効果に寄与

しない．回転xy は点群 D2 d の下では A2  (2)対称性に属するため，結合する自由

度も A2  (2)対称性に限られる．実際に，(6.2.3)式の Ox’y’ ,
i  
Ov ’ ,

j と Ov ’ ,
i   

Ox ’y ’ ,
j

はそれぞれ A2 対称性に属する．また，xy
2 は全対称であり，結合する自由度も

元の四極子間相互作用に登場した全対称の Ov ’ ,
i  

Ov ’ ,
j と Ox ’y ’ ,

i  
Ox ’y ’ ,

j になる．

よって， (6.2.3)式は全対称のハミルトニアンである．回転xy は無次元量である

ため，H ro t はエネルギーの次元をもつことが確認できる．(6.2.3)式において，xy

の 1 次の項に着目すれば，結合する項は 2 座標で記述される電気十六極子と回

転の結合として理解できる．よって，電気十六極子を以下のように定義する．  

    j

yx

i

v

j

v

i

yxjiz OOOOH 


,'',',',''2, rr  (6.2.4) 

ここで，十六極子の表記法として局在 4f 電子系で使用される Hz
を用いた．  

次に， (6.2.3)式の回転効果のハミルトニアン H ro t
i j を行列表示する．十六極子

は A2 対称性に属するから， l z を対角化する波動関数とその生成消滅演算子を用

いて H rot
i j を記述する方が都合がよい． l z を対角化する波動関数は，第二章で定

義した複素関数2 ,1(r i) = ( i ,   i)であり， (r i)に対する生成消滅演算子を

l i ,m,
†
, l i ,m ,  (m  =  ,   =  , )とする．四極子間相互作用 (6.1.5)式を l i ,m ,

†と l i ,m,

を用いて記述し (Appendix A.11)，回転効果を考えると (6.2.3)式を導出できる．こ

のとき，Ou,
i
,  Ov’ ,

i
,  Ox ’y ’ ,

i
,  l z ,

i
,  は l i ,m,

†と l i ,m,を用いて以下のように記述でき

る．  

   ,,

†

,,,,

†

,,,   iiii

i

u llllO  (6.2.5) 

   ,,

†

,,,,

†

,,,'   iiii

i

v llllO  (6.2.6) 

   ,,

†

,,,,

†

,,,''   iiii

i

yx lllliO  (6.2.7) 

   ,,

†

,,,,

†

,,,   iiii

i

z lllll  (6.2.8) 

(6.2.6)式と (6.2.7)式を用いると，H rot
i j は以下のように記述できる．  
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(6.2.9)式で行列要素をもつ部分をユニタリ変換し対角化することで，回転効果

によって分裂する電子状態を記述できる． (6.2.9)式について，以下の行列につ

いてのユニタリ変換を考える．  
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
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
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02

20
2

2

xyxy
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
A  (6.2.10) 

A についての固有値方程式を解き固有値を求める．この時，固有ベクトル x  = (x1 ,  

x2)と単位行列 I を用いて固有値方程式 |IA | = 0 を解くと  = (xy
2
 + 4xy

4
)

0.5 が

得られ，さらにxy
2 までの範囲でテーラー展開すると  = xy が求まる．これは

(6.2.10)式でxy
2 の項を無視し対角化した結果と等しい．よって，回転効果のハ

ミルトニアンとしては H rot
i j

 = J i j(1)Hz

(r i,  r j)xy を考えれば十分であり，H rot

i j

は改めて以下のように記述できる．  
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 (6.2.11) 

もし異方性パラメーター が   = 1 であれば E ro t
i j

 = 0 であり，回転効果は生じない．

これは相互作用の等方性による帰結である (Appendix A.12)．一方で，     1 であ

れば H rot
i j

   0 となるため，回転効果によるエネルギー変化が生じる．ただし，  

 1 のときは2 と3 で記述される 2 電子状態の縮退も解けるため，H ro t
i j による

エネルギー利得を稼ぐためには四極子間相互作用が等方的からわずかに異方的

になっていることが重要である．  

2 電子状態が十六極子 Hz
の自由度を持たない場合はxy

2 の項が最低次となる

から，エネルギー分裂が生じる可能性がある．1 ,  2,  2 の状態に対し，xy
2 の

項は波動関数を保ったままエネルギーのみを分裂させる効果として作用する．  

(6.2.11)式は，ユニタリ行列 U を用いて以下のように対角化できる．  
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 (6.2.12) 

ここで，U
†
U = 1 となることを用いた．ユニタリ行列 U と H rot

i j を対角化する生

成消滅演算子 B ,
i j は以下のように記述できる．  
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(6.2.12)式は，B+
i j と B

i j で記述される 2 電子状態のエネルギーが，回転効果 H r ot
i j

によって分裂することを示している． (6.2.12)式から，H rot
i j は十六極子 Hz

を用

いて以下のように記述できる．  

    





  xyjizij

ij HJH rr ,12rot  (6.2.15) 

ここで，十六極子は生成消滅演算子  B
i j†と B

i j を用いて以下のように記述でき

る．  

    ijijijij

jiz BBBBH  
††

2,rr


 (6.2.16) 

m  = と置けば，Bm
ij†

Bm
ij は状態 m の数密度演算子となる．この結果は，xy によ

って 2 電子状態+との占有数の差が生じることで，電気十六極子が有限の値を

持つことを示している．これは，生成消滅演算子を用いた四極子 -歪み相互作用

と同様の構造であり (Appendix A7)，1 電子系での四極子 -歪み相互作用による縮

退した電子準位の分裂と対応付けることができる．このとき，B+
i j

,  B
i j で記述さ

れる電子状態の波動関数は，それぞれ以下のように記述できる．  
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 (6.2.18) 

+とは r i の電子と r j の電子間の位相が3/4 ずれた波動関数である．これは，

(6.1.1)式から (6.1.3)式を ( i ,  i)を用いて記述した波動関数には見られない特

徴である (Appendix A.11)．  

図 6.2-1 に，回転効果による縮退した 2 電子状態の分裂図を示す．摂動として

超音波による回転xy が系に加わると， 2 電子状態+とがもつ十六極子 Hz
が

xy と結合し，+と間に 8J i j(1)のエネルギーギャップが生じる．四極子感受

率のよる C6 6 の解析で決定した四極子間相互作用 J i j =   = 47 K を用い，Hz
の

最大値 2 を用いると，ギャップの大きさは 376(1) [K]と記述できる．例として

 = 0.94 のときのギャップの大きさを計算すると約 23 K となり，超伝導転移温

度と同程度になる．また， z 軸に対して反時計回りの回転を+xy ,  時計回りの回

転をxy とすれば，回転の方向によってエネルギーが低下する状態が決定でき

 
 

図 6.2-1. 十六極子 -回転相互作用 H rot
i j による 2 電子状態+との分裂．  

 +とは回転方向で区別できる量子状態である．  
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る．これは，+とが回転方向によって区別される量子状態であることを示し

ている．  

十六極子をもつ 2 電子状態を記述する場の演算子
i j は， (6.2.13)式に示した

生成消滅演算子 Bm
i j† ,  Bm

ij と， (6.2.17)式と (6.2.18)式に示した波動関数+と，

およびスピン部分 vを用いることで，以下のように記述できる．  

    vB ijij

21,rr   (6.2.19) 
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21
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,rr  (6.2.20) 

3d 電子の波動関数としてy ’z とzx ’を用いた場合，+とは以下のように記述で

きる．  
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  (6.2.22) 

+との r i の部分に着目すると，もとの波動関数2 と3 の r i 部分だけを z 軸周

りに 45°だけ回転させた関数として理解できる．  

 以上から，回転効果が十六極子と回転の 1 次結合として理解できることがわ

かった．他方， (6.2.1)式を用いると H ro t
i j は以下のように記述できる．  

           xyjzizxy

ij

jziz

ij ll
t

HlliH  rrrr 



 QQrot ,  (6.2.23)  

異方性パラメーターが   = 1 となる場合は H rot
i j

 = 0 であるから，全角運動量の z

成分 lz(r i) + l z(r j)と HQQ
i j が交換する．これは，全角運動量の z 成分が保存するこ

とを意味し，等方的な四極子間相互作用に対する回転操作がユニタリ変換であ

ることを示している．一方で，    1 の場合は回転xy と電子間に働くトルクが

結合する．よって，十六極子は電子間に働くトルクを表している．反時計回り

の回転+xy の場合，トルクは時計回りの方向に働き，回転した系をもとに戻す
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ような復元力として理解できる．  

次に，B
i j†と B

i j の波数依存性を議論するため，(6.2.16A)式と (6.2.17A)式のフ

ーリエ変換を考える．たとえば，B+についてのフーリエ変換は以下のように記

述できる．  
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  (6.2.24) 

ここで， l i ,m,のフーリエ変換は以下のように記述できる．  

  
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 
i

iii

ii ell
k

rk
k ,,,   (6.2.25) 

B+
i j

(kR)が波数表示の B+
i j であり，以下のように記述できる．  
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ここで， 2 つの電子の重心座標 rG = (r i  + r j)/2, 重心波数 kG = k i  + k j ,  相対座標 rR 

= r i – r j,  相対波数 kR  = (k i  – k j)/2 を定義した．後に議論するように，クーパー対

が十六極子を持つ可能性を考慮するため，重心波数 kG = 0 となる波数 k j  = – k i

を選んだ．よって，生成消滅演算子 B
i j†と B

i j を波数表示した結果は，以下の

ように記述できる．  
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これら生成消滅演算子は，以下の交換関係を満たす．  
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BB ijij  (6.2.29) 

(6.2.29)の結果を導く際に，フェルミ粒子についての反交換関係 lm ,
†
(k)lm’ , ’(k’) 

+ lm’ , ’(k’)lm ,
†
(k) = m,m’k ,k ’ ’を用いた．ここで， nm ,(k) = lm ,

†
(k)lm ,(k)は，

状態 m  = ，スピン  =  ,  ，波数 k のフェルミ粒子の数密度演算子である．今

の場合，サイト i とサイト j それぞれについて 2 種類の軌道を設定し，かつ 2 つ

の電子を考えていることから， n+ ,(kR) + n+ ,(kR) + n ,(kR) + n ,(kR)の最大

値は 2 となる．このとき， (6.2.29)式はゼロとなる．  

波数表示の生成消滅演算子 Bm
ij†と Bm

i j を導いた際に，電子対の重心波数 kG = 0

を選んだ． 2 つの電子の全スピンは S  = 0 であるから，B
i j†

(kR)と B
i j

(kR)で記述

される電子対は，s 波のクーパー対の条件を満たしている．よって，回転効果を

対角化する電子対がクーパー対となった場合，フェルミ粒子の数密度は nm ,(kR) 

= 0 となるから (6.2.29)式の右辺は 1 となり，ボース粒子の交換関係が得られる．

以上から，B
i j†

(kR)と B
i j

(kR)によって記述される電子状態は，ボース粒子とし

ての性質を備えていることがわかった．B
i j†

(kR)と B
i j

(kR)は， (6.2.27)式に加え

て以下の交換関係も満たす．  
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2 電子状態が縮退している場合， n+ ,(kR), n+ ,(kR), n ,(kR), n ,(kR)はすべて

等しくなるから (6.2.30)式の右辺はゼロとなる．もし十六極子秩序によって+と

の状態の占有に片寄りが生じる場合には， (6.2.30)式の右辺は有限の値を持つ．

さらに，電子が束縛状態となりクーパー対となる場合にも，右辺がゼロとなる．

これらの電子対は， (6.1.10)式の四極子間相互作用によって形成される．そのた

め，Ba(Fe1xCox)2As2 の超伝導は異方的な四極子間相互作用が重要である．  

 以上の結果を用いて， (6.2.15)式を波数表示する．波数 q で振動方向 s の横波

フォノンの生成消滅演算子 a s(q)と a s
†
(q) (s  = x ,  y)，およびその時の周波数をs(q)

とすると，フォノンによる回転場xy は以下のように記述できる (Appendix A.6)． 
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 (6.2.31) 
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(6.2.15)式と (6.2.29)式から，波数表示の H rot
i j は以下のように記述できる．  

        
qk

qqkqk
,

RRrot

R

,,12 xyz

ij HJH    (6.2.32) 

ここで，波数表示の十六極子演算子 Hz


(kR,q)は以下のように記述できる．  

           RR

†

RR

†

R 2, kqkkqkqk
ijijijij

z BBBBH    (6.2.33) 

また，回転場xy(q)は以下のように記述できる．  
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 (6.2.34) 

(6.2.32)式を導く際，回転場と電子対の散乱の前後で運動量が保存するとした．

また，フォノンは電子対の重心運動量は変化させず [50]，相対運動量のみを変化

させることを用いた (Appedix. A.13)．ここで，M は弾性体の質量密度，V は弾

性体の体積である．この散乱のダイヤグラムを，図 6.2-2 に示す．ここで，相対

波数 kR を k とおいた．以上から，十六極子 Hz

(k ,q)をもつ電子の対が，超音波

の回転xy により観測できることが分かった．特に，回転効果を対角化する 2 電

子状態が束縛状態を形成した場合，クーパー対の条件を満たすような準粒子と

して振る舞うようになれば，超音波による回転は十六極子を通して準粒子を観

測できる外場となる．  

 

図 6.2-2. H rot による電子対と回転場の散乱のダイヤグラム．左図は電子対

がフォノンから波数 q を奪う過程，右図は電子対がフォノンに波

数 q を奪われる過程を表す [65]．  
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6.3 十六極子 -回転結合を媒介とした電子対の間の相互作用  

 

 (6.2.15)式の十六極子 -回転相互作用 H rot
i j の記述によって，超音波の回転によ

り電子対がもつ電気十六極子の感受率を観測できることが分かった．しかし，

H rot
i j は 1 体のハミルトニアンであるため，感受率は有限温度ではなく絶対零度

に向かって発散する．そのため，Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 の超伝導転移点に向かって

の臨界減速を記述するためには，電子対の間に働く十六極子間相互作用が必要

である．ここでは，十六極子 -回転相互作用を介して電子対の間に相互作用が働

く過程を考えることで，十六極子間相互作用を導く．  

 電子対の運動エネルギー項 HK’と，(5.3.2)式で示したフォノンのエネルギー項

Hph の和を H0’とし，H0’に対する摂動として H rot
i j を取り扱う．HK’は，以下のよ

うに記述できる．  

        
m

mmm BBH
k

kkk
†

K '   (6.3.1) 

ここで，m  = とした．また，生成消滅演算子の添え字 i と j を省略した．m(k) は，

化学ポテンシャルを基準としたときの，状態 m の電子対の運動エネルギーで

ある．このとき，フォノンを媒介とした電子の対の間に働く相互作用のハミル

トニアン H ind のエネルギーは，以下のように記述できる (Aeppendix. A.8)．  

 

図 6.3-1 電子対間相互作用による散乱を示すダイヤグラム  
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
 (6.3.2) 

ここで，回転効果のハミルトニアンの添え字 i と j を省略した．は摂動展開の

係数であり，以下の議論では  = 1 とする．また，散乱の始状態を i i，中間状態

を p i，終状態を f i と置いた．i は，散乱過程で考慮する 2 つの準粒子の組み合わ

せの数であり，それぞれの準粒子が 2 つの状態を取りうるため i  = 1, 2, 3, 4 であ

る．図 6.3-1 に，散乱のダイヤグラムを示す．この過程では，一方の電子がフォ

ノンを奪いもう一方の電子がフォノンを返す場合と，一方の電子がフォノンを

放出しもう一方の電子がフォノンを回収する場合が考えられる． i  = 1 が+同士

の散乱， i  = 2 と i  = 3 が+との散乱， i = 4 が同士の散乱である．詳細な計

算は Appendix A.14 に記載し，ここでは最終的に得られる電子対間の相互作用

H ind のみを示す．H i nd は，以下のように記述できる．  
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  (6.3.3) 

相互作用の係数 Dm
HH

(k , q)は，以下のように記述できる．  
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  (6.3.4) 

2 電子状態が縮退している場合は，電子対の運動エネルギーが +(k) = (k)とで

きる．このとき，D+
HH

 = D
HH

 = D
HH が成り立つから， (6.3.3)式は改めて以下の

ように記述できる．  
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ここで，D
HH

(k ,q)’  = D
HH

(k ,q)/4 と置いた．この結果は，フォノンによる回転場

を介した電子対の間の相互作用が，十六極子間相互作用として理解できること

を示している．  

第五章の歪み場を介した四極子間相互作用 H ind
QQ の導出過程で議論したよう

に，強的と反強的のどちらの十六極子間相互作用が系のエネルギー利得を生じ

るかは，Dm
HH

(k,  q)’の符号を調べればよい．符号評価のため，対のエネルギー

と横波フォノンの振動数が以下の式で記述できるとする．  

    
 

m

k

2

22
kk   (6.3.6) 

     qvyx 66 qq   (6.3.7) 

ここで，m
*は電子対の質量， v66 は弾性定数 C66 モードの横波超音波の音速であ

る． (6.3.6)式と (6.3.7)式から， (6.3.4)式について以下の結果が得られる．  
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 (6.3.8) 

ここで，低エネルギー領域のフォノンを議論するために q0 の極限を取った．

よって，Dm(k , q)’の符号が反転する電子対の波数 kb’は，以下のように記述でき

る．  

 


66
b '

vm
k



  (6.3.9) 

この結果は，強的な十六極子間相互作用に，音速 v66 以下に低下した速度をもつ

電子対が寄与することを示している．  

表 6.3-1 に，(6.3.9)式から計算した kb’と，その時の対のエネルギー b’  = (kb’)

を示す．ここで，m
*
 = 2me とした． x  = 0.1 において，T  = 80 K のときの境界波

数 kb’ = 3.403×10
7
 m

1 と境界エネルギー b’ = 5.334 GHz, および TSC = 23 K での

kb’ = 3.016×10
7
 m

1 と b’ = 4.191 GHz を得た．TSC = 23 K での約 5 GHz のエネル
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ギースケールは，Ba(Fe0.9Co0 .1)2As2 の超伝導転移点近傍の緩和時間の時間スケ

ールと同程度となっている．以上の結果は，十六極子間相互作用が超伝導転移

点近傍で強的となり，緩和時間の増大に寄与することを示している．以上から，

強十六極子秩序秩序を記述するハミルトニアンは，以下のように記述できる．  

      
',

HH

ind 0,'0,'0,
kk

kkk

zz HHDH   (6.3.10) 

次に，強十六極子秩序による超音波吸収係数6 6 や緩和時間 の発散的増大を

議論する．第二章や第五章で述べた四極子感受率の議論を十六極子 -回転相互作

用に適用することで，十六極子感受率を記述できる．波数 k//[100], 変位 u //[010]

の横波超音波は歪み xy と回転xy を同時に誘起するから，超音波実験により測

定した弾性定数 C6 6 や緩和時間 には，歪みの項に加えて回転の項が含まれてい

る．十六極子と回転の結合による弾性定数への寄与を C’とすると，C’は以下の

ように記述できる．  

 
















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


H

c0

H
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'1''





T

TT
C

T
CC   (6.3.11) 

ここで，C
0
’は弾性定数のバックグラウンド，H  = D’(2J i j)

2
(1)

2
/C

0
’は (6.2.15)

式の十六極子 -回転相互作用による弾性ソフト化の大きさ，D’は電子対の状態密

度， J i j は四極子間相互作用である．H は十六極子に対する Weiss 温度であり，

(6.3.10)式の十六極子間相互作用の係数 D
HH

(k ,q)’に比例する [69]．Tc’  = H  + H

は (6.3.11)式の弾性定数がゼロとなる温度であり，十六極子と回転の結合によっ

て生じる構造相転移の温度となる．  

第四章の弾性定数 C66 の解析では，四極子感受率 C66  = C66
0
[1(T)]より四

極子間相互作用 J i j  =   = 47 K， Jahn-Teller エネルギー  = Dg
2
/C66

0
 = 20.5 K お

よび四極子 -歪み結合定数 g  = 1050 K を決定した．歪み xy と回転xy はともに

表 6.3-1. Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の C6 6 から決定した k’b と b’  = (kb’) 

 x  = 0.1 

(T  = 80 K) 

x  = 0.1 

(T  = 23 K) 

C66 (J/m
3
) 2.524×10

10
 1.983×10

10
 

v66  (m/s) 1780 1746 

kb’  (m
1

)  3.403×10
7
 3.016×10

7
 

b’  (K) 0.2560 0.2011 

b’  (GHz) 5.334 4.191 

 



114 

 

(2.1.19)式の変位で記述できるから，共通の音速 v6 6 で伝搬する．よって， xy に

よる弾性定数のバックグラウンド C66
0 とxy によるバックグラウンド C

0
’は等し

いと考えられる．このとき，H は以下のように記述できる．  

 
   





2

22

H

12'

g

J

D

D ij 
   (6.3.12) 

十六極子は 2 つの電子によって形成されるので，もっとも単純には D’  = D/2 と

記述できる．よって，H  = 0.5(247)
2
(1)

2
/1050

2
20.5 =0.08(1)

2
 [K]と計算

でき，   = 0 のとき最大の値 0.08 K となる．これは，高々  = 20.5 K の 250 分の

1 の大きさである．また，四極子間相互作用 HQQ
i j がほぼ等方的となる   = 0.9 の

ときはH  = 810
4

 K となり，(6.3.11)式の右辺第二項はほぼゼロとみなせる．よ

って，十六極子と回転の結合による弾性ソフト化は四極子と歪みの結合による

弾性ソフト化に比べて十分小さく，C6 6 の実験結果が通常の四極子感受率で記述

できることと整合する．  

以上の議論から，十六極子と回転の結合による弾性ソフト化や構造相転移が

生じないことがわかった．他方，構造相転移を伴わない十六極子秩序は可能で

あり，相転移点はH となる．5.4 で議論したランダウ理論を十六極子に適用す

ることで，十六極子揺らぎの緩和時間 ’は以下のように記述できる．  

 

1

H

H
0 ''










 







T
  (6.3.13) 

H は (2J i j)
2
(1)

2 に比例し， k  < kb ’の強的な十六極子間相互作用を生じる電子対

を考えればH  > 0 となる．よって，緩和時間 ’は有限温度H に向かって臨界指

数 z  = 1 で発散し，強十六極子秩序に伴う臨界減速が記述できる．  

図 6.3-2 に，超音波実験によって測定した C66  (赤の実線 )，C66 の四極子感受

率 C66  = C66
0
[1(T)]による解析結果 (青の破線 )，6 6 の測定から決定した緩和

時間  = 0[(TTc ri t ic a l)/Tc ri t i ca l]
1 の解析結果 (緑の実線 )，および四極子感受率によ

る解析から予想される緩和時間 (茶色の実線 )の温度依存性のシミュレートを示

す．四極子感受率によって C6 6 のソフト化は説明できるが，緩和時間は Tc  =  + 

  = 26.5 K で発散するため，Tc ri t ic a l  = TSC  = 23 K で発散を示す緩和時間の実験

結果を説明できない．他方，十六極子効果を考慮することで，TSC での緩和時間

の発散が Tc ri t i ca l  = H で生じる強十六極子秩序による臨界減速として理解できる． 

以上から，Ba(Fe0 .9Co0.1)2As2 は強十六極子秩序を示すと考えられる．この結

果は，縮退した y’z ,  zx’軌道が2 対称性の軌道角運動量 l z の自由度をもち，横波

超音波の回転xy によって 2 電子状態の波動関数の位相を変調できること，およ

び等方的からわずかに異方的となった四極子間相互作用を起源とする十六極子

-回転相互作用が，縮退した 2 電子状態を分裂させることによる帰結である．ま

た，変位の 2 次の項までのテーラー展開を考慮すると，縦波超音波による回転

も議論できる．よって，Ba(Fe0 .93Co0.0 7)2As2 におけるL[11 0]の超伝導転移点以下
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での増大は，十六極子揺らぎを回転によって捉えたと考えられる．  

 

 

 

6.4 凝縮状態の議論  

 

 前節までの議論によって，超伝導転移点近傍での超音波吸収の増大が，電子

対がもつ電気十六極子間の相関の発達として理解できることを述べた．ここで

は，巨視的な電子対がボース凝縮し，粒子間相互作用 H ind によって少数の粒子

が基底状態から励起される場合を議論する．この励起準粒子による超音波の散

乱を考慮することで，緩和時間 の低温側の臨界指数 z  = 1/3 について考察する． 

(6.3.3)式で示したフォノンによる回転場を介した電子対間相互作用のハミル

トニアンの中で，下記の項について考える．  

             


qkk

kqkkqkqk
,',

'

†

'

†HH1'

ind '',1 '

mmmmm

mm BBBBDH mm
  (6.4.1) 

ここで m ,  m’  = とし， (6.3.3)式の中で共通の生成消滅演算子で記述できる項を

H ind
mm’とおいた．凝縮したボース粒子は運動量 k  = 0 の状態となるが，回転場を

介した粒子間の相互作用により有限波数 q をもつ粒子が励起される．外部から

の摂動がない場合は系の全運動量が変化しないから，H ind
mm’の 4 つの生成消滅

演算子のうち奇数個の演算子の波数がゼロとなる過程は存在しない．よって，

最低次の近似は 2 つのボース粒子の演算子がゼロとなる場合であり，以下に示

 
図 6.3-2 四極子感受率と十六極子感受率のシミュレート．  
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す 6 通りが考えられる．  

(i).  k = k’ = 0 :       
q

qqq
†

'

†HH'

00 ,0 mmm

mm BBDNN  (6.4.2) 

(ii).  k = q = k’  :       
q

qqqq '

HH'

00 , mmm

mm BBDNN  (6.4.3) 

(iii).  q = 0 = k  :      
'

'

†

'

HH

0 ''0,0
k

kk mmm

m BBDN  (6.4.4) 

(iv).  q = 0 = k’  :      
k

kkk mmm

m BBDN
†HH

0 0,  (6.4.5) 

(v).  k =0, k’ = q’  :       
q

qqq '

†HH'

00 ,0 mmm

mm BBDNN  (6.4.6) 

(vi).  k’ = 0, k  = q  :      
q

qqqq
†

'

HH'

00 , mmm

mm BBDNN  (6.4.7) 

ここで，凝縮して基底状態にあるボース粒子の数が 10
2 3 個と巨視的な場合を仮

定し，Bm
†
(0) = Bm

†
(0) = (N0

m
)

0.5
 とおいた．N0

m は，単位体積当たりに存在し，

基底状態にいる状態 m のボース粒子数である．図 6.4-1 に，(i)から (vi)の近似の

ダイヤグラムを示す．近似 (i)は，凝縮した基底状態から，状態 m と m’の 2 つの

準粒子が H ind によって励起された状態である．近似 (ii)は (i)とは逆であり，励起

されている準粒子が基底状態に落ちる過程を表す．近似 (iii)と (iv)は，H in d によ

らない励起を， (v)と (vi)は H in d による粒子間の散乱を記述する項である．  

フォノンの周波数をx(q) = x(q) = (q), 励起準粒子の運動エネルギーを +(k) 

= (k)，基底状態のボース粒子数を N0
+

 = N0

 と置くことで，以下の還元ハミ

ルトニアン H red が得られる．  

 

           

                  
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  (6.4.8) 
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第一項と第二項は，励起準粒子の運動エネルギーである．以下に記述するよう

に，(6.3.4)式を用いると近似 (i)と (v)の Dm
HH

(0, q)，および近似 (ii)と (vi)の Dm
HH

(q , 

q)が Dm
HH

(0, q) = Dm
HH

(q , q)   Dm
E
(q)となることを用いた．  
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   

   
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  (6.4.9) 

 
 

図 6.4-1. (6.4.1)式の相互作用ハミルトニアン H in d
mm’に対し，(i)から (vi)の近

似を実行した場合の散乱のダイヤグラム．  
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近似 (iii)と (iv)の係数 Dm
HH

(k,  q)と Dm
HH

(0, 0)は，以下のように記述できる．  

     
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  (6.4.10) 
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  (6.4.11) 

上記の結果を用いると，近似 (iii)と (iv)の項は打ち消しあいゼロとなる．よって，

波数 q をすべて k に書き換えることで (6.4.8)式が得られる．  

 (6.4.8)式を簡略化するため，以下に示す B(k)ベクトル，P(k)ベクトル，Q(k)

ベクトル，および (k)行列を導入する．  

  
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              kkkBkkkB
††† ,,,   BBBB
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これらの表記法を用いることで，還元ハミルトニアン H red は調和振動子のハミ

ルトニアンと同じ形式で記述できる  

                  
kk

kkkQkΩkQkPkP 
2††

red
2

1 TT
H   (6.4.17) 

(6.4.17)式を導く際，ボース粒子の生成消滅演算子の交換関係 (6.2.27)式と

(6.2.28)式を用いた．また，(6.4.17)式の右辺第二項はボース粒子の生成消滅演算

子を含まず定数とみなせるため，以後の議論では無視する．(k)は周波数行列

であり，以下のように記述できる．  
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  (6.4.18) 

(6.4.18)式から(k)を求め，さらに対角化した行列’(k)は，H red を多角化する準

粒子のエネルギーを記述する行列となる (Appendix A.15)．+  =   =E  ,  N0
+
 = N0


 

=N0 /2 と置くと，’(k)は，以下のように記述できる．  
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 (6.4.19) 

よって，励起準粒子のエネルギーは，通常の粒子の運動エネルギー E(k)と，E
2
  

E(k)
2
 + 4N0E(k)D

E
(k)で記述されることが分かった． E(k)と E の大小は，D

E
(k)

の符号に依存する．(6.3.4)式を用いて D
E
(q) = D

E
(k  = 0, q)を計算し，y(q) = y(q) 

= (q)すると，以下の結果が得られる．  
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よって，励起準粒子の運動エネルギーが回転場を記述するフォノンのエネルギ

ーより小さい領域では D
E
 < 0 となり，逆の場合は D

E
 > 0 となる．超音波の回転

によって観測できるのは，十六極子を持つ低エネルギーのボース粒子であるか

ら，D
E
 < 0 で E(k) > E となる場合について考察する．  

 E(k) =  (k)となる境界の波数 kb e は，以下のように得られる．  

 


66

eb

2 vm
k



  (6.4.21) 
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この結果は，音速 v66 の 2 倍までの速度をもつボース粒子が， (6.4.19)式の特異

なエネルギーで記述される励起準粒子に寄与することを示している． (6.3.9)式

で示した十六極子間相互作用の境界波数 kb
’とは，kb e = 2kb’の関係を満たす．T  = 

1.6 K での音速 v66  = 1840 m/s を用いると，kb e = 6.36×10
7
 m

1 とそのときのボー

ス粒子のエネルギー E(kb e) = 0.895 K = 18.7 GHz が得られる．また，T = TSC =23 

K での音速 v66  = 1750 m/s を用いると，kb e = 6.03×10
7
 m

1 とそのときのボース粒

子のエネルギー E(kbe) = 0.805 K = 16.7 GHz が得られる．よって， E(kb e)を第四

章で示した超音波測定から得た緩和時間と比較すれば，超伝導転移点近傍では

E(k) <  (k)を満たす低エネルギーのボース粒子が存在していると考えられる． 

0 < k  < kb e のとき E(k)
2
 > E

2 であるから，1’(k)は励起準粒子が有限のエネル

ギーギャップをもつことを示している．E
2 をあらわに記述すると，以下の結果

が得られる．  
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図 6.4-2 に，低波数領域での E
2 の波数依存性を示す．ここで，m

*
 = 2me，V =2.04

×10
25

 m
3，M  = 6.51×10

3
 kg/m

3，N0  = 4 とした．また J として四極子感受率か

ら得た Weiss 温度  = 47 K を採用した．さらに，四極子間相互作用の異方性に

よる E
2 の振る舞いを議論するため，  = 0.75, 0.85, 0.95 の場合について計算した．

k  < kb e の波数領域において，ある波数 k’’で E
2 はゼロとなる．さらに波数が小

さい 0 k  < k’’の領域では E
2
 < 0 となり，励起準粒子のエネルギーが純虚数にな

る．波数 k  = k
*で E

2 は最少となり， k
*よりも小さい波数領域では E

2
 = 0 に向か

って増大を示す．表 6.4-1 に，  = 0.75, 0.85, 0.95 のときの k’’と k
*，および k  = k

*

のときの励起準粒子のエネルギーの絶対値 |E(k
*
) |をまとめた．  

純虚数のエネルギーは，励起準粒子が純虚数の速度をもって運動することを

意味する． (6.4.22)式から，E は以下の形で記述できる．  
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ここで，とは以下のように定義した．  
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E(k = 0) = 0 かつ E/k |k  =  0  = ( /kb e
2
)

0.5
 であるから， k  = 0 近傍で E は以下のよ

うにテーラー展開できる．  
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iE
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
  (6.4.25) 

この結果は， k  = 0 近傍で励起準粒子がフォノンと同様の分散を示し，質量のな

いボース粒子として振る舞うことを意味する．このようなフォノン様の分散が

出現するのは低波数領域特有の特徴であり，低波数の励起準粒子が南部 -ゴール

ドストン粒子とみなせることを示唆している．ただし，通常のフォノン分散と

異なるのは，音速が純虚数で記述される点にある． E の低波数側がフォノン様

の分散を示す一方で，励起準粒子のもう一方のエネルギー (k)は質量をもつ通常

の粒子の運動エネルギーと等しい．  

 一般の波数での励起準粒子の速度を議論するためには，以下のように群速度

Vg と位相速度 Vp を記述すればよい．  

 

図 6.4-2. 励起準粒子のエネルギーE
2 の波数依存性．  

 

表 6.4-1.  = 0.75, 0.85, 0.95 のときの k’’と k
*
,  および |E(k

*
) |  

  k’’ k
*
 |E(k

*
)| 

0.75 0.496×10
6
 m

1
 0.351×10

6
 m

1
 56.5 MHz 

0.85 0.298×10
6
 m

1
 0.211×10

6
 m

1
 0.203 MHz 

0.95 0.100×10
6
 m

1
 0.0710×10

6
 m

1
 0.0226 MHz 

 

 



122 

 

 

  







































22

eb

2

2

eb22
2

1

2

eb

2

22

g 2
11

kk

k
k

kk
k

k

E
V








 (6.4.26) 

 
2

1

2

eb

2

22

p

11


















kk
k

k

E
V





 (6.4.27) 

図 6.4-3 に，Vg
2 と Vp

2 の波数依存性を示す．ここで，異方性パラメーターは   = 0.75

選んだ．0   k  < k’’の波数領域では2
k

2
 < (k

2
kb e

2
)
1 であるから，Vg と Vp はとも

に純虚数となる．k  = 0 では Vg  = Vp  = i  /(  kb e)であり，k の増加に伴い Vp は単

調な振る舞いを示す．一方で，Vg は k  = k
*で極大値 Vg  = 0 を取り， k  = k’’で負の

発散を示す．この結果は，エネルギーの極小をとる k  = k
*で励起準粒子は見かけ

上静止することを示している．このときの位相速度 Vp
*は，Vp

2
(k  = k

*
) = 102.18 

m
2
/s

2 を用いることで Vp
*
= 10.1i  m/s と求められる．これは，励起準粒子が伝え

る有効的な波が減衰波で記述されることを意味しており，Vg  = 0 となることと

合わせて，超音波の回転が伝搬しなくなることを示唆している．以上から，低

波数領域の励起準粒子がエネルギー減衰に寄与することが議論できた．  

kb e << k  の高波数領域では，励起準粒子のエネルギーE は以下の波数依存性を

示す．  

 

図 6.4-3.  = 0.75 のときの，低波数領域における励起準粒子の群速度の 2

乗 Vg
2 と位相速度の 2 乗 Vp

2 の波数依存性．  
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よって，E は通常の粒子と同様の k
2 に比例する分散となり (k)と等しくなる．そ

のため，Vg = 2k と Vp  = k はともに実数となり，異常な振る舞いは見られない．

図 6.4-4 に，0 < k  < 1×10
9
 m

1 のスケールでの，   = 0.75, 0.85, 0.95 のときの E
2

の波数依存性を示す．この波数スケールでは E
2 の 依存性が見られず，すべて

の場合で E
2
   (k

2
)

2 となることが確かめられる．  

以上の議論から，ボース凝縮した電子対の間に回転場を介した相互作用が働

く場合，低波数領域での引力的相互作用に起因し励起準粒子の群速度や位相速

度が異常を示すことが分かった．この結果と，6 6 から決定した超伝導相内での

緩和時間の臨界指数について考察する．TSC < T では平均場近似の範囲内で強十

六極子秩序が記述できるから臨界指数は z  = 1 となり，実験と一致する．他方，

実験で決定した T  < TSC の臨界指数は，理論的に予想される平均場の値 z  = 1 で

はなく， 1/3 であった．  

BCS 理論によれば，超伝導転移点以下での超音波の散乱の要因となるのは電

子であり，結合エネルギーを超えるようなエネルギーの超音波が系に入射され

ない限りクーパー対は吸収に寄与しない [70]．そのため，超伝導転移点直下では

散乱要因の電子数が減少し超音波吸収係数が減少する．  

他方，Ba(Fe0 .9Co0.1)2As2 の強十六極子秩序では超伝導クーパー対と通常の電

子対は十六極子をもつから，秩序相内での緩和時間は z  = 1 に従う．これに加

えて，BCS 理論による超音波吸収だけではなく，Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 ではクーパ

ー対が励起準粒子として振る舞う場合の群速度や位相速度の異常が存在し，超

 

図 6.4-4. 励起準粒子のエネルギーE
2 の波数依存性．  
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音波のエネルギー減衰が生じる．この効果は励起準粒子の数によることから，

超伝導転移点に近い温度領域ほど顕著になる．よって，超音波実験で観測した

秩序相内の緩和時間は，強十六極子による成分と励起準粒子の異常の成分が重

なり， z  = 1/3 の振る舞いを示したと考えられる．  

以上の議論では，主に励起状態のボース粒子を取り扱った．他方，k  = 0 の基

底状態にいるボース粒子は，超伝導性を示すことが確認できる (Appendix A.16)． 
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第七章 結論と課題  
 

7.1 結論  

 

 本研究では，超音波を用いて Ba(Fe1xCox)2As2 の弾性定数と超音波吸収係数を

測定し，Fe
2+の縮退した y’z , zx’軌道のバンド電子がもつ電気四極子 Ov ’と歪み xy

の結合による構造相転移，および軌道角運動量 l z の時間微分 l z/t で記述される

電気十六極子 Hz
と回転xy の結合による超伝導転移での臨界減速を調べた．  

空間群 I4/mmm (D4h
17

)から Fmmm  (D2h
23

)への構造相転移を示す x  = 0, 0.03, 0.07

の超音波実験の結果，室温から構造相転移点に向かっての弾性定数 C6 6 の巨大

なソフト化を観測した．また， x  = 0.07 において，低温に向かっての弾性定数

C11 , C44 ,  (C11C12)/2 のハード化を観測した．C66 のソフト化を四極子感受率 C66 = 

C66
0
[1/(T  )]でフィットした結果，四極子 -歪み結合定数 g ~ 1000 K や，強

的な四極子間相互作用を示す正の Weiss 温度を得た．これにより，弾性定数が

ゼロとなる理論上の構造相転移温度 T c =   + が T s と一致することを明らかにした．  

また，電気四極子 Ov ’の動的性質を解明するため，x  = 0.07 の超音波吸収係数

L[110]を測定し，デバイの分散式  = [(CC0)/2v
3
][2/(1+22

)]を用いて緩和時

間  を計算した．その結果，  が T s に向かって発散的な増大を示す臨界減速を観

測した．以上から，構造相転移は縮退した y’z , zx’軌道に由来する電気四極子 Ov ’

の強四極子秩序として理解でき，電気四極子 Ov ’と歪み xy の結合により C66 の巨

大ソフト化が生じることを解明した．  

第五章では，構造相転移に伴う弾性ソフト化と超音波吸収係数の増大を説明

するため，ランダウの 2 次相転移の現象論によって Ba(Fe1xCox)2As2 の構造相転

移を議論した．その結果，歪み xy は空間群 D4h
1 7 の3 対称性の基底関数であり，

D2h
23 への構造変化が可能であることを示した．また，この構造相転移の秩序変

数が電気四極子 Ov ’で記述できることを確かめた．さらに，ランダウの自由エネ

ルギーを記述することで，構造相転移点 Ts で弾性定数 C66 がゼロとなるソフト

化を示し，かつ緩和時間が発散する臨界減速が説明できた．  

次に，Ba(Fe1xCox)2As2 の縮退軌道に着目し構造相転移を理解するために，3d

電子の生成消滅演算子 d l ,
†
,  d l ,を用いて四極子 -歪み相互作用 HQS を第二量子化

した．その結果，電気四極子 Ov ’が Ov ’ ,  = dy’z ,
†
dy ’z ,  + d zx ’ ,

†
d zx ’ ,と記述でき，

歪み xy によりバンドが分裂することを示した．また，強四極子秩序に伴う臨界

減速を記述するために，カノニカル変換を用いてフォノンによる歪み場を介し

た四極子間相互作用 H ind
QQ を導出した．H ind

QQ の係数 D
QQ とL[110]から決定した

緩和時間を比較した結果，アンダードープ領域の Ba(Fe1xCox)2As2 では D
QQ が負

となり，フォノンのエネルギーよりも低い運動エネルギーのバンド電子がもつ

Ov ’間に強的な相互作用が働くことを示した．以上から，H ind
QQ が四極子感受率

によるソフト化の解析で得た正の Weiss 温度の起源であると結論付けた．  

 構造相転移が消失する量子臨界点を超え，TSC  = 23 K の超伝導転移のみを示す

オーバードープの Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 では，室温から超伝導転移点に向かっての

弾性定数 C6 6 の 21%のソフト化を観測した．弾性定数 C11 , C44,  (C11C12)/2, C33
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は低温に向かってハード化を示した．四極子感受率による C66 のソフト化の解

析から，アンダードープ領域と同程度の四極子 -歪み結合定数 g  = 1050 K を決定

した．これより，Ba(Fe0.9Co0 .1)2As2 においても縮退軌道 y’z ,  zx’がもつ電気四極

子 Ov ’と歪み xy の結合により C66 がソフト化を示すことを明らかにした．他方，

Weiss 温度と理論上の構造相転移温度は，それぞれ  = 47 K と Tc  =   +   = 

26.5 K であり，大きく異なることがわかった．この結果は，電子間に働く強的

な四極子間相互作用 H ind
QQ が抑制され構造相転移が消失することを示している． 

 Ov ’を秩序変数とする強四極子秩序では，C6 6 と66 が共に臨界点 Tc =   + に

向かって発散的振る舞いを示す．ところが，Ba(Fe0 .9Co0.1)2As2 の C6 6 は顕著なソ

フト化を示さなかったにもかかわらず，超音波吸収係数6 6 が超伝導転移点に向

かって発散的な増大を示した． 6 6 から緩和時間 を計算し，  = 0(|T   

Tcri t ica l |/Tc ri t ic a l)
 zによる解析をした結果，緩和時間が発散する臨界点 Tc ri t ic a l  = 23 

K を決定し，TSC  = 23 K と一致することを見出した．また，TSC < T の臨界指数 z  

= 1 と T  < TSC の臨界指数 z  = 1/3 とが異なる値をもつことが分かった．Tc ri t i ca l は，四極

子感受率が発散する温度 Tc  = 26.5 K とは異なる．この事実は，TSC = 23 K に向

かっての発散する緩和時間 が，電気四極子 Ov ’と歪み xy の結合では説明できな

いことを意味している．  

Ba(Fe0.9Co0.1)2As2 の超伝導転移点での臨界減速を理解するために，第六章で

は，波数 k//[100], 変位 u //[010]の横波超音波が歪み xy と同時に回転xy を誘起し，

縮 退 軌 道 y’z,  zx’が も つ 軌 道 角 運 動 量 l z を 通 し て 波 動 関 数 の 位 相 を

exp[ilzxy]と変調することに着目し，回転効果を調べた．第二章で示したよう

に，結晶場は角運動量を保存するため，回転による電子状態の変化は生じない．

そのため，サイト i と j に位置する 2 つのバンド電子の間に働く，歪み場を介し

た四極子間相互作用 H ind
QQ と，波動関数の空間的な広がりに起因した異方的な四極

子間相互作用の和 HQQ
i j に着目した．その結果，HQQ

i j を起源とする電気十六極子

Hz

(r i,  r j) = 2[Ox ’y ’(r i)Ov ’(r j) + Ov ’(r i)Ox ’y ’(r j)]と回転の結合 H rot

i j
 = i[l z , HQQ

i j
]x y= 

(lz/t)xy  = 2J i j(1)Hz

(r i,  r j)xy によって，縮退した 2 電子状態+とが分

裂することを導いた．これより，横波超音波の回転によって十六極子感受率が

観測できることを示した．  

超伝導転移点に向かっての臨界減速を，電子対がもつ電気十六極子 Hz
の強十

六極子秩序として記述するため，カノニカル変換を用いてフォノンによる回転

場を介した十六極子間相互作用 H ind を導出した．これにより導いた H ind の係数

D
HH と66 から決定した緩和時間を比較した結果，Ba(Fe0 .9Co0 .1)2As2 は十六極子

間相互作用が強的に働く領域に存在することが分かった．  

次に，弾性定数 C6 6 と緩和時間 への十六極子の寄与を調べるため，平均場近

似の範囲内で十六極子感受率を記述した．十六極子 -回転結合定数と四極子 -歪み

結合定数の評価をした結果，電気十六極子 Hz
と回転x y の結合による弾性定数

のソフト化は，最も大きい場合で電気四極子 Ov ’と歪み xy の結合によるソフト

化の 250 分の 1 であることが分かった．これにより，超音波実験で観測した C6 6 のソ

フト化が通常の四極子感受率でフィットでき，十六極子感受率による C66 のソフト化がほ

ぼないことを説明できた．一方で，強十六極子秩序が生じる温度は D
HH

   (1)
2
J i j

2 に

比例するため，緩和時間は有限温度に向かって臨界指数 z  = 1 で発散する．以上から，

超音波によって観測した TSC  = 23 K に向かっての緩和時間の発散が，強十六極子秩
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序による臨界減速として理解できることを明らかにした．  

 さらに，十六極子秩序と超伝導の発現を調べるため，第二量子化の方法を用

いて回転効果を対角化する電子対の場+とを記述し，電子対がボース粒子化

できることを示した．この結果は，四極子間相互作用 H ind
QQ を起源として，電

気十六極子 Hz
をもつクーパー対が形成されることを示している．そのため，超

伝導とともに十六極子秩序が生じる．また，これらの結果は超音波の回転xy に

よってクーパー対を観測できることを示しており，超音波物理の新しい可能性

を提示した結果であると考えられる．  

次に，電気十六極子を持つクーパー対の超音波吸収への寄与を調べるため，超伝

導相での励起準粒子の運動を議論した．その結果，励起準粒子間に働く十六極子間

相互作用が引力的に働き， k  = 0 近傍の低波数領域で虚数の速度をもつ南部・ゴ

ールドストン粒子として振る舞うことを解明した．また，励起準粒子のエネル

ギーの 2 乗が極小となる波数 k  = k
*
 = 0.351×106 m

1 で，準粒子の位相速度 Vp

は有限であるが群速度 Vg がゼロとなることを明らかにした．このことは，低エ

ネルギーの励起準粒子が見かけ上静止し，エネルギーを伝搬しなくなることを

示唆する．この結果は，この結果は，T  < TSC の臨界指数が平均場の値 z  = 1 からず

れ 1/3 となった理由であると考えられる．  

以上より，Ba(Fe1xCox)2As2 の構造相転移は，縮退した y’z , zx’軌道を占有するバン

ド電子間に働く Ising 型の四極子間相互作用 H ind
QQ で記述できる．また，H ind

QQを抑制

すると構造相転移が消失し，等方的に近づいた四極子間相互作用 HQQ
i j によって電気

十六極子を持つ超伝導クーパー対を形成すると結論できる．  

 

 

7.2 課題  

 

本研究によって，従来局在 4f 電子系で議論されてきた電気四極子効果を 3d

遍歴電子系に適用することができ，かつ構造相転移と隣接する観点から電気四

極子，十六極子が寄与する超伝導を議論できた．ただし，超音波測定でスピン

揺らぎを捉えることは難しく，超伝導へ寄与する可能性が検証できていない．

そのため，軌道由来の自由度による超伝導発現機構追究のためには，構造相転

移と超伝導を示すが，磁気秩序を持たない物質での四極子・十六極子効果を検

証する必要がある．  

上記に当てはまる物質として，A15 型超伝導体 V3Si や励起子絶縁体 Ta2NiSe5

が注目を集めている．V3Si は立方晶から正方晶への構造相転移 T s = 21 K を示し，

直下の TSC = 17 K で超伝導に転移すが，その発現機構はいまだ未解明である．

しかし，弾性定数 (C11－C12)/2 の巨大ソフト化が観測されており [71, 72]，電気四

極子の寄与が考えられる．Ta2NiSe5 では，Ts  = 328 K で斜方晶から単斜晶への構

造相転移と絶縁体転移を示し，静水圧力の印加により T s が減少し， 7 GPa で超

伝導が発現する量子臨界性が見られる [73]．よって，これらの物質で超伝導転移

点での超音波吸収の増大を観測し，十六極子効果を調べることで，本研究で追

及した Ba(Fe1xCox)2As2 の理解が深化する．  

ここで挙げた超伝導体はいずれもマルチバンドであり，縮退軌道した d 電子

軌道が存在するという共通点をもつ．  
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[1] 

 

付録  
 

A. 1 球面調和関数  
 

 3d 電子の波動関数や結晶場ポテンシャル，また多極子展開といった球対称ポ

テンシャルを取り扱う際に，球面調和関数が用いられる．ここでは，本編に登

場する球面調和関数を示す．球面調和関数の一般式は以下のようになる． [51] 
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l = 0, 1 の球面調和関数は，以下のようになる．  
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3d 電子軌道の波動関数で用いる l  = 2 の球面調和関数は以下のようになる．  
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[2] 

 

   


 ieY 222

2 sin
32
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,    (A.1.9) 

結晶場ポテンシャルや四極子 -歪み相互作用，回転効果で用いる l  = 4, m =0, 2, 

4 の球面調和関数は以下のようになる．  
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A. 2 結晶場ポテンシャルの計算の補足  
 

 ここでは，(2.2.15)式から (2.2.18)式に至るまでの結晶場ポテンシャルの導出過

程を補足する． (2.xx13)式に As の座標 r1 ~ r4 を代入すると，以下の式が得られ

る．  
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(A.2.1)式において，m が奇数の時 1 + e－ im
 = 0 であるから，k  = 0, 2, 4, m  = － k ~ 

k  を選べばよい．以上から，(2.2.18)式で示した 3d 電子系における D2d 対称性の

結晶場ポテンシャルを記述する qk
m

(r i)と Vk
m

( , )が，以下のように決定できる．  
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 次に， (2.2.18)式の結晶場ポテンシャルを用いて，正方晶度 0 をパラメーター

とした場合の 3d 電子のエネルギー順位を計算した結果を示す．V0
0 の項は系全

体のエネルギーの基準点を変化させるだけなので省略し， 3d 電子の波動関数

3z2－ r2 , x’2－ y ’2 , y ’z , zx ’ , x ’y ’によって VCE F を行列表示した結果を以下に示す． 
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ここで， l ,  l’ = 3z
2
r

2
,  x’

2
y’

2
, y’z,  zx’ , x’y’とした． (A.2.10)式へボーア半径 a0，

原子番号 ZFe と ZAs，Ba(Fe1xCox)2As2 の Fe-As の原子間距離 a  = 2.399×10－ 10
 m

を代入すれば [35]，3d 電子軌道のエネルギー準位が理解できる．図 A.2.1 に，3d

電子軌道のエネルギー準位の 0 依存性を示す．0  =Cubic  = 54.74°のとき As は正

四面体配位となり，Td 対称の結晶場中でのエネルギー準位を再現する．0 がCubic

より大きくなると， 2.2 で説明した 3d 電子の準位を再現できる．  

 以上から，z 軸方向につぶれた形の四面体による結晶場中での 3d 電子準位を，

定性的に理解できた．一方で，分裂の幅といった定量的な理解を行うためには，

As の p 電子との相互作用を考慮する必要がある [74]．  
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A. 3 四極子 -歪み相互作用と多極子 -回転相互作用の補足  
 

 (2.4.1)式と (2.4.4)式の導出過程を補足する． (2.2.15)式に r1  = (a , 0 ,  /4 + ), r2  

= (a , 0, 3/4 + ), r3 = (a,  0 , 5/4 + ), r1  = (a , 0,  7/4 + ),  = －1 を代入す

ると，以下の式が得られる．  
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   (A.3.1) 

m が奇数の時 1 + e－ im
 = 0 であるから， k  = 0, 2, 4, m = － k ~ k  が可能となる．

ただし， (A.2.1)式と比較すると e
 im の項があるため，歪みがない場合結晶場ポ

テンシャルに加えて新たな項が出現する．歪みによる新たなポテンシャル項は，

以下のようになる．  

 
図 A.2.1. 結晶場中に置かれた 3d 電子のエネルギー準位の依存性 0．0  = 

54.74°のとき立方対称 (Td)であり，0   54.74°のとき正方 (D2d)

対称となる．  
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他方，回転による結晶場ポテンシャルの増加項については以下のようになる．  
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  (A.3.8) 

このとき，可能な k と m を調べることで以下のポテンシャル項が現れる．  
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A.4 D4h
17 の射影演算子と対称化した Fe の変位  

 

 空間群 D4h
17 の既約表現 B2 g に従う変位を求めるために，射影演算子を用いた．

ここでは，B2 g 以外の既約表現における射影演算子を述べる． (5.1.1)式で述べた

ように，射影演算子はある対称操作 R の表現行列 D lm(R)が分かっていれば求め

ることができる． 1 次元表現の場合は指標をそのまま用いればよい．D4h
1 7 の 1

次元表現の射影演算子は，以下のように記述できる．  
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 2 次元表現の場合，表現行列は 2 行 2 列行列で表されるので射影演算子も 4 種

類存在する．よって射影演算子 P1 (1 )
(Eg)であれば，Eg 表現の表現行列の 1 行 1 列

目の成分に着目し，あとは 1 次元表現の場合と同様の手順を踏めばよい．Eg 表

現の射影演算子は以下のように記述できる．  
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ここで，P1 (1 )
(Eg)と P2(2 )

(Eg)の和をとると指標を用いた場合，以下の結果が得られ

る．  
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これは，Eg 表現の指標から得られる射影演算子となっている．Eu 表現の射影演

算子は，以下のように記述できる．  
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以上のように求めた射影演算子によって，各既約表現の基底となるような 24 個

の変位を導くことができる．以下に， 1 次元表現の場合の基底を記述する．  
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2 次元表現の Eg の場合，射影演算子を適当な変位に作用させた結果は，以下の

ようになる．  
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このうち，同じ射影演算子から得られる (A.4.31)式と (A.4.32)式，および (A.4.33)

式と (A.4.34)式について，それぞれ和と差をとり作る新たな基底は，依然として

Eg 表現の基底となる．以下に，計算結果を示す．  
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zx
uuuuuuuuPuuP   (A.4.38) 

       8/8765432121112
gg yyyyyyyyyyEE

yz
uuuuuuuuuuP   (A.4.39) 

      8/8765432121222
gg xxxxxxxxxxEE

zx
uuuuuuuuPuuP   (A.4.40) 

2 次元表現の Eu の場合，射影演算子を適当な変位に作用させた結果は，以下の

ようになる．  

       4/7531221111
uu

xxxxyExE
uuuuuPuP   (A.4.41) 

       4/8642121211
uu

xxxxyExE
uuuuuPuP   (A.4.42) 

       4/8642222112
uu

yyyyyExE
uuuuuPuP   (A.4.43) 

       4/7531122212
uu

yyyyyExE
uuuuuPuP   (A.4.44) 

       4/86423212113
uuu

zzzzzEzEE

yz uuuuuPuP   (A.4.45) 

       4/75311224123
guu

zzzzzEzEE

zx uuuuuPuP   (A.4.46) 

このうち，同じ射影演算子から得られる (A.4.41)式と (A.4.42)式，および (A.4.43)

式と (A.4.44)式について，それぞれ和と差をとり作る新たな基底は，依然として

Eu 表現の基底となる．以下に，計算結果を示す．  

       8/8765432121111
gu xxxxxxxxxxEE

zx
uuuuuuuuuuP   (A.4.47) 
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      8/8765432121221
gu yyyyyyyyyyEE

yz
uuuuuuuuuuP   (A.4.48) 

       8/8765432121112
gu xxxxxxxxyyEE

zx
uuuuuuuuuuP   (A.4.49) 

      8/8765432121222
gu yyyyyyyyyyEE

yz
uuuuuuuuuuP   (A.4.50) 

以上で，空間群 D4h
17 の既約表現の基底となる， 24 個の変位を求めることがで

きた．このうち， 2
A2u

,  1yz
Eu

,  1 zx
Eu が並進を， A2 g

, 3 yz
Eg

,  3 zx
Eg が回転を記述す

る変位となり，残りの 18 個が結晶の対称性を低下させる変位である．  その中

で，超音波による歪み v ,  xy ,  yz ,  zx は，それぞれ 1
B1 g

,  B2 g
,  1 yz

Eg
,  1 zx

Eg に対応

する．  

 

 

 

A.5 ランダウ理論の補足  
 

 密度関数について，B2 g の基底となる変位 B2 g の代わりに，展開係数B2 g が

B2 g 表現に従い，秩序変数として相転移が説明できると述べた．この点を詳細に

述べる．空間群 D4h
1 7 の対称操作 R について，B2 g 表現の表現行列を D

B2 g
(R)とす

る．このとき，基底関数の R による変換は以下のように記述できる．  

  RR g2g2g2 BBB
D   (A.5.1) 

このとき，密度関数 = B2gB2 g について R による変換を行うと，以下の結果

が得られる．  

       g2g2g2g2g2g2g2g2g2g2 BBBBBBBBBB
DD  RRRRR   (A.5.2) 

この結果から，B2g が B2 g 表現に従うとして取り扱えることを示している．  

 次に，(x.1.5)式の歪みを繰り込んだランダウの自由エネルギーを用いて，T = Tc

で自発秩序が生じることを示す．秩序変数 Ov ’の値は，F を極小にすることで決

定される．よって，F を Ov ’で微分し極小値を求めると，秩序変数 Ov ’の温度依

存性が以下のように記述できる．  

 

 

   cc
0

c' 0

TTTT

TTOv







  (A.5.3) 
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よって，電気四極子 Ov ’は高対称相 (T    Tc)でゼロであり，構造相転移点 T  = Tc

以下の低対称相で有限の値をもつ．このとき，ルジャンドル変換の条件 xy  = 

gOv ’/C66
0 から四極子秩序に伴う自発歪みの発生が以下のように記述できる．  

 

 

   cc
0

66

c0

TTTT
C

g

TT

o

xy











 (A.5.4) 

 

 

 

A.6 フォノンの生成消滅演算子による歪み場と回転場の記述  

 
 超音波による歪みや回転を，フォノン場を用いて記述する．これにより，四

極子 -歪み相互作用や回転効果の波数依存性を議論でき，構造相転移におけるバ

ンドの分裂や，フォノンを介した準粒子間相互作用による超伝導を議論できる．

[75, 76] 

 無限に大きい弾性体中を伝わる超音波の伝搬ベクトルを k とし，k 方向の単位

ベクトルを e
( L)

(k) = k/ |k |,  k に互いに直交する単位ベクトルをそれぞれ e
(T1 )

(k), 

e
(T2 )

(k)と置く．このとき，超音波の振動は e
(s )

 (k)によって分解することができ

る．ここで， s  = L, T1, T2 とした． s モードの振動の振幅 u(k,  s)は，弾性体の質

量密度M と s モードの角振動数s  (q)を用いて以下のように記述できる．  

  
   

  ke
k

ku
s

s

s
 M

2/3
2

1

2

1
,   (A.6.1) 

これを用いると，弾性体の位置 r における変位 (r ,  t)をフォノンの振動によって

展開した結果が以下のようになる．  

                  
s

tii

s

tii

s
ss eesaeesadt

krkkrk
kukkukkrξ


,,,

†
 (A.6.2) 

ここで， a s(k), as
†
(k)は s モードのフォノンの生成消滅演算子である．これら演

算子は， boson の交換関係 [a s(k),as ’
†
(k’)] = s , s ’(k   k’), [a s(k),a s ’(k’)] = [a s

†
(k), 

as ’
†
(k’)] = 0 を満たす．  

この変位 を用いてフォノンによる歪みと回転を記述できる．そのためには，

弾性理論の (2.1.1)式と (2.1.2)式で述べた歪み，および回転の定義を用いればよい．

まず，全対称モードの歪み B を以下に記述する．  
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               

        
   

 
























q
kkk

kkkkkk

krkkrk

krkkrk

LM

2/3

†

LL

†

B

2

1

2

1

,,,

LL










tiitii

s

tii

s

tii

szzyyxx

zyx

eeaeeaikd

eeaeeasuksuksukid

zyx

ss  (A.6.3) 

ここで，(A.6.1)式と e
(L)

(k) = k/k  (k  = |k |)，および e
(s )

 (k)の直交条件を用いた．こ

のように， B は縦波フォノンモードで記述され，波数方向によらない． (A.6.3)

式は，BCS 型の超伝導で用いられる電子 -格子相互作用のフォノン部分となって

いる [65]．  

 次に，歪み xy をフォノン場によって記述する．結果は，以下の通りである．   

             

        
   

             
   

             
   





 




































q
kkk

q
kkk

q
kkk

kkkkk

krkkrk

krkkrk

krkkrk

krkkrk

T2M

2/3

†

T2T2

T22T

T1M

2/3

†

T1T1

T1T1

LM

2/3

†

LL

†

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

2

1

2

12

2

,,
2

1

2

1

T2T2

T1T1

LL


















tiitii

xyyx

tiitii

xyyx

tiitiiyx

s

tii

s

tii

sxyyx

xy

xy

eeaeeaekekd
i

eeaeeaekekd
i

eeaeea
k

kk
d

i

eeaeeasuksukid

yx

ss

 (A.6.4) 

ここで， k  = [k ,  0, 0]とすれば縦波成分が消え，かつ T1 モードの振動を xy 平面

に設定することで， xy の T1 モードのフォノンによる記述が得られる．結晶に

超音波を入射する場合は k = [k, 0, 0]のみを考えればよいが，熱励起されたフォ

ノンに起因する xy を考える場合は， k  = [0, k ,  0]の歪みも考慮する必要がある．

よって，本論文では歪み xy を以下のように定義した．  

             
   

 




















q
kkk

krkkrk

T1M

2/3

†

T1T1

T1T1

2

1

2

1

2

2

1

T1T1






 tiitii

xyyx

xy

xy

eeaeeaekekd
i

yx
 (A.6.5) 

次に，回転xy をフォノン場によって記述する．ここでは，T1 モードの振動

を xy 平面に設定した結果を示す．  
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             

             
   

 




























q
kkk

kkkkk

krkkrk

krkkrk

T1M

2/3

†

T1T1

T1T1

†

2

1

2

1

2

,,
2

1

2

1

T1T1










tiitii

xyyx

s

tii

s

tii

sxyyx

xy

xy

eeaeeaekekd
i

eeaeeasuksukid

yx

ss  (A.6.6) 

有限の体積 V の弾性体を考える場合は， k に関する積分を和に置き換えるこ

とで，以下のように記述できる．  

 
        

 
        











k

krkkrk

k

krkkrk

kk
q

kk
q

tii

x

tii

xy

x

tii

y

tii

yx

y

xy

xx

yy

eeaeeak
V

i

eeaeeak
V

i










†

M

†

M

22

22





 (A.6.7) 

 
        

 
        











k

krkkrk

k

krkkrk

kk
q

kk
q

tii

x

tii

xy

x

tii

y

tii

yx

y

xy

xx

yy

eeaeeak
V

i

eeaeeak
V

i










†

M

†

M

22

22





 (A.6.8) 

ここで， e i
(T1 )

(k)aT1(k)   a i(k) (i  = x,  y)と定義した． a i(k)と a i
†
(k)は， xy 平面内で

i 方向に振動する横波フォノンの生成消滅演算子である．また，その時の周波数

をi(k)と置いた．  
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A.7 波数表示の四極子 -歪み相互作用の導出  
 

 波数表示した四極子 -歪み相互作用 (5.2.9)の導出について，詳細な計算を記述

する．  

    

    

   

 
        

   
 

     

   
 

      

   
 

   

   
 

    

   
 

        

          qkqkkqk
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q
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q
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 (A.7.1) 

ここで，,    = x ,  y とした．また， k’  = k   q とし，電子とフォノンの散乱の前

後で運動量が保存するとした．  

 

 

 

A.8 カノニカル変換  
 

 ここでは，回転効果 H rot を媒介とした準粒子間相互作用 H ind を記述するため

に必要な，カノニカル変換について述べる [65]．BCS 理論における電子 -格子相

互作用を媒介とした電子間相互作用の導出は，この変換による．  

回転効果のハミルトニアン  

    





  xyjizij

ij HJH rr ,12rot  (A.8.1) 
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を，ハミルトニアン H0 に対する摂動として扱うとき，全ハミルトニアン H は H 

= H0 + H rot となる．ここで，は摂動の係数である．ここで， s をユニタリ演算

子とすると，H のユニタリ変換が以下のように記述できる．  

        ssHsHHHeeH ss ,,
2

1
,'  (A.8.2) 

このユニタリ変換したハミルトニアン H’がH ro t の 1 次の項を含まなければ，準

粒子間相互作用が最低次の相互作用となる．(A.8.2)式に H  = H0  + H ro t を代入す

ると，以下の結果が得られる．  

 

    

       







ssHsHsHHH

ssHHsHHHHH

,,
2

1
,,

,,
2

1
,'

0rot0rot0

rot0rot0rot0





 (A.8.3) 

s の具体的な形やの何次式となっているかは未知である．しかし，少なくとも

H ro t が H’に含まれなければよいので，以下の関係が成り立つ s を選べばよい． 

   0,0rot  sHH  (A.8.4) 

これを (A.8.3)式に代入することで，以下の結果が得られる．  

 

   

  







sHH

sHsHHH

,
2

1

,
2

1
,'

rot0

rotrot0





 (A.8.5) 

右辺第三項以降はの 3 次以上になるので，回転効果 H ro t を媒介とした準粒子間

相互作用 H ind  = [H rot ,  s]/2 が得られる．次に，s と H ro t についての運動方程式を

求める． s 自身は時間依存性を示さない場合， s の時間発展 s I，および運動方程

式が以下のように記述できる．  

   tiHtiH

I seets 00 
  (A.8.6) 

  0, Hs
dt

ds
i I

I   (A.8.7) 

また，(A.8.4)式について，両辺に左から exp[ iH0t]を，右から exp[iH0 t]を乗じる

ことで，H ro t の時間発展 H rot I(t)が以下の式が得られる．  



[17] 

 

    0rot ,HstH II
  (A.8.8) 

ここで， exp[ iH0t]が H0 の多項式であり，H0 と交換することを用いた．よって，

(A.8.6)式と (A.8.7)式から， s I に対する新たな運動方程式が得られる．  

  tH
dt

ds
i

I

I
rot  (A.8.9) 

よって， s I が以下のように求まる．  

     


t

II tHdtits rot'  (A.8.10) 

H rot  = H rot I(t  = 0)なので，(A.8.10)式を (A.8.5)式に代入すれば，以下の結果が得ら

れる．  
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H
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rotrot0


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 (A.8.11) 

右辺第三項以降はの 3 次以上になるので，回転効果 H ro t を媒介とした準粒子間

相互作用 H ind は，以下のように記述できる．  

 
     





t

II
HtHdt

i
H

HHH

0,'
2

'

rotrot

2

ind

ind0


 (A.8.12) 

 次に，H0 の固有状態 |m>, |n>に対する<n |s |m>を求める．H0 |m> = Em ,  H0 |n> = En

のとき，<n |s I |m>は以下のように記述できる．  

 
 tEEitiEtiEtiHtiH

I
mnmn emsnmseenmseenmsn 

 00  (A.8.13) 

また， (A.8.10)式を用いると，<n |s I |m>は以下のように記述できる．  
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 (A.8.14) 

(A.8.13)式と (A.8.13)式を比較することで，以下の結果が導かれる．  

 
nm EE

mHn
msn




rot
  (A.8.15) 

以上の結果を用いると，固有状態 |m>, |n>を用いた場合の H ind  = [H ro t, s]/2 によ

る摂動エネルギーを求めることができる．   

  























 








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


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rotrot

rot

2

rotrot

rotrotind

2

2
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 (A.8.16) 

ここで，H0 |> = E |>であり，完全性 |>< |  = 1 を満たすとした． 2 つの粒子

間の始状態を |m>を，一方の粒子が H ro t により回転場と相互作用した中間状態を

|>，中間状態からさらにもう一方の粒子が回転場と相互作用した終状態を |n>

すれば，H in d は 2 つの電子間で相互作用した形となる．  

たとえば，全対称フォノンと電子の相互作用による BCS 理論では，波数 k と k’

の電子が，k   q と k’，もしくは k と k’  + q の中間状態を経由して，k   q と k’  + 

q の終状態になる過程を考えている．このとき，始状態と終状態で運動量が保存

され，電子 -格子相互作用が見た目上排除されている．  
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A.9 四極子 -歪み相互作用を介した四極子間相互作用  
 

 ここでは， 5.3 で述べた四極子間相互作用の導出について，補足する．  

まず，本文中で説明を省略した i  = 1 の中間状態 |P1
(2)

>, および i  = 2, 3, 4 の各

状態，およびエネルギーを示す．  

 

 

始： |i1>  = |y ’z ,(k), y ’z , ’(k’); 0> 

  i1   = y ’z ,(k) + y’z , ’(k’) 

中： |p1
(2 )

> = |y ’z ,(k), y ’z , ’(k’+q); 1> 

 p i1 (2 )  = y ’z ,(k) + y’z , ’(k’+q) +  (q) 

終： |f1> = |y ’z ,(kq), y’z , ’(k’+q); 0> 

  i1   = y ’z ,(kq) + y ’z , ’(k’+q) 

 

 

i = 2 の場合，  

始： |i2>  = |y ’z ,(k), zx ’ , ’(k’); 0> 

  i2  = y ’z ,(k) + zx ’ , ’(k’) 

中： |p2
(1 )

> = |y ’z ,(kq), zx ’ , ’(k’); 1> 

 p i2 (1 )  = y ’z ,(kq) + zx ’ , ’(k’) +  (q) 

終： |f2> = |y ’z ,(kq), zx ’ , ’(k’+q); 0> 

  i2   = y ’z ,(kq) + zx ’ , ’(k’+q) 

 

始： |i2>  = |y ’z ,(k), zx ’ , ’(k’); 0> 

  i2   = y ’z ,(k) + zx ’ , ’(k’) 

中： |p2
(2 )

> = |y ’z ,(k), zx ’ , ’(k’+q); 1> 

 p i2 (2 )  = y ’z ,(k) + zx ’ , ’(k’+q) +  (q) 

終： |f2> = |y ’z ,(kq), zx ’ , ’(k’+q); 0> 

  i2   = y ’z ,(kq) + zx ’ , ’(k’+q). 

 

 

i = 3 の場合，  

始： |i3>  = |zx ’ ,(k), y ’z , ’(k’); 0> 

  i3  = zx ’ ,(k) + y’z , ’(k’) 

中： |p3
(1 )

> = |zx ’ ,(kq), y’z , ’(k’); 1> 

 p i3 (1 )  = zx ’ ,(kq) + y ’z , ’(k’) +  (q) 

終： |f3> = |zx ’ ,(kq), y’z , ’(k’+q); 0> 

  i3   = zx ’ ,  (kq) + y ’z , ’(k’+q) 

 

始： |i3>  = |zx ’ ,(k), y ’z , ’(k’); 0> 

  i3   = zx ’ ,(k) + y’z , ’(k’) 

中： |p3
(2 )

> = |zx ’ ,(k), y ’z , ’(k’+q); 1> 

 p i3 (2 )  = zx ’ ,(k) + y’z , ’(k’+q) +  (q) 



[20] 

 

終： |f3> = |zx ’ ,(kq), y’z , ’(k’+q); 0> 

  i3   = zx ’ ,(kq) + y ’z , ’(k’+q). 

 

i = 4 の場合，  

始： |i4>  = |zx ’ ,(k), zx ’ , ’(k’); 0> 

  i4  = zx ’ ,(k) + zx ’ , ’(k’) 

中： |p4
(1 )

> = |zx ’ ,(kq), zx ’ , ’(k’); 1> 

 p i4 (1 )  = zx ’ ,(kq) + zx ’ , ’(k’) +  (q) 

終： |f4> = |zx ’ ,(kq), zx ’ , ’(k’+q); 0> 

  i4   = zx ’ ,  (kq) + zx ’ , ’(k’+q) 

 

始： |i4>  = |zx ’ ,(k), zx ’ , ’(k’); 0> 

  i4   = zx ’ ,(k) + zx ’ , ’(k’) 

中： |p4
(2 )

> = |zx ’ ,(k), zx ’ , ’(k’+q); 1> 

 p i4 (2 )  = zx ’ ,(k) + zx ’ , ’(k’+q) +  (q) 

終： |f4> = |zx ’ ,(kq), zx ’ , ’(k’+q); 0> 

  i4   = zx ’ ,(kq) + zx ’ , ’(k’+q). 

 

 

 

A.10 四極子 -歪み相互作用を介した四極子間相互作用と臨界
現象  

 

 

 

ここでは，第五章で導出した電気四極子 Ov ’の時間依存性についての補足をす

る．秩序変数とする構造相転移に伴い，電気四極子揺らぎが増大する臨界減速

が起こることを示す．  

 自由エネルギー  

         









2

'

4

'

2

'c0 ,,
4

1
,

2

1
tObtOtOTTdF vvv rrrr   (A.10.1) 

について，T  > Tc の範囲での Ov ’の時間変化を考える場合，自由エネルギーF の

中の Ov ’の 4 次の項は無視できるので，F の部分積分は以下のように記述できる． 

        








 tOtbOtOTTdF vvv ,,,
2

1
'

2

'

2

'c0 rrrr   (A.10.2) 

ここで， T  > Tc の温度領域では Ov ’の空間的な変化が小さいと仮定した．

(A.10.2)式の汎関数微分は，以下のように記述できる．  
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'
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
 (A.10.3) 

これを時間に依存した GL 方程式  

    
 

 t
t'O

F
''ΓdtO

t v

v ,
,

,
'

' r
r

rrrr 








  (A.10.4) 

に代入し，Ov ’(r,t)，(rr’)，(r ,  t)の空間に関するフーリエ変換  

  
 

  rq
qqr



 i

vdv etOdtO ,
2

1
, ''


 (A.10.5) 

  
 

   '

2

1
' rrq

qqrr


 i

d
ed 


  (A.10.6) 

  
 

  rq
qqr



 i

d
etdt ,

2

1
, 


  (A.10.7) 

および，デルタ関数  

  
 

rq
rq



 i

d
ed




2

1
 (A.10.8) 

を考えると，電気四極子に関する以下の方程式が得られる．  

           ttObqTTtO
t

vv ,,, '

2

c0' qqqq  



 (A.10.9) 

平均を取ることでランダムな力 (q , t)はゼロとなるから， (A.10.9)式は線形化

微分方程式となり， (5.4.14)式を導くことができる．  
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A.11 3d 電子間相互作用と 2 電子状態の波動関数について  
 

 クーロン相互作用を起源とする四極子間相互作用  

             jyxiyxjvivjrzirz

ij OOOOOOreH rrrrrr ''''''33quad

2

QQ 2222 


 (A.11.1) 

による 3d 電子間の相互作用を計算する．3d 電子の生成消滅演算子 d l i ,
†
 ,  d l i,  (l i 

= y’z , zx’ ,   =  ,  )を用いると，HQQ
i j は以下のように記述できる．  

 
 





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liljljlillll

ij ddddIH
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 ,,,,

†

,,

†

,,QQ 43214321
 (A.11.2) 

        
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jliljillll VddI rrrrrr
43214321 rot   (A.11.3) 
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 (A.11.4) 

ただし，すべてのスピンが並行となる場合を除いた．  

(A.x.3)の積分について，Ou による積分項を I
1
,  Ov ’による積分項を I

2
,  Ox ’y ’によ

る積分項を I
3 とおく．(2.3.6)式から (2.3.9)式で示した SU(2)演算子の行列表示を

考慮すると，表記の簡略化のために y’z  = 1, zx’  = 2 と表記すれば， I
1
,  I

2
,  I

3 で値

がゼロでない l i の選び方は I1111
1
,  I1221

1
,  I2112

1
, I2222

1
,  I1111

2
, I12 21

2
, I2112

2
,  I2222

2
, I1122

3
, 

I1212
3
,  I2121

3
,  I2211

3 となる．  

 まず，I
1 を計算する．電気四極子 Ou は全対称表現でありパウリ行列0 で記述

されるから， I1111
1
 = I1221

1
 = I2112

1
 = I2222

1 が成り立つ．よって， I1111
1
 を計算すれ

ばよく，以下の結果が得られる．  
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ここで Rqu ad
i j は，3d 電子の波動関数を用いて電気四極子間相互作用のエネルギ

ーを計算した時の動径方向の積分であり，以下のように定義した．  
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以上から，HQQ
i j の Ou 部分が以下のように記述できる．  
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ここで，Ou ,
i は生成消滅演算子 d l i ,

†と d l i,  を用いて記述した電気四極子 Ou で

あり， d l i,
†
 と d l i,  を用いて以下のように記述できる．  
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2 について，電気四極子 Ov’はパウリ行列z で記述されるから， I1111
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1
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 について，以下の結果が得られる． 
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以上から，HQQ
i j の Ov ’部分が以下のように記述できる．  
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ここで，Ov’ ,
i は生成消滅演算子 d l i ,

†と d l i ,  を用いて記述した電気四極子 Ov ’で

あり， d l i,
†
 と d l i,  を用いて以下のように記述できる．  
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 I
3 について，電気四極子 Ox ’y ’はパウリ行列x で記述されるから，I1122

1
 = I1 212

1
 = 

I2121
1
 = I2211

1 が成り立つ． I1122
1
 について，以下の結果が得られる．  
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以上から，HQQ
i j の Ox ’y ’部分が以下のように記述できる．  
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ここで，Ov’ ,
i は生成消滅演算子 d l i ,

†と d l i ,  を用いて記述した電気四極子 Ov ’で

あり， d l i,
†
 と d l i,  を用いて以下のように記述できる．  
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以上から，HQQ
i j が以下のように記述できる．  
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ここで， JC
i j

 = 3e
2
Rq uad

i j
/49 と置いた．  

 6.1 で述べ異方性を取り入れた四極子間相互作用は，以下のように記述できる． 
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このとき， (A.11.16)で示した HQQ
i j は，以下のように対角化できる．  
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HQQ
i j を対角化するベクトル D ,

i j は以下のように記述できる．  
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D ,
i j の 1 列目，2 列目， 3 列目は，それぞれ全スピン S  = 0 でスレーター行列

を形成した波動関数 (6.1.1)式から (6.1.3)式を振幅とする 2 電子状態の場の消滅

演算子となる．一方で，4 列目は S  = 1 となる 2 電子状態の場の消滅演算子とな

る．   = 1 の場合は (6.1.2)式の2 と (6.1.2)式の3 が偶然縮退し， 0 <   < 1 のとき

は縮退しない．  

 以上の結果は，電気四極子 Ov ’を対角化する波動関数y’z,   z ’x を用いた場合の

表記である．軌道角運動量 l z を対角化する波動関数(r)と生成消滅演算子 l i ,m ,
†
, 

l i ,m,  (m  = ,    = ,  )を用いた場合も，(A.11.15)式の四極子間相互作用 HQQ
i j を導

出できる．(2.3.12)式から (2.3.15)式で示した自由度の行列表示を用いると，電気

四極子と軌道角運動量は l i ,m ,
†
,  l i ,m,  を用いて以下のように記述できる．  
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フェルミ粒子の交換関係 l i ,m ,  l i ,m’, ’
†
 + l i ,m’ , ’

† 
l i ,m,  = m,m’ , ’ を用いると，これ
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ら演算子は SU(2)の交換関係を満たすことが確認できる．  
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このとき， (A.11.16)で示した HQQ
i j は以下のように対角化できる．  
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HQQ
i j を対角化するベクトル L ,

i j は以下のように記述できる．  
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L ,
i j の 1 列目，2 列目， 3 列目は，それぞれ全スピン S  = 0 でスレーター行列

を形成した 2 電子状態に対応し，それぞれ以下のように波動関数が記述できる．  
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このように，すべての 2 電子状態の波動関数は，2 に対する1 の位相のずれを

生じているとして理解できる．ここで，位相のずれは /2 の整数倍に限られおり，

波動関数が主要軸上で実数となることを示している．  

 

 

 

A.12 波動関数とハミルトニアンの回転操作  
 

 波動関数(r)を，z 軸周りに角度だけ回転させる対称操作 R()によって変換

することを考える．波動関数(r)は，R()によって’(r)へ変換される．この変

換は，以下のように記述できる．  

      rRr  '  (A.12.1) 

また，R()による座標 r の変換後の座標を r’と置くと，この変換は以下のよう

に記述できる．  

  rRr '  (A.12.2) 

R()による変換の前後で波動関数と位置に相対変化は生じないので，’(r’) = 

(r)が成り立つ．これを (A.12.1)式に代入することで，以下の式が成り立つ．  

        rrRr   '''  (A.12.3) 
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この (A.12.3)式に (A.12.2)式の逆変換 r  = R()
1

r’を代入すると，以下の関係式が

得られる．  

      '' 1rRrR   (A.12.4) 

 (A.12.4)式の r’を改めて r と書き直すと，(A.12.1)式と合わせて以下の結論が得

られる．  

        rRrRr 1'    (A.12.5) 

この結果は，回転操作 R()による波動関数の変換は，その代わりに座標変換 R
1

を行えばよいことを示している．  

 次に，対称操作 R()による波動関数の変換を記述する演算子を求める． z 軸

周りの回転を求めるので，変換はすべて x-y 平面内で起こるとしてよい．対称

操作 R()は，以下のように行列表示できる．  

   






 







cossin

sincos
R  (A.12.6) 

よって， (A.12.5)式が以下のように記述できる．  

         sincos,sincos' xyyx  rRr  (A.12.7) 

ここで， << 1 の無限小変換の場合 cos   1, sin   であるから，の 1 次ま

での範囲でテーラー展開することで，(A.12.7)式を以下のように軌道角運動量演

算子 lz  =－ i(x/y－ y/x)を用いて記述できる．  

              yxliyx
y

x
x

yyxxyyx z ,1,,,  
















rR  (A.12.8) 

が有限の場合の変換は，波動関数を何度も無限小回転をさせると考え，以下の

ように記述できる．  

        yxeyxl
n

i zil

n

z
n

,,1lim 

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
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rR  (A.12.9) 

よって，有限角度の回転操作を波動関数に作用せる場合は，波動関数の位相を
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変換すればよいことが分かる．  

 以上の結論を用いて， 1 電子系における任意のハミルトニアン H の回転効果

を考える．回転操作を施した波動関数 ’(r) = e
 i l zxy(r)を用いてエネルギー

E(xy)を計算すれば，以下の結果が得られる．  

    
 

 xyzxyz lil

xy HeedE r  (A.12.10) 

よって， e
i l zxy

He
 i l zxy を計算することで，回転効果を記述するハミルトニアン

を導くことができる．xy を微小とし，2 次までの範囲で回転効果を計算すると，

以下の結果が得られる．   
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 (A.12.11)  

ここで， [A,  B] = AB   BA である．よって，回転効果のハミルトニアン H ro t が，

以下のように得られる．  

       2

\rot ,,
2

1
, xyzzxyzz HllHliH    (A.12.12)  

このように，回転xy によるハミルトニアン H ro t は，l z と H の交換関係を計算す

ればよいことが分かった．さらに， (A.12.12)式においてハイゼンベルグハミル

トニアンを適用することで，xy の 1 次の項について以下の結果が得られる．  

      xyzxyzxyz L
t

l
t

iiHliH 
















 ,rot  (A.12.13)  

この結果は，超音波による回転が軌道角運動量 L z の 1 階の時間微分と結合する

ことを示している．古典力学と比較すると， L z の 1 階微分はトルクであり，回

転に関わる力を理解するために重要な量である． H として結晶場ハミルトニア

ン HCEF を選んだ場合は多極子 -回転相互作用 HHR が導かれるが， 3d 電子の波動

関数y ’z ,  y ’zを用いて HHR のエネルギーEHR を計算しても値はゼロとなることを

述べた．これは角運動量保存則が成り立ち， 3d 電子に働く結晶場ポテンシャル

による力は中心力場となっており，z 軸周りの等方性が保たれていることを示し

ている．一方で，回転と同一平面内に磁場などの異方的相互作用が存在すれば，

z 軸周りの回転対称性が破れる．これにより，系にトルクが働き角運動量は保存
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しなくなるので，EHR が有限の値をもつ [54]．  

 

 

 

A.13 フォノンの生成消滅演算子による回転効果の記述  
 

 回転効果のハミルトニアン  

    xyij

ij BBBBJH    ††

rot 14  (A.13.1) 

について，フーリエ変換を考える．フォノンによる回転場 (A.6.8)式を用いると，

以下の結果が得られる．  
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  (A.13.2) 

よって， (6.2.32)式と (6.2.34)式が得られる．四極子 -歪み相互作用 HQS のフーリ
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エ変換で計算方法の詳細は述べているため，ここでは省略する．  

 

 

 

A.14 電子対間の相互作用の導出について  

 

 6.3 で省略した，回転効果を介した電子対間の相互作用 H i n d の導出について， 

詳細を述べる．  

まず，過程 i  = 1 について，始，中，終状態を考える． 1 つ目は，波数 k の対

が横波フォノンと相互作用し，次に k’の対と相互作用する過程が考えられる．

回転場z(q)が qxay と qyax の線形結合で記述されるため，中間状態 |P1
(1 )

>は |P1
(1 )

> 

= |p1
(1y )

> + |p1
(1x )

>と記述できる．ここで， qxay による中間状態を  |p1
(1y )

>， qyax

による中間状態を |p1
(1x )

>とおいた． |p1
(1y )

>と |p1
(1x )

>は混ざり合わないとすれば

|p1
(1y )

><|p1
(1x )

| = |p1
(1 x )

><|p1
(1y )

| = 0 が成り立つため，各中間状態を独立に取扱い，

最後に足し合わせればよい．まず， |p1
(1y )

>の過程の場合の始，中，終状態とそ

の時のエネルギーは以下のように記述できる．  

 

始： |i1>  = |+(k), +(k’); 0>,  i1  = +(k) + +(k’) 

中： |p1
(1y )

> = |+(kq), +(k’); 1>, p i1 (1 y)  = +(kq) + +(k’) +  y(q) 

終： |f1> = |+(  kq), +(k’+q); 0>,  i1  = +(kq) + +(k’+q) 

 

ここでの計算に必要となる回転効果のハミルトニアンは，以下のようになる．  
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 (A.14.1) 

ここで，時間依存性は考えず，また J i j = J と表記した．このときの<f1 |H ind |i1>を

求める．まず <p1
(1y )

|H rot |i1>について，これはフォノンを作る過程であるから，

以下の結果が得られる．  
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  (A.14.2) 

ここで， k’’  = k, q’ =  q とした．また，<f1 |H ro t | p1
(1 y )

>はフォノンを消す過程で
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あるから，以下の結果が得られる．  

       
 

      

     
 

   

 
 

         yti

yx

y

y

yx

y

y

yyx

y

y

peaqBBf
V

iJ

paq
V

iBBJf

paaq
V

iBBJfpHf

y 1

1

†

1

M

1

1

','' M

†

1

1

1

',''

†

M

†

1

1

1rot1

''
2

12

''
'2

'''''12

'''
'2

'''''12

q

qk

qk

qkqk
q

q
q

kqk

qq
q

kqk




































 

  (A.14.3) 

ここで，k’’  = k’ ,  q’  = q とした．よって，<f1 |H ro t | p1
(1y )

> <p1
(1y )

|H rot |i1>は以下のよ

うに記述できる．  
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ここで， ay
†
(k) = aT

†
(k)ey であることを用いた  (Appendix A.6)．この過程に関す

る H in d の係数部分が以下のように記述できる．  
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次に， |p1
(1 x )

>の場合を考える．始，中，終状態とエネルギーは以下のように

記述できる．  

 

始： |i1>  = |+(k), +(k’); 0>,  i1 = +(k) + +(k’) 

中： |p1
(1x )

> = |+(kq), +(k’); 1>,  i1 = +(kq) + +(k’) +  x(q) 



[33] 

 

終： |f1> = |+(kq), +(k’+q); 0>,  i1 = +(kq) + +(k’+q) 

 

であり，この時に必要な回転効果は (A.14.1)式である． |p1
(1x )

>の場合と同様に考

えることで，以下の結果が得られる．  
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i = 1 の 2 つ目の散乱過程は，波数 k’の対が横波フォノンと相互作用し，次に

k の対が相互作用によって生じる．このときの始，中，終状態とエネルギーは以

下のように記述できる．  

 

始： |i1>  = |+(k), +(k’); 0>,  i1  = +(k) + +(k’) 

中： |p1
(2y )

> = |+(k), +(k’+q); 1>, p i1 (2y )  = +(k) + +(k’+q) +  y(q) 

終： |f1> = |+(kq), +(k’+q); 0>,  i1  = +(kq) + +(k’+q) 

 

および，  

 

始： |i1>  = |+(k), +(k’); 0>,  i1 = +(k) + +(k’) 

中： |p1
(2x )

> = |+(k), +(k’+q); 1>, p i1 (2 x)  = +(k) + +(k’+q) +  x(q) 

終： |f1> = |+(kq), +(k’+q); 0>,  i1 = +(kq) + +(k’+q) 

 

このときの中間状態を |p1
(2)

>とし， |P1
(2 )

> = |p1
(2y )

> + |p1
(2x )

>とした．このときに

必要となる回転効果は (A.14.1)式である．エネルギーは |P1
(1 )

>と同じ方法で計算

できるので，ここでは結果を示す．  
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よって， i  = 1 の場合の全エネルギーは以下のように記述できる．  
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最終的に， (A.14.9)式に生成消滅演算子 B+
†
(kq)B+(k)B+

†
(k’+q)B+(k’)を掛けて波

数についての和を取ったものが i  = 1 の過程のハミルトニアン H ind
1 であり，以

下のように導かれる．  
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i = 2 の場合の始，中，終状態とその時のエネルギーを以下に示す．  

 

始： |i2>  = |+(k), (k’); 0>,  i2  = +(k) + (k’) 

中： |p2
(1y )

> = |+(kq), (k’); 1>, p i2 (1 y)  = +(kq) + (k’) +  y(q) 

終： |f2> = |+(  kq), (k’+q); 0>,  i2  = +(kq) + (k’+q) 

 

始： |i2>  = |+(k), (k’); 0>,  i2 = +(k) + (k’) 

中： |p2
(1x )

> = |+(kq), (k’); 1>,  i2 = +(kq) + (k’) +  x(q) 

終： |f2> = |+(kq), (k’+q); 0>,  i2 = +(kq) + (k’+q) 

 

始： |i2>  = |+(k), (k’); 0>,  i2  = +(k) + (k’) 

中： |p2
(2y )

> = |+(k), (k’+q); 1>, p i2 (2 y)  = +(k) + (k’+q) +  y(q) 

終： |f2> = |+(kq), (k’+q); 0>,  i2  = +(kq) + (k’+q) 

 

始： |i2>  = |+(k), (k’); 0>,  i2 = +(k) + (k’) 

中： |p2
(2x )

> = |+(k), (k’+q); 1>, p i2 (2 x)  = +(k) + (k’+q) +  x(q) 

終： |f2> = |+(kq), (k’+q); 0>,  i2 = +(kq) + (k’+q) 

 

この散乱過程で必要な回転効果のハミルトニアンは以下のようになる．  
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このハミルトニアンを用いて <f2 |H ind |i2>を求める．まず <p2
(1 y )

|H ro t |i2>について，

これはフォノンを作る過程であるから，以下の結果が得られる．  
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ここで， k’’  = k, q’ =  q とした．<f2 |H rot | p2
(1y )

>はフォノンを消す過程であるか

ら，以下の結果が得られる．  
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ここで，k’’  = k’ ,  q’  = q とした．よって，<f2 |H ro t | p2
(1y )

> <p2
(1y )

|H rot |i2>が以下のよ

うに得られる．  
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<f2 |H ro t | p2
(1x )

><p2
(1x )

|H ro t |i2>も同様に計算でき，以下の結果が得られる．ように

記述できる．  
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<p2
(2 y )

|H ro t |i2>と<f2 |H rot | p2
(2y )

>，および<p2
(2 x )

|H ro t |i2>と<f2 |H rot | p2
(2x )

>については，

それぞれ以下の結果が得られる．  
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よって，<f2 |H ro t | p2
(2y )

><p2
(2y )

|H ro t |i2>，<f2 |H ro t | p2
(2x )

><p2
(2x )

|H ro t |i2>およびは以下

のように記述できる．  
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以上の結果を用いると， i  = 2 の時の全エネルギーが以下のように記述できる．  
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 (A.14.22) 

(A.14.22)式に生成消滅演算子 B+
†
(kq)B+(k)B

†
(k’+q)B(k’)を掛けて波数につい

ての和を取ったものが i = 2 の過程のハミルトニアン H in d
2 であり，以下のよう

に導かれる．  
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  (A.14.23) 

i = 3 の場合の始，中，終状態とその時のエネルギーを以下に示す．  

 

始： |i3>  = |(k), +(k’); 0>,  i3  = (k) + +(k’) 

中： |p3
(1y )

> = |(kq), +(k’); 1>, p i3(1 y)  = (kq) + +(k’) +  y(q) 

終： |f3> = |(  kq), +(k’+q); 0>,  i3  = (kq) + +(k’+q) 

 

始： |i3>  = |(k), +(k’); 0>,  i3 = (k) + +(k’) 

中： |p3
(1x )

> = |(kq), +(k’); 1>,  i3 = (kq) + +(k’) +  x(q) 

終： |f3> = |(kq), +(k’+q); 0>,  i3 = (kq) + +(k’+q) 

 

始： |i3>  = |(k), +(k’); 0>,  i3  = (k) + +(k’) 

中： |p3
(2y )

> = |(k), +(k’+q); 1>, p i3(2 y)  = (k) + +(k’+q) +  y(q) 

終： |f3> = |(kq), +(k’+q); 0>,  i3  = (kq) + +(k’+q) 

 

始： |i3>  = |(k), +(k’); 0>,  i3 = (k) + +(k’) 

中： |p3
(2x )

> = |(k), +(k’+q); 1>, p i3(2 x)  = (k) + +(k’+q) +  x(q) 

終： |f3> = |(kq), +(k’+q); 0>,  i3 = (kq) + +(k’+q) 

 

このときに必要となる回転効果のハミルトニアンは以下のようになる．  
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 (A.14.24) 

このハミルトニアンを用いて <f3 |H ind |i3>を求める．まず <p3
(1 y )

|H ro t |i3>について，

これはフォノンを作る過程であるから，以下の結果が得られる．  
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  (A.14.25) 

ここで， k’’  = k, q’ =  q とした．<f3 |H rot | p3
(1y )

>はフォノンを消す過程であるか

ら，以下の結果が得られる．  
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  (A.14.26) 

ここで，k’’  = k’ ,  q’  = q とした．よって，<f3 |H ro t | p3
(1y )

> <p3
(1y )

|H rot |i3>が以下のよ

うに得られる．  
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<f2 |H ro t | p2
(1x )

><p2
(1x )

|H rot |i2>も同様に計算でき，以下の結果が得られる．  
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<p3
(2 y )

|H ro t |i3>と<f3 |H rot | p3
(2y )

>，および<p3
(2 x )

|H ro t |i3>と<f3 |H rot | p3
(2x )

>については，

それぞれ以下の結果が得られる．  
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よって，<f3 |H ro t | p3
(2y )

><p3
(2y )

|H ro t |i3>，および<f3 |H ro t | p3
(2x )

><p3
(2x )

|H ro t |i3>は以下

のように記述できる．  
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以上の結果を用いると， i  = 3 の時の全エネルギーが以下のように記述できる．  



[41] 

 

   

   

 
 

 

      

 
 

 

      

 
 

 

      

 
 

 

      222

22

M

222

222

22

M

222

222

22

M

222

222

22

M

222

2

1 ,

3rot33rot3

2

3ind3

''

2

2
12

''

2

2
12

2

2
12

2

2
12

11

2
3333

qqkk

q

q

qqkk

q

q

qqkk

q

q

qqkk

q

q

x

x
xy

x

y

y

yx

y

x

x
xy

x

y

y

yx

y

j yxk pfpi

jkjk

eq
V

J

eq
V

J

eq
V

J

eq
V

J

iHppHfiHf
jkjk

























































































 

 

 (A.14.35) 

(A.14.35)式に生成消滅演算子 B
†
(kq)B(k)B+

†
(k’+q)B+(k’)を掛けて波数につい

ての和を取ったものが i = 3 の過程のハミルトニアン H in d
3 であり，以下のよう

に導かれる．  

 
 

       
 

      

 
 

       
 

      

 
 

       
 

      

 
 

       
 

      




































qkk

qkk

qkk

qkk

qqkk

q
kqkkqk

q

qqkk

q
kqkkqk

q

qqkk

q
kqkkqk

q

qqkk

q
kqkkqk

q

,',
222

††22

M

222

,',
222

††22

M

222

,',
222

††22

M

222

,',
222

††22

M

222

3

ind

''

2
''

2
12

''

2
''

2
12

2
''

2
12

2
''

2
12

x

x
xy

x

y

y

yx

y

x

x
xy

x

y

y

yx

y

BBBBeq
V

J

BBBBeq
V

J

BBBBeq
V

J

BBBBeq
V

J

H













































  (A.14.36) 

i = 4 の場合の始，中，終状態とその時のエネルギーを以下に示す．  

 

始： |i4>  = |(k), (k’); 0>,  i4  = (k) + (k’) 

中： |p4
(1y )

> = |(kq), (k’); 1>, p i4 (1 y)  = (kq) + (k’) +  y(q) 

終： |f4> = |(  kq), (k’+q); 0>,  i4  = (kq) + (k’+q) 

 

始： |i4>  = |(k), (k’); 0>,  i4 = (k) + (k’) 

中： |p4
(1x )

> = |(kq), (k’); 1>,  i4 = (kq) + (k’) +  x(q) 

終： |f4> = |(kq), (k’+q); 0>,  i4 = (kq) + (k’+q) 

 

始： |i4>  = |(k), (k’); 0>,  i4  = (k) + (k’) 
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中： |p4
(2y )

> = |(k), (k’+q); 1>, p i4 (2 y)  = (k) + (k’+q) +  y(q) 

終： |f4> = |(kq), (k’+q); 0>,  i4  = (kq) + (k’+q) 

 

始： |i4>  = |(k), (k’); 0>,  i4 = (k) + (k’) 

中： |p4
(2x )

> = |(k), (k’+q); 1>, p i4 (2 x)  = (k) + (k’+q) +  x(q) 

終： |f4> = |(kq), (k’+q); 0>,  i4 = (kq) + (k’+q) 

 

このときに必要となる回転効果のハミルトニアンは以下のようになる．  
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このハミルトニアンを用いて <f4 |H ind |i4>を求める．まず <p4
(1 y )

|H ro t |i4>について，

これはフォノンを作る過程であるから，以下の結果が得られる．  
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  (A.14.38) 

ここで， k’’  = k, q’ =  q とした．<f4 |H rot | p4
(1y )

>はフォノンを消す過程であるか

ら，以下の結果が得られる．  
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ここで，k’’  = k’ ,  q’  = q とした．よって，<f4 |H ro t | p4
(1y )

> <p4
(1y )

|H rot |i4>が以下のよ

うに得られる．  
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 (A.14.40) 

<f2 |H ro t | p2
(1x )

><p2
(1x )

|H ro t |i2>も同様に計算でき，以下の結果が得られる．ように

記述できる．  
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<p4
(2 y )

|H ro t |i4>と<f4 |H rot | p4
(2y )

>，および<p4
(2 x )

|H ro t |i4>と<f4 |H rot | p4
(2x )

>については，

それぞれ以下の結果が得られる．  
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よって，<f4 |H ro t | p4
(2y )

><p4
(2y )

|H ro t |i4>，<f4 |H ro t | p4
(2x )

><p4
(2x )

|H ro t |i4>およびは以下

のように記述できる．  
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以上の結果を用いると， i  = 4 の時の全エネルギーが以下のように記述できる．  
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 (A.14.48) 

(A.14.35)式に生成消滅演算子 B
†
(kq)B(k)B

†
(k’+q)B(k’)を掛けて波数につい

ての和を取ったものが i = 4 の過程のハミルトニアン H in d
4 であり，以下のよう

に導かれる．  
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  (A.14.49) 

以上で，各過程についての相互作用ハミルトニアンを導くことができた．  

 H ind
i の係数部分に着目すると，波数 k と k’についての運動エネルギーが混ざ

った形となっている．これをすべて波数 k についての運動エネルギーにまとめ

ることを考える．例えば，H ind
1 の中の  
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に着目する．この中の生成消滅演算子を B+
†
(k’+q)B+(k’)B+

†
(kq)B+(k)と並び替え

ると，以下の結果が得られる．  
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ここで，交換関係 (6.2.29)式を用いた．また，n f(k) = {n+ ,(k) + n+ ,(k) + n ,(k) + 

n ,(k)}/2 とおいた．よって， (A.14.51)式は以下のように記述できる．  
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  (A.14.52) 

第一項と第三項を k’  = k，q = q と置き直すことで，以下の結果が得られる．  
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以上から，H ind
1 は以下のようにまとめることができる．  
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生成消滅演算子の交換関係を考慮すると H ind
4 も同様の議論ができ，以下の結果

が得られる．  
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 次に，H ind
2 について (6.2.30)式を用いた計算を行う．H ind

2 の中で  
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に着目する．この中の生成消滅演算子を B
†
(kq)B(k)B+

†
(k’+q)B+(k’)と並び替え

ると，以下の結果が得られる．  
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ここで，  n f(k) = {n ,(k) + n ,(k)}/2 とおいた．よって， (A.14.55)式は以下の

ように記述できる．  
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  (A.14.58) 

(A.14.58)式について，第一項と第二項の波数を k’  = k， q = q と置き直し，+

とが縮退している場合 n+ f(k) = n f(k)が満たされることを用いれば， (A.14.59)
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式の第二項と第三項はゼロとなり以下の結果が得られる．  
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以上から，H ind
2 は以下のようにまとめることができる．  
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   (A.14.60) 

H ind
3 も同様の議論ができるので，以下の結果が得られる．  
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   (A.14.61) 

よって，H ind
1
 + H ind

2
 + H ind

3
 + H ind

4 から (6.3.3)式の H in d を導くことができる．  
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A.15 励起準粒子のエネルギー行列についての補足  

 

ここでは，6.4 で記述した励起準粒子のエネルギー行列’(k)の導出について

補足する．  

 調和振動子の形式で記述した還元ハミルトニアン  
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について，以下に定義する (k)ベクトル  
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を用いて P(k)ベクトルと Q(k)ベクトルを再定義することで，(A.15.1)式が以下の

ように簡単化できる．  
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よって，(A.15.6)式を対角化すれば凝縮状態から励起した準粒子を記述するハミ

ルトニアンが得られ，対角化した周波数行列が準粒子のエネルギー分散を与え

る．  

まず， (6.4.18)式で示した2
(k)から(k)を求める． (A.15.6)式において，+(k) = 

(k)と近似すれば D+
E
(q) = D

E
(q)となり，かつ単位体積当たりの基底状態のボ

ース粒子数を N0 として，N0
+

 = N0

 = N/2 と近似することで，(k)が以下ように

導かれる．  
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ここで，は以下のように定義した．  
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よって，1(k)と2(k)を対角化することで， (A.15.6)式で示したハミルトニアンを対角化で

きる．1(k)と2(k)を対角化するユニタリ行列 U1 ,  U2,  および対角化した周波数行列

1
’
(k)と2

’
(k)は，以下のように記述できる．  
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よって，励起準粒子のエネルギーを記述する行列の解は 4 つ存在する．これは，+との

状態，および電子と正孔の自由度をボース粒子がもつことに由来する．よって，励起準

粒子の周波数行列としてはこの中の 1 つの行列を取り上げればよい．(6.4.19)式を採用

すればよいと考えられる．  
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A.16 凝縮状態での超伝導性について  

 

ここでは，Bm
ij†と Bm

ij で記述されボース粒子化した電子対が超伝導性をもつ

ことを示す．(6.2.19)式と (6.2.20)式で記述される電子対の場ij のフーリエ変換

を考える．スピン部分を終略すれば，ij は以下のようにフーリエ変換できる．  
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ここで， kR’’ = kR + kR’と置いた． (A.16.1)式を用いて電子対の場 i j
 =+

i j
 + 

i j

を定義し，以下の電流密度演算子 J(rR)を考える．  
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ここで，A はベクトルポテンシャルであり，以下のように記述できる．  
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(A.16.1)式は，常磁性電流項と反磁性電流項に分けることができ， JP  = 0 がマイ

スナー効果を記述する． (A.16.1)式を用いると， JP は以下のように記述できる． 
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凝縮状態ではボース粒子の運動量がすべてゼロであるから，JP  = 0 が導かれる．

JD は以下のように記述できる．  
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kR = kR’  = kR’’  = 0 とし，さらに q0 の極限を取ることで，空間的に一様なベク

トルポテンシャルに対する J(r)が以下のように記述できる．  
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(A.16.6)式はロンドン方程式となっており，凝縮状態が超伝導のマイスナー効果

を示すことが確認できた．よって，十六極子をもつ電子対がボース粒子化し超

伝導を担うことは，可能であると考えられる．  
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