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1 序論

1.1 空間反転対称性の欠如と反対称スピン軌道相互作用

1911年にKamerlingh Onnesによって発見された超伝導現象は、1957年に発表されたBardeen-

Cooper-Schrieffer (BCS)理論によりほぼ完全に理解された。それにもかかわらずいまだ興味を惹

きつけている理由は、BCS理論では考慮されていない新しい超伝導状態が数多く存在するためで

ある。超伝導は、二つの電子が束縛状態を形成し（Cooper対と呼ばれる）量子凝縮することによ

り起こる。Cooper 対は内部自由度を持つことができるが、BCS 理論ではそれは考慮されていな

い。しかし、実際には有限の内部自由度を持つ超伝導状態が存在する。例えば、強相関電子系で実

現する Cooper対が有限の相対角運動量を持つ異方的超伝導 [1]、Pauli極限の超伝導体で実現する

有限の重心運動量を持つ Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov (FFLO)超伝導 [2–4]などが挙げられ

る。これらの内部自由度の顕在化は、系の対称性の破れに起因している。

物性物理学における重要な対称性の一つに、空間反転対称性がある。Edelsteinによる先駆的な

研究 [5]はあったが、空間反転対称性が破れた超伝導の研究が盛んに行われるようになった契機は、

Bauerらによる空間反転対称性が破れた重い電子系超伝導体 CePt3Siの発見である [6]。図 1.1に

その結晶構造を示す。図 1.1 から明らかなように、CePt3Si は空間反転対称性が欠如した結晶構

造を持つ。CePt3Siの発見以降、空間反転対称性が破れた超伝導体として、UIr [7], CeRhSi3 [8],

CeIrSi3 [9], LiPdxPt3−xB [10]などが見つかっている [11]。

空間反転対称性の破れはどのように電子状態に影響を及ぼすだろうか。すぐに分かることは、空

間反転対称性が保存する場合、エネルギー E(k)を持つ状態と E(−k)を持つ状態は縮退している

ため、それが破れるとこの縮退が解けることである。これを引き起こすのが反対称スピン軌道相互

作用と呼ばれるもので、第二量子化表現で

HSOC = α
∑
k,s,s′

g(k) · σss′c
†
kscks′ (1.1)

図 1.1 CePt3Siの結晶構造 [6]。右の図は空間反転した場合の結晶構造。
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と書くことができる。ここで cks は波数 k，スピン sを持つ電子に対する消滅演算子であり、σ は

Pauli行列のベクトル表示 σ = (σx, σy, σz)である。ベクトル量 g(k)は g-ベクトルとよばれるも

ので、反対称スピン相互作用を特徴づけるものである。時間反転対称性が保存するため、g-ベクト

ルは波数に関して奇関数となる。これが、反対称スピン軌道相互作用と呼ばれる所以である。g-ベ

クトルの代表的なものとして、Rashba型 [12]

g(k) = (− sin ky, sin kx, 0) (1.2)

や Dresselhous型 [13]

g(k) = [kx(k
2
y − k2z), ky(k

2
z − k2x), kz(k

2
x − k2y)] (1.3)

がある。

反対称スピン軌道相互作用により、超伝導状態において様々な興味深い現象が引き起こされる。

その最たるものの一つが、スピン一重項超伝導とスピン三重項超伝導の混成である [5]。空間反転

対称性が保存する場合、偶パリティスピン一重項超伝導と奇パリティスピン三重項超伝導は明確

に区別されるが、空間反転対称性が破れるとこれらは区別できず、結果として両者が混成した超

伝導状態が実現される。また、Pauli極限を大きく越える上部臨界磁場が実験的に観測されている

が [14,15]、これも反対称スピン軌道相互作用が原因である [5,16–24]。その他にも、ヘリカル超伝

導状態 [24–30]、磁気電気効果 [31–34]、異常 Hall効果、異常熱 Hall効果、スピン Hall効果など

の輸送現象 [34, 35]、トポロジカル超伝導 [36–39]などが理論的に提案されている。以下でこれら

の現象を簡単に説明する。なお、トポロジカル超伝導については第 5章で議論する。

1.2 反対称スピン軌道相互作用が誘起する現象

ここでは、反対称スピン軌道相互作用が誘起する様々な現象についてレビューする。

1.2.1 反対称スピン軌道相互作用による電子状態の変化

大局的な空間反転対称性が破れた系に現れる反対称スピン軌道相互作用による電子状態の変化に

ついて、Rashba型の反対称スピン軌道相互作用を例にとり説明する [40, 41]。xy 平面でのミラー

対称性が破れた二次元電子系を考える。この系のハミルトニアンは、以下で与えられる。

H0 =
∑
ks

ξ(k)c†kscks + α
∑
kss′

g(k) · σss′c
†
kscks′ (1.4)

右辺第一項が運動エネルギー項、第二項が反対称スピン軌道相互作用項である。ここでは Rashba

型の g-ベクトル (1.2) を仮定する。反対称スピン軌道相互作用はその形から、波数に依存した

Zeeman磁場とみなすこともできる。このハミルトニアンを行列表示すると

H0 =
∑
k

(c†k↑, c
†
k↓)

(
ξ(k) −αk+
−αk− ξ(k)

)(
ck↑
ck↓

)
(1.5)
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図 1.2 Rashba型の反対称スピン軌道相互作用によるバンド分裂。点線が α = 0の Fermi面、

実線が α ̸= 0の Fermi面である。Fermi面上の矢印は、その点でのスピンの量子化軸を表して

いる。

となる。ここで k± = sin ky ± i sin kx である。行列表示したハミルトニアンは容易に対角化でき

る。ユニタリー行列

U0(k) =
1√
2

(
1 −k+/|g(k)|

k̄−/|g(k)| 1

)
(1.6)

を用いてユニタリー変換すると、固有値

E±(k) = ξ(k)± α|g(k)| (1.7)

が得られる。α により縮退が解け、バンドが分裂する。なお、時間反転対称性が保存するため、

k = 0での縮退は残る。反対称スピン軌道相互作用によるスピン分裂が Zeemann磁場によるスピ

ン分裂と決定的に異なる点は、ユニタリー行列 (1.6)がスピンを回転させる演算子である点である。

そのため、スピンの量子化軸は波数ごとに異なることとなる。この様子を図 1.2に示す。

次に、磁場中での結果について紹介する。磁場中ではハミルトニアン (1.4)に以下の Zeeman項

が加わることになる。

HZeeman = −µB

∑
k,s,s′

H · σss′c
†
kscks′ (1.8)
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図 1.3 x軸方向の磁場中での Fermi面 [35]。

Zeeman項が加わることにより、系のエネルギーは以下のように変化する。

E±(k,H) = ξ(k)±
√
α2|g(k)|2 − 2αg(k) · µBH + (µBH)2 (1.9)

反対称スピン軌道相互作用によるバンド分裂の大きさ EASOC は、典型的には数百K∼数千Kであ

り [11]、一般的な磁場のエネルギースケールよりはるかに大きい。そのため、以下では α≫ µBH

を仮定する。磁場による Fermi 面の変化は、印加磁場の方向により異なる。z 軸方向の磁場

H = (0, 0, Hz)の場合、エネルギー (1.9)に磁場の一次の項は現れない。そのため、z 軸方向の磁

場により Fermi面は変化を受けない。一方、面内磁場、例えば x方向の磁場H = (Hx, 0, 0)の場

合、磁場により Fermi面は非対称に歪むこととなる。この様子を図 1.3に示す。
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既約表現 基底関数

A1g 1

A2g kxky(k
2
x − k2y)

B1g k2x − k2y

B2g kxky

Eg kzkx, kzky

A1u sin kxx+ sin kxy

A2u sin kyx− sin kxy

B1u sin kxx− sin kyy

B2u sin kyx+ sin kxy

Eu (sin kx ± i sin ky)z

表 1.1 対称群 D4h の既約表現の基底関数 [42]。

既約表現 基底関数

A1 1, sin kyx− sin kxy

A2 kxky(k
2
x − k2y), sin kxx+ sin kyy

B1 k2x − k2y, sin kyx+ sin kyy

B2 kxky, sin kxx− sin kyy

E kzkx, kzky, (sin kx ± i sin ky)z

表 1.2 対称群 C4v の既約表現の基底関数。

1.2.2 超伝導状態

ここでは、超伝導状態の性質について議論する。超伝導状態へ空間反転対称性の欠如が与える最

も重要な特徴の一つは、偶パリティスピン一重項超伝導と奇パリティスピン三重項超伝導の混成で

ある。では、どのよな混成が許されるか、xy 平面でのミラー対称性が破れた系を例にとり考えて

みる。まず、xy 平面に対するミラー対称性が保存する場合から出発する。超伝導状態は結晶点群

の既約表現により分類さる。対称群 D4h の場合の結果を表 1.1にまとめる [42]。空間反転対称性

が保存するため、偶パリティスピン一重項超伝導と奇パリティスピン三重項超伝導は異なる既約表

現に属し、混成することはできない。次に、c軸方向のミラー対称性が破れ、系の対称性が D4h か

ら C4v に落ちた場合の結果を表 1.2に示す。パリティが破れたため、偶パリティスピン一重項超伝

導と奇パリティスピン三重項超伝導は同じ既約表現に属することができる。結果として、表 1.2に

おいて同じ既約表現に属するスピン一重項超伝導と三重項超伝導の混成が許されることとなる。実

際に混成する超伝導秩序変数の波数依存性は、系の詳細による。CePt3Siでは p波超伝導と拡張 s

波超伝導の混成（p波超伝導が支配的）[23]が、CeRh(Ir)Si3 では拡張 s波と p波超伝導の混成（s
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波超伝導が支配的）[43]が提案されている。

次に、スピン一重項超伝導と三重項超伝導がどのように混成するか考察する。例として、A1

対称性を考える。この場合 s 波のスピン一重項超伝導 ψ(k) = ∆s と p 波のスピン三重項超伝導

d(k) = ∆p(− sin ky, sin kx, 0) = ∆pg(k) の混成が許されるが、自由度として両者の間の相対位相

ϕがある。この相対位相 ϕは反対称スピン軌道相互作用 αの符号により決定される。以下でこの

点について説明する。正常状態のハミルトニアン (1.4)に平均場近似したペアリング相互作用項

HMF
pair =

1

2

∑
k,s,s′

[∆ss′(k)c
†
ksc

†
−ks′ +H.c.] (1.10)

を付け加えたものを考える。ここで ∆ss′(k)は超伝導秩序変数

∆(k) = i[eiϕ∆sσ0 + d(k) · σ]σy (1.11)

である。なお、一般性を失うことなく ∆s, ∆p を実数ととることができる。超伝導状態のハミルト

ニアンH = H0 +HMF
pair を基底 Ψ†(k) = (c†k↑, c

†
k↓, c−k↑, c−k↓)で行列表示すると

H =
1

2

∑
k

Ψ†(k)


ξ(k) −αk+ ∆pk+ ∆seiϕ

−αk− ξ(k) −∆seiϕ −∆pk−
∆p∗k− −∆s∗e−iϕ −ξ(k) −αk−
∆s∗e−iϕ −∆p∗k+ −αk+ −ξ(k)

Ψ(k) (1.12)

を得る。行列表示したハミルトニアンをユニタリー行列

U(k) =

(
U0(k) 0

0 UT
0 (k)

)
(1.13)

でユニタリー変換すると、以下のバンド表示したハミルトニアンが得られる。

Hband(k) =


E−(k) 0 ∆−(k) 0

0 E+(k) 0 ∆+(k)
∆∗

−(k) 0 −E−(k) 0
0 ∆∗

+(k) 0 −E+(k)

 (1.14)

∆+(k), ∆−(k)はそれぞれバンド E+(k), E−(k)の超伝導秩序変数で、

∆+(k) = − k−
|g(k)|

[∆seiϕ +∆p|g(k)|] (1.15)

∆−(k) = − k+
|g(k)|

[∆seiϕ −∆p|g(k)|] (1.16)

である。行列 (1.14)は容易に対角化でき、結果として固有値

E+
±(k) = ±

√
E2

+(k) + |∆+(k)|2 (1.17)

E−
±(k) = ±

√
E2

−(k) + |∆−(k)|2 (1.18)
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を得る。反対称スピン軌道相互作用により分裂したバンド E+(k), E−(k) はそれぞれは超伝導

ギャップ

|∆+(k)| =
√
|∆s|2 + 2∆s∆p|g(k)| cosϕ+ |∆pg(k)|2 (1.19)

|∆−(k)| =
√
|∆s|2 − 2∆s∆p|g(k)| cosϕ+ |∆pg(k)|2 (1.20)

を持つこととなる。ここで、バンド E+(k)の方がバンド E−(k)よりも Fermi面での状態密度が

大きいと仮定する。その場合、バンド E+(k)の超伝導ギャップを最大化するような ϕが最も安定

な状態を与えることになる。式 (1.19)から明らかなように、ϕ = 0の時バンド E+(k)は最大の超

伝導ギャップを持つため、ϕ = 0を得る。同様の議論を α→ −αとした場合に行うと、エネルギー
固有値として

E+
±(k) = ±

√
E2

+(k) + |∆−(k)|2 (1.21)

E−
±(k) = ±

√
E2

−(k) + |∆+(k)|2 (1.22)

を得る。そのため、バンド E+(k) の超伝導ギャップを最大化する ϕ は ϕ = π となる。つまり、

α > 0の場合 ϕ = 0ならば、α < 0の時は ϕ = π となる。以上のように、スピン一重項超伝導と

三重項超伝導の相対位相は、反対称スピン軌道相互作用の符号により決定される。

1.2.3 反対称スピン軌道相互作用による d-ベクトルの決定

ここでは、反対称スピン軌道相互作用が与える d-ベクトルの異方性について考察する [18]。空間

反転対称性が保存する場合、表 1.1に示したスピン三重項超伝導状態はすべて縮退している。この

縮退は、空間反転対称性が破れると解けることとなる。以下でこれを示す。なお、スピン一重項超

伝導との混成は無視する。

スピン三重項超伝導のみを考慮した場合、行列表示したハミルトニアンは

H =
1

2

∑
k

Ψ†(k)


ξ(k) −αk+ −dl−(k) 0
−αk− ξ(k) 0 dl+(k)
−dl∗−(k) 0 −ξ(k) −αk−

0 dl∗+(k) −αk+ −ξ(k)

Ψ(k) (1.23)

となる。ここで dl±(k) = dlx(k) ± idly(k), d1,2(k) = ∆p(sin kx,± sin ky, 0), d3,4(k) =

∆p(sin ky,±i sin kx, 0), d5,6(k) = ∆p(0, 0, sin kx ± sin ky)である。バンド表示したハミルトニア

ンは

Hband(k) =


E−(k) 0 ∆l

−(k) ∆l
+−(k)

0 E+(k) ∆l
−+(k) ∆l

+(k)
∆l∗

−(k) ∆l∗
−+(k) −E−(k) 0

∆l∗
+−(k) ∆l∗

+(k) 0 −E+(k)

 (1.24)

となる。ここで ∆l
+−(k), ∆

l
−+(k)はバンド間の Cooper対を表す。以下に、各超伝導状態に対す

る∆l
±(k), ∆

l
+−(k), ∆

l
−+(k)およびエネルギー固有値を示す。
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・d1(k) = ∆p(sin kx, sin ky, 0)

l = 1 (A2 対称性)の場合、バンド内、バンド間の秩序変数は

∆A2
± (k) = 0 (1.25)

∆A2
+−(k) = −∆A2

−+(k) = −i∆p|g(k)| (1.26)

となり、バンド間の Cooper対のみが現れる。エネルギー固有値は

EA2
± (k) = ±{E±(k) + |∆pg(k)|2 − 2α|g(k)|[

√
ξ2(k) + |∆pg(k)|2 ∓ ξ(k)]} 1

2

(1.27)

である。

・d(k) = ∆p(sin kx,− sin ky, 0)

l = 2 (B2 対称性)の場合、バンド内、バンド間の秩序変数は

∆B2
+ (k) = −∆B2∗

− (k) = −i∆
p

2
|g(k)|

[
k+

|g(k)|
−

k3−
|g(k)|3

]
(1.28)

∆B2
+−(k) = −∆B2

−+(k) = i
∆p

2
|g(k)|

[
k2+

|g(k)|2
+

k2−
|g(k)|2

]
(1.29)

である。エネルギー固有値は

EB2
± (k) = ±{E±(k) + |∆pg(k)|2 − 2α|g(k)|[

√
ξ2(k) + |∆B2

+−(k)|2 ∓ ξ(k)]} 1
2

(1.30)

である。

・d(k) = ∆p(sin ky, sin kx, 0)

l = 3 (B1 対称性)の場合、バンド内、バンド間の秩序変数は

∆B1
+ (k) = −∆B1∗

− (k) =
∆p

2
|g(k)|

[
k+

|g(k)|
+

k3−
|g(k)|3

]
(1.31)

∆B1
+−(k) = −∆B1

−+(k) =
∆p

2
|g(k)|

[
−

k2+
|g(k)|2

+
k2−

|g(k)|2

]
(1.32)

である。エネルギー固有値は

EB1
± (k) = ±{E±(k) + |∆pg(k)|2 − 2α|g(k)|[

√
ξ2(k) + |∆B1

+−(k)|2 ∓ ξ(k)]} 1
2

(1.33)

である。

・d(k) = ∆p(sin ky,− sin kx, 0)

l = 4 (A1 対称性)の場合、バンド内、バンド間の秩序変数は

∆A1
+ (k) = −∆A1∗

− (k) = ∆pk− (1.34)

∆A1
+−(k) = ∆A1

−+(k) = 0 (1.35)
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であり、バンド間の Cooper対は存在しない。エネルギー固有値は

EA1
± (k) = ±

√
E2

± + |∆pg(k)|2 (1.36)

である。

・d(k) = ∆p(0, 0, sin kx ± i sin ky)

l=5, 6 (E対称性)の場合、バンド内、バンド間の秩序変数は

∆
E(l=5)
± (k) = = ∆

E(l=6)
± (k) = 0 (1.37)

∆
E(l=5)
+− (k) = ∆

E(l=5)
−+ (k) = −∆

E(l=6)∗
+− (k) = −∆

E(l=6)∗
−+ (k) = i∆pk− (1.38)

であり、バンド内の Cooper対は存在しない。エネルギー固有値は l=5, 6どちらも式 (1.27)と等

しい。

以上より、反対称スピン軌道相互作用により安定化される状態を判断することが可能であ

る。まず、A1 対称性の結果 (1.36)について注目すると、バンド E±(k)はともに超伝導ギャップ

|∆pg(k)|2を持つ。反対称スピン軌道相互作用により、ξ(k) → E±(k)と変更を受けるが、α≪ EF

の場合 αによる状態密度の変化は非常に小さい。そのため、d(k)//g(k)の場合反対称スピン軌道

相互作用による超伝導転移温度の変化は無視できるほど小さい。一方、その他の対称性の場合バ

ンド E±(k)はともに |∆pg(k)|2 よりも小さい超伝導ギャップを持ち、αが増大するに連れ超伝導
ギャップが潰れていく。そのため、反対称スピン軌道相互作用により超伝導転移温度が低くなる。

これは、バンド間の Cooper対が存在するためである。

図 1.4 に各超伝導状態に対する超伝導転移温度の α 依存性を示す。現実的なパラメーター領域

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3
α

T
c
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A2

B1

E

B2

図 1.4 超伝導転移温度の α依存性。第 2章で述べる線形化ギャップ方程式を用いて計算した。

計算に用いたパラメーターは µ = −2, Vp = 0.75である。
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α≫ Tc [11]において d(k)//g(k)以外の転移温度が α = 0の時の転移温度と比べ低くなっている

のが確認できる。一方 d(k)//g(k)の場合の転移温度は αによらずほぼ一定値をとる。

以上をまとめると、反対称スピン軌道相互作用は d-ベクトルの縮退を解き、α ≫ Tc の場合

d(k)//g(k)の状態のみが安定となる。

1.2.4 磁場中の超伝導状態

ここでは、磁場中の超伝導状態について説明する。磁場中では式 (1.8)の Zeeman項が加わるこ

とになる。空間反転対称性が保存する場合、十分大きな磁場によりスピン一重項超伝導は破壊され

る（Pauli対破壊効果）。これは Zeeman項によりバンドのスピン縮退が解け、上向きスピンと下

向きスピンの対が同一バンド内で形成できなくなるためである。同様の理由により、d-ベクトルが

磁場と平行なスピン三重項超伝導も磁場により破壊される。一方、空間反転対称性が破れた場合、

反対称スピン軌道相互作用により既にスピン縮退は解けているため、様相が異なってくる。

まず初めに、z 軸方向の磁場の場合を考える。この場合、既に示したように Fermi面は磁場によ

る変更を受けない。そのため、常に同一バンド内の Fermi面近傍で k と −k の対形成が可能であ

る。結果として、空間反転対称性が破れた Rashba型超伝導体において、z 軸方向の磁場における

Pauli 対破壊効果は抑制される。したがって、上部臨界磁場は軌道対破壊効果により決定される。

なお、CeRh(Ir)Si3 などは反強磁性量子臨界点近傍に位置する強結合超伝導体であり、それを反映

して軌道対破壊効果で決定される上部臨界磁場は巨大なものとなる [44, 45]。実際に超伝導転移温

度に比べ巨大な上部臨界磁場が実験的に観測されている [14,15]。

次に、面内磁場の場合の結果を考える。この場合 Fermi面は図 1.3に示したように非対称に歪む

こととなる。そのため、同一バンド内の Fermi面近傍で k と −k の対形成ができなくなり、磁場

により超伝導が破壊される。しかし、重心運動量 q を持つ対（k+ q と −k）が新たに可能となる。

バンド E+(k)と E−(k)では Fermi面のシフトが逆となるため、Cooper対の重心運動量として q

と −q のふたつが考えられるが、Fermi面での状態密度が大きい方のバンドのシフトに対応する q

が選ばれることとなる。空間反転対称性が破れた系に現れる Cooper対が有限の重心運動量を持つ

超伝導状態は、ヘリカル超伝導状態と呼ばれる [24–30]。その秩序変数は実空間表示で

∆(r) = ∆0e
iq·r (1.39)

と書くことができる。

面内磁場中のヘリカル超伝導の安定性については、AgterbergとKaurにより得られている [29]。

図 1.5に彼らにより計算された温度・磁場相図を示す。バンド E+(k)と E−(k)の間の状態密度の

差 δN 大きくなると、ヘリカル状態の占める領域が広くなっていることが分かる。また、図 1.5に

は、重心運動量 q を持つ対と −q を持つ対どちらも超伝導になっている状態「Stripe状態」が安定

な領域も示されているが、Stripe状態は δN の増大とともに不安定になっていることが分かる。

12



図 1.5 Agterberg と Kaur により計算された、空間反転対称性が破れた Rashba 型超伝導体

の面内磁場中超伝導相図 [29]。左の図がバンド E+(k) と E−(k) の間の状態密度の差 δN が

ゼロの場合、右の図が δN = 0.05 の場合の結果である。「Uniform」は空間的に一様な状態、

「Helical」はヘリカル状態、「Stripe」は重心運動量 q を持つ対と −q を持つ対どちらも超伝導

になっている状態を表している。

1.2.5 磁気電気効果

反対称スピン軌道相互作用の影響は輸送現象にも現れる。例として、磁気電気効果が挙げられ

る [31–34]。磁気電気効果とは、磁場により電流が、もしくは電場によりスピン分極が誘起される

現象である。反対称スピン軌道相互作用による磁気電気効果は以下のように理解することができ

る。x軸方向に磁場を印加した場合を考える。この時、Fermi面は図 1.3のように歪み、結果とし

て y 軸方向の電流 J が誘起されることとなる。この逆も同様に考えることができ、印加電場によ

りスピン分極が誘起されることとなる。

1.2.6 異常 Hall効果、異常熱 Hall効果、スピン Hall効果

反対称スピン軌道相互作用が誘起する輸送現象として、他には異常 Hall 効果、異常熱 Hall 効

果、スピン Hall効果がある [34, 35]。Hall効果が電子に働く Lorentz力に由来するのに対し、異

常 Hall効果はスピン軌道相互作用により引き起こされる。反対称スピン軌道相互作用による異常

Hall効果は、以下のように理解することができる。まず初めに、y 軸方向に電場を印加した場合を

考える。この時、Fermi 面は図 1.6(a) に示したように非対称に変形する。次に、z 軸方向に磁場

を印加すると、スピン量子化軸が xy 平面で回転する [図 1.6(b)]。反対称スピン軌道相互作用によ

り、Fermi 面とスピン量子化軸は垂直となるため、Fermi 面も xy 平面で回転する。結果として、

x 軸方向に電流が流れる [図 1.6(c)]。以上が反対称スピン軌道相互作用による異常 Hall 効果の直
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図 1.6 異常 Hall効果のメカニズム [35]。(a) y 軸方向に電場を印加した場合の Fermi面。(b)

z 軸方向に磁場を印加した場合。スピンが z 軸回りに回転する。(c) Fermi面がスピンと垂直に

なるように回転し、結果として x軸方向の電流が誘起される。

感的な説明である。なお、重い電子系においては、電子相関効果により異常 Hall効果の Hall伝導

度 σAHE
xy は通常の Hall伝導度 σNHE

xy に比べ約 40倍程度大きくなることが理論的に指摘されてい

る [34, 35]。同様のメカニズムにより、異常熱 Hall効果が誘起される。

スピン Hall 効果は、Hall 効果のスピン版とも言える現象であり、電流ではなくスピン流が

誘起される現象である。空間反転対称性が欠如した系のスピン Hall 効果は異常 Hall 効果と深

く結びついている。前述した通り、x 軸方向の電場 Ex と z 軸方向の磁場 Hz は異常 Hall 電流

JAHE/e = (n↑v↑+n↓v↓) =
n↑+n↓

2 (v↑+v↓)+
n↑−n↓

2 (v↑−v↓)を誘起する。ここで、n↑ (n↓)は上向

きスピン（下向きスピン）の電子密度、v↑ (v↓)は上向きスピン（下向きスピン）の電子の速度である。

z軸方向の磁場が存在しない限り、JAHE, n↑−n↓はゼロであり、これよりHz = 0の場合 v↑+v↓ = 0

を得る。その結果、Ex ̸= 0, Hz = 0の場合、スピン流 JSHE/µB = n↑v↑−n↓v↓ =
n↑+n↓

2 (v↑−v↓)
が誘起される。なお、異常 Hall伝導 σAHE とは異なり、スピン Hall伝導度は電子相関効果による

変化はなく系のバンド構造により決定される。

1.3 反対称スピン軌道相互作用の微視的起源

ここまで、反対称スピン軌道相互作用が生み出す様々な興味深い現象について述べた。この節で

は、反対称スピン軌道相互作用の微視的起源について議論する。

反対称スピン軌道相互作用の微視的起源はよく分かっていて [46]、それは

(1)パリティの異なる電子軌道の局所的な混成

(2)原子内部の LS結合

である。以下、簡単な例を用いて説明する。

反対称スピン軌道相互作用を生み出す最も簡単なモデルは、xy 平面でのミラー対称性が破れた

sp電子系である。まず、(1)の効果を考えてみる。s軌道と pz 軌道の局所的な混成を記述するのは

todd =

∫
drR20(r)ϕ

∗
s (r)H(r)R21(r)ϕpz (r) (1.40)
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図 1.7 反対称スピン軌道相互作用の微視的起源。(a)空間反転対称性の破れと LS結合により

構成される局所混成軌道の模式図。矢印はスピンの向きを表している。(b)局所混成軌道のサイ

ト間ホッピング。

である。ここで Rnm(r) は Laguerre の陪多項式、ϕs(r) ∝ 1, ϕpz (r) ∝ z/r であり、H(r) は系

のハミルトニアンである。ϕs(r) は z に関して偶関数、ϕpz (r) は奇関数である。xy に関するミ

ラー対称性が保存する場合、H(x, y, z) = H(x, y,−z) となり、被積分関数は z に関して奇関数

となる。したがって、xy 平面に対するミラー対称性が保存する場合、todd = 0 となり s 軌道と

pz 軌道は局所的に混成することはできない。一方、xy 平面に対するミラー対称性が破れると、

H(x, y, z) ̸= H(x, y,−z)となるため、式 (1.40)は有限の値を持つことができる。これが空間反転

対称性の欠如によるパリティの異なる電子軌道の局所的混成である。次に、(2)の LS結合につい

て考える。pz 軌道は LS結合

HLS = ζL · S (1.41)

により px, py 軌道と局所的に混成することができる。結果として、(1), (2)により図 1.7(a)に示し

た局所混成軌道が構成されることとなる。この局所混成軌道はサイト間の sp混成により隣のサイ

トへ飛び移ることが可能であるが、この時局所混成軌道のスピンが反転することになる。この様な

スピンの反転を伴うサイト間ホッピングを Fourier変換すると、正しく式 (1.2)にあげた Rashba

型の反対称スピン軌道相互作用が現れるのである。

ここまで、反対称スピン軌道相互作用の微視的起源について述べてきたが、その起源 (1), (2)は

ありふれたものである。(2)の LS結合は s軌道以外の電子に働き、空間反転対称性が保存してい

ても破れていても存在する。また、(1)のパリティの異なる軌道間の局所的な混成も珍しいもので
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図 1.8 グラフェンにおける sp2 混成軌道。

はない。よく知られた例として、グラフェンの sp2 混成軌道がある。グラフェンでは s軌道と px,

py 軌道が混成して各炭素サイト方向に腕を伸ばした混成軌道を構成することが知られている（図

1.8 参照）。ここで注意したい点は、グラフェンでは空間反転対称性が保たれている点である。図

1.8に示したように、グラフェンには空間反転中心が炭素原子間に存在する。空間反転対称性が保

存するにもかかわらず、パリティの異なる電子軌道が混成出来るのは、炭素原子が空間反転中心に

位置しないためである。つまり反対称スピン軌道相互作用の起源 (2)は、必ずしも大局的な空間反

転対称性の欠如を必要としない。

以上をまとめると、反対称スピン軌道相互作用の微視的起源 (1), (2)はどちらもありふれたもの

であり、系が大局的な空間反転対称性を破らない場合でも存在しうる。

1.4 局所的な空間反転対称性が破れた系における反対称スピン軌道相互作用

第 1.3章で、反対称スピン軌道相互作用は大局的な空間反転対称性の欠如を必要せず、空間反転

中心に位置しない原子には現れることを示した。そのため、大局的な空間反転対称性が保たれてい

るが、局所的には破れている系（以下、局所的な空間反転対称性が破れた系と呼ぶ）にも反対称ス

ピン軌道相互作用が現れると考えられる。局所的な空間反転対称性の破れた系の例として、多層

系、ジグザグ格子系、ハニカム格子が挙げられる。興味ある研究対称として、多層系は CeCoIn5

の人工超格子 [47–49]、ジグザグ格子系は UCoGe などのウラン化合物 [50, 51]、ハニカム格子は

SrPtAs [52,53]がある。この章では、多層系を例にとり、そこに現れる反対称スピン軌道相互作用

について考察する。

一般に多層系は図 1.9に示したように二つ以上の異なる物質が一方向に周期的に並んだ構造を持
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図 1.9 多層系の模式図。赤丸と青丸は異なる物質を表している。多層系に現れる反対称スピン

軌道相互作用の層依存性も示した。

つ。ここでは二種類の物質からなる多層系を例にとる。明らかに、多層系では空間反転対称性は保

存している。図 1.9において、赤丸の物質が物性を支配していると仮定する。赤丸の物質が構成す

る三層において、外側の二層は空間反転中心に位置しない。そのため、異なるパリティを持つ電子

軌道の局所的混成が可能となる。実際、空間反転中心を原点にとり、上層に関してそれを計算す

ると

todd,1 =

∫
drR20(

√
x2 + y2 + (z − c)2)ϕ∗s (x, y, z − c)

×H(x, y, z)R21(
√
x2 + y2 + (z − c)2)ϕpz (x, y, z − c) (1.42)
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となり、有限の値を持つことが分かる。ここで cは c軸方向（z 方向）の格子定数、H(x, y, z)は

系全体のハミルトニアンである。下層に関しても同様に計算でき

todd,2 =

∫
drR20(

√
x2 + y2 + (z + c)2)ϕ∗s (x, y, z + c)

×H(x, y, z)R21(
√
x2 + y2 + (z + c)2)ϕpz (x, y, z + c) (1.43)

を得る。ここで重要な点は、空間反転対称性の破れかたが、上層と下層で逆である点である。実

際、式 (1.43)の右辺において z → −z と変換すると

todd,2 =

∫
drR20(

√
x2 + y2 + (−z + c)2)ϕ∗s (x, y,−z + c)

×H(x, y,−z)R21(
√
x2 + y2 + (−z + c)2)ϕpz (x, y,−z + c)

= −
∫
drR20(

√
x2 + y2 + (z − c)2)ϕ∗s (x, y, z − c)

×H(x, y, z)R21(
√
x2 + y2 + (z − c)2)ϕpz (x, y, z − c)

= −todd,1 (1.44)

を得る。ここで、H(x, y, z) = H(x, y,−z), ϕpz (x, y, z) = −ϕpz (x, y,−z)を用いた。これを反映
して、反対称スピン軌道相互作用の符号が上層と下層で異なることとなる（図 1.9参照）。

まとめると、局所的な空間反転対称性の破れた多層系には、ユニットセル内で非一様な反対称ス

ピン軌道相互作用が現れる。

1.5 研究目的

これまでの議論をまとめる。空間反転対称性が破れた系に現れる反対称ピン軌道相互作用は、

(1) パリティの異なる電子軌道の局所的混成と、(2) 原子内部の LS結合、により誘起される。どち

らも空間反転中心に位置しない原子には存在するため、局所的な空間反転対称性が欠如した系にも

反対称スピン軌道相互作用は現れる。しかし、大局的な空間反転対称性が保存するため、それはユ

ニットセル内で非一様となる。

では、局所的な空間反転対称性の欠如が物性に現れるのはどのような場合であろうか。この点に

関して、Maruyamaらにより非常に重要な結果が得られているため、以下に紹介する。

Maruyamaらは、局所的な空間反転対称性が破れている多層系超伝導体において、絶対零度での

超伝導状態におけるスピン感受率を計算した [54]。図 1.10に、二層系超伝導体における超伝導状

態と正常状態のスピン感受率の比 χs/χn を示す。まず初めに、α = 0の結果に注目する。この時、

スピン一重項超伝導のスピン感受率は 0であり、スピン三重項超伝導のスピン感受率は正常状態の

値と変わらない。これは、空間反転対称性が保存する場合に期待される振る舞いである。一方、ス

ピン軌道相互作用を徐々に大きくしていくと、両者の差は小さくなり、α ≫ t⊥ の極限でどちらも

正常状態のスピン感受率と等しい値をとる。この様なユニバーサルなスピン感受率は、大局的な空

間反転対称性が欠如した系で得られる。これも反対称スピン軌道相互作用が原因である [5,16–24]。

図 1.10は、スピン感受率が αの値を変化させることにより空間反転対称性が保存した系の値から
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図 1.10 Maruyamaらにより計算された絶対零度における超伝導状態と正常状態のスピン感受

率の比 χs/χn の α依存性。|ψ| > |d|がスピン一重項超伝導の結果、|d| > |ψ|がスピン三重項
超伝導の結果である。パラメーター t⊥ は層間遷移である。

破れた系の値へとクロスオーバーすることを示している。この中間の領域 α ∼ t⊥ が局所的な空間

反転対称性が破れた系特有の領域となる。そのため、α ∼ t⊥ の場合局所的な空間反転対称性の破

れが顕在化し、物性に影響を与えることとなる。

Maruyamaらによる先行研究より、局所的な空間反転対称性の破れは物性に現られ得ることが

明らかとなった。大局的な空間反転対称性が破れた系に現れる反対称スピン軌道相互作用が様々な

興味深い現象を誘起することを考えれば、局所的な空間反転対称性が破れた系に現れるユニット

セル内で非一様な反対称スピン軌道相互作用もまた、様々な現象を引き起こすと期待される。しか

し、いまだこの観点からの研究は行われてはいない。そこで、我々は局所的な空間反転対称性が破

れた多層系超伝導体における新奇超伝導状態の実現可能性に焦点を当て研究を行った [55–59]。そ

の後、局所的な空間反転対称性が破れた系に関する研究が盛んに行われ初め、様々な興味深い結果

が得られている [60–66]。ハミカム格子の二層系 SrPtAsにおいて、Maruyamaらにより得られた

多層系の結果と同様の結果が Younらにより得られており [61]、またカイラル d波超伝導状態の実

現が理論的に指摘されている [63]。また、多層系銅酸化物超伝導体において局所的な空間反転対称

性の破れの重要性が最近指摘されている [65]。超伝導以外にも、ジグザグ格子系、多層系における

奇パリティ多極子も議論されている [64,66]。

本論文では多層系超伝導体における磁場中超伝導状態の解明を目的として行った研究の結果につ

いて示す [55–59]。本論文の構成は以下のようである。第 2章で本論文で用いたモデルと計算手法

について説明する。第 3章で面内磁場中で実現する複素ストライプ状態について議論し、第 4章で

面直磁場中で安定となるペア密度波状態について説明する。ペア密度波状態はトポロジカル結晶超
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伝導状態であることを第 5章で示す。最後に、まとめと議論を第 6章で行う。

20



2 モデルと計算手法

この章では、本研究で用いた局所的な空間反転対称性が欠如した多層超伝導体のモデルと計算手

法について説明する。

2.1 多層系モデル

本研究では、CeCoIn5 の人工超格子を念頭において、スピン一重項超伝導が支配的な多層系超伝

導体を研究対象とする。多層系超伝導体は、伝導層とブロック層が交互に積層した構造を持つ（図

2.1の左側を参照）。本論文では、この多層構造のうちユニットセル内の伝導層のみを抜きだし、そ

れを擬二次元超伝導体とみなしてモデル化する（図 2.1の右側を参照）。第二量子化表現で、モデ

図 2.1 多層系超伝導体のモデル化。左側の図が実際の多層系超伝導体の結晶構造、右側の図は

ユニットセル内の伝導層のみを抜きだし、モデル化したものをそれぞれ示している。
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ルハミルトニアンは以下のように書ける。

H = Hkin +HSOC +H⊥ +HZeeman +Hpair (2.1)

Hkin =
∑
k,s,m

ξ(k)c†ksmcksm (2.2)

HSOC =
∑

k,s,s′,m

αmg(k) · σss′c
†
ksmcks′m (2.3)

H⊥ = t⊥
∑

k,s,⟨m,m′⟩

c†ksmcksm′ (2.4)

HZeeman = −µB

∑
k,s,s′,m

H · σss′c
†
ksmcks′m (2.5)

Hpair =
1

2N

∑
k,k′,q,s,s′,m

Vss′(k,k
′)c†k+qsmc

†
−ks′mc−k′s′mck′+qsm (2.6)

ここで、cksm (c†ksm)は波数 k，スピン sを持つ層mの電子に対する消滅（生成）演算子である。

以下各項について説明する。

第一項の Hkin は運動エネルギー項で、正方格子上の最近接ホッピングのみを考慮して、ξ(k) =

−2t(cos kx + cos ky)− µ（µは化学ポテンシャル）である。以下では、ホッピングパラメーター t

をエネルギーの単位として用い、特に断らない限り本論文を通して µ = −2とする。なお、本論文

で示す結果は粒子数を一定とした場合の結果とほぼ変わらない.

第二項の HSOC は局所的な空間反転対称性の欠如に起因する反対称スピン軌道相互作用を表す

項である。αm は結合定数で、例えば二層系では (α1, α2) = (α,−α)、三層系では (α1, α2, α3) =

(α, 0,−α)である（特に、三層系については図 2.1の右側を参照）。大局的な空間反転対称性が破れ

た超伝導体において、スピン軌道相互作用の大きさは EF ≫ α≫ Tc である [11]ため、本論文でも

この関係を仮定する。第 1章で述べたとおり、反対称スピン軌道相互作用は本質的に多軌道効果に

より誘起される。その結果得られる g-ベクトルは、多くの文献で用いられている Rashba型の g-

ベクトル g(k) = (− sin ky, sin kx, 0) とは異なった構造を持つ [23, 46, 66–68]。しかし、局所的な

空間反転対称性が破れた系においては、Rashba型の反対称スピン軌道相互作用でさえ考慮された

ことはなく、それがどのような影響を及ぼすか分かっていない。そのため、本研究では Rashba型

の g-ベクトルを採用し、それが誘起するエキゾチック超伝導を調べる。なお、多軌道モデルから導

出された g-ベクトルを用いたとしても，以下の章で示す新奇超伝導状態の安定性には大きな影響は

ないと考えられる。

第三項は層間遷移を記述する項である。t⊥ が層間遷移の遷移積分であり、⟨m,m′⟩は最近接の層
でのみ和をとることを表している。本論文を通して t⊥ = 0.1とする。

第四項は磁場の効果を表す Zeeman項である。H = (Hx, Hy,Hz)が印加磁場を表している。超

伝導体における磁場の効果として、軌道対破壊効果も重要であるが、本論文では CeCoIn5 のよう

な大きなMakiパラメーターを持つ超伝導体を想定し、軌道対破壊効果を無視することにする。

第五項は超伝導のペアリング相互作用である。本論文では、これを現象論的に導入した。擬二次

元超伝導体において、層間の Cooper対は無視できると考えられるため、層内の Cooper対のみを
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考慮する。局所的な空間反転対称性の破れに起因して、スピン一重項超伝導とスピン三重項超伝導

の局所的な混成が起こる。本研究ではペアリング相互作用として最も対称性の高い S+p波超伝導

及び、CeCoIn5 の人工超格子で実現していると期待される D+p 波超伝導に焦点を当てる。大文

字、小文字の区別は、大文字の対称性の超伝導が支配的であることを意味している。ペアリング相

互作用は、S+p波超伝導の場合

Vss′(k,k
′) = −Vsδs,−s′ − Vp[(

√
2 sin kx)(

√
2 sin k′x) + (

√
2 sin ky)(

√
2 sin k′y)] (2.7)

である。右辺第一項が s波の引力相互作用、第二項がスピン空間で等方的な p波の引力相互作用で

ある。D+p波超伝導の場合は

Vss′(k,k
′) = −Vd(cos kx − cos ky)(cos k

′
x − cos k′y)δs,−s′

−Vp[(
√
2 sin kx)(

√
2 sin k′x) + (

√
2 sin ky)(

√
2 sin k′y)] (2.8)

である。ここで、Vs, Vd, Vp はそれぞれ s 波、d 波、p 波の引力相互作用の大きさを表している。

N は全格子点数で、x, y 方向の格子点数 Nx, Ny を用いて N = Nx ×Ny である。

2.2 平均場近似とギャップ方程式

ハミルトニアン (2.1)は二体の相互作用を含むため、解析のためには何らかの近似を用いる必要

がある。本研究では、超伝導体の解析によく用いられる平均場近似を採用した。BCS理論に従っ

て、ペアリング相互作用項を以下のように平均場近似する。

HMF
pair ≃

1

2N

∑
k,k′,q,s,s′,m

Vss′(k,k
′)[⟨c−k′s′mck′+qsm⟩c†k+qsmc

†
−ks′m

+⟨c†k+qsmc
†
−ks′m⟩c−k′s′mck′+qsm − ⟨c†k+qsmc

†
−ks′m⟩⟨c−k′s′mck′+qsm⟩] (2.9)

ここで、⟨· · · ⟩は平均場近似を行ったハミルトニアンHMF = Hkin+HSOC+H⊥+HZeeman+HMF
pair

に対する統計平均

⟨· · · ⟩ = Tr[· · · e−HMF/T ]

Tre−HMF/T
(2.10)

である。ここで、超伝導の秩序変数として

∆ss′m(k, q) =
1

N

∑
k′

Vss′(k,k
′)⟨c−k′s′mck′+qsm⟩ (2.11)

を定義する。q = 0の場合が空間的に一様な超伝導状態であり、有限の重心運動量 q を持つ場合が

空間的に非一様な超伝導状態（FFLO状態 [2–4]）である。以下に、各超伝導対称性に対する平均

場近似したペアリング相互作用項の具体的な表式を示す。s波超伝導に対しては、

HMF,s
pair =

∑
k,q,m

[∆s
m(q)c†k+q↑mc

†
−k↓m +H.c.] +

N

Vs

∑
q,m

|∆s
m(q)|2 (2.12)
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となる。ここで、

∆s
m(q) ≡ −Vs

N

∑
k′

⟨c−k′↓mck′+q↑m⟩ (2.13)

は s波超伝導に対する超伝導秩序変数である。同様に、p波超伝導に対しては

HMF,p
pair =

1

2

∑
k,q,s,s′,m

{[∆p
ss′m,x(q) sin kx +∆p

ss′m,y(q) sin ky]c
†
k+qsmc

†
−ks′m +H.c.}

+
N

4Vp

∑
q,s,s′,m

[|∆p
ss′m,x(q)|

2 + |∆p
ss′m,y(q)|

2] (2.14)

∆p
ss′m,x(q) ≡ −2Vp

N

∑
k′

sin k′x⟨c−k′s′mck′+qsm⟩ (2.15)

∆p
ss′m,y(q) ≡ −2Vp

N

∑
k′

sin k′y⟨c−k′s′mck′+qsm⟩ (2.16)

であり、d波超伝導に対しては

HMF,d
pair =

∑
k,q,m

[∆d
m(q)(cos kx − cos ky)c

†
k+q↑mc

†
−k↓m +H.c.] +

N

Vs

∑
q,m

|∆d
m(q)|2 (2.17)

∆d
m(q) = −Vd

N

∑
k′

(cos k′x − cos k′y)⟨c−k′↓mck′+q↑m⟩ (2.18)

となる。

超伝導秩序変数 (2.11)は、例えば s+p波超伝導の場合、

∆ss′m(k) = ∆s
m(q)(iσy)ss′ +∆p

ss′m,x(q) sin kx +∆p
ss′m,y(q) sin ky (2.19)

と書ける。ここで、

∆p
ss′m(k, q) ≡ ∆p

ss′m,x(q) sin kx +∆p
ss′m,y(q) sin ky (2.20)

とし、さらに

dm,x(k, q) = −
∆p

↑↑m(k, q)−∆p
↓↓m(k, q)

2
(2.21)

dm,y(k, q) =
∆p

↑↑m(k, q) + ∆p
↓↓m(k, q)

2i
(2.22)

dm,z(k, q) = ∆p
↑↓m(k, q) (2.23)

で定義される d-ベクトルを用いると、最終的に式 (2.19)は

∆m(k, q) = i[∆s
m(q)σ0 + dm(k, q) · σ]σy (2.24)

とスピン空間で行列表示される。d+p波超伝導の場合も同様の解析が行え、結果として式 (2.24)

にて ∆s
m(q) → ∆d

m(q)(cos kx − cos ky)とすればよい。以下、一般的な表式として

∆m(k, q) = i[ψm(k, q)σ0 + dm(k, q) · σ]σy (2.25)
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を用いることにする。ここで、ψm(k, q)はスピン一重項超伝導の秩序変数で、s波超伝導の場合

ψm(k, q) = ∆s
m(q) (2.26)

であり、d波超伝導の場合

ψm(k, q) = ∆d
m(q)(cos kx − cos ky) (2.27)

である。

超伝導秩序変数の計算は、空間的に一様な場合 (q = 0)と非一様な場合 (q ̸= 0)で用いる解析手

法が異なる。まず初めに、空間的に一様な場合の手法について述べる。後の計算のため、平均場ハ

ミルトニアンHMF を行列表示 [しばしば、Bogoliubov-de Gennes (BdG) 形式と呼ばれる]してお

くと便利である。基底

Ψ†(k) = (c†k↑1, c
†
k↓1, c

†
k↑2, c

†
k↓2, · · · c

†
k↑M , c

†
k↓M , c−k↑1, c−k↓1, c−k↑2, c−k↓2, · · · , c−k↑M , c−k↓M )

(2.28)

を用いると、

HMF =
1

2

∑
k

Ψ†(k)H(k)Ψ(k) + Ec, (2.29)

Ec = − 1

2N

∑
k,k′,s,s′,m

Vss′(k,k
′)⟨c†ksmc

†
−ks′m⟩⟨c−k′s′mck′sm⟩ (2.30)

と書くことができる。定数項は無視した。

H(k) =

(
H0(k) ∆(k)
∆†(k) −HT

0 (−k)

)
(2.31)

は BdGハミルトニアンと呼ばれる。H0(k)は正常状態に対するハミルトニアンの行列表示でM

を層の総数として 2M × 2M 行列である。例えば二層系では

H0(k) =

(
H1(k) t⊥σ0
t⊥σ0 H2(k)

)
(2.32)

であり、三層系では

H0(k) =

 H1(k) t⊥σ0 0
t⊥σ0 H2(k) t⊥σ0
0 t⊥σ0 H3(k)

 (2.33)

である。ここで、Hm(k) = ξ(k)σ0 − µBH · σ + αmg(k) · σ である。∆(k)は超伝導秩序変数に

対応する 2M × 2M 行列で、∆(k) = diag[∆1(k),∆2(k), · · · ,∆M (k)]と書ける。

超伝導秩序変数 ∆ss′m(k)は、式 (2.11)を用いて計算することができる。BdGハミルトニアン

H(k)を対角化するユニタリー行列を U(k)とし、ユニタリー変換

Ψ†(k)H(k)Ψ(k) → Ψ†(k)U(k)U†(k)H(k)U(k)U†(k)Ψ(k) (2.34)
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を行うと、新しい基底 Γ†(k) = Ψ†(k)U(k) = [γ†1(k), γ
†
2(k), · · · , γ

†
4M (k)]の元で BdGハミルトニ

アンは対角的となる。つまり、BdGハミルトニアンの固有値を Eν(k)として U†(k)H(k)U(k) =

diag[E1(k), E2(k), · · · , E4M (k)]である。一方、基底 Ψ(k)と Γ(k)は

cksm =
∑
ν

uνsm(k)γν(k), c†−ksm =
∑
ν

vνsm(k)γν(k) (2.35)

で結ばれる。この新しい基底の元で、式 (2.11)は

∆ss′m(k) =
1

N

∑
k′

Vss′(k,k
′)⟨

[∑
ν

vν∗s′m(k)γ†ν(k)

][∑
ν′

uν
′

sm(k)γν′(k)

]
⟩

=
1

N

∑
k′

Vss′(k,k
′)
∑
ν

vν∗s′m(k)uνsm(k)f [Eν(k)] (2.36)

となる。ここで、f [Eν(k)] は Fermi 分布関数である。一行目から二行目への変換では、ト

レースが基底によらないこと、また基底 Γ†(k) が BdG ハミルトニアンの固有状態であるので

⟨γ†ν(k)γν′(k)⟩ = f [Eν(k)]δνν′ であることを用いた。式 (2.36) が解くべき方程式、ギャップ方程

式である。ギャップ方程式を用いて超伝導秩序変数は自己無撞着に決定される。つまり、初期値と

してある ∆Old
ss′m(k)を仮定し、BdGハミルトニアンを構築する。その固有ベクトルを式 (2.36)に

代入して新たな秩序変数 ∆New
ss′m(k)を計算する。これを ∆Old

ss′m(k)とし、再び BdGハミルトニア

ンを構築、∆New
ss′m(k) を計算する。この手順を ∆Old

ss′m(k) = ∆New
ss′m(k) となるまで繰り返す。いく

つかの安定な解が得られた場合、自由エネルギーを計算して真に安定な解を決定する。自由エネル

ギー F は

F = ⟨HMF⟩ − TS (2.37)

で計算される。T は温度、S はエントロピーである。基底 Γ†(k)が BdGハミルトニアンの固有状

態であることに注意すると、自由エネルギーは

F =
1

2

∑
k,ν

Eν(k)f [Eν(k)] + Ec +
1

2
T

∑
k,s,ν

f [sEν(k)]lnf [sEν(k)] (2.38)

と書ける。いくつかの準安定状態の自由エネルギーを比較することにより、温度・磁場相図を決定

した。

上で述べた手法は空間的に一様な場合に用いた方法である。次に、空間的に非一様な場合、つま

り q ̸= 0の場合に用いた手法について述べる。空間的に非一様な場合、波数はよい量子数となら

ないため、波数空間で書いた平均場ハミルトニアンを実空間表示にする必要がある。Fourier変換

cksm =
1√
N

∑
i

e−ik·icism (2.39)
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を用いると、ペアリング相互作用以外の項は以下のように実空間表示される。

Hkin = −t
∑
i,s,m

(c†ismci+x̂sm + c†ismci−x̂sm + c†ismci+ŷsm + c†ismci−ŷsm)

−µ
∑
i,s,m

c†ismcism (2.40)

HSOC =
i

2

∑
i,j,m

αm(ic†i↑mci+x̂↓m − ic†i↑mci−x̂↓m + c†i↑mci+ŷ↓m − c†i↑mci−ŷ↓m +H.c.)

(2.41)

H⊥ = t⊥
∑

i,s,⟨m,m′⟩

c†ismcism′ (2.42)

HZeeman = −µB

∑
i,s,s′,m

H · σss′c
†
ismcis′m (2.43)

ここで、x̂, ŷ はそれぞれ x方向、y 方向の単位ベクトルである。次に、平均場近似したペアリング

相互作用項 (2.9)を、超伝導対称性ごとに実空間表示した結果を示す。s波超伝導に対するペアリ

ング相互作用項 (2.12)は Fourier変換を行うと

HMF,s
pair =

∑
i,m

[∆s
m(i)c†i↑mc

†
i↓m +H.c.] +

1

Vs

∑
i,m

|∆s
m(i)|2 (2.44)

となる。ここで、∆s
m(i)は∆s

m(q)の Fourier変換

∆s
m(i) =

∑
q

eiq·i∆s
m(q) = −Vs⟨ci↓mci↑m⟩ (2.45)

である。同様に、p波超伝導の場合は

HMF,p
pair =

∑
i,s,s′,m

[
∆p

ss′m,x(i)
1

2i
(c†ismc

†
i+x̂sm − c†ismc

†
i−x̂s′m) + H.c.

]

+
∑

i,s,s′,m

[
∆p

ss′m,y(i)
1

2i
(c†ismc

†
i+ys′m − c†ismc

†
i−ŷs′m) + H.c.

]
+

1

4Vp

∑
i,s,s′,m

[|∆p
ss′m,x(i)|

2 + |∆p
ss′m,y(i)|

2] (2.46)

∆p
ss′m,x(i) =

∑
q

eiq·i∆p
ss′m,x(q) = −iVp[⟨ci+x̂s′mcis⟩ − ⟨ci−x̂s′mcism⟩] (2.47)

∆p
ss′m,y(i) =

∑
q

eiq·i∆p
ss′m,y(q) = −iVp[⟨ci+ŷs′mcis⟩ − ⟨ci−ŷs′mcism⟩] (2.48)
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であり、d波超伝導の場合は

HMF,d
pair =

∑
i,m

[
∆d

m(i)
1

2
(c†i↑mc

†
i+x̂↓m + c†i↑mc

†
i−x̂↓m − c†i↑mc

†
i+ŷ↓m − c†i↑mc

†
i−ŷ↓m) + H.c.

]
+

1

Vd

∑
i,m

|∆d
m(i)|2 (2.49)

∆d
m(i) =

∑
q

eiq·i∆d
m(q) = −Vd

2
[⟨ci+x̂↓mci↑m⟩+ ⟨ci−x̂↓mci↑m⟩ − ⟨ci+ŷ↓mci↑m⟩ − ⟨ci−ŷ↓mci↑m⟩]

(2.50)

と変換される。

実空間表示した超伝導秩序変数 (2.45)、(2.47)、(2.48)、(2.50)を計算するためには、波数空間

で説明した計算方法を実空間表示で行えばよい。実空間表示した平均場ハミルトニアンを、基底

Ψ† = (c†i↑1, c
†
i↓1, c

†
i↑2, c

†
i↓2, · · · c

†
i↑M , c

†
i↓M , ci↑1, ci↓1, ci↑2, ci↓2, · · · , ci↑M , ci↓M ) (2.51)

で行列表示する。

H =
1

2
Ψ†

(
H0(i) ∆(i)
∆†(i) −HT

0 (i)

)
Ψ+ Ec (2.52)

H0(i)は正常状態のハミルトニアンであり、∆(i)が実空間表示の秩序変数の行列表示である。ど

ちらも 2MN2 × 2MN2 行列である。波数空間での議論と同様に、実空間表示した BdGハミルト

ニアンを対角化するようユニタリー変換を施す。このユニタリー変換により、cism は

cism =
∑
ν

(uism,νγν + vism,νγ
†
ν) (2.53)

と変換される。超伝導秩序変数は、s波超伝導の場合

∆s
m(i) = −Vs

∑
ν

[ui↑m,νvi↓m,νf(Eν) + ui↓m,νvi↑m,νf(−Eν)] (2.54)

となる。これが実空間表示でのギャップ方程式である。実空間表示のギャップ方程式は特に BdG

方程式と呼ばれている。同様に p波超伝導の BdG方程式は

∆p
ss′m,x = −iVp

∑
ν

[ui+x̂s′m,νvism,νf(−Eν) + vi+x̂s′m,νuism,νf(Eν)

−ui−x̂s′m,νvism,νf(−Eν)− vi−x̂s′m,νuism,νf(Eν)] (2.55)

∆p
ss′m,y = −iVp

∑
ν

[ui+ŷs′m,νvism,νf(−Eν) + vi+ŷs′m,νuism,νf(Eν)

−ui−ŷs′m,νvism,νf(−Eν)− vi−ŷs′m,νuism,νf(Eν)] (2.56)
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となり、d波超伝導に対しては

∆d
m(i) = −Vd

2

∑
ν

[ui+x̂↓m,νvi↑m,νf(−Eν) + vi+x̂↓m,νui↑m,νf(Eν)

+ui−x̂↓m,νvi↑m,νf(−Eν) + vi−x̂↓m,νui↑m,νf(Eν)

−ui+ŷ↓m,νvi↑m,νf(−Eν)− vi+ŷ↓m,νui↑m,νf(Eν)

−ui−ŷ↓m,νvi↑m,νf(−Eν)− vi−ŷ↓m,νui↑m,νf(Eν)] (2.57)

を得る。いくつかの準安定状態が得られたならば、自由エネルギーを比較して真に安定な状態を決

定する。自由エネルギー F は

F =
1

2

∑
s,ν

sEνf(sEν) + Ec + T
∑
s,ν

f(sEν)lnf(sEν) (2.58)

で計算される。ここで、Eν+2MN2 = −Eν を用いた。

2.3 線形化ギャップ方程式

前のセクションで述べた手法を用いて温度・磁場相図の計算を行えばよいが、二次相転移近傍で

はギャップ方程式の収束が著しく悪くなる。そのため、超伝導転移が二次相転移の場合は、ギャッ

プ方程式を用た解析よりも、線形化ギャップ方程式を用いた解析の方がはるかに楽である。ここで

は、超伝導転移を決定するのに用いた線形化ギャップ方程式ついて述べる。

スピン感受率の超伝導版ともいえる超伝導感受率 χを以下の式で定義する。

χlm,l′m′(q) =

∫ 1/T

0

dτeiΩnτ ⟨Blm(q, τ)B†
l′m′(q, 0)⟩ (2.59)

ここで、q = (q, iΩn)であり、Ωn = 2nT, ωn = (2n+ 1)T はそれぞれボソン、フェルミオンに対

する松原振動数である。また、Bλm(q, τ) = eHτBλm(q)e−Hτ であり

B†
lm(q) =

1

2
√
N

∑
k,k′,s,s′,µ

dµl (k)(σµiσy)ss′c
†
k+qsmc

†
−ks′m (2.60)

は層mに重心運動量 qを持つCooper対を加える演算子である。つまり、超伝導感受率は、Cooper

対を一つ加えたときの系の応答関数である。スピン一重項超伝導も含むよう一般化された d-ベ

クトル dl(k) = [ψl(k), dlx(k), dly(k), dlz(k)] は、S+p 波の場合 d1(k) = (1, 0, 0, 0), d2,3(k) =

(0, sin kx,± sin ky, 0), d4,5(k) = (0,± sin ky, sin kx, 0), d6,7(k) = (0, 0, 0, sin kx ± sin ky) である。

D+p波の場合は、上記において d1(k) = (cos kx−cos ky, 0, 0, 0)としたものである。また、Blm(q)

を用いると、ペアリング相互作用項 (2.6)は

Hpair = −
∑
q,l,m

VlB
†
lm(q)Blm(q) (2.61)

と書き直すことができる。ここで Vl は V1 = Vs, Vd, V2∼7 = Vp の関係がある。
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図 2.2 T -行列近似において考慮するダイアグラム。

超伝導感受率の計算には何らかの近似を行う必要がある。本研究では、スピン感受率の計算で用

いられる乱雑位相近似の超伝導感受率版とも言える T -行列近似を採用した。乱雑位相近似と同様

に T -行列近似は平均場近似と等価な近似である。T -行列近似において、図 2.2に示したダイアグ

ラムのみ考慮する。結果として

χ(q) =
χ(0)

1− V χ(0)
(2.62)

を得る。ここで、7M × 7M 行列である V は

V = diag(V1, V2, V3, V4, V5, V6, V7, · · · , V1, V2, V3, V4, V5, V6, V7) (2.63)

であり、

χ
(0)
lm,l′m′ =

∫ 1/T

0

dτeiΩnτ ⟨Blm(q, τ)B†
l′m′(q, 0)⟩0 (2.64)

はペアリング相互作用を無視した場合の超伝導感受率である。計算の詳細については、付録 Aを

参照。超伝導転移温度 Tc は超伝導感受率が発散する点として決定する。実際の計算では、V χ0 を

対角化し、その最大固有値が 1となる点を Tc とした。
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3 面内磁場の場合～複素ストライプ相～

この章では、面内磁場中のエキゾチック超伝導状態、複素ストライプ相について述べる [56]。ま

ず初めに、複素ストライプ相のメカニズムについて簡単に説明し、その後二層系 s波超伝導体、三

層系 s波超伝導体、d波超伝導体の結果を示す。なお、この章を通じて Vp = 0, H = (Hx, 0, 0)と

する。

3.1 序論～複素ストライプ相のメカニズム～

ここでは、層に平行な磁場H = (Hx, 0, 0)が印加されている状況で実現する超伝導状態につい

て考察する。例として二層系スピン一重項超伝導体を取り上げる。初めに、層間遷移が 0の場合実

現する超伝導状態について考えてみる（図 3.1の左側参照）。この場合、第 1章で示したようにヘ

リカル超伝導状態 ψ(r) = ψ0exp(iq · r)が実現することが知られている [24–30]。ヘリカル超伝導

状態は Cooper対が有限の重心運動量 q を持つ状態であり、秩序変数の位相が実空間で変化する。

ここで注意すべき点は、反対称スピン軌道相互作用の符号が層間で異なるため、Cooper対の重心

運動量も層間で符号を変える点である。この状態に層間遷移 t⊥ を導入すると、各層の秩序変数が

適度に混じり合い、秩序変数が

ψ1(r) = ψ0(e
iq·r + δe−iq·r) (3.1)

ψ2(r) = ψ0(δe
iq·r + e−iq·r) (3.2)

で記述される超伝導状態になると考えられる（図 3.1の右側）。この超伝導状態の秩序変数は、ス

トライプ構造に位相因子が掛かった構造を持つため、複素ストライプ状態と呼ぶことにする。以上

が複素ストライプ状態を安定化するメカニズムの直感的な理解である。複素ストライプ状態は、大

局的な空間反転対称性が破れた系で実現するヘリカル状態 (δ = 0)と、空間反転対称性が保存する

系で安定となる Larkin-Ovchinnikov (LO) 状態 (δ = 1) ψ(r) = ψ0 cos(q · r)の中間の状態とみな

図 3.1 複素ストライプ状態のメカニズム。左が層間遷移がない場合実現が期待されるヘリカル

超伝導状態。右が層間遷移により各層の秩序変数が混成した複素ストライプ超伝導状態。
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すこともできる。

以下、複素ストライプ状態の熱力学的安定性について議論する。

3.2 二層系 s波超伝導体

この章では、二層系 s波超伝導体の結果を示す。まず初めに、BdG方程式及び線形化ギャップ

方程式を用いて決定した温度・磁場相図を示す。その後、局所状態密度の計算結果も紹介する。

3.2.1 温度・磁場相図

スピン軌道相互作用による上部臨界磁場の変化を、線形化ギャップ方程式を用いて解析した。p

波超伝導との混成を考慮しない場合、超伝導感受率 χはM ×M 行列となり、s波超伝導の場合そ

の定義は

χm,m′(q) =

∫ 1/T

0

dτeiΩnτ ⟨Bm(q, τ)B†
m′(q, 0)⟩ (3.3)

B†
m(q) =

1√
N

∑
k

c†k+q↑mc
†
−k↓m (3.4)

となる。各磁場 Hx での超伝導転移温度 Tc(Hx)は

1M×M − Vsχ(q, 0) = 0 (3.5)

を満たす温度である。ここで 1M×M はM ×M の単位行列である。線形化ギャップ方程式 (3.5)

を用いて解析した温度・磁場相図を図 3.2に示す。スピン軌道相互作用 αが大きくなるにつれ、上

部臨界磁場が上昇しているのが分かる。また、α = 0.3と α = 0.5の結果を比べると、q = 0の状

態から q ̸= 0の状態への転移が低磁場側へシフトしている。よって、αが増大すると、空間的に非

一様な状態が相図の広い領域を占めることとなる。この結果は EF ≫ α≫ Tc の関係が成り立って

いる限り、定性的には変わらない。

線形化ギャップ方程式では超伝導転移温度以下で実現している状態についての情報は得られない

ため、BdG方程式を用いて温度・磁場相図を決定した。複素ストライプ状態では、H = (Hx, 0, 0)

の時 Cooper対の重心運動量は q = (0,±q)である。つまり秩序変数は y 方向にのみ変調し、x方

向には一様である。そのため、第 2章で述べた実空間における解析手法を、x方向に Fourier逆変

換して計算を行った。x方向への Fourier逆変換

cism =
1√
Nx

∑
kx

eikxixciysm(kx) (3.6)
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図 3.2 二層系 s波超伝導体における上部臨界磁場。Vs = 1.7の結果である。「SC」は超伝導状

態が安定な領域、「N」は正常状態の領域を表している。赤の線が α = 0、青の線が α = 0.3、

緑の線が α = 0.5の結果である。細線は最大固有値を持つ状態が空間的に一様な状態 (つまり、

q = 0)、太線はそれが空間的に非一様な状態 (q ̸= 0)を表している。

を行うと、平均場ハミルトニアンは

HMF =
∑

kx,iy,jy,s,m

[−t(δiy+1,jy + δiy−1,jy ) + (−2t cos kx − µ)δiy,jy ]c
†
iysm

(kx)cjysm(kx)

+
∑

kx,iy,jy,m

[
−iαm

2
(−δiy+1,jy + δiy−1,jy + 2 sin kxδiy,jy )c

†
iy↑m(kx)cjy↓m(kx) + H.c.

]
+t⊥

∑
kx,iy,s,⟨m,m′⟩

c†iysm(kx)ciysm′(kx)

−µBHx

∑
kx,iy,s,m

c†iysm(kx)ciy s̄m(kx)

+
∑

kx,iy,m

[∆s
m(iy)c

†
iy↑m(kx)c

†
iy↓m(−kx) + H.c.] +

Nx

Vs

∑
iy,m

|∆s
m(iy)|2, (3.7)

となり、BdG方程式は

∆s
m(iy) = − Vs

Nx

∑
kx

⟨ciy↓m(−kx)ciy↑m(kx)⟩ (3.8)

と変換される。BdG方程式を数値的に解くために、平均場ハミルトニアンを基底

Ψ†(kx) = [c†iy↑1(kx), c
†
iy↓1(kx), · · · , c

†
iy↑M (kx), c

†
iy↓M (kx),

ciy↑1(−kx), ciy↓1(−kx), · · · , ciy↑M (−kx), ciy↓M (−kx)] (3.9)
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で行列表示する。すると、

HMF =
1

2

∑
kx

Ψ†(kx)

[
H0(kx) ∆s

∆s† −HT
0 (−kx)

]
Ψ(kx) +

Nx

Vs

∑
iy,m

|∆s
m(iy)|2 (3.10)

を得る。H0(kx), ∆
s はどちらも 2NyM × 2NyM 行列であり、二層系では

H0(kx) =


Hkin(kx) HSOC,1(kx) t⊥1Ny×Ny 0

H†
SOC,1(kx) Hkin(kx) 0 t⊥1Ny×Ny

t⊥1Ny×Ny 0 Hkin(kx) HSOC,2(kx)

0 t⊥1Ny×Ny H†
SOC,2(kx) Hkin(kx)

 (3.11)

となる。1Ny×Ny は Ny ×Ny の単位行列である。Hkin(kx), HSOC,m(kx)を顕に書くと、ξ(kx) =

−2t cos kx − µ, gy(kx) = −i sin kx − µBHx として

Hkin(kx) =


ξ(kx) −t 0 · · · · · · 0 −t
−t ξ(kx) −t 0 · · · · · · 0
0 −t ξ(kx) −t 0 · · · 0

...
−t 0 · · · · · · 0 −t ξ(kx)

 (3.12)

HSOC,m(kx) =


gy(kx) iαm/2 0 · · · · · · 0 −iαm/2
−iαm/2 gy(kx) iαm/2 0 · · · · · · 0

0 −iαm/2 gy(kx) iαm/2 0 · · · 0
...

iαm/2 0 · · · · · · 0 −iαm/2 gy(kx)


(3.13)

となる。ここで、周期境界条件 Ny + 1 = Ny を課した。秩序変数も具体的に書くと、以下のよう

になる。

∆s =

[
∆s

1 0
0 ∆s

2

]
(3.14)

∆s
m = diag[∆s

m(1),∆s
m(2), · · · ,∆s

m(Ny − 1),∆s
m(Ny)] (3.15)

行列表示したハミルトニアンを対角化するユニタリー変換

ciysm(kx) =
∑
ν

uiysm,ν(kx)γν(kx), c†iysm(−kx) =
∑
ν

viysm,ν(−kx)γν(kx) (3.16)

を施すと、BdG方程式 (3.8)は

∆s
m(iy) = − Vs

Nx

∑
kx,ν

v∗iy↓m,ν(−kx)uiy↑m,ν(kx)f [Eν(kx)] (3.17)

となる。固有ベクトル uiysm,ν(kx), viysm,ν , 固有値 Eν(kx)はハミルトニアンを数値的に対角化す

ることにより得られる。秩序変数を自己無撞着に決定し、得られた準安定状態の自由エネルギー

F =
1

2

∑
kx,ν

Eν(kx)f [Eν(kx)] +
Nx

Vs

∑
iy,m

|∆s
m(iy)|2 +

1

2

∑
kx,s,ν

f [sEν(kx)]lnf [sEν(kx)]

(3.18)
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を比較して、真に安定な状態を決定した。

図 3.3(a)に BdG方程式を解いて決定した温度・磁場相図を示す。なお、数値計算の都合上、大

きな引力相互作用を仮定しているが、EF ≫ α ≫ Tc の関係が成立している限り、結果は定性的

に等しい。低磁場領域では秩序変数が空間的に一様な状態（以下 BCS状態と呼ぶ）が安定である

が、高磁場領域では確かに複素ストライプ状態が安定となっていることが分かった。図 3.3(a)で

は、BCS状態から複素ストライプ状態への相転移は BdG方程式を N = 120× 120のサイズで解

き決定した。その結果、BCS 状態から複素ストライプ状態への相転移は一次相転移となったが、

この結果には注意が必要である。なぜなら、計算に用いた系のサイズ N = 120 × 120は相転移の
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図 3.3 (a) 面内磁場中二層系 s波超伝導体における温度・磁場相図。Vs = 2, α = 0.3の結果

である。点線は BCS状態から複素ストライプ状態への二次相転移、実線は超伝導転移を表して

いる。「BCS」は BCS 状態、「CS」は複素ストライプ状態を表している。点線は BdG 方程式

を N = 120× 120のサイズで解き決定し、実線は線形化ギャプ方程式を N = 500× 500のサ

イズで解き決定した。(b) Cooper 対の重心運動量 qy の磁場依存性。(c) 超伝導秩序変数の絶

対値 |∆s(iy)| = |∆s
1(iy)| = |∆s

2(iy)|の空間依存性。赤の実線が (T, µBHx) = (0.005, 0.081)、

緑の点線が (T, µBHx) = (0.005, 0.11)、青の鎖線が (T, µBHx) = (0.005, 0.16)での結果であ

る。計算に用いた系のサイズは N = 150× 150である。
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次数を決定するには不十分だからである。BdG方程式を解くためには莫大な計算コストが必要と

なるため、これ以上のサイズでの計算は困難である。そのため、線形化ギャップ方程式から相転

移の次数を考察する。図 3.3(b)に Cooper対の重心運動量 qy の超伝導転移温度 Tc(Hx)での振る

舞いを示す。これは、線形化ギャップ方程式を N = 500 × 500のサイズで解き、最大の転移温度

Tc(Hx, qy)を持つ qy をプロットしたものである。qy は BCS状態（qy = 0）から複素ストライプ

状態（qy ̸= 0）へ転移するとき、0から連続的に増大していることが見て取れる。そのため、実際

には BCS状態から複素ストライプ状態への相転移は二次相転移であると考えられる。

図 3.3(c) には超伝導秩序変数の絶対値 |∆s(iy)| = |∆s
1(iy)| = |∆s

2(iy)| の空間依存性を示した。
BCS状態から複素ストライプ状態への相転移直上 [図 3.3(a)の点 (i)]では、秩序変数の振幅は大き

く振動し、LO状態に近い。温度を固定して磁場を増大させると、振動回数が増える。さらに磁場

を印加していき、超伝導状態から正常状態への二次相転移近傍では、秩序変数の振幅はほぼ一定の

値をとる。つまり、ヘリカル状態に近い振る舞いである。この様に、温度を固定して磁場を増加さ

せることにより、LO状態からヘリカル状態へのクロスオーバーが起こる。

複素ストライプ状態と同じ形の秩序変数で記述される状態が、実際には大局的な空間反転対称

性が破れた超伝導体でも実現しうる（文献 [29] における Stripe 状態がそれに当たる）。しかし、

Stripe状態はスピン軌道相互作用が大きくなるにつれて不安定となる [29]。一方、図 3.2に示した

ように、複素ストライプ状態はスピン軌道相互作用の増大とともに温度・磁場相図の広い領域を占

めるようになる。

3.2.2 局所状態密度

複素ストライプ状態では、超伝導秩序変数が実空間で変調するため、局所状態密度にその特

徴が現れると期待される。局所状態密度は STM により実験的に検証可能である。局所状態密度

ρiy,m(ω)は次式で計算される。

ρm(iy, ω) =
1

Nx

∑
kx,s,ν

|uiysm,ν(kx)|2δ[ω − Eν(kx)]

(3.19)

デルタ関数 δ(ω)は Lorentz型

δ(ω) =
1

π

ε

ω2 + ε2
(3.20)

に近似し、無限小パラメーター ε = 10−2 とした。系のサイズは N = 1050 × 1050とし、計算に

は Supercellの方法を用いた。Supercellの方法に関しては、付録 Bを参照されたい。

BdG方程式で得られた秩序変数を用いて計算された局所状態密度を示す前に、秩序変数の空間

変化を仮定して、局所状態密度の変化を調べると今後の理解の助けになる。そのため、

∆s
1(iy) = ∆s∗

2 (iy) = ∆max[exp(i2πiy/Ny) + δexp(−i2πiy/Ny)] (3.21)

と仮定したときの局所状態密度の計算結果を、図 3.4に示す。∆max = 0.0909とし、ある磁場での

36



 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4

α=0, LO state
α=0, CS state

α=0.3, LO state
α=0.3, CS state

ω

ρ m
in
(ω

)

(a)

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4

α=0, LO state
α=0, CS state

α=0.3, LO state
α=0.3, CS state

ω

ρ m
in
(ω

)

(b)

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4

α=0, LO state
α=0, CS state

α=0.3, LO state
α=0.3, CS state

ω

ρ m
in
(ω

)

(c)

図 3.4 秩序変数を式 (3.21) で仮定した場合の局所状態密度。Ny = 150 とし、iy = 37 で

の状態密度 ρmin(ω) = ρ1(37, ω) = ρ2(37, ω) を示した。実線が δ = 1 の LO 状態、点線が

δ = 0.7 の LO 状態に近い複素ストライプ状態を仮定したときの結果を示している。細線が

α = 0、太線が α = 0.3での結果である。磁場の値は (a) µBHx = 0.05, (b) µBHx = 0.1, (c)

µBHx = 0.15である。

δ = 1 （LO 状態）と δ = 0.7（LO 状態に近い複素ストライプ状態）の結果を示した。図 3.4 か

ら明らかなように、LO状態と複素ストライプ状態の局所状態密度はほぼ同じ値をとる。しかし、

α = 0 の結果と α = 0.3 の結果は大きく異なっている。α = 0 の場合、ω = ±µBHx のところに

状態密度のピークが現れるが、これは超伝導秩序変数の節に局在する Andreev束縛状態によるも

のである [69]。一方、α = 0.3の場合、低磁場領域では ω ∼ ±µBHx にピークが現れてはいるが、

α = 0の場合と比べるとブロードになっている [図 3.4(a)]。磁場が増大するにつれて、このピーク

はさらに広がっていく [図 3.4(b), (c)]。つまり、スピン軌道相互作用と磁場により、Andreev束縛

状態は破壊される。

以上の議論を念頭に起き、図 3.5 に BdG 方程式を解いて決定した秩序変数を用いて計算され

た局所状態密度を示す。図 3.4 での議論と同様に、低磁場領域では局所状態密度にピークが見て

取れる [図 3.5(a)]。複素ストライプ状態では、超伝導秩序変数は節を持たないため、これは「擬」
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図 3.5 BdG 方程式から得られた秩序変数を用いて計算された局所状態密度。赤の実線が秩序

変数の絶対値が最小となる点での状態密度 ρmin(ω)であり、青の点線が最大となる点での状態

密度 ρmax(ω)を表している。層による違いはないので、インデックス mは落としてある。(a)

(T, µBHx) = (0.005, 0.081) [図 3.3(a) の点 (i)] (b) (T, µBHx) = (0.005, 0.11) [図 3.3(a) の

点 (ii)] (c) (T, µBHx) = (0.005, 0.157) [図 3.3(a)の点 (iii)]での結果である。

Andreev 束縛状態に由来するものである。このピークは、前述したように磁場の増大とともにブ

ロードとなる。LO 状態の場合、状態密度は常に ω = ±µBHx にピークを持つため、局所状態密

度の観測により複素ストライプ状態の同定が可能である。さらに磁場を印加し二次相転移近傍に

なると、秩序変数の空間変化がほぼ存在しないため、局所状態密度も空間的にほぼ一様となる [図

3.5(c)]。

3.3 三層系 s波超伝導体

次に、三層系 s波超伝導体について考える。三層系では、外側の二層は空間反転中心に位置しな

いため、スピン軌道相互作用が現れる。そのため、面内磁場中で外側の二層は複素ストライプ状態

となる。一方内側の層は空間反転中心に位置するため、スピン軌道相互作用はゼロである。従っ
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図 3.6 面内磁場中三層系スピン一重項超伝導体で期待される超伝導状態。

て、内側の層では複素ストライプ状態ではなく LO状態となる（図 3.6）。

図 3.7(a)に BdG方程式を解いて決定した温度・磁場相図を示す。温度・磁場相図は二層系の場

合とほぼ等価である。ここでも、大きな引力相互作用を仮定しているが、EF ≫ α ≫ Tc の関係

が成立している限り、結果は定性的に等しい。ここでも BCS状態から複素ストライプ状態への相

転移は一次相転移としたが、十分大きなサイズで計算すれば二次相転移になると考えられる。図

3.7(b)には BCS状態から複素ストライプ状態への相転移近傍での超伝導秩序変数の空間依存性を

示した。外側の層の秩序変数は大きく振動しているが、節を持たないため LO 状態に近い複素ス

トライプ状態が実現している。一方、内側の層では秩序変数は節を持つため、LO状態となってい

る。図 3.7(b)では内側の層の秩序変数が節を持たない様に見えるが、これは計算に用いたサイズ

がN = 150× 150であり、4で割れないからである。4で割れるサイズ（例えば、N = 120× 120）

で計算すると内側の層では iy = 30, 90で秩序変数の絶対値が 0となる。磁場をさらに印加して二

次転移近傍になると、外側の層の秩序変数はヘリカル相に近い振る舞いをする [図 3.7(c)]が、内側

の層は依然として LO状態のままである。内側の層の秩序変数が大きき抑制されているのは、内側

の層の方が外側の層にくらべ Pauli 対破壊効果の影響を受けやすいためである (文献 [54] 及び図

4.8の議論参照）。

3.4 d波超伝導体

これまでは、面内磁場中の多層系 s波超伝導体について議論してきた。前述した複素ストライプ

状態の安定化のメカニズムは超伝導対称性に依存しないため、多層系 d波超伝導体においても複素

ストライプ状態が安定となると期待される。そのため、この章では面内磁場中の多層系 d波超伝導

について考える。

d波超伝導体においても、磁場を x方向に印加した場合秩序変数は y 方向にのみ変調する。その
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図 3.7 (a) 面内磁場中三層系 s 波超伝導体における温度・磁場相図。Vs = 2, α = 0.3

の結果である。点線は BCS 状態から複素ストライプ状態への二次相転移、実線は超伝導

転移を表している。「BCS」は BCS 状態、「CS」は複素ストライプ状態を表している。点

線は BdG 方程式を N = 120 × 120 のサイズで解き決定し、実線は線形化ギャプ方程式

を N = 500 × 500 のサイズで解き決定した。(b) (T, µBHx) = (0.005, 0.079)[図 3.7(a)

の点 (i)] (c) (T, µBHx) = (0.005, 0.14)[図 3.7(a) の点 (ii)] での超伝導秩序変数の絶対値

|∆s
in(iy)| = |∆s

2(iy)|, |∆s
out(iy)| = |∆s

1(iy)| = |∆s
3(iy)| の空間依存性。赤丸が |∆s

in(iy)|、青
丸が |∆s

out(iy)|を表している。計算に用いた系のサイズは N = 150× 150である。

ため、d波超伝導のペアリング相互作用項を x方向に Fourier逆変換する。結果として、

HMF,d
pair =

∑
kx,iy,m

{
∆d

m(iy)

[
cos kxδiy,jy − 1

2
(δiy+1,jy + δiy−1,jy )

]
c†iy↑m(kx)c

†
iy↓m(−kx) + H.c.

}

+
Nx

Vd

∑
iy,m

|∆d
m(iy)|2 (3.22)

を得る。後の計算は、s波超伝導体で行った手順を繰り返せばよい。異なる点は、超伝導秩序変数
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が s波超伝導から d波超伝導

∆d =

(
∆d

1 0
0 ∆d

2

)
(3.23)

∆d
m =


∆d

m(1) cos kx ∆d
m(1)/2 0 · · · · · · 0 ∆d

m(1)/2
∆d

m(2)/2 ∆d
m(2) cos kx ∆d

m(2)/2 0 · · · · · · 0
0 ∆d

m(3)/2 ∆d
m(3) cos kx ∆d

m(3)/2 0 · · · 0
...

∆d
m(Ny)/2 0 · · · · · · 0 ∆d

m(Ny)/2 ∆d
m(Ny) cos kx


(3.24)

に変わる点である。BdG方程式は、

∆d
m(iy) = − Vd

Nx

∑
kx,jyν

[
cos kxδiy,jy − 1

2
(δjy+1,iy + δjy−1,iy )

]
×v∗jy↓m,ν(−kx)uiy↑m,ν(kx)f [Eν(kx)] (3.25)

となる。

超伝導転移を決定するのに用いた線形化ギャップ方程式は、式 (3.3)において

B†
m(q) =

1√
N

∑
k

(cos kx − cos ky)c
†
k+q↑mc

†
−k↓m (3.26)

とし、超伝導転移温度は

1M×M − Vdχ
(0)(q, 0) = 0 (3.27)

を満たす点である。

3.4.1 二層系

図 3.8(a)に線形化ギャップ方程式及び BdG方程式を解いて決定した温度・磁場相図を示す。こ

こでも、大きな引力相互作用を仮定しているが、EF ≫ α ≫ Tc の関係が成立している限り、結果

は定性的に等しい。若干複素ストライプ状態が安定な領域が s波超伝導体と比べると広いが、定性

的には s波超伝導体と d波超伝導体の結果は等しい。図 3.8(b)には秩序変数の空間依存性を示し

た。低温低磁場領域では秩序変数の絶対値は振動しているが、s波超伝導の場合と比較して振動幅

が小さくなっている。これは d 波超伝導の特徴である。一方、上部臨界磁場近傍ではほぼ一定と

なっている。秩序変数のこの様な振る舞いも、s波超伝導の結果と定性的に等しい。

3.4.2 三層系

この章の最後に、三層系 d波超伝導体の結果を図 3.9示す。EF ≫ α ≫ Tc の関係が成立してい

る限り、結果は定性的に等しい。三層系 s波超伝導体と比べ、三層系 d波超伝導体において、複素

ストライプ状態が相図の広い領域で安定となる [図 3.9(a)]。低温低磁場領域において、外側の層の

秩序変数は LO状態であり、内側の層では複素ストライプ状態の振る舞いを示す [図 3.9(b)]。内側

の層の秩序変数の振幅は、s波超伝導体と比べ小さくなっている。
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図 3.8 (a) 面内磁場中二層系 d波超伝導体における温度・磁場相図。Vd = 2.4, α = 0.3の結

果である。点線は BCS 状態から複素ストライプ状態への二次相転移、実線は超伝導転移を表

している。「BCS」は BCS 状態、「CS」は複素ストライプ状態を表している。点線は BdG 方

程式を N = 120 × 120のサイズで解き決定し、実線は線形化ギャプ方程式を N = 500 × 500

のサイズで解き決定した。(b) 超伝導秩序変数の絶対値 |∆d(iy)| = |∆d
1(iy)| = |∆d

2(iy)| の
空間依存性。赤の実線が (T, µBH) = (0.01, 0.058)[図 3.8(a) における点 (i)]、青の点線が

(T, µBH) = (0.01, 0.145) [図 3.8(a)における点 (ii)]での結果である。

3.5 まとめ

この章では、面内磁場中の多層系 s波及び d波超伝導体で実現する新奇超伝導状態について議論

した。得られた結果は、s波超伝導体、d波超伝導体どちらも定性的には等しく、高磁場領域で複

素ストライプ状態が安定となった。

ここで、複素ストライプ状態の特徴についてまとめる。図 3.2 に示したように、複素ストライ

プ状態は温度・磁場相図の広い領域を占める。これは、LO状態が温度・磁場相図の非常に狭い領

域でしか安定とならない [70]こととは対照的である。また、ヘリカル状態と複素ストライプ状態

は、実験的に観測可能かという視点で考えると、決定的に異なっている。空間反転対称性が破れた

超伝導体で実現するヘリカル状態は、実は渦糸状態と区別することができないことが分かってい

る [30]。これは、Cooper対の重心運動量 q がゲージ不変な量ではないからである。一方、複素ス

トライプ状態に現れる Cooper 対の重心運動量 q は秩序変数の絶対値（これはゲージ不変な量で

ある）

|ψ(r)| = |ψ0|[1 + 2δ cos(q · r) + δ2]
1
2 (3.28)

に現れるため。実験的に観測可能である。実際、複素ストライプ状態の特徴が局所状態密度に現れ

ることを示した。STMによる局所状態密度の観測により複素ストライプ状態を検出できると考え

られる。

本論文では、磁場の効果として Pauli対破壊効果のみを考慮している。これは、大きなMakiパ
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図 3.9 (a) 面内磁場中三層系 d波超伝導体における温度・磁場相図。Vd = 2.4, α = 0.3の結

果である。点線は BCS状態から複素ストライプ状態への二次相転移、実線は超伝導転移を表し

ている。「BCS」は BCS状態、「CS」は複素ストライプ状態を表している。点線は BdG方程式

を N = 120× 120のサイズで解き決定し、実線は線形化ギャプ方程式を N = 500× 500のサ

イズで解き決定した。(b), (c)超伝導秩序変数の絶対値 |∆d
out(iy)| = |∆d

1(iy)| = |∆d
3(iy)|（赤

丸）と |∆d
in(iy)| = |∆d

2(iy)|（青丸）の空間依存性。(b) (T, µBHx) = (0.01, 0.06)[図 3.9(a)に

おける点 (i)]、(c) (T, µBHx) = (0.01, 0.135) [図 3.9(a)における点 (ii)]での結果である。

ラメーターを持つ超伝導体に対して正当化される近似である。仮に軌道対破壊効果を考慮した場

合、それは層の間に渦糸が侵入する Josephson 渦を生み出す。Josephson 渦も複素ストライプ状

態と同様の秩序変数を与えるが、その変調スケール lJ は、lJ ∼ ξabH
orb
c2 /Hx（ξab は面内のコヒー

レンス長、Horb
c2 軌道対破壊効果のみを考慮した場合の上部臨界磁場）程度である。大きな Maki

パラメーターを持つ超伝導体ではHorb
c2 ≫ Hx であるため、lJ は複素ストライプ状態の変調スケー

ル lCS ∼ ξab に比べ非常に長い。そのため、Josephson渦と複素ストライプ状態は定量的に区別す

ることができる。一方、層の間隔を広げていくと軌道対破壊効果が無視できなくなってくる。複素

ストライプ状態と渦糸状態が競合する場合、次章で議論するペア密度波状態が安定となることが最

近Watanabe等により示されている [71]。
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4 面直磁場の場合～ペア密度波相～

この章では、伝導面に垂直な磁場中で実現するペア密度波状態について述べる。まず初めに、超

伝導秩序変数の層依存性について考察し、ペア密度波状態の安定性について定性的に議論する。そ

の後、二層系 s波及び三層系 s波超伝導体における計算結果について紹介する。面直磁場中では、

スピン軌道相互作用により誘起されるスピン三重項成分は定量的にも定性的にも重要な役割を果た

すため、S+p波超伝導体の結果について述べる。その後、d波超伝導体、D+p波超伝導体に対す

る計算結果を示す。

4.1 序論～ペア密度波相のメカニズム～

二層系超伝導体を例にとって、ゼロ磁場中での超伝導秩序変数の層依存性について考察してみ

る。文献 [60]に対称性による分類がなされているが、ここではより直感的な議論を行う。初めに、

層間遷移 t⊥ が 0 の極限を考えてみる。この場合、各層はそれぞれ空間反転対称性が破れた二次

元超伝導体とみなすことができる。注意すべき点は、反対称スピン軌道相互作用の符号が層間で

異なる点である。今考えるべきことは、各層におけるスピン一重項超伝導とスピン三重項超伝導

の相対位相 ϕ である。第 1 章で示したように、これは 0 か π をとる。また、例えば α > 0 の時

ϕ = 0であったならば、α < 0の場合は ϕ = π となる。そのため、例えば上層において秩序変数が

∆1 = i[ψ(k)σ0 + d(k) · σ]σy で記述されたとき、下層では ∆2 = i[ψ(k)σ0 − d(k) · σ]σy が最も
安定な状態となる。そして、各層は独立しているため、秩序変数の層間の位相差 θは自由な値をと

ることができる。結果として、t⊥ = 0の場合、図 4.1(a)に示した層依存性を示すことになる。

次に、t⊥ ̸= 0の場合を考える。この場合、層間の Josephson結合により、超伝導秩序変数の支

配的な成分を層間で揃えた状態が安定な状態となる。つまり、スピン一重項超伝導が支配的な場

合、図 4.1(b)に示した構造となり、スピン三重項超伝導が支配的な場合は、図 4.1(c)のような層

依存性となる。

同様の議論は、三層系超伝導体についても行うことが可能である。t⊥ = 0の場合、外側の層は

二層系と同様に取り扱うことができる。一方、内側の層は、空間反転中心に位置するため、スピン

一重項超伝導と三重項超伝導の混成が起こらない。そのため、スピン一重項超伝導、スピン三重項

超伝導のうち、支配的な成分のみが内側の層で現れる [図 4.2(a)]。層間遷移が有限の場合は、二層

系と同様に層間の Josephson結合により、支配的な超伝導成分が層間で位相を揃えることになる。

つまり、スピン一重項超伝導が支配的な場合、θ1 = θ2 = 0であり [ 図 4.2(b)]、スピン三重項超伝

導が支配的な場合は θ1 = 0, θ2 = π となる [図 4.2(c)]。

ここまでの議論から、CeCoIn5 人工超格子のようにスピン一重項超伝導が支配的な場合、図

4.1(b)、4.2(b)に示した超伝導状態が安定になると予想される。しかし、面に垂直な磁場中では事

情は異なってくる。次に、磁場中での超伝導状態の安定性について考察する。
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図 4.1 二層系超伝導体における超伝導秩序変数の層依存性。(a) t⊥ = 0 の場合。(b)、(c)

t⊥ ̸= 0の場合。(b)はスピン一重項成分が支配的な場合で、(c)はスピン三重項成分が支配的な

場合である。

磁場中では、超伝導体の凝縮エネルギーに次の項が加わることとなる。

∆FH = −
∫ H

0

dH ′[Mn(H
′)−Ms(H

′)]

= −
∫ H

0

dH ′[χn(H
′)− χs(H

′)]H ′ (4.1)

ここで、Mn(H)[χn(H)], Ms(H)[χs(H)] は正常状態、超伝導状態における磁化（スピン感受率）

である。式 (4.1)から明らかなように、正常状態と超伝導状態のスピン感受率の差が小さいほど、

凝縮エネルギーの減少が小さい。

局所的な空間反転対称性が欠如した多層系超伝導体におけるスピン感受率は、Maruyamaらに

よって計算されている。既に図 1.10にその結果を紹介した。スピン一重項超伝導が支配的な場合

[図 4.1(b)]χs/χn はスピン軌道相互作用の大きさにより 0から 1の間の値をとる。一方、スピン三

重項超伝導が支配的な場合 [図 4.1(c)]χs/χn はスピン軌道相互作用の大きさに依存せず 1をとる。
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図 4.2 三層系超伝導体における超伝導秩序変数の層依存性。(a) t⊥ = 0 の場合。(b)、(c)

t⊥ ̸= 0の場合。(b)はスピン一重項成分が支配的な場合、(c)はスピン三重項成分が支配的な場

合である。

本論文で注目する局所的な空間反転対称性の破れが顕在化するパラメーター領域 α ∼ t⊥ におい

て、スピン一重項超伝導が支配的な場合は χs < χn となるため磁場により超伝導が破壊されるが、

スピン三重項超伝導が支配的な場合は χs = χn となるため磁場により超伝導は全く破壊されない。

ここで重要な点は、この結果がスピン一重項超伝導とスピン三重項超伝導の混成度合いによらず、

超伝導秩序変数の層依存性で決まっている点である [54]。よって、スピン一重項超伝導が支配的な

場合、ゼロ磁場では図 4.1(b)に示した状態が安定となるが、磁場中では図 4.1(c)に示した状態が

実現すると期待される。後者の状態は、スピン一重項超伝導に注目すると秩序変数が原子スケール

で変調しているようにみなすことができる。その様な超伝導状態はペア密度波状態と呼ばれてい
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る [72, 73]。ペア密度波状態は、元々バルクの CeCoIn5 の低温・高磁場相 [74, 75]を説明するため

に考えられた状態である。しかし、これは対称性の議論から導入されたものであり、その微視的起

源はいまだ確立していない。一方、局所的な空間反転対称性が破れた多層系超伝導体では、前述し

たメカニズムによりペア密度波状態が安定になると期待される。今後、図 4.1(c)の状態をペア密度

波状態、図 4.1(b)の状態を BCS状態（第 3章の BCS状態と等価である）と呼ぶことにする。

以下では、面直磁場中における超伝導相図の計算結果とペア密度波状態の安定性について議論す

る。まず s 波対称性の結果を紹介する。その後 d 波対称性の場合も同様の結果が得られることを

示す。

4.2 二層系 s波超伝導体

この節では、二層系 s波超伝導体の結果を示す。この節を通して、Vs = 1.7, Vp = 0とする。

4.2.1 温度・磁場相図

線形化ギャップ方程式及びギャップ方程式を解いて得られた温度・磁場相図を図 4.3に示す。ま

ず初めに、スピン軌道相互作用が 0の場合の結果について述べる。この場合、BCS状態のみが実現

し、Pauli極限のよく知られた相図 [4]が得られた。予想に反して、磁場中においてペア密度波状

態は安定とならない。この理由は、超伝導秩序変数をバンド表示すれば理解することができる。超

伝導秩序変数のバンド表示は、正常状態におけるハミルトニアン H0(k)を対角化するユニタリー

行列 U0(k)で BdGハミルトニアンをユニタリー変換することにより得られる。その結果、H = 0

の時

U†
0 (k)H(k)U0(k) =

E+ 0 0 0 ∆band1 0 ∆band13 0
0 E+ 0 0 0 ∆band2 0 ∆band24

0 0 E− 0 ∆band31 0 ∆band3 0
0 0 0 E− 0 ∆band42 0 ∆band4

∆∗
band1 0 ∆∗

band31 0 −E+ 0 0 0
0 ∆∗

band2 0 ∆∗
band42 0 −E+ 0 0

∆∗
band13 0 ∆∗

band3 0 0 0 −E− 0
0 ∆∗

band24 0 ∆∗
band4 0 0 0 −E−


(4.2)

が得られる [54]。ここで E±(k) = ξ(k) ±
√
α2|g(k)|2 + t2⊥ である。∆band1, ∆band2, ∆band3,

∆band4 がバンド内での Cooper 対に対応し、∆band13, ∆band24, ∆band31, ∆band42 がバンド間の
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図 4.3 二層系 s波超伝導体の面直磁場中超伝導相図。(a) α = 0 (b) α = 0.1 (c) α = 0.2 (d)

α = 0.3 の結果である。点線は一次相転移、実線は二次相転移を表している。「BCS」は BCS

状態、「PDW」はペア密度波状態を表している。

Cooper対を示している。バンド内の秩序変数は、BCS状態では

∆band1(k) = ∆s +
α|g(k)|√

α2|g(k)|2 + t2⊥
∆p|g(k)| (4.3)

∆band2(k) = −∆band1(k) (4.4)

∆band3(k) = ∆s − α|g(k)|√
α2|g(k)|2 + t2⊥

∆p|g(k)| (4.5)

∆band4(k) = −∆band3(k) (4.6)

であり、ペア密度波状態では

∆band1(k) = ∆p|g(k)|+ α|g(k)|√
α2|g(k)|2 + t2⊥

∆s (4.7)

∆band2(k) = ∆band1(k) (4.8)

∆band3(k) = ∆p|g(k)| − α|g(k)|√
α2|g(k)|2 + t2⊥

∆s (4.9)

∆band4(k) = ∆band3(k) (4.10)
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となる。ここで、d(k) = ∆pg(k)を仮定した。α = 0の場合、バンド内 Cooper対は、BCS状態

においてはスピン一重項超伝導成分、ペア密度波状態においてはスピン三重項超伝導成分で記述さ

れる。しかし、本論文で考えているスピン一重項超伝導が支配的な場合において、α = 0で存在す

る超伝導状態はスピン一重項超伝導のみである。そのため、α = 0では、ペア密度波状態における

バンド内 Cooper対は存在しない。ゆえに、ペア密度波状態はバンド間 Cooper対により記述され

るが、一般にバンド間の Cooper対は超伝導を安定化しない。結果として、α = 0においてペア密

度波状態は安定とならない。

一度スピン軌道相互作用が有限になったならば、ペア密度波状態はバンド内 Cooper 対により

誘起される。前述したように、磁場中ではペア密度波状態の方が BCS状態よりも安定である。し

たがって、磁場を印加すると BCS状態からペア密度波状態へ相転移する [図 4.3(b), (c), (d)を参

照]。BCS状態からペア密度波状態への相転移は、秩序変数の層間位相が 0から π に不連続に飛ぶ

ため、一次相転移である。スピン軌道相互作用の大きさが大きくなるにつれ、ペア密度波状態は相

図の広い領域を占めるようになる。

ペア密度波状態は BCS状態に比べ磁場中でエネルギー的に得をするため、BCS状態よりも大き

な磁化を持つと予想される。各層での磁化の z 成分Mm
z は

Mm
z = µB

∑
k

[⟨c†k↑mck↑m⟩ − ⟨c†k↓mck↓m⟩] (4.11)

で計算される。計算結果を図 4.4に示す。ペア密度波状態の磁化は BCS状態の磁化に比べ大きな

値を持つことが分かる。ペア密度波状態が磁場中でエネルギー的に得をすることが確かめられた。

4.2.2 状態密度

ペア密度波状態では、Pauli対破壊効果が抑制されるため、超伝導ギャップにその特徴が現れる

と期待される。この章では、各層の状態密度の計算結果を紹介する。各層の状態密度 ρm(ω)は

ρm(ω) =
∑
k,s,ν

|usm,ν(k)|2δ[ω − Eν(k)] (4.12)

で計算される。デルタ関数は式 (3.20)のような Lorentz型に近似して計算した。無限小パラメー

ター εは ε = 10−4 とし、N = 700 × 700で決定した秩序変数を用いて、N = 30000 × 30000の

サイズで状態密度の計算を行った。

図 4.5 にある磁場での状態密度の計算結果を示す。ゼロ磁場 BCS 状態ではよく知られた s 波

の超伝導ギャップが Fermi 面に開いている。磁場を印加すると Pauli 対破壊効果により超伝導

ギャップは小さくなるが、さらに磁場を印加してペア密度波状態に相転移すると、再び大きな超伝

導ギャップが開く。µBHz = 0.075では BCS状態、ペア密度波状態どちらの解も得られたが、秩

序変数の絶対値は前者の方が大きい。それにもかかわらず大きな超伝導ギャップがペア密度波状

態で開くのは、ペア密度波状態で Pauli対破壊効果が抑制されていることの帰結である。まとめる

と、BCS状態からペア密度波状態へ相転移すると状態密度に大きな超伝導ギャップが開く。この

振る舞いは STMにより観測可能である。
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図 4.4 二層系 s波超伝導体おける磁化の z 成分Mz = M1
z = M2

z の磁場依存性。T = 0.002,

α = 0.3の計算結果である。
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図 4.5 二層系 s 波超伝導体における状態密度 ρ(ω) = ρ1(ω) = ρ2(ω)。実線が µBHz = 0

（BCS 状態）、点線が µBHz = 0.06（ペア密度波状態への転移近傍の BCS 状態）、鎖線が

µBHz = 0.075（ペア密度波状態）の結果である。秩序変数は温度 T = 0.002, α = 0.3におけ

る各磁場での計算結果を用いた。
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図 4.6 三層系 s波超伝導体における温度・磁場相図。(a) α = 0 (b) α = 0.1 (c) α = 0.2 (d)

α = 0.3の場合の結果である。点線は一次相転移、実線は二次相転移を表している。黒丸は臨界

終点を表している。

4.3 三層系 s波超伝導体

次に、三層系 s 波超伝導体の結果について述べる。二層系と三層系で決定的に異なる点は、三

層系には空間反転中心に位置する層が存在することである。そのため、スピン軌道相互作用は

(α1, α2, α3) = (α, 0,−α)となり、内側の層で 0となる。

図 4.6に、α = 0, 0.1, 0.2, 0.3の場合の温度・磁場相図を示す。α ≤ 0.2の場合、温度・磁場相

図は二層系の結果と定性的に等しい。ペア密度波状態が占める領域が若干狭くなっているのは、三

層系においてペア密度波状態は内側の層の超伝導を破壊する必要があるためである。

一方、α が増大していくと、BCS状態において新たな一次相転移が現れる [図 4.6(d)]。この相

転移の正体を明かにするため、図 4.7 に超伝導秩序変数の磁場依存性を示す。T = 0.001 の場合

[図 4.7(a)]、低磁場領域では秩序変数は内側の層と外側の層でほぼ同じ大きさをとる。しかし、磁

場を印加していき問題の一次相転移にさしかかると、内側の層の秩序変数のみが大きく抑制されて

いる。この様な層に依存した秩序変数の振る舞いは、再びスピン感受率を考えれば理解できる。図
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図 4.7 超伝導秩序変数の磁場依存性。(a) T = 0.001, (b) T = 0.007, (c) T = 0.018の結果

である。赤の実線が内側の層の秩序変数の絶対値 |∆s
in| = |∆s

2|、青の点線が外側の層の秩序変
数の絶対値 |∆s

out| = |∆s
1| = |∆s

3| を表している。「BCS」は BCS状態、「HF-BCS」は内側の

層の秩序変数のみが抑制された BCS状態、「PDW」はペア密度波状態を表している。

4.8 に Maruyamaらによって計算された三層系超伝導体における絶対零度での各層のスピン磁化

率 χs/χn の α依存性を示す [54]。α < t⊥ の領域では、内側の層と外側の層のスピン磁化率はほぼ

同じ値をとる。しかし、スピン軌道相互作用が大きくなり、α > t⊥ の領域では内側の層のスピン

感受率が減少していく。これは、外側の二層では反対称スピン軌道相互作用により Pauli対破壊効

果が抑制されるのに対し、内側の層では α = 0のためその恩恵が存在しないためである。したがっ

て、内側の層は外側の層に比べ磁場中で不安定である。そのため、α = 0.3において内側の層の秩

序変数のみが著しく抑制され、低温領域ではそれが一次相転移となる。温度が上昇すると、この一

次相転移はクロスオーバーとなり [図 4.7(b)]。さらに温度が上昇すると内側の層と外側の層のスピ

ン感受率の差がほとんど無くなり、内側の層の秩序変数のみが抑制されることはない [図 4.7(c)]。

52



 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

χs

χn

α

m=2 (center layer)

m=1,3 (outer layer)
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の結果である。

4.3.1 状態密度

三層系 s波超伝導体における状態密度の計算結果を図 4.9に示す。ゼロ磁場では外側の層も内側

の層も Fermi 面に超伝導ギャップが開いている [図 4.9(a)]。一方磁場を印加しペア密度波状態へ

の相転移近傍に差し掛かると、内側の層の超伝導ギャップが完全に潰れている。これは、前述した

通り、内側の層は Pauli 対破壊効果の影響を受けやすいためである。内側の層由来のゼロエネル

ギー状態は、層間遷移により外側の層に染み出すため、外側の層の状態密度にもわずかにゼロエネ

ルギー状態が現れている [図 4.9(b)]。しかし、ペア密度波状態に転移すると、Pauli対破壊効果は

抑制されるため、再び超伝導ギャップが開く [図 4.9(c)]。この様に、三層系超伝導体では二層系超

伝導体よりも状態密度に大きな変化が見られる。

4.4 S+p波超伝導体

これまでは p波の引力を 0としてきた。しかし、ペア密度波状態において p波成分との混成を

考慮することは、非常に興味深い。なぜなら、図 4.1(c)、4.2(c)に示したように、ペア密度波状態

では空間的に一様なスピン三重項超伝導が誘起されるからである。つまり、スピン一重項超伝導体

からスピン三重項超伝導体を作り出すことができる。この章では誘起されるスピン三重項超伝導

の決定と、それによる温度・磁場相図、状態密度の変化について議論する。なお、この節を通じて

α = 0.3とする。
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図 4.9 三層系 s 波超伝導体における状態密度。赤の実線が外側の層の状態密度 ρout(ω) =

ρ1(ω) = ρ3(ω)、青の点線が内側の層の状態密度 ρin(ω) = ρ2(ω)を表している。(a) µBHz = 0

（BCS状態）、(b) µBHz = 0.06（ペア密度波状態への相転移近傍の BCS状態）、(c) µBHz =

0.072（ペア密度波状態）での結果である。秩序変数は α = 0.3, T = 0.002における各磁場で

の計算結果を用いた。

4.4.1 二層系 S+p波超伝導体

二層系 S+p波超伝導体における温度・磁場相図を図 4.10に示す。p波の引力 Vp が大きくなる

につれて、上部臨界磁場が増加しているのが分かる。ここで注意すべき点は、p波の引力が非常に

小さいことである。実際、図 4.10において最も大きな引力相互作用 Vp = 0.85でも、Vs = 0の時

の超伝導転移温度 T p
c は T p

c < 6.0× 10−4 と非常に低い。つまり、依然として超伝導はスピン一重

項超伝導で引き起こされている。しかし、この様な非常に小さな p波の引力でも、上部臨界磁場は

著しく上昇する。なお、これまでの所スピン一重項超伝導とスピン三重項超伝導が強く混成した超

伝導体は見つかっていないが、この様な小さな p波の引力は存在していても不思議はない。

次に、誘起されるスピン三重項超伝導状態について述べる。ギャップ方程式の解析の結果、d-ベ
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図 4.10 二層系 S+p 波超伝導体における温度・磁場相図。赤の鎖線が Vp = 0、緑の点線が

Vp/Vs = 0.25 (Vp = 0.425)、青の実線が Vp/Vs = 0.5 (Vp = 0.85)の場合の上部臨界磁場を表

している。青の二重鎖線は Vp/Vs = 0.5 の時の BCS 状態からペア密度波状態への一次相転移

を示している。黒の実線は磁場誘起のパリティ混成を無視した場合の上部臨界磁場である。

クトルは以下のようにかけることが分かった。

dm(k) = am(− sin ky, sin kx, 0) + ibm(sin kx, sin ky, 0) (4.13)

ここで、am, bm は実数とする。式 (4.13)の右辺第一項はゼロ磁場でも現れる項であり、右辺第二

項は磁場により時間反転対称性が破れたことにより誘起される秩序変数である。今後、前者をヘリ

カル 1状態、後者をヘリカル 2状態と呼ぶことにする。ヘリカル 2状態が誘起されることにより、

スピン三重項超伝導は非ユニタリー状態となる。非ユニタリー状態とは、dm(k) × d∗
m(k) ̸= 0を

満たす状態のことである。

図 4.11にパラメーター am, bm の磁場依存性を示す。ゼロ磁場ではヘリカル 1状態のみが誘起

され、層 1と層 2で d-ベクトルの符号が異なる BCS状態である。一方、磁場中ではヘリカル 2状

態も誘起される。磁場を印加していくと、BCS状態からペア密度波状態状態への一次相転移が起

き (µBHz ∼ 0.066)、d-ベクトルは層間で符号を揃える。

図 4.11で最も注目すべき点は、ヘリカル 2状態の占める割合が磁場の印加とともに著しく増大

する点である。実際、非ユニタリー性を表すパラメーターKm ≡ 2ambm/(a
2
m + b2m)はペア密度波

状態において最大値 1に近い値をとる（図 4.12）。第 1章で示したように、反対称スピン軌道相互

作用が与える d-ベクトルの異方性は α ≫ Tc の場合非常に巨大なものとなる。そのため、非ユニ

タリー性は非常に小さいと考えられる。しかし、数値計算の結果では非常に大きな非ユニタリー性

が得られた。

大きな非ユニタリー性の原因を解明するため、既約超伝導感受率 χ(0) の磁場依存性を計算した。
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図 4.11の結果を用いて計算した。
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S,H1
| ≡ |χ(0)

11,51(0)| = |χ(0)
12,52(0)|を示している。

図 4.13に結果を示す。ヘリカル 2状態の起源として、s波超伝導とのパリティ混成が考えられる。

それを表すのが χ
(0)
S,H2

≡ χ
(0)
11,21(0) = −χ(0)

12,22(0) である。図 4.13 から分かるように、|χ(0)
S,H2

| は
ゼロ磁場では 0 である。一方、磁場中ではその振幅は増大し、s 波超伝導とヘリカル 1 状態の混

成を表す χ
(0)
S,H1

≡ χ
(0)
11,51(0) = −χ(0)

12,52(0) よりも大きくなる。したがって、ヘリカル 2 状態は s

波状態とのパリティ混成を通じてヘリカル 1 状態と同程度誘起される。また、χ(0)
S,H1

が実数の場

合 χ
(0)
S,H2

は純虚数である。そのため、非ユニタリースピン三重項超伝導状態が実現する。なお、

図 4.13 には、ヘリカル 1 状態とヘリカル 2 状態の混成、つまりスピン偏極効果に対応する成分

χ
(0)
H1,H2

≡ χ
(0)
51,21(0) = χ

(0)
52,22(0)も示した。χ

(0)
S,H2

と χ
(0)
H1,H2

の振幅は同程度の大きさを持つが、後

者の影響は小さいと考えられる。なぜなら、今 s波超伝導が支配的であり、ヘリカル 1状態、ヘリ

カル 2状態はどちらも準支配的な状態であるためである。

s波超伝導とヘリカル 2状態のパリティ混成は、上部臨界磁場の増大にも重要な寄与を果たす。

図 4.10に示したように、χ(0)
S,H2

= 0としたときの上部臨界磁場は、Vp = 0の場合のそれとほとん

ど変わらない。

s 波超伝導とのパリティ混成により誘起されるスピン三重項超伝導は式 (4.13) で表されるが、

ハーフフィリング µ = 0の場合のみ結果は異なる。ハーフフィリングの場合、ヘリカル 1状態は

完全に抑制され、ヘリカル 2状態のみが磁場中で誘起される。つまり、ゼロ磁場では純粋な s波超

伝導であり、磁場中ではユニタリースピン三重項超伝導が誘起される。これは、今採用しているモ

デルが粒子・正孔対称性を持つためである。第 1章で示したように、スピン一重項超伝導とスピン

三重項超伝導の相対位相は、スピン軌道相互作用の符号により決定される。実は、スピン軌道相互
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作用の符号を反転することは、化学ポテンシャルの符号を反転させることと等価である。モデルハ

ミルトニアンにおいて、µ→ −µとしたものを考える。その後、k → k+Q, Q = (π, π)の変換を

施してみる。すると、運動エネルギー ξ(k)は

ξ(k) → ξ(k +Q) = −2t[cos(kx + π) + cos(ky + π)] + µ

= −[−2t(cos kx + cos ky)− µ] (4.14)

と変換される。その他の項はこの変換の元で不変である。次に、ハミルトニアン全体にマイナ

スを掛ける。超伝度秩序変数は U(1) 自由度を持つため、秩序変数全体にマイナスを掛けても

結果は不変である。結果としてスピン軌道相互作用の符号が反転したハミルトニアンが得られ

る。よって、化学ポテンシャルの符号変化は、スピン軌道相互作用の符号変化と等しい。つまり

H(α,−µ) = H(−α, µ)である。そのため、µ = 0の場合、H(α) = H(−α)となる。第 1章で示し

た通り、スピン軌道相互作用の符号が変われば、スピン一重項超伝導とスピン三重項超伝導の相対

位相も変化する。µ = 0の時 H(α) = H(−α)を満たすためには、誘起されるスピン三重項超伝導
はゼロとならなければならない。よって、µ = 0で超伝導のパリティ混成は完全に抑制されること

になる。一方、磁場中で誘起されるヘリカル 2 状態には上記の制限は存在しない。以上の理由か

ら、粒子・正孔対称性のある模型を用いると、ハーフフィリング µ = 0では s波超伝導とヘリカル

1状態のパリティ混成は完全に抑制され、磁場中ではユニタリーなヘリカル 2状態のみが現れる。

最後に、p波成分の混成による状態密度の変化について示す。図 4.14に二層系 S+p波超伝導体

の状態密度を示す。Vp = 0での結果（図 4.5)と比較すると、各磁場において状態密度のピークが

分裂しているのが分かる。これは、式 (4.6), (4.10)に示したように、S+p波状態ではバンド内の

秩序変数が二種類あるためである。これを反映して、状態密度のピークの分裂が起こる。

4.4.2 三層系 S+p波超伝導体

三層系 S+p波超伝導体の温度・磁場相図を図 4.15に示す。二層系の結果と同様に、p波成分と

の混成により上部臨界磁場は上昇する。BCS 状態において、低温領域に存在する一次相転移は、

Vp = 0の時と同様に内側の層の超伝導のみが抑制された BCS状態への転移である。

d-ベクトルは再び式 (4.13) で記述される。パラメーター am, bm の計算結果を図 4.16 に示す。

外側の層に対する結果 (a1, a3, b1, b3)は二層系の結果とほぼ等価である。一方、内側の層に対す

る結果は、それらとは異なる振る舞いをしている。a2, b2 は BCS状態では 0であるが、PDW状

態になると有限の値を持つ。そして、b2 > a2 となる、つまり内側の層では非ユニタリー性は小さ

くなる。これは以下の様に理解できる。内側の層ではスピン軌道相互作用は 0である。そのため、

ヘリカル 1状態を安定化させるメカニズムが存在しない。一方、磁場によりヘリカル 2状態が誘起

され、主なスピン三重項超伝導状態となる。結果として、内側の層ではヘリカル 2状態が支配的な

スピン三重項超伝導が誘起される。

この章の最後に、p波超伝導の混成による状態密度の変化について議論する。図 4.17に各層に

おける状態密度の計算結果を示す。ゼロ磁場での結果 [図 4.17(a)]を見ると、二層系と同様に状態

密度のピークが分裂している。これは、三層系では、バンド表示でのバンド内の秩序変数は、BCS
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図 4.14 二層系 S+p波超伝導体の状態密度。赤の実線が µBHz = 0（BCS状態）、緑の点線が

µBHz = 0.06（ペア密度波状態への転移近傍の BCS状態）、青の鎖線が µBHz = 0.072（PDW

状態）での結果である。秩序変数は Vp = 0.85, T = 0.002 における各磁場での計算結果を用

いた。
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図 4.15 三層系 S+p波超伝導体における温度・磁場相図。Vp/Vs = 0.5の結果である。点線は

一次相転移、実線は二次相転移を表している。黒丸は臨界終点である。
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図 4.16 三層系 S+p波超伝導体における d-ベクトルの磁場依存性。T = 0.002の結果である。

その他のパラメーターは図 4.15と同じである。実線が層一、鎖線が層二、点線が層三の結果で

あり、細線が am、太線が bm を表している。

状態の時

∆band1 = ∆s +
α|g(k)|√

α2|g(k)|2 + 2t2⊥
∆p|g(k)| (4.15)

∆band2 = ∆s (4.16)

∆band3 = ∆s − α|g(k)|√
α2|g(k)|2 + 2t2⊥

∆p|g(k)| (4.17)

となり、三つの超伝導ギャップが存在するためである。ここで、∆out = ∆in = ∆s, dout(k) =

∆pg(k) を仮定した。磁場を印加していくと、内側の層のギャップが潰れていく [図 4.17(b)]。さ

らに磁場を印加し、PDW状態に転移すると、内側の層の状態密度のピークが分裂する。これは、

p波超伝導が非ユニタリーであることを表している。図 4.17(d)にスピン分解した内側の層の状態

密度

ρ2↑(ω) =
∑
k,s,ν

|u↑2,ν(k)|2δ[ω − Eν(k)] (4.18)

ρ2↓(ω) =
∑
k,s,ν

|u↓2,ν(k)|2δ[ω − Eν(k)] (4.19)

の計算結果を示す。明らかに、上向きスピンと下向きスピンで異なる大きさの超伝導ギャップを持

つことが分かる。これは、非ユニタリースピン三重項状態では、|∆↑↑| ̸= |∆↓↓|となるためである。
よて、非ユニタリー状態が実現しているかどうかも、状態密度の観測により判断できる。
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図 4.17 (a)-(c)三層系 S+p波超伝導体の各層における状態密度。赤の実線が外側の層の状態

密度 ρout(ω) = ρ1(ω) = ρ3(ω)、青の点線が内側の層の状態密度 ρin(ω) = ρ2(ω) を表してい

る。磁場の値は (a) µBHz = 0（BCS状態）、 (b) µBHz = 0.058（ペア密度波状態への転移近

傍の BCS状態） (c) µB = 0.072（PDW状態）である。秩序変数は T = 0.002における各磁

場での計算結果を用いた。(d) 磁場 µBHz = 0.072 における内側の層の状態密度を、スピン分

解したもの。赤の太線が準粒子のスピンが上向き、青の細線が下向きの結果である。

4.5 d波超伝導体

この節では、d波超伝導体の計算結果について述べる。ペア密度波状態が磁場中で安定となる理

由は、前述したとおりペア密度波状態では Pauli対破壊効果が抑制されるためである。これはスピ

ン一重項超伝導が支配的な場合常に期待されることであり、超伝導対称性にはよらない。そのた

め、d波対称性の場合も、磁場中ではペア密度波状態が安定となると予想される。以下、二層系、

三層系における温度・磁場相図、状態密度の計算結果を紹介し、最後に D+p波超伝導体の結果に

ついて述べる。なお、この節を通じて Vd = 2.2, Vp = 0とする。
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図 4.18 二層系 d波超伝導体における温度・磁場相図。α = 0.3の結果である。点線は一次相

転移、実線は二次相転移を表している。
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図 4.19 三層系 d波超伝導体における温度・磁場相図。(a) α = 0.3、(b) α = 0.5の結果である。

4.5.1 温度・磁場相図

初めに、二層系 d波超伝導体の結果について述べる。図 4.18に二層系 d波超伝導体の温度・磁

場相図を示す。予想したとおり、s波超伝導体とほぼ同じ結果を得た。

次に、三層系 d波超伝導体の温度・磁場相図を図 4.19に示す。こちらもほぼ s波超伝導体と等

価な結果を得たが、s波超伝導体において α = 0.3で現れた BCS状態内での一次転移は、d波超

伝導体では得られなかった。しかし、この一次転移が現れるかどうかはパラメーターに依存してお

り、実際 α = 0.5とした場合、内側の層の超伝導のみが抑制される一次転移が現れた [図 4.19(b)]。

定性的には s波超伝導と d波超伝導は同じ結果を与えることを確認した。
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図 4.20 二層系 d波超伝導体における状態密度。赤の実線が µBHz = 0（BCS状態）、緑の点

線が µBHz = 0.049（ペア密度波状態への転移近傍の BCS 状態）、青の鎖線が µBHz = 0.06

（ペア密度波状態）での結果である。秩序変数は α = 0.3, T = 0.002における各磁場での計算

結果を用いた。

4.5.2 状態密度

図 4.20に二層系 d波超伝導体の状態密度を示す。ゼロ磁場では、よく知られた d波超伝導の振

る舞いを示す。磁場を印加していくと、超伝導ギャップが潰れるが、ペア密度波状態へ相転移する

とゼロ磁場と同様の振る舞いを示す。これもペア密度波状態では Pauli対破壊効果が抑制されるた

めである。

次に、三層系 d波超伝導体の状態密度を図 4.21に示す。こちらも磁場を印加していくと超伝導

ギャップが潰れているが [図 4.21(a), (b)]、ペア密度波状態へ相転移すると、Fermi面のごく近傍

で d波超伝導の振る舞いをする [図 4.21(c)]。これもまた、ペア密度波状態で Pauli対破壊効果が

抑制されるためである。

4.6 D+p波超伝導体

この節では、D+p波超伝導体の結果を示す。まず初めに、温度・磁場相図を示し、その後状態

密度の計算結果を示す。この節を通じて、α = 0.3, Vd = 2.2, Vp = 0.85とする。

4.6.1 温度・磁場相図

図 4.22に二層系 D+p波超伝導体の温度・磁場相図を示す。S+p波超伝導体と同様に、p波超

伝導との混成により上部臨界磁場が増大している（図 4.18と図 4.22を比較）。
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図 4.21 三層系 d 波超伝導体の各層における状態密度。赤の実線が外側の層の状態密度

ρout(ω) = ρ1(ω) = ρ3(ω)、青の点線が内側の層の状態密度 ρin(ω) = ρ2(ω)を示している。(a)

µBHz = 0（BCS 状態）(b) µBHz = 0.054（ペア密度波状態への転移近傍の BCS 状態）(c)

µBHz = 0.066（ペア密度波状態）での結果である。秩序変数は α = 0.3, T = 0.002における

各磁場での計算結果を用いた。

次に、d-ベクトルの構造を示す。ギャップ方程式の解析の結果、d-ベクトルは以下の式で与えら

れることが分かった。

dm(k) = cm(sin ky, sin kx, 0) + idm(− sin kx, sin ky, 0) (4.20)

ここで、パラメーター cm, dm は実数とする。式 (4.20)の右辺第一項がゼロ磁場でも混成する超伝

導状態（ヘリカル 3状態と呼ぶ）であり、第二項が磁場中でのみ混成する状態（ヘリカル 4状態と

呼ぶ）である。図 4.23 にパラメーター cm, dm の磁場依存性を示す。ゼロ磁場では cm のみが現

れ、磁場を印加すると dm が急激に大きくなる様子が見て取れる。つまり、d波超伝導体において

も、s波超伝導体と同様に非ユニタリースピン三重項超伝導状態が実現している。また、cm, dm の

大きさその物も、|cm|, |dm| ∼ 0.002と大きな値を持っている（ゼロ磁場において |∆d
m| ∼ 0.04で

ある）。ヘリカル 3, 4状態はどちらも α≫ Tc の時著しく抑制されてしまうが（第 1章参照）、d波
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図 4.22 二層系 D+p波超伝導体の c軸磁場中超伝導相図。
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図 4.23 パラメーター cm, dm の磁場依存性。温度を T = 0.002に固定した。

超伝導との混成により顔を出すようになる。

続いて三層系 D+p波超伝導の結果を示す。図 4.24に三層系 D+p波超伝導体の温度・磁場相図

を示す。p波超伝導との混成により上部臨界磁場が上昇している。d-ベクトルは式 (4.20)で記述さ

れ、図 4.25にパラメーター cm, dm の磁場依存性を示した。外側の層の結果は二層系 D+p波超伝

導体の結果とほぼ等価である。内側の層では、cm < dm となり非ユニタリー性は小さい。この結

果も S+p波超伝導体と同じである。
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図 4.24 三層系 D+p波超伝導体の c軸磁場中超伝導相図。
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図 4.26 二層系 D+p波超伝導体の状態密度。(a) µBHz = 0（BCS状態） (b) µBHz = 0.048

（ペア密度波状態への転移近傍の BCS 状態）(c) µBHz = 0.06（ペア密度波状態）の結果であ

る。温度 T = 0.002における各磁場での秩序変数を用いた。

4.6.2 状態密度

最後に、状態密度の計算結果を示す。D+p波超伝導体の結果は、誘起される d-ベクトルが違う

などの相違点はあったが S+p波超伝導体とほぼ同じ結果を得た。つまり、p波超伝導との混成に

より上部臨界磁場が上昇し、誘起されたスピン三重項超伝導は非ユニタリー状態である。しかし、

状態密度には超伝導の対称性が重要になってくるため、S+p波超伝導体と異なる結果が得られる

と期待される。以下、二層系 D+p波超伝導体、三層系 D+p波超伝導体の計算結果を示す。

図 4.26に二層系 D+p波超伝導体における状態密度を示す。ゼロ磁場では d波超伝導の振る舞

いをし、磁場を印加すると超伝導ギャップが潰れていく様子が分かる。しかし、ペア密度波状態へ

相転移すると、Fermi面に有限のギャップが開く。この振る舞いは d波超伝導体では見られなかっ

たものである（図 4.20参照）。つまり、p波超伝導とのパリティ混成により、ペア密度波状態はフ

ルギャップとなる。この事実は、次章で議論するトポロジカル超伝導で非常に重要になってくる。

図 4.27 に三層系 D+p 波超伝導体の各層での状態密度を示す。BCS 状態では有限の超伝導

ギャップは得られないが [図 4.27(a), (b)]、ペア密度波状態へ相転移すると有限の超伝導ギャップ

が開く [図 4.27(c)]。p波超伝導との混成により、三層系 D+p波超伝導体のペア密度波状態もフル

ギャップとなる。
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図 4.27 三層系 d 波超伝導体の各層における状態密度。赤の実線が外側の層の状態密度

ρout(ω) = ρ1(ω) = ρ3(ω)、青の点線が内側の層の状態密度 ρin(ω) = ρ2(ω)を示している。(a)

µBHz = 0（BCS 状態）(b) µBHz = 0.048（ペア密度波状態への転移近傍の BCS 状態）(c)

µBHz = 0.072（ペア密度波状態）での結果である。温度 T = 0.002 における各磁場での秩序

変数を用いた。

4.7 まとめ

この章では、層に垂直な磁場中で実現する新奇超伝導状態について議論した。s波超伝導、d波

超伝導どちらの場合においても、超伝導秩序変数が空間反転中心で符号を変えるペア密度波状態が

スピン軌道相互作用と磁場により安定となることが分かった。これは、ペア密度波状態では Pauli

対破壊効果が抑制されるためである。それを反映して、ペア密度波状態の状態密度は、Fermi面近

傍でゼロ磁場での状態密度と同様の振る舞いを示す。これは STMにより実験的に観測可能である

と考えられる。

p波超伝導とのパリティ混成を考えると、ペア密度波状態では空間的に一様なスピン三重項超伝

導が誘起されることが分かった。つまり、Josephson結合のような秩序変数の位相を検知する実験
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手法で見ると、スピン三重項超伝導の様に見えることになる。言い換えれば、局所的な空間反転対

称性の破れと磁場により、スピン一重項超伝導超伝導体からスピン三重項超伝導体を作り出すこと

ができる。さらに興味深いことに、磁場中では非ユニタリースピン三重項超伝導が誘起されること

が分かった。これは s 波、d 波超伝導と p 波超伝導の磁場誘起のパリティ混成により引き起こさ

れる。

S+p 波超伝導体の場合、p 波超伝導とのパリティ混成の影響は状態密度のピークの分裂に現れ

る。また、非ユニタリースピン三重項超伝導が実現しているかどうかは、三層系ペア密度波状態

における内側の層の状態密度を見れば判断可能である。より興味深いことは、D+p 波超伝導体

の場合に起こる。D+p波超伝導体におけるペア密度波状態は、d波超伝導体にもかかわらずフル

ギャップとなる。

本論文では、超伝導体に対する磁場の効果として、Pauli対破壊効果のみを考慮し、軌道対破壊

効果は無視している。この仮定は Pauli極限の超伝導体で正当化されるが、仮に軌道対破壊効果を

考慮しても、十分に大きなMakiパラメーターを持つ超伝導体ではペア密度波状態が安定になると

考えられる。なぜなら、超伝導渦は面内の空間変化のみを与えるためであり、面間は依然として一

様であるからである。
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5 多層系超伝導体におけるトポロジカル結晶超伝導

この章では、局所的な空間反転対称性が破れている多層系超伝導体におけるトポロジカル超伝導

について議論する。まず初めに、トポロジカル超伝導について説明し、その後多層系超伝導体にお

けるミラー対称性について説明する。次に、二層系 s+p波超伝導体、三層系 s+p波超伝導体の結

果を示し、最後に d+p波超伝導体の結果を示す。

5.1 序論

最近、物性物理学においてトポロジカル超伝導体が注目を集めている [36–39, 76–88]。トポロジ

カル超伝導体とは、準粒子の波動関数が非自明なトポロジーを持つ超伝導体である。その特徴の一

つとして、系の境界（表面や渦の中など）に束縛されたギャップレスの励起状態（Andreev束縛状

態）の存在が挙げられる。系の境界に束縛されたギャップレス状態は、系の持つ「トポロジカルな

性質」によりその存在が保証されている。この関係は「バルク・エッジ対応」と呼ばれている。ま

た、このギャップレス状態は、超伝導体の持つ粒子・正孔対称性により、反粒子が自分自身である

Majoranaフェルミオンとして記述することができる。Majoranaフェルミオンの存在により、超

伝導体中の渦糸が非可換統計に従うため、量子計算への応用が盛んに議論されている [89,90]。

今考えている系がトポロジカル超伝導になるかどうか、なるならばどのようなトポロジカル数で

特徴づけられるのかについては、Schnyderらにより得られたトポロジカル相の周期表 [78]を参照

すればよい。表 5.1にそれを示す。この周期表は、時間反転対称性、粒子正孔対称性及びこれらを

組み合わせたカイラル対称性に基づき導出されたものである。

トポロジカル超伝導体の候補として、これまでに Sr2RuO4 [91], UPt3 などのウラン化合

物 [50, 51]、空間反転対称性が破れた超伝導体 [11]などが研究されてきた。上にあげた物質のほと

んどがスピン三重項超伝導体、つまり奇パリティ超伝導体であるが、これは偶然ではない。奇パリ

ティ超伝導体は正常状態の Fermi面が奇数枚ならばトポロジカル超伝導体となることが Sato [82]

及び Fuと Berg [85]により示されている。そのため、奇パリティ超伝導体はトポロジカル超伝導

体の有力な候補となっている。

第 4章で議論したペア密度波状態は、パリティで分類すると実は奇パリティ超伝導状態である。

そのため、トポロジカル超伝導となることが強く期待される。実際、Nakosai らはゼロ磁場での

二層系ペア密度波状態がトポロジカル超伝導（クラス DIII）となることを指摘している [92]。一

方、本研究で明かとなったことは、ペア密度波状態は広い磁場領域で安定となることである。その

ため、磁場中でのトポロジカル超伝導を考える必要がある。磁場中では時間反転対称性が破れるた

め、表 5.1 のクラス Dに属することになる。二次元のクラス Dは整数のトポロジカル数を持ち得

るが、それは Chern数である [86, 93, 94]。ペア密度波状態が安定となる磁場領域で Chern数が有

限となる場合を考えてみる。有限の Chern数を得るためには時間反転対称性が破れている必要が

あるため、ゼロ磁場では Chern 数は 0 である。磁場中ですぐに Chern 数が有限になることはな
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クラス 対称性 空間次元

TRS PHS CS 1 2 3 4 5 6 7

A 0 0 0 0 Z 0 Z 0 Z 0

AIII 0 0 1 Z 0 Z 0 Z 0 Z

AI +1 0 0 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2

BDI +1 +1 1 Z 0 0 0 2Z 0 Z2

D 0 +1 0 Z2 Z 0 0 0 2Z 0

DIII -1 +1 1 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z

AII -1 0 0 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

CII -1 -1 1 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

C 0 -1 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0

CI +1 -1 1 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z

表 5.1 Schnyderらにより得られたトポロジカル相の周期表 [78]。各対称性クラスは時間反転

対称性 (TRS)、粒子正孔対称性 (PHS)、カイラル対称性 (CS)の有無によって定義されている。

「Z」,「Z2」,「2Z」はそれぞれ整数、バイナリー数、偶数のトポロジカル数で特徴づけられるト

ポロジカル相が存在し得ることを表しており、「0」はトポロジカル相が存在し得ないことを表し

ている。

く、有限の Chern数を得るためには一度超伝導ギャップを閉じる必要がある。これは、トポロジ

カル数はギャップを閉じない限りその値を変えないためである [81]。しかし、すでに示したよう

にペア密度波状態では Pauli対破壊効果が抑制されるため、超伝導ギャップは閉じない。よって、

Chern数は 0のままであり、磁場中のペア密度波状態はトポロジカルに自明である、という結論が

得られる。

上記の議論はトポロジカル相の周期表に則ったものである。しかし、この周期表では時間反転対

称性、粒子正孔対称性、カイラル対称性しか考慮されていない。実勢にはこの他にも多くの対称性

があり、その中でも重要な対称性の一つに、結晶の対称性がある。最近の研究により、結晶の対称

性により保護されたトポロジカル相の存在が明らかとなり [95–102]、トポロジカル結晶超伝導と名

づけられた。これまでの所、ミラー対称性、回転対称性、磁気点群による分類がなされている。ト

ポロジカル結晶超伝導体、超流動体の候補として 3He [96], Sr2RuO4 [99], UPt3 [101]が議論され

ている。

第 1章で述べたとおり、多層系超伝導体ではミラー対称性が保存する。そのため、ミラー対称性

によって保護されたトポロジカル相の実現が期待される。以下では、多層系超伝導体のミラー対称

性に注目したトポロジカル結晶超伝導の研究結果について述べる。
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5.2 多層系超伝導体におけるミラー対称性とミラー Chern数

本論文で注目する結晶の対称性は、xy 平面に対するミラー対称性である。ここでは、多層系超

伝導体におけるミラー対称性について考えてみる。

まず、xy 平面に対するミラー操作 z → −z で系の持つ自由度がどのような変換を受けるか考え
る。考慮すべき自由度は、波数 k = (kx, ky)、スピン s = (sx, sy, sz)、そして層の自由度 mであ

る。ミラー操作で波数は k = (kx, ky, kz) → (kx, ky,−kz) と変換され、kz の符号が反転するが、
本論文で用いている擬二次元模型では kz の項は現れないため、波数について変更はない。一方、

スピンは s = (sx, sy, sz) → (−sx,−sy, sz)と変換されるが、これはスピンを z 軸回に ±π だけ回
転させる操作と等価である。層の自由度は、反転中心層を境にインデックスを入れ替える必要があ

る。結果として、xy 平面に対するミラー操作Mxy は

Mxy=（スピンを z 軸回りに π 回転）× （層のインデックスを反転中心層を境に入れ替える)

となる。具体的な形を書くと、二層系では

Mxy =

(
iσz 0
0 iσz

)
×

(
0 σ0
σ0 0

)
=

(
0 iσz
iσz 0

)
(5.1)

であり、三層系では

Mxy =

 iσz 0 0
0 iσz 0
0 0 iσz

×

 0 0 σ0
0 σ0 0
σ0 0 0

 =

 0 0 iσz
0 iσz 0
iσz 0 0

 (5.2)

である。実際にこの操作で正常状態のハミルトニアン (2.32), (2.33)をユニタリー変換すると、不

変となっている。

次に、ミラー操作により超伝導秩序変数 ∆(k)がどのような変換を受けるか考える。BCS状態

では

Mxy∆BCS(k)MT
xy = ∆BCS(k) (5.3)

を得る。ここで、∆BCS(k)は BCS状態での超伝導秩序変数の行列表示である。よって BCS状態

は偶パリティ超伝導状態である。一方、ペア密度波状態では

Mxy∆PDW(k)MT
xy = −∆PDW(k) (5.4)

となり、奇パリティ超伝導状態である。

以上から、BdGハミルトニアン (2.31)を不変に保つミラー操作を構築することができる。偶パ

リティ BCS状態では

M̃+
xy =

(
Mxy 0
0 M∗

xy

)
(5.5)

となり、奇パリティペア密度波状態では

M̃−
xy =

(
Mxy 0
0 −M∗

xy

)
(5.6)
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となる。±は偶パリティ、奇パリティを区別するためにつけた。この演算子 M̃±
xy を用いて BdG

ハミルトニアンをユニタリー変換すると不変である。つまり

M̃±
xyH±(k)M̃±

xy = H±(k) (5.7)

を得る。ここで、H+(k)[H−(k)]は BCS状態（ペア密度状態）での BdGハミルトニアンである。

式 (5.7)は H±(k)と M̃±
xy が可換であることを意味している。そのため、M̃±

xy の固有ベクトル

を用いてH±(k)をユニタリー変換すると、H±(k)は M̃±
xy の固有値 λで特徴づけられるブロック

にブロック対角化されることとなる。M̃±
xy の固有値は λ = ±iであるため、M̃±

xy を対角化する行

列を U±
xy とすると

U±†
xy H±(k)U±

xy =

(
H±

λ=i(k) 0
0 H±

λ=−i(k)

)
(5.8)

となる。ここで、新しいトポロジカル数を定義することができる。それは、ミラーChern数 [96,99]

と呼ばれるものであり、その定義は

ν(λ) =
i

2π

∫ π

−π

∫ π

−π

dkxdkyϵ
ij∂ki

∑
Eλ

ν (k)<0

⟨uλν (k)|∂kju
λ
ν (k)⟩ (5.9)

で与えられる。ここで、Eλ
ν (k), |uλν (k)⟩ はそれぞれ H±

λ (k) の固有値と固有ベクトルであり、右

辺の和は占有されている状態、つまり Eλ
ν (k) < 0 の状態についての和を意味している。ミラー

Chern 数はその定義から、明らかにミラー対称性が保存する場合にのみ定義可能である。以下で

は、ミラー Chern数に基づくトポロジカル相の分類を行った。なお、ミラー Chern数の計算にお

いて、文献 [103]の手法を用いた。

5.3 二層系 s+p波超伝導体

この節では、二層系 s+p波超伝導体に対する解析結果を紹介する。興味があるのはペア密度波

状態おけるトポロジカルな性質であるが、以下では BCS状態もトポロジカル超伝導になるかどう

か、考察した。まず初めに BCS状態の結果について述べ、その後ペア密度波状態の結果について

示す。

5.3.1 BCS状態

まず初めに、偶パリティ BCS状態の結果について述べる。二層系 BCS状態におけるミラー操

作 M̃+
xy を対角化するユニタリー行列 U+

xy は

U+
xy =

1√
2


σz 0 −σz 0
σ0 0 σ0 0
0 −σz 0 σz
0 σ0 0 σ0

 (5.10)
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である。このユニタリー行列を用いて二層系 BCS状態に対する BdGハミルトニアン（8×8行列）

をユニタリー変換すると、以下の 4×4行列にブロック対角化される。

H+
λ=±i(k) =

(
H2(k)± t⊥σz i[ψ(k)σ0 − d(k) · σ]σy

−i[ψ∗(k)σ0 − d∗(k) · σ]σy −HT
2 (−k)± t⊥σz

)
(5.11)

ここで、d+p 波超伝導の場合も考慮に入れて、超伝導秩序変数の一般的な表式 [式 (2.25) にて、

q = 0としたもの]を用いた。次に、このブロック対角化された行列のトポロジカルクラスを考え

てみる。元の BdGハミルトニアン H+(k)に対する時間反転対称性、粒子正孔対称性、カイラル

対称性は

TH+(k)T † = H+∗(−k) (5.12)

PH+(k)P † = −H+T (−k) (5.13)

CH+(k)C† = −H+(k) (5.14)

である。ここで T , P , C はそれぞれ 8×8行列で

T =


iσy 0 0 0
0 iσy 0 0
0 0 iσy 0
0 0 0 iσy

 (5.15)

P =


0 0 σ0 0
0 0 0 σ0
σ0 0 0 0
0 σ0 0 0

 (5.16)

C = PT † (5.17)

である。ブロック対角化したハミルトニアンのクラスを考察するため、式 (5.12), (5.13), (5.14)を

U+
xy でユニタリー変換する。すると、次式を得る。

TBCS

(
H+

i (k) 0
0 H+

−i(k)

)
T †
BCS =

(
H+∗

i (−k) 0
0 H+∗

−i (−k)

)
(5.18)

PBCS

(
H+

i (k) 0
0 H+

−i(k)

)
P †
BCS =

(
−H+T

i (−k) 0

0 −H+T
−i (−k)

)
(5.19)

CBCS

(
H+

i (k) 0
0 H+

−i(k)

)
C†

BCS =

(
−H+

i (k) 0
0 −H+

−i(k)

)
(5.20)
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ここで、TBCS, PBCS, CBCS はそれぞれ T , P , C を U+
xy でユニタリー変換したもので

TBCS =


0 0 iσy 0
0 0 0 iσy
iσy 0 0 0
0 iσy 0 0

 (5.21)

PBCS =


0 0 0 σ0
0 0 σ0 0
0 σ0 0 0
σ0 0 0 0

 (5.22)

CBCS =


0 −iσy 0 0

−iσy 0 0 0
0 0 0 −iσy
0 0 −iσy 0

 (5.23)

である。最終的に、時間反転対称性 (5.18)は(
iσy 0
0 iσy

)
H+

i (k)

(
−iσy 0
0 −iσy

)
= H+∗

−i (−k) (5.24)

となる。同様に、粒子正孔対称性は(
0 σ0
σ0 0

)
H+

i (k)

(
0 σ0
σ0 0

)
= −H+T

−i (−k) (5.25)

となり、カイラル対称性は(
0 −iσy

−iσy 0

)
H+

λ (k)

(
0 iσy
iσy 0

)
= −H+

λ (k) (5.26)

となる。元の BdGハミルトニアン H+(k)が時間反転対称性を持つとは、式 (5.24)を満たすこと

と同義である。一方、ブロック対角化されたハミルトニアン H+
±i(k) が時間反転対称性を持つの

は、H+
i (k) = H+

−i(k)でかつ式 (5.24)を満たした場合のみである。粒子正孔対称性についても同

様のことが言える。一方、カイラル対称性は、ブロック対角化されたハミルトニアンがカイラル対

称性を持つためには、H+
i (k) = H+

−i(k) を満たす必要がなく、単に式 (5.26)を満たせばよい。

式 (5.24), (5.25), (5.26) を用いてブロック対角化した BdG ハミルトニアンのクラスを分類し

た。結果を表 5.2にまとめる。興味あるパラメーター領域は t⊥ ̸= 0なので、以下ではその場合に

限定する。

t⊥ = 0, Hz = 0 t⊥ ̸= 0, Hz = 0 t⊥ = 0, Hz ̸= 0 t⊥ ̸= 0, Hz ̸= 0

BCS状態 DIII AIII D A

ペア密度波状態 DIII D D D

表 5.2 二層系 BCS状態およびペア密度波状態におけるブロック対角化されたハミルトニアン

の対称性クラス。
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図 5.1 二層系 BCS状態におけるミラー Chern数 ν(i)。縦軸は化学ポテンシャル µ、横軸は磁

場 µBHz である。計算に用いたパラメーターは (a) α = 0.3, t⊥ = 0.1, ∆s = 0.05, a = b = 0

(b) α = 0.3, t⊥ = 0.1, ∆s = 0.5, a = b = 0 である。ミラー Chern 数ごとに色分けをした。

黒の領域はギャップレスであることを意味している。

まず、ゼロ磁場での BCS状態のトポロジカルな性質について考察する。この場合、周期表のク

ラス AIIIに属することとなる。表 5.1から、二次元のクラス AIIIはトポロジカル超伝導になり得

ないことが分かる。よって、ゼロ磁場での二層系 BCS状態はトポロジカルに自明である。

次に、磁場中での BCS状態について考える。磁場中では、クラスAに属し、整数のトポロジカル

数、つまりミラー Chern数で特徴づけられるトポロジカル超伝導になることが可能である。図 5.1

にミラー Chern数の計算結果を示す。現実的なパラメーター t⊥ ≫ |∆s|では磁場の印加とともに
超伝導ギャップが潰れてしまい、トポロジカル超伝導にはなれない [図 5.1(a)]。一方、t⊥ ≪ |∆s|
の場合には、有限のミラー Chern数が得られる [図 5.1(b)]。なお、前者の方が現実的なパラメー

ターとなっているため、二層系 BCS状態がトポロジカル超伝導になるのは難しいと考えられる。

5.3.2 ペア密度波状態

次に、二層系ペア密度波状態のトポロジカルな性質を議論する。ペア密度波状態での BdGハミ

ルトニアンH−(k)は、ミラー操作 M̃−
xy を対角化するユニタリー行列

U−
xy =

1√
2


σz 0 −σz 0
σ0 0 σ0 0
0 σz 0 −σz
0 σ0 0 σ0

 (5.27)
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を用いてユニタリー変換すると、以下のようにブロック対角化される。

H−
λ=±i(k) =

(
H2(k)± t⊥σz −i[ψ(k)σ0 − d(k) · σ]σy

i[ψ∗(k)σ0 − d∗(k) · σ]σy −HT
2 (−k)∓ t⊥σz

)
(5.28)

ブロック対角化されたハミルトニアンのクラスは、BCS状態での手順と同様に決めることができ

る。時間反転対称性、粒子性対称性はそれぞれ(
iσy 0
0 iσy

)
H−

i (k)

(
−iσy 0
0 −iσy

)
= H−∗

−i (−k) (5.29)(
0 σ0
σ0 0

)
H−

±i(k)

(
0 σ0
σ0 0

)
= −H−T

±i (−k) (5.30)

となる。式 (5.28) と式 (5.30) を見比べると、常に粒子正孔対称性を持つことが分かる。そのた

め、カイラル対称性については考える必要はない。二層系ペア密度波状態のクラスを表 5.2にまと

めた。

二層系 s+p 波超伝導体におけるペア密度波状態のトポロジカルな性質について考察する。式

(5.28)を見ると、これは磁場中の空間反転対称性が破れた二次元超伝導体のハミルトニアンとまっ

たく等価であることが分かる [11]。つまり、二層系ペア密度波状態は空間反転対称性が破れた二次

元超伝導体と等価である。唯一異なる点は、磁場が µBHz ± t⊥ と t⊥ だけ繰り込まれている点で

ある。空間反転対称性が破れた二次元 s+p波超伝導体のトポロジカルな性質は、既によく調べら

れている [36, 38, 39]。その結果を引用すると、p波超伝導が支配的な場合はトポロジカル超伝導と

なる。s波超伝導が支配的な場合でも、
√
(4t+ µ)2 + |∆s|2 < µBHz ± t⊥ <

√
(4t− µ)2 + |∆s|2

（µ < −2tの時）、
√
µ2 + |∆s|2 < µBHz ± t⊥ <

√
(4t− µ)2 + |∆s|2（−2t < µ < 0の時）を満た

すことにより、トポロジカル超伝導となる。

空間反転対称性が破れた二次元 S+p波超伝導体は前述したとおり、トポロジカル超伝導体とな

るが、そのためには巨大な磁場が必要となる。一方、二層系 S+p波超伝導体では、トポロジカル

超伝導体となるのに磁場を必要としない。なぜなら、層間遷移 t⊥ が磁場の働きをするためである。

Nakosai等が示したように [92]、ゼロ磁場でも t⊥ が前述した条件を満たせば、トポロジカル結晶

超伝導となることができる。また、その時に磁場が印加されても、前述した条件を満たす限り、ト

ポロジカル超伝導となる。その場合、Chern数は 0であるが、ミラー Chern数は ν(±i) = ±1と

なる。つまり、超伝導ギャップが潰れないような低磁場領域では、二層系 S+p波超伝導体のペア

密度波状態は、ミラー対称性によって保護されたトポロジカル結晶超伝導となる。

5.4 三層系 s+p波超伝導体

ここでは、三層系 s+p波超伝導体のトポロジカル相について議論する。初めに、BCS状態の結

果について述べる。その後、ペア密度波状態の結果を示す。
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5.4.1 BCS状態

三層系 BCS状態におけるミラー操作 M̃xy を対角化するユニタリー行列は

U+
xy =

1√
2



σz 0 0 −σz 0 0

0
√
2
2 (σ0 + σz) 0 0

√
2
2 (σx − iσy) 0

σ0 0 0 σ0 0 0
0 0 −σz 0 0 σz

0
√
2
2 (σ0 − σz) 0 0

√
2
2 (σx + iσy) 0

0 0 σ0 0 0 σ0

 (5.31)

となる。このユニタリー行列を用いて三層系 BCS状態をブロック対角化すると

H+
i (k) =



ξ↑(k) αk+
√
2t⊥ 0 dout−(k) ψout(k)

αk− ξ↓(k) 0 0 −ψout(k) −dout+(k)√
2t⊥ 0 ξ↑(k) ψin(k) 0 0

0 0 ψ∗
in(k) −ξ↓(k) 0 −

√
2t⊥

d∗out−(k) −ψ∗
out(k) 0 0 −ξ↑(k) αk−

ψ∗
out(k) −d∗out+(k) 0 −

√
2t⊥ αk+ −ξ↓(k)

　
(5.32)

H+
−i(k) =



ξ↑(k) αk+ 0 0 dout−(k) ψout(k)

αk− ξ↓(k)
√
2t⊥ 0 −ψout(k) −dout+(k)

0
√
2t⊥ ξ↓(k) −ψin(k) 0 0

0 0 −ψ∗
in(k) −ξ↑(k) −

√
2t⊥ 0

d∗out−(k) −ψ∗
out(k) 0 −

√
2t⊥ −ξ↑(k) αk−

ψ∗
out(k) −d∗out+(k) 0 0 αk+ −ξ↓(k)


(5.33)

を得る。ここで、ξs(k) = ξ(k)−(σz)ssµBHz, k± = sin ky±i sin kx, din(out)±(k) = din(out),x(k)±
idin(out),y(k)である。ブロック対角化されたハミルトニアンH+

±i(k)のクラスは、二層系の場合と

同様に求められる。時間反転対称性、粒子正孔対称性、カイラル対称操性はそれぞれ −iσy 0 0
0 σz 0
0 0 −iσy

H+
i

 iσy 0 0
0 σz 0
0 0 iσy

 = H+∗
−i (−k) (5.34)

 0 0 σ0
0 σx 0
σ0 0 0

H+
i (k)

 0 0 σ0
0 σx 0
σ0 0 0

 = −H+T
−i (−k) (5.35)

 0 0 −iσy
0 ∓iσy 0

−iσy 0 0

H+
±i(k)

 0 0 iσy
0 ±iσy 0
iσy 0 0

 = −H+
±i(k) (5.36)

となる。二層系と同様に考えて得たハミルトニアンのクラスを表 5.3にまとめた。二層系同様に、

t⊥ ̸= 0, Hz = 0の時クラス AIIIであり、t⊥ ̸= 0, Hz ̸= 0の時クラス Aとなる。そのため、ゼロ
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t⊥ = 0, Hz = 0 t⊥ ̸= 0, Hz = 0 t⊥ = 0, Hz ̸= 0 t⊥ ̸= 0, Hz ̸= 0

BCS状態 DIII AIII A A

表 5.3 三層系 BCS状態におけるブロック対角化されたハミルトニアンのクラス。

磁場ではトポロジカルに自明であり、磁場中ではトポロジカル超伝導になる可能性がある。しか

し、三層系 BCS状態では、第 4章で示した通り内側の層が Pauli対破壊効果の影響を受けやすい

ため、超伝導ギャップがすぐに潰れてしまう。そのため、有限のミラー Chern数は得ることがで

きない。結果として、三層系 BCS状態はトポロジカルに自明である。

5.4.2 ペア密度波状態

三層系 BCS状態はトポロジカルに自明であったが、三層系ペア密度波状態はトポロジカル結晶

超伝導となる。以下にそれを示す。

三層系ペア密度波状態に対するミラー操作を対角化するユニタリー行列は

U−
xy =

1√
2



σz 0 0 −σz 0 0

0
√
2
2 (σ0 + σz) 0 0

√
2
2 (σx − iσy) 0

σ0 0 0 σ0 0 0
0 0 σz 0 0 −σz
0

√
2
2 (σx + iσy) 0 0

√
2
2 (σ0 − σz) 0

0 0 σ0 0 0 σ0

 (5.37)

となる。これを用いて BdGハミルトニアンをブロック対角化すると

H−
i (k) =



ξ↑(k) αk+
√
2t⊥ 0 −dout−(k) −ψout(k)

αk− ξ↓(k) 0 0 ψout(k) dout+(k)√
2t⊥ 0 ξ↑(k) −din−(k) 0 0

0 0 −d∗in−(k) −ξ↑(k) −
√
2t⊥ 0

−d∗out−(k) ψ∗
out(k) 0 −

√
2t⊥ −ξ↑(k) αk−

−ψ∗
out(k) d∗out+(k) 0 0 αk+ −ξ↓(k)


(5.38)

H−
−i(k) =



ξ↑(k) αk+ 0 0 −dout−(k) −ψout(k)

αk− ξ↓(k)
√
2t⊥ 0 ψout(k) dout+(k)

0
√
2t⊥ ξ↓(k) din+(k) 0 0

0 0 d∗in+(k) −ξ↓(k) 0 −
√
2t⊥

−d∗out−(k) ψ∗
out(k) 0 0 −ξ↑(k) αk−

−ψ∗
out(k) d∗out+(k) 0 −

√
2t⊥ αk+ −ξ↓(k)


(5.39)
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t⊥ = 0, Hz = 0, din = 0 その他　

PDW状態 DIII D

表 5.4 三層系 PDW状態におけるブロック対角化されたハミルトニアンのクラス。

を得る。時間反転対称性、粒子正孔対称対称性は −iσy 0 0
0 σ0 0
0 0 −iσy

H−
i (k)

 iσy 0 0
0 σ0 0
0 0 iσy

 = H−∗
−i (−k) (5.40)

 0 0 σ0
0 σx 0
σ0 0 0

H−
i (k)

 0 0 σ0
0 σx 0
σ0 0 0

 = −H−T
−i (−k) (5.41)

を用いてこれまでと同様に考えればよい。常に粒子正孔対称性があるため、カイラル対称性は考え

なくてもよい。ブロック対角化されたハミルトニアンのクラスを表 5.4にまとめた。t⊥ ̸= 0の場

合、常にクラス Dに属するため、有限のミラー Chern数を持ち得る。

図 5.2、5.3に S+p波超伝導体に対する H−
i (k), H

−
−i(k)のミラー Chern数の計算結果を示す。

二層系ペア密度波状態と異なり、三層系ペア密度波状態は広いパラメーター領域で有限のミラー

Chern数を持つ。

なぜ三層系ペア密度波状態は広い領域で有限のミラー Chern数を持つのか考察する。そのため

には、ハミルトニアンを断熱変化させると都合がよい。系の持つトポロジカルな性質は、系の対称

性を変えず、さらにギャップも閉じない限り変化しない。そのため、もしギャップを閉じることな

く t⊥ → 0とすることができたならば、t⊥ ̸= 0の場合のトポロジカルな性質は、t⊥ = 0の時のそ

れに等しい。なお、ブロック対角化されたハミルトニアン (5.38), (5.39)において、t⊥ = 0として

もハミルトニアンのクラスは変わらない。結果として、ブロック対角化されたハミルトニアンはさ

らに二つのブロックに分けられる（図 5.4参照）。一つは空間反転対称性が破れた二次元超伝導体、

もう一方はスピンレスのスピン三重項超伝導体である。S+p波超伝導体の場合、後者はカイラル p

波超伝導体となる。したがって、三層系ペア密度波状態のトポロジカル相は「空間反転対称性が破

れた二次元超伝導体」＋「スピン三重項超伝導体」とトポロジカルに等しい。カイラル p波超伝導

体はトポロジカル超伝導状態として知られており [76]、その Chern数 νp(λ)は

νp(λ) = −1

2

∑
ηλ(k0)=0

sgn[ξλ(k
0)]sgn[det∂kiηλ,j(k

0)] (5.42)

で与えられる [81, 88]。ここで、ξλ(k), ηλ(k) は λ = i の時 ξi(k) = ξ↑(k), ηi(k) = −din−(k)
であり、λ = −i の場合 ξ−i(k) = ξ↓(k), η−i(k) = din+(k) である。また、ηλ,i(k) (i=1,2) は

ηλ,1 = Reηλ(k), ηλ,2 = Imηλ(k)であり、右辺の和は ηλ(k
0) = 0を満たす k0 についての和であ

る。νp(λ)は広いパラメーター領域で有限の値を持つ。そのため三層系 S+p波超伝導体における

ペア密度波状態は広いパラメーター領域でトポロジカルに非自明となる。実際にギャップを閉じる
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図 5.2 H−
i (k) の固有ベクトルを用いて計算されたミラー Chern 数 ν(i)。計算に用いたパラ

メーターは α = 0.3, t⊥ = 0.1, ∆s
out = 0.05, aout = ain = −0.005, bout = bin = 0.01 であ

る。これはギャップ方程式の計算結果（図 4.16）を参考に決定した。縦軸は化学ポテンシャル

−4 < µ < 0、横軸は磁場 µBHz で、(a) 0 < µBHz < 2 (b) 2 < µBHz < 4 (c) 4 < µBHz < 6

(d) 6 < µBHz < 8の結果である。ミラー Chern数ごとに色分けをした。黒の領域はギャップ

レスであることを意味している。

ことなく t⊥ = 0 とできる領域には、空間反転対称性が破れた二次元超伝導体が与える Chern 数

νNSCS、カイラル p波超伝導体が与える Chern数 νp を図 5.2, 5.3に示した。ほとんどの領域で、

三層系 S+p波超伝導体のトポロジカル相は、空間反転対称性が破れた二次元超伝導体とカイラル

p波超伝導体の和で理解することができる。この結果はパラメーター ∆s, aout, ain, bout, bin の変

化に対してほぼ変わらない。

現実的なパラメーター領域は、図 5.2(a), 5.3(a)の低磁場領域である。実際、既に得られた相図

4.6, 4.15において計算された秩序変数を用いてミラー Chern数を計算すると、ν(±i) = ±1とな

る。Chern数 ν は ν = ν(i) + ν(−i)で与えられるため、ν(±i) = ±1の場合 ν = 0である。その

ため、低磁場領域における三層系ペア密度波状態は広いパラメーター領域でトポロジカル結晶超伝
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図 5.3 H−
−i(k)の固有ベクトルを用いて計算されたミラー Chern数。パラメーターは図 5.2と

同じである。縦軸は化学ポテンシャル −4 < µ < 0、横軸は磁場 µBHz で、(a) 0 < µBHz < 2

(b) 2 < µBHz < 4 (c) 4 < µBHz < 6 (d) 6 < µBHz < 8の結果である。ミラー Chern数ご

とに領域を色分けした。黒の領域はギャップレスであることを意味している。

導状態である。なお、トポロジカル結晶超伝導体となるためには、p波超伝導とのパリティ混成は

必ずしも必要としない。なぜなら、p波超伝導とのパリティ混成が存在せずともペア密度波状態は

フルギャップであり [図 4.9(c)参照]、また t⊥ ̸= 0の場合ギャップを閉じることなく dm(k) → 0

とすることが可能であるためである。そのため、純粋な s波超伝導からトポロジカル超伝導が得ら

れる。

バルク・エッジ対応が成り立っているか確認するために、エッジ状態の計算を行った。y 方向に

は無限に広がっているが、x方向には ix = 1と ix = Lに端を持つ系を考える。ブロック対角化さ
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図 5.4 t⊥ → 0とした場合のハミルトニアンH−
i (k)。

れたハミルトニアンは x方向に Fourier変換すると

H−
i (ky)

=



ξ̂↑(ky) αĝ(ky)
√
2t⊥1Nx×Nx 0 d̂−out(ky) −∆s

out1Nx×Nx

αĝ†(ky) ξ̂↓(ky) 0 0 ∆s
out1Nx×Nx d̂+out(ky)√

2t⊥1Nx×Nx 0 ξ̂↑(ky) d̂−in(ky) 0 0

0 0 d̂†in(ky) −ξ̂↑(ky) −
√
2t⊥1Nx×Nx 0

d̂−†
out(ky) ∆s∗

out1Nx×Nx 0 −
√
2t⊥1Nx×Nx −ξ̂↑(ky) αĝ†(ky)

−∆s∗
out1Nx×Nx d̂+†

out(ky) 0 0 αĝ(ky) −ξ̂↓(ky)


(5.43)

H−
−i(ky)

=



ξ̂↑(ky) αĝ(ky) 0 0 d̂−out(ky) −∆s
out1Nx×Nx

αĝ†(ky) ξ̂↓(ky)
√
2t⊥1Nx×Nx 0 ∆s

out1Nx×Nx d̂+out(ky)

0
√
2t⊥1Nx×Nx ξ̂↓(ky) d̂+in(ky) 0 0

0 0 d̂+†
in (ky) −ξ̂↓(ky) 0 −

√
2t⊥1Nx×Nx

d̂−†
out(ky) ∆s∗

out1Nx×Nx 0 0 −ξ̂↑(ky) αĝ†(ky)

−∆s∗
out1Nx×Nx d̂+†

out(ky) 0 −
√
2t⊥1Nx×Nx αĝ(ky) −ξ̂↓(ky)


(5.44)

ξs,ix,jx(ky) = −t(δix+1,jx + δix−1,jx)− 2t cos kyδix,jx − µδix,jx − (σz)ssµBHzδix,jx (5.45)

gix,jx(ky) =
1

2
(δix+1,jx − δix−1,jx) + sin kyδix,jx (5.46)

d±out(in),ix,jx(kx) =
1

2
(aout(in) ± bout(in))(δix+1,jx − δix−1,jx)∓ (aout(in) ± bout(in)) sin kyδix,jx (5.47)

となる。ここで 1Nx×Nx は Nx ×Nx の単位行列である。行列 (5.43), (5.44)を対角化して得たエ

ネルギー固有値を図 5.5に示す。ミラー Chern数 ν(±i) = ±1を反映して、一つのカイラルエッ

ジ状態がそれぞれのブロックから得られる。
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図 5.5 x = 1と x = 150に端を持つ系のエネルギー固有値。(a) λ = i (b) λ = −iのブロッ
クのエネルギー固有値である。計算に用いたパラメーターは µ = −2, µBHz = 0.3, α = 0.3,

t⊥ = 0.1, ∆s
out = 0.5, aout = ain = −0.05, bin = bout = 0.1 であり、ミラー Chern 数は

ν(±i) = ±1である。これは図 5.2(a) [5.3(a)]の ν(i) = 1 [ν(−i) = −1]とトポロジカルに等

しい。

5.5 d波超伝導体

第 4 章で示したように、多層系 D+p 波超伝導体におけるペア密度波状態では有限の超伝導

ギャップが開く。そのため、トポロジカル超伝導になることが期待されるが、S+p波超伝導体と

同様に、低磁場領域では Chern数は 0である。一方、D+p波超伝導体においてもミラー対称性は

保存するため、ミラー Chern数で特徴づけられるトポロジカル相の実現可能性がある。ここでは、

二層系、三層系 D+p波超伝導体のトポロジカルな性質について考える。

5.5.1 二層系 D+p波超伝導体

まず、二層系 D+p波超伝導体の結果を示す。ミラー対称性を用いて BdGハミルトニアンをブ

ロック対角化すると、式 (5.28)を得る。そのため、二層系 D+p波超伝導体のペア密度波状態は、

空間反転対称性が破れた二次元 D+p波超伝導体と等価である。よって、二層系 D+p波超伝導体

のペア密度波状態におけるトポロジカルな性質を明かにするためには、空間反転対称性が破れた二

次元 D+p波超伝導体のトポロジカルな性質を解明すればよい。

空間反転対称性が破れた二次元 d+P（B1 対称性）波超伝導体のトポロジカルな性質は Tadaら

によって既に調べられている [104] が、D 波超伝導が支配的な場合はいまだ研究されたことはな

い。したがって、空間反転対称性が破れた二次元 D+p波超伝導体のトポロジカルな性質を調べる
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図 5.6 (a) 磁場及び (b) p 波超伝導とのパリティ混成による超伝導ギャップの最小値の変化。

計算に用いたパラメーターは (a) N = 4602, α = 0.3, ∆d = 0.05, c = 0.001, d = 0 (b)

N = 3038, α = 0.3, ∆d = 0.05, µBHz = 0.01, d = 0である。

ことにする。空間反転対称性が破れた二次元 D+p波超伝導体のハミルトニアンは

H =
∑
ks

ξ(k)c†kscks + α
∑
k,s,s′

g(k) · σss′c
†
kscks′

+
1

2

∑
k

[∆d(cos kx − cos ky)c
†
k↑c

†
−k↓ +H.c.]

+
1

2

∑
k

[−(c+ d)k−c
†
k↑c

†
−k↑ + (c− d)k+c

†
k↓c

†
−k↓ +H.c.] (5.48)

となる。d-ベクトルは式 (4.20)で記述されると仮定した。つまり、パラメーター cがゼロ磁場で混

成するスピン三重項超伝導（ヘリカル 3状態）の割合を表し、パラメーター dが磁場中で混成する

スピン三重項超伝導（ヘリカル 4状態）に対応する。

d波超伝導体は通常ギャップレスであるため、パリティ混成と磁場によりどのように有限の超伝

導ギャップが開くか調べる必要がある。図 5.6に磁場及び p波超伝導とのパリティ混成による超伝

導ギャップの変化を示す。磁場、パリティ混成どちらも存在しない場合ギャップレスであり、超伝

導ギャップは磁場及び cについて線形に増大することが分かる。

次に、D+p波超伝導体における Chern数を示す。Chern数 ν は、ハミルトニアン (5.48)の固

有値 Eν(k)と固有ベクトル |uν(k)⟩を用いて

ν =
i

2π

∫ π

−π

∫ π

−π

dkxdkyϵ
ij∂ki

∑
Eν(k)<0

⟨uν(k)|∂kjuν(k)⟩ (5.49)

で計算される。まず初めに、ヘリカル 4状態が混成しない場合の結果を図 5.7に示す。広い領域で

有限の Chern数を持つトポロジカル超伝導状態となる。現実的な磁場領域 µBHz < ∆p = 0.05に

おいて、ν = −4となるが、これはトポロジカルには空間反転対称性が破れたカイラル d波超伝導

体と等価である [39]。
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図 5.7 空間反転対称性が破れた二次元 D+p 波超伝導体の Chern 数。縦軸は化学ポテン

シャル、横軸は磁場である。計算に用いたパラメーターは α = 0.3, ∆d = 0.05, c = 0.01,

d = 0 であり、磁場の値は (a) 0 ≤ µBHz ≤ 2 (b) 2 ≤ µBHz ≤ 4 (c) 4 ≤ µBHz ≤ 6 (d)

6 ≤ µBHz ≤ 8である。Chern数ごとに色分けし、ギャップレスの領域を黒で表した。

次に、ギャップ方程式の計算結果（図 4.23）を参考にして、非ユニタリー状態を仮定して計算し

た Chern数を図 5.8に示す。高磁場領域の結果はユニタリー状態、非ユニタリー状態で変化はな

いが、低磁場領域 (0 < µBHz < 2)に注目すると、非ユニタリースピン三重項超伝導を仮定すると

Chern数が 0の領域が広がっていることが分かる。つまり、ヘリカル 4状態の割合が大きくなる

と、低磁場領域のトポロジカル相が破壊されることになる。これは、S+p波超伝導体のトポロジカ

ル相がパラメーター a, bの変化に対して強固であることと対照的である。

パラメーター cと dの比によりどのように Chern数が変化するのか明かにするため，図 5.9に
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図 5.8 空間反転対称性が破れた二次元 D+p 波超伝導体の Chern 数。縦軸は化学ポテン

シャル、横軸は磁場である。計算に用いたパラメーターは α = 0.3, ∆d = 0.05, c = 0.005,

d = 0.01であり、磁場の値は (a) 0 ≤ µBHz ≤ 2 (b) 2 ≤ µBHz ≤ 4 (c) 4 ≤ µBHz ≤ 6 (d)

6 ≤ µBHz ≤ 8である。Chern数ごとに色分けし、ギャップレスの領域を黒で表した。

Chern数のパラメーター c, d依存性を示す。c ≫ dの場合 ν = −4であるが、ヘリカル 4状態の

混成により容易に ν = 0へトポロジカル相転移することが分かる。

以上から、二層系 D+p波超伝導体のトポロジカルな性質が分かる。現実的なパラメーター領域

(µBHz ∼ ∆d = 0.05)では、ヘリカル 4状態の混成がほぼ無視できる場合、二層系 D+p波超伝導

体はミラー Chern数 ν(±i) = ∓4を持つトポロジカル結晶超伝導状態であるが、ヘリカル 4状態

がヘリカル 3状態と同程度誘起された非ユニタリー状態では ν(±i) = 0となる。
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図 5.9 空間反転対称性が破れた二次元 D+p 波超伝導体の Chern 数。縦軸はゼロ磁場で混成

するスピン三重項超伝導を表すパラメーター c、横軸は磁場中で混成するスピン三重項超伝導を

表すパラメーター dである。計算に用いたパラメーターは α = 0.3, ∆d = 0.05, µBHz = 0.05

である。Chern数ごとに色分けし、ギャップレスの領域を黒で表した。

5.5.2 三層系 D+p波超伝導体

次に、三層系 D+p波超伝導状態について考える。ブロック対角化されたハミルトニアンは再び

式 (5.38), (5.39)で与えられる。二層系で得た知見を元に、以下ではヘリカル 3状態のみを考慮し

たユニタリースピン三重項超伝導状態と d > cの非ユニタリースピン三重項超伝導のトポロジカル

な性質を示す。

図 5.10, 5.11にヘリカル 4状態を無視したユニタリースピン三重項超伝導の場合のミラー Chern

数を示す。 S+p波超伝導体の時と同様に、高磁場領域 (µBHz > 2)におけるほとんどのトポロジ

カル数は「空間反転対称性が破れた二次元 D+p波超伝導体」＋「スピン三重項超伝導体」で理解

できる。一方低磁場領域 (µBHz < 2) では三層系特有のミラー Chern 数を持つ領域が多くある。

また、現実的なパラメーター領域 µBHz < ∆d = 0.05では、ミラー Chern数が ν(±i) = ∓1とな

り、トポロジカル結晶超伝導状態であるが、そのトポロジカルな性質は空間反転対称性が破れた二

次元 D+p波超伝導体とスピン三重項超伝導体の和では理解できない、三層系特有のトポロジカル

相となっている。
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図 5.10 H−
i (k)の固有ベクトルを用いて計算された三層系 D+p波超伝導体におけるペア密度

波状態のミラー Chern数 ν(i)。計算に用いたパラメーターは α = 0.3, t⊥ = 0.1, ∆s
out = 0.05,

cout = cin = 0.01, dout = din = 0である。縦軸は化学ポテンシャル −4 < µ < 0、横軸は磁場

µBHz で、(a) 0 < µBHz < 1 (b) 1 < µBHz < 2 (c) 2 < µBHz < 4 (d) 4 < µBHz < 6 (e)

6 ≤ µBHz ≤ 8の結果である。ミラー Chern数ごとに色分けをした。黒の領域はギャップレス

であることを意味している。
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図 5.11 H−
−i(k) の固有ベクトルを用いて計算された三層系 D+p 波超伝導体におけるペア密

度波状態のミラー Chern 数 ν(−i)。計算に用いたパラメーターは図 5.10 と等しい。縦軸は化

学ポテンシャル −4 < µ < 0、横軸は磁場 µBHz で、(a) 0 < µBHz < 1 (b) 1 < µBHz < 2

(c) 2 < µBHz < 4 (d) 4 < µBHz < 6 (e) 6 ≤ µBHz ≤ 8の結果である。ミラー Chern数ご

とに色分けをした。黒の領域はギャップレスであることを意味している
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図 5.12, 5.13に非ユニタリースピン三重項超伝導を仮定した場合のミラー Chern数を示す。 ヘ

リカル 4状態との混成により低磁場領域 (µBHz < 2)ミラー Chern数は大きく値を変え、現実的

なパラメーター領域 µBHz < ∆d = 0.05で ν(±i) = ∓1 となる。これはスピン三重項超伝導体と

トポロジカルに等しい。

ユニタリー状態、非ユニタリー状態どちらの場合も、現実的なパラメーター領域ではミラー

Chern数 ν(±i) = ∓1のトポロジカル結晶超伝導状態である。しかし、非ユニタリー状態がスピン

三重項超伝導体とトポロジカルに等しいのに対し、ユニタリー状態では三層系特有のトポロジカル

結晶超伝導となる。

5.6 まとめ

この章では、多層系超伝導体におけるトポロジカル超伝導体について議論した。ペア密度波状態

が安定となる磁場領域では、Chern数は 0であるが、ミラー Chern数は有限の値を持ち得る。そ

のため、ペア密度波状態はミラー対称性により保護されたトポロジカル結晶超伝導となる。

二層系ペア密度波状態は空間反転対称性が破れた二次元超伝導体と等価である。そのため、S+p

波超伝導体の場合、狭いパラメーター領域でのみトポロジカル超伝導となる。D+p波超伝導体の

場合、トポロジカル数は誘起されるスピン三重項超伝導に大きく依存する。誘起されたスピン三重

項超伝導がヘリカル 3状態ならば、ミラー Chern数 ν(±i) = ∓1のトポロジカル結晶超伝導とな

るが、ヘリカル 4状態が誘起されると、有限のミラー Chern数を持たない。

三層系 S+p波超伝導体のペア密度波状態のトポロジカル相は、空間反転対称性が破れた二次元

超伝導体とスピン三重項超伝導体の和でほぼ理解することが可能である。そのため、現実的なパラ

メーター領域でカイラル p波超伝導体とトポロジカルに等価な、ミラー Chern数 ν(±i) = ±1の

トポロジカル結晶超伝導となる。一方 D+p波超伝導体の場合、ν(±i) = ∓1のトポロジカル結晶

超伝導となるが、そのトポロジカルな性質は誘起されるスピン三重項超伝導により異なる。ヘリカ

ル 3状態が支配的な場合、スピン三重項超伝導とトポロジカルに等価であるが、ヘリカル 4状態が

誘起されると三層系特有のトポロジカル相となる。

91



図 5.12 H−
i (k)の固有ベクトルを用いて計算された三層系 D+p波超伝導体におけるペア密度

波状態のミラー Chern数 ν(i)。計算に用いたパラメーターは α = 0.3, t⊥ = 0.1, ∆s
out = 0.05,

cout = cin = 0.005, dout = din = 0.01 である。これはギャップ方程式の計算結果（図

4.25）を参考に決定した。縦軸は化学ポテンシャル −4 < µ < 0、横軸は磁場 µBHz で、(a)

0 < µBHz < 1 (b) 1 < µBHz < 2 (c) 2 < µBHz < 4 (d) 4 < µBHz < 6 (e) 6 ≤ µBHz ≤ 8

の結果である。ミラー Chern数ごとに色分けをした。黒の領域はギャップレスであることを意

味している。
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図 5.13 H−
−i(k) の固有ベクトルを用いて計算された三層系 D+p 波超伝導体におけるペア密

度波状態のミラー Chern 数 ν(−i)。計算に用いたパラメーターは図 5.12 と等しい。縦軸は化

学ポテンシャル −4 < µ < 0、横軸は磁場 µBHz で、(a) 0 < µBHz < 1 (b) 1 < µBHz < 2

(c) 2 < µBHz < 4 (d) 4 < µBHz < 6 (e) 6 ≤ µBHz ≤ 8の結果である。ミラー Chern数ご

とに色分けをした。黒の領域はギャップレスであることを意味している
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6 総括

本論文では、Pauli極限での局所的な空間反転対称性が破れた多層系スピン一重項超伝導体にお

ける新奇超伝導状態の実現可能性について議論した。局所的な空間反転対称性の破れにより、多層

系超伝導体には空間的に非一様な反対称スピン軌道相互作用が現れる。このスピン軌道相互作用と

磁場により、複素ストライプ状態、ペア密度波状態が実現することが分かった。

面内磁場中で実現する複素ストライプ状態は、大局的な空間反転対称性が破れた系で現れるヘリ

カル超伝導状態と、空間反転対称性が保存する系で安定となる LO状態の中間の状態とみなせる、

局所的な空間反転対称性が破れた系特有の超伝導状態である。複素ストライプ状態は、LO状態と

異なり温度・磁場相図の広い領域で安定となる。また、ヘリカル状態が実験的に観測不可能である

ことに対し、複素ストライプ状態は、例えば局所状態密度の観測により実験的に検出できる。複素

ストライプ状態の安定性は超伝導対称性に依存せず、s波超伝導、d波超伝導どちらの場合にも実

現することを示した。

面に垂直な磁場中で実現するペア密度波状態は、スピン一重項超伝導の秩序変数が空間反転中心

層を境に符号を変える超伝導状態である。ペア密度波状態では Pauli 対破壊効果が抑制されるた

め、状態密度にその特徴が現れることを示した。ペア密度波状態の安定性も、s波超伝導、d波超伝

導に依存しない。また、p波超伝導とのパリティ混成を考えると、ペア密度波状態では p波超伝導

が空間的に一様となる。そのため、スピン一重項超伝導からスピン三重項超伝導を得ることが可能

である。p波超伝導との混成の特徴は、状態密度に現れる。特に、D+p波超伝導体におけるペア密

度波状態では、p波超伝導とのパリティ混成により有限の超伝導ギャップが開くことを発見した。

ペア密度波状態は、パリティで分類すると奇パリティ超伝導状態である。そのため、トポロジカ

ル超伝導となることが期待される。解析の結果、ペア密度波状態は xy 平面に対するミラー対称性

に守られたトポロジカル結晶超伝導状態になり得ることが分かった。二層系ペア密度波状態は、大

局的な空間反転対称性が破れた磁場中の二次元超伝導体と等価である。低磁場領域において、S+p

波超伝導は狭いパラメーター領域でトポロジカル結晶超伝導 [ミラー Chern数 ν(±i) = ±1]であ

り、D+p波超伝導は誘起されたスピン三重項超伝導がヘリカル 3状態ならば広いパラメーター領

域でトポロジカル結晶超伝導 [ミラー Chern数 ν(±i) = ∓4]である。三層系 S+p波超伝導体は、

トポロジカルには大局的な空間反転対称性が破れた磁場中の二次元超伝導体とスピンレスのカイラ

ル p波超伝導体の和と等価である。一方、三層系 D+p波超伝導体は、誘起されたスピン三重項超

伝導がヘリカル 3状態状態ならばトポロジカルには大局的な空間反転対称性が破れた磁場中の二次

元超伝導体とスピンレスのカイラル p波超伝導体の和と等価であり、ヘリカル 4状態が支配的な場

合は三層系特有のトポロジカル相となる。

前述した新奇超伝導体の実現のためには、Pauli対破壊効果が重要な役割を果たす。そのため、軌

道対破壊効果が弱い物質が望まれる。有力な候補として、重い電子系超伝導体 CeCoIn5 の人工超

格子があげられる。バルクの CeCoIn5 は Pauli対破壊効果が重要であることが分かっている [4]。

また、最近の実験研究により、局所的な空間反転対称性の破れの顕在化が指摘されている [48,49]。
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図 6.1 (a) CeCoIn5 人工超格子における電気抵抗の温度依存性 [47]。YbCoIn5 の層の数を 5

に固定し、異なる CeCoIn5 の層の数 n についての結果を示している。(b) CeCoIn5 人工超格

子の磁場中超伝導相図 [47]。n=3, 5, 7の結果である。比較のため、バルクの CeCoIn5 の上部

臨界磁場も示されている。

本論文の最後に、CeCoIn5 の人工超格子の実験結果をレビューし、複素ストライプ状態、ペア密度

波状態の実現可能性について議論する。

重い電子系超伝導体 CeCoIn5 の人工超格子は、2011 年に京都大学の実験グループで作成され

た [47]。CeCoIn5 の人工超格子は重い電子系の d 波超伝導体 CeCoIn5 と通常金属の YbCoIn5

が図 1.9 に示したように交互に積層した構造を持つ。図 6.1(a) に電気抵抗の実験結果を示した。

CeCoIn5 の層の数が 3を越えると明確な超伝導転移が観測されている。また、上部臨界磁場も観

測されている [図 6.1(b)]。超伝導転移温度がバルクのものに比べ低下しているにもかかわらず、絶

対零度での上部臨界磁場は依然として大きな値を持つことがわかる。

最近の実験研究により、CeCoIn5 の人工超格子において、Pauli対破壊効果の抑制が観測されて

いる。図 6.2に Shimozawaらにより観測された c軸磁場中の上部臨界磁場を示す [49]。CeCoIn5

の層の数が減少するにつれ、Hc2⊥/H
orb
c2⊥(0)が上昇しているのがわかる。バルクの CeCoIn5 では

上部臨界磁場は Pauli対破壊効果で決まっているため、これは人工超格子で Pauli対破壊効果が抑

制されていることを示している。人工超格子における Pauli対破壊効果の抑制は、ペア密度波状態

の実現を示唆している。第 4章で示した通り、三層系の上部臨界磁場は二層系の上部臨界磁場に比

べ小さな値を持ち、ペア密度波状態が安定となる領域が狭い。これは、三層系でのペア密度波状態

は内側の層の超伝導を潰すためと、層の数が増大するにつれスピン軌道相互作用の影響が小さくな

る（三層系では、内側の層でスピン軌道相互作用はゼロ）ためである。そのため、層の枚数が増大

するにつれ、ペア密度波状態が安定となる領域が狭くなり、Pauli対破壊効果が顔を出すようにな

る。上記の実験結果は正しくこれを観測したものと考えられる。よって、CeCoIn5 の人工超格子
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図 6.2 c軸磁場中の上部臨界磁場 [49]。縦軸は軌道対破壊効果のみを考慮した場合の上部臨界

磁場 Horb
c2⊥(0)でスケールされている。

図 6.3 上部臨界磁場の角度依存性 [48]。CeCoIn5 が三層、YbCoIn5 が五層の結果である。

θ = 0o が面内磁場、θ = −90o が面直磁場である。

においてペア密度波状態が低温高磁場領域で実現していると期待される。

上部臨界磁場の角度依存性により、空間的に非一様な超伝導状態の実現が示唆されている。図

6.3に Gohらにより測定された上部臨界磁場の角度依存性を示す [48]。転移温度近傍 (T = 0.8K)

では θ = 0o 近傍でカスプ状の振る舞いをするが、これは薄膜の Tinkham モデルで理解でき

る [105]。温度を下げていくと、θ = 0o 近傍の傾きが小さくなっているのが分かる (T=0.16K)。
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これは、空間的に非一様な超伝導状態の実現に近づいていることを意味している。超伝導体の

Gizburg-Landau自由エネルギーに現れる「グラディエント項」|∇Ψ|2 の係数を κとすると

κ ∝ |∂Hc2

∂θ
|θ=0o (6.1)

の関係がある [106, 107]。κが正の場合、空間的に一様な状態が安定となるが、κ < 0の場合には

空間的に非一様な状態の方がエネルギーが低くなる。そのため、κ = 0で空間的に一様な状態から

非一様な状態へと相転移が起こることになる。よって、図 6.3に示した |∂Hc2/∂θ|θ=0o の減少は空

間的に非一様な状態の実現に近づいていることを示唆している。

以上をまとめると、重い電子系超伝導体 CeCoIn5 の人工超格子における Pauli対破壊効果の抑

制はペア密度波状態の実現を示唆しており、また上部臨界磁場の角度依存性から、空間的に非一

様な状態の実現が示唆されている。バルクの CeCoIn5 は FFLO 超伝導状態の有力な候補である

が [74, 75]、人工超格子では低温高磁場領域で複素ストライプ状態が実現していると期待される。

ペア密度波状態、複素ストライプ状態が実現している実験的な確証は未だ得られていないが、上述

した理由により CeCoIn5 の人工超格子で実現していることが強く期待される。今後の実験研究に

期待する。
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付録 A T -行列近似の元での超伝導感受率の導出

ここでは、T -行列近時の元での超伝導感受率 (2.62)の導出を行う。超伝導感受率 (2.59)を摂動

計算すると、摂動の各次数は以下のようになる。

χ
(n)
lm,l′m′(q) =

1

4N

∫ 1/T

0

dτeiΩnτ
∑

dµ∗l (k)(iσµσy)
†
s′sd

ν
l′(k)(iσνσy)σσ′

∞∑
n=0

(−1)n

n!

×
∫ 1/T

0

dτ1 · · ·
∫ 1/T

0

dτn⟨Hpair(τ1) · · ·Hpair(τn)c−ks′m(τ)ck+qsm(τ)c†k′+qσmc
†
−k′σ′m⟩

(A.1)

摂動の 0次は

χ
(0)
lm,l′m′(q) =

1

4N

∫ 1/T

0

∑
dµ∗l (k)(σµiσy)

†
s′sd

ν
l′(k

′)(σνiσy)σσ′⟨c−ks′m(τ)ck+qsm(τ)c†k′+qσm′c
†
−k′σ′m′⟩

=
T

4N

∑
(σµiσy)

†
s′s(σνiσy)σσ′ [G0

smσm′(k + q, iωr)G
0
s′mσ′m′(−k, iΩn − iωr)d

µ∗
l (k)dνl′(k)

−G0
smσ′m′(k + q, iωr)G

0
s′mσm′(−k, iΩn − iωr)d

µ∗
l (k)dνl′(−k − q)] (A.2)

となる。ここで G0
sms′m′(k, iωr)は正常状態のグリーン関数

G0
sms′m′(k, iωr) =

∫ 1/T

0

dτeiωrτ ⟨cksm(τ)c†ks′m′⟩ (A.3)

であり、ωr は r を整数として ωr = T (2r + 1)で与えられる奇数の松原振動数である。

次に、摂動の一次の項を考える。T -行列近似では、図 2.2に示したダイアグラムからの寄与のみ

を考慮する。摂動の一次は図 2.2の二番目のダイアグラムに対応している。図 2.2の二番目のダイ

アグラムからの寄与を計算すると

χ
(1)
lm,l′m′(q) =

1

4N2

∫ 1/T

0

dτeiΩnτ
∑

dµ∗l (k)(σµiσy)
†
s′sd

ν
l′(k

′)(σνiσy)σσ′

×⟨c−ks′m(τ)ck+qsm(τ)c†k′+qσm′c
†
−k′σ′m′

×
∫ 1/T

0

dτ
∑
l1

Vl1d
µ′

l1
(k1)(σµ′iσy)s1s2d

ν′∗
l1 (k2)(σν′iσy)

†
s3s4c

†
k1+q′sm1

(τ1)

×c†−k1s2m1
(τ1)c−k2s3m1(τ1)ck2+q′s4m1(τ1)⟩

≃
∑{

T

4N
[G0

sms1m1
(k + q, iωn + iωr)G

0
s′ms1m1

(−k,−iωr)d
l∗
s′s(k)d

l1
s1s2(k)

−G0
sms2m1

(k + q, iΩn + iωr)G
0
s′ms1m1

(−k,−iωr)d
l∗
s′s(k)d

l1
s1s2(−k − q)]

×Vl1
T

4N
[G0

s3m1σm(k + q, iωn + iωr)G
0
s4m1σ′m(−k,−iωr)d

l1∗
s3s4(k

′)dl
′

σσ′(k′)

−G0
s4mσ′m(k + q, iΩn + iωr)G

0
s3m1σm(−k,−iωr)d

l1∗
s3s4(k

′)dl
′

σσ′(−k′ − q)]

}
= χ

(0)
lm1,l1m1

(q)Vl1χ
(0)
l1m1,l′m′(q) (A.4)
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を得る。ここで dlss′(k) =
∑

µ d
µ
l (k)(σµiσy)ss′ である。超伝導感受率を

11, 11 11, 21 11, 31 · · · 11, L1 11, 12 11, 22 · · · 11, LM
21, 11 21, 21 21, 31 · · · 21, L1 21, 12 21, 22 · · · 21, LM

...
LM, 11 LM, 21 LM, 31 · · · LM,L1 LM, 12 LM, 22 · · · LM,LM


(A.5)

で行列表示すると（Lは超伝導状態の総数）、

χ(1)(q) = χ(0)(q)V χ(0)(q) (A.6)

となる。摂動の二次以上も同様に計算でき、結果として T -行列近似の元での超伝導感受率は

χ(q) = χ(0)(q) + χ(0)(q)V χ(0)(q) + χ(0)(q)V χ(0)(q)V χ(0)(q) + · · ·

=
χ(0)(q)

1− V χ(0)(q)
(A.7)

となり、式 (2.62)を得る。

付録 B Supercellの方法

ここでは、空間的に非一様な超伝導状態の計算に便利な Supercell の方法について解説する。

Supercellの方法は、超伝導秩序変数の空間変化が周期的な場合用いることができる。ここでは簡

単のため一次元系を例にとり説明するが、二次元以上の系への拡張は容易に行うことができる。

系のサイズを N とし、超伝導秩序変数の空間変化が

∆(i) = ∆0 cos

(
2π

N ′ i

)
(B.1)

のように与えられたとする (N ′ < N)。この時、超伝導秩序変数は周期 N ′ を持つ（図 B.1)。な

お、Supercellの方法は超伝導秩序変数の空間変化が周期的であればよいので、式 (B.1)のように

書けなくてもよい。そこで、秩序変数を図 B.1のように区切り、各領域をユニットセルと見なし新

たなインデックス Rで指定することにする。すると、各格子点は Rと i′ (1 ≤ i′ ≤ N ′)で指定す

ることができる。

次に、本論文で考えてきた最近接遷移のみを考慮した運動エネルギー項が R, i′ を用いてどのよ

うに書けるか考える。一次元系の場合、最近接遷移のみを考慮した運動エネルギー項は

Hkin = −t
∑
i,j

(δi+1,j + δi−1,j)c
†
i cj (B.2)

であるが（スピンなどのインデックスは省く）、R, i′ を用いると

Hkin = −t
′∑

i′,j′,R

(δi′+1,j′ + δi′−1,j′)c
†
i′Rcj′R − t

∑
R

(c†1R+1cN ′R + c†N ′R−1c1R)

(B.3)
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∆(
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R=0 R=1 R=2

N’

図 B.1 超伝導秩序変数の空間依存性。

と書き直される。右辺第一項の和は、ユニットセル R内の遷移のみを考慮した項で和の’はそれを

表している。右辺第二項、第三項は異なるユニットセルへの遷移を表している。ここで、超伝導秩

序変数が周期的であることを利用し、Rに関する Fourier変換

ci′R =
1

R′

∑
K

e−iKRci(K) (B.4)

を行う。ここで、R′ はユニットセルの総数で、R′ = N/N ′ である。すると、式 (B.3)は

Hkin = −t
′∑

i′,j′,K

(δi′+1,j′ + δi′−1,j′)c
†
i′(K)cj′(K)− t

∑
K

[eiKc†1(K)cN ′(K) + e−iKc†N ′(K)c1(K)]

(B.5)

となる。ユニットセルをまたぐ遷移に位相 e±iK がつく以外は、式 (B.2)と等価である。

ここで、式 (B.5)が持つ意味を考える。元々の運動エネルギー項 (B.2)は行列表示するとN ×N
行列である。そのため、系のサイズ N が大きくなると行列が巨大になり、対角化などに膨大な計

算時間を要することとなる。一方、式 (B.5)は N ′ ×N ′ 行列であり、行列サイズが小さくなって

いる。その代わり、K についての和が現れている。一般に行列の対角化は、系のサイズが得ると膨

大な時間がかかることになる。Supercellの方法は、系の周期性を利用して対角化する行列のサイ

ズを小さくする手法となる。これはまさに Blochの定理に他ならない。Supercellの方法により計

算時間の短縮が行える。
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