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1 Introduction

素粒子物理の標準模型は､現在の素粒子実験を非常によく説明する｡場の量子論によって記述されるこの模型は､

SU(3)axSU(2)LXU(1)Yゲージ対称性に基づくゲージ理論で､弱結合であるSU(2)LXU(1)Yは､摂動論で記述

されるO-方､SU(3)Cは低エネルギーで強結合になる性質を持ち､摂動論では扱えず､非摂動的なアプローチが必

要になる｡

場の量子論の非摂動的な手法としては格子理論が知られている｡格子理論とは､格子上の場の理論のことで､間隔

aの格子上で定義されるoこのとき運動量の上限が7T/aになり紫外発散がなくなるo但し､空間の連続的な回転対称

性を失ってしまうという問題点がある｡

非摂動的な手法には､格子理論の他に､K.G.Wilsonによって定式化された非摂動くり込み群がある｡この手紘

は､統計系の臨界現象の解析で大きな成功をおさめ [11､その後､場の量子論に応用された [13-20]｡その考え方は

以下のようになる｡始めに､運動量の高エネルギー領域をAoでcutoぽすることによりミクロ理論 (UV理論)を正

則化する｡次に､運動量がAoとA(<Ao)の間にある場の自由度 (高エネルギーモード)を積分することにより､運

動量がA以下の低エネルギーモードのみで構成される有効理論 (IR理論)が得られる｡この時得られる有効作用は

Wilson作用と呼ばれる｡この操作は､波長の短いゆらぎを平均化し､波長の長いモードの有効相互作用として取り

込むことに相当する｡これがくり込みである｡ このように､高エネルギーモードの積分を次々に行うことにより､有

効作用に含まれる結合定数の変化を記述することができる｡高エネルギーモードの積分は､汎関数積分により記述

されるが､この積分は直接は行われず､汎関数積分と同等の汎関数微分方程式を解くことによって行われる｡この

微分方程式を非摂動くり込み群方程式と呼ぶ｡微分方程式による定式化の方法はいくつかある｡始めに､高エネル

ギーモードと低エネルギーモードの分け方として､sharpcutoffとsmoothcutoffがある.さらに､Wilson作用を

使うか､そのLegendre変換されたものを使うかによって分けられるo sharpcutofFでWilson作用を用いたものは､

Wegner-Houghton方程式と呼ばれる [2〕osmoothcutoffでWilson作用を使ったものは､Polchinski方程式と呼ば

れる [5]oまた､smoothcutoffでWilson作用のLegendre変換をした作用を用いたものは､Wetterich方程式と呼

ばれる[4]Oくり込み群方程式は､一般には非線形で､解くためには何らかの近似が必要になる｡しかし､近似は非摂

動的に行うことができることから非摂動くり込み群と呼ばれる｡

非摂動くり込み群では､理論を正則化する際に､もともと持っていた対称性を破ってしまうという問題がある｡例

えば､運動量を高エネルギー側でcutoぽする場合､ゲージ対称性が破れてしまう｡ また､質量項の導入により正則化

を行う場合､カイラル対称性が破れてしまう｡ このように､正則化によって対称性が破られる場合の対策として､変

形された対称性を考えるという方法がある｡これは格子理論の前例に基づいている｡

格子理論ではNidsen-Ninomiyaの定理 [6]により､局所的で正しい連続極限を持つDiracoperatorは75との反

交換関係がゼロにはならない｡これは､通常のカイラル対称性が実現できないことを示している｡この問題に対して､

P.GinspargとK.Wilsonは､くり込み群においてカイラル対称性の破れを議論した｡始めに､カイラル対称性を持

つ連続理論を考え､ブロックスピン変換によって､格子理論と関係をつける｡こうして得られる格子理論はブロック

スピン変換によってカイラル対称性が破られてしまう｡このとき格子理論が持つ対称性から､Diracopera七orが満た

す関係式､Ginsparg-Wilson(GW)relationを導いたOこの関係式は､Diracoperatorと75の反交換関係が､格子

間隔に比例する量になることを示している｡さらに､GW relationを滞たすDiracoperatorによって記述される格

子理論は､通常のカイラル変換から､格子間隔に比例した量だけ変形された変換のもとでの不変性を持っている｡こ

の変形された対称性は､GW relationにより､Nielsen-Ninomiyaの定理に抵触しないo後に､M.LGscherにより､

変形されたカイラル対称性を持つ理論が構成された｡

非摂動くり込み群においても､格子理論の例と同様に､正則化によって対称性が破られる場合､変形された対称

性に基づいて理論の定式化を行うことができる｡理論の対称性はWard-Takahashi(WT)identity､またはBatalin-

Vilkovisky形式 [21]での量子論的マスター方程式によって記述される｡ブロックスピン変換によってIR理論を定

義することにより､UV理論とIR理論の生成汎関数の間に関係をつけ る ことができ､その結果､UV理論でWT

identityが成り立つ時､IR理論では変形された変換のもとでWTidentityが成り立つことが知られている｡この方
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法は､ゲージ対称性などに応用されている [22-27]｡

本論文では､非摂動くり込み群において､格子理論での前例 [7]に基づいて､変形されたカイラル対称性を持つ理

論の構成を考える｡この変形された対称変換はIR作用に依存する形をしている｡このため､変形された対称性を持

つ作用の構成が非常に困難になっている｡通常は､与えられた変換のもとで作用を構成するが､この場合､変換と作

用を同時に構成しなければならない｡手順としては､始めに作用の形を未知数を含む形で仮定し､その作用のもとで

変形された変換を求め､最後にその変換のもとで作用が不変になるように未知数を決める｡よって､始めに仮定する

作用が､相互作用を含むか含まないかによって変換が異なるので､それぞれを別々に扱わなければならない｡一般に､

高次の項を加えて考えたい場合もーから始めなければならない｡さらに､相互作用を含む場合､場の変換が非線形に

なり作用の構成が一般には困難になる.また､WTidentityはその形から､作用の仮定として場の4次の項を入れる

と､WTidentityの中に6次の項が生成される｡この項を相殺するために､あらかじめ6次の項を入れると､さらに

高次の項が生成される｡このようにWTidentityは場の2次以上を仮定した場合､閉じた形にはなっていない｡本

論文では､湯川相互作用を含めて考えるが､フェルミオンについては双一次を仮定する｡この場合､WTidentit再ま

フェルミオンについて2次で閉じるので､変形された対称性を厳密に保つ作用を構成することができる｡

本論文の構成は以下のようになる｡第2章では､非摂動くり込み群で用いられる経路積分の基礎について説明する｡

そこでは､場の量子論が経路積分によって､どのように定式化されているかを見る｡さらに､場の量子論で対称性が

どのように記述されるかを述べ､最後に非摂動くり込み群の基礎について述べる｡第3章では､本論文の主題である､

変形されたカイラル対称性の実現について議論する｡始めにブロックスピン変換によりUV理論とIR理論の関係を

つける｡このとき､ブロックスピン変換に含まれるパラメーターであるブロックスピンカーネルを､UV理論が持つ

カイラル対称性を破るように選ぶ｡これによってIR理論では変形されたカイラル対称性が実現されるが､その変形

を求めるためにWTidentityの導出を行う｡WTidentityにより､変形されたカイラル変換が得られたら､相互作用

が無い場合と､ある場合に分けてIR理論の構成を行う｡第4車では､同様の方法の超対称性への応用を考える｡

2 場の量子論とくり込み群

この章では､場の量子論の経路積分による定式化と､くり込み群の基本的事項についてまとめる｡また､実スカ

ラー場の理論を考える｡

2.1 経路積分による場の量子論

2.1.1 生成汎関数と有効作用

生成汎関数は､経路積分によって以下のように与えられる｡

zlJ]-N/Dbexp[iSlQ]･iL J(a)M ]･

ここで､Sは作用を､Jはソースを表す｡また､

･-1-/- Ⅹp[iSlb]]
となる.これは､Z[01-1とするための規格化定数である｡このとき､汎関数微分

芸譜 -6(x-y)

を用いることによって､n点グリ-ン関数

G'n'(xl,･･･,Xn)-N/D¢抽 )-絢 )expliSlQ]]

が､生成汎関数から以下のように計算される｡

a(n)(xl,- ,Xn)-
∂iJ(xl)-∂iJ(a;n)
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図1 連結グリーン関数Gt2)を表す図｡灰色の円は連結なファインマン図の和を表すO左図が第1項目､右図が
第2項目を表し､引き算の結果､連結なもののみが残る｡

この式の右辺は､ZlJ]をテイラー展開した時のn次の係数を表す.よって､ZlJ]は以下のように書くことができるo

zlJ,-nS.S/D1,…,｡n G'n'(xl,A-,Xn,J(xl)･-J(xn,･ (2･6,

n 回微分LJ-0とすることによって､n点グリーン関数を得ることができるのでZlJ]は､グリーン関数の生成汎

関数と呼ばれる｡また､n点グリーン関数はn個の場の積の期待値を表す｡

(4(xl)-4･(xn))-a(n)(xl,- ･,∬n).

次に､生成汎関数ZlJ]に対して関数 WlJ]を導入するo

expliWlJ]]-ZlJ]

ソース付の期待値を

(2.7)

(2.8)

(紬 )･-紘))J-Z-1lJ]一鉢 娩 )･･･妬 )expliSlQ]+i/aJ(瑚 x)] (2･9)

で定義するとき､関数 WlJ]をソースで2回微分すると､

i∂2wlJ]
∂iJ(xl)∂iJ(∬2)

-(紳 1)紳 2))J-～(4,(xl))J(¢匝2))J--iAJ(xl,x2)

となる｡ここで､J=0としたものを

Gg)(xl,x2)≡(紳 1)紳 2))-(轍 王))(紳 2))

(2.10)

(2.ll)

と定義する｡第 1項目は､ファインマン図のうち､連結な図と非連結な図の和になっているが､第 2項目はそのうち

の非連結な図のみを表し､引き算をすることによって､連結な図のみが寄与している(図 1)

て含めたpropagator(exactpropagator)を表している｡以後､

i△(xl,x2)≡

と表記する｡n回微分も

リーン関数の生成汎関数

になり､その結果Gbn)
i:つている｡

れは､相互作用を全

(2･12)

している｡よって､Ⅳ[J]は連結なn点グ

iWlJ,-義 払 .,xnGbn'(xl,-･,Xn,J(xl,･.･J(xn,･

また､皇子場p(x)を以下のように定義するO

甲(x)≡(4,(x))J-

関数 W[J]のLegendre変換により､関数rlp]を導入するO

rlp]-W[Jト
5

7'∂WLJ｣
∂iJ (x ) ●

J(a;)や(x)･

(2･13)

(2.14)

(2.15)



これは､有効作用と呼ばれている｡rlp]をpでn回微分し､p-0とおいたものは､1粒子既約(1particleirreducible,

1PI)なファインマン図の和で表されるOこれを n点バーテックス関数と呼び､r(n)と書く｡つまり､rlp]はバー

テックス関数の生成汎関数になっている｡

rlp,-n;.最1,日･93:nr(n)(xl,･･･,Xn)p(xl)-P(xn),

r(n)(xl,- ,Xn)-

この有効作用は､S行列と関係を持つ量である｡

anll
∂p(xl)- ∂p(xn)

2.1.2 有効作用について

有効作用は､前節で言及したように､1PI図の生成汎関数になっている｡これは､以下のように確かめることがで

きる.始めにrのp微分を考える01回の微分は

志 雄 認 諾 ｣ 認 p(yト J(x,--J(x,,

∂2r ∂J(∬2)･.･.一･････････････一････一･･･.････一･･･.･･-- =-- .一･････････.･.･.･.
∂甲(xl)∂甲(x2) ∂p(xl)

∂2r

∂p(xl)∂甲(x2)∂p(x3)

∂2r

∂2J(xl)

∂p(x2)∂(x3)

-[△J(xl,x2)｢1,

aJ(yl)aJ(y2)aJ(y3) 83wlJ]

1,y2,yB∂p(xl)∂p(x2)∂p(x3)∂J(yl)∂J(y2)∂J(y3) '

∂J(yl)∂J(y2)∂J(y3)∂J(y4) ∂3wlJ]

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2回微分は

3回微分は､

4回微分は

∂甲(xl)∂p(x2)ap(x3)∂p(x4) 1,y2,y3,y4∂p(xl)∂p(x2)∂p(x3)∂p(x4)∂J(yl)∂J(y2)∂J(y3)∂J(y4)

･L
aJ(yl) aJ(y2)aJ(y3) 83wlJ]

1,y｡,y8L∂p(x4)ap(xl)ap(x2)∂甲(x3)∂J(yl)∂J(y2)∂J(y3)

･((xl,yl)-(x2,y2))+((xl,yl)-(x3,y3))] (2.21)

となる｡ここで､作用がSl¢]-Sl-4,]となるとき､J-0とすると､(2･14)より､p-0となるoこのとき､これら

の微分はバーテックス関数になり､

r(1)(xl)-0,

r(2'(xl,x2)-iliA(xl,x2)｢1,

r(3'(xl,x2,X3)--iL y2,y3[iA(xl,yl)r lli△(x2,y2)]1△(x3,y3)｢lGg3'(yl,y2,y3),

r̀4'(xl,x2,X3,X4)-鶴,y2,y3,y｡ [iA(xl,yl)]-1liA(x2,y2,｢1恒 ,y3)]ll[iA(T4,y4,]-1

xGt4)(yl,y2,y3,y4)

-Ly｡(W'3''xl,X4,yl'.liA'yl,y2']iV'3)(y2,x2,X3'･{x1- x2}+{- 3})]
(2.25)

となる｡高次の項も同様に計算できる｡2次の項は､exactpropagatorの逆数を表していて､inversepropagatorと
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図2 バーテックス関数のファインマン図を表す｡灰色の円は連結な図を表し､2重線は外線propagatorの取り

除きを意味する｡左図が3点､右図が4点バーテックス関数を表す｡4点バーテックス関数は､1粒子可約の図を

取り除くことによって1PIになっている｡

呼ばれる｡3次の項は､3点連結グリーン関数の3点に､それぞれinversepropagatorが掛けられている｡これは､

外線 propagatorを取り除くこと(amputated)を意味する｡4次の項は､3次と同様､4=点連結グリーン関数から外

線 propagatorを取り除いているが､さらに､3点バーテックス関数を 1本のpropagatorでつないだものを取り除

き､その結果 1PIになっている｡

2.2 対称性について

理論の対称性はWard-Takahashi(WT)iqentityによって記述苫れるO始めに､生成汎関数

zlJ]-/DQexp[-S刷./pJ(-p)W ]

に対して場の無限小変換

¢(p)う 4･(p)+ 64,(p)

を考える｡この変換の元で生成汎関数 は 不 変 な の で

(2･26)

(2･27)

zlJ]-撫 +舶 Ⅹpl-Sl- 4]･ L J (-p)(" i)･ 6W )]

-zlJ]･/卯 L (J(っ 榊 (p上 品 轍 )十 品 榊 )) exp l- S lQ,･巨 p)W ]+a(642)
(2･28)

となるOここで､坤 の微分は積分測度からの寄与

瑚 +64)-- e七品(打 瑚

-DQexp[nlog(1+鍋 ]

-PQ(1現 品 轍 )+0(8#))

を表す｡このとき

L(J(rp)轍 )一品 榊 )十品 曹 ))J-0

が成り立つ｡この式をWTident主tyと呼ぶ｡

次に有効作用が持つ対称性について考える｡無限小変換

6¢匝)-eRb,4,]

のもとでの作用と積分測度の不変を仮定する｡

Sl4･+eR]-Sl4,],

D(b+eR)-D¢･

7
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このとき､WTidentityは

となるが､(2.18)より

となるので､

となる｡これは､有効作用が量子場の変換

i(Rb])JJトp)-0

J(-p)--

i(Rb])J品-o

p(p)→p(p)+e(Rlp])J

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2･37)

のもとで不変であることを示している. この対称性は Slavnov-Tayloridentityl9]と呼ばれる.線形変換の場合､

(R)-Rとなり､作用と有効作用が同じ変換のもとで不変になる｡

2.3 くり込みについて

通常､ラグランジアンに含まれる､質量や結合定数などのパラメーターは裸の量と呼ばれる｡これは､相互作用の

影響が含まれていない量だからである｡実験で観測される量は､裸の量に相互作用の影響を含めた量になるo一般に､

相互作用によるパラメーターへの補正量は発散する｡しかし､裸の童が逆符号の発散を持ち､その結果､有限の量が

観測されると考えることができる｡この考えをくり込みという｡

2.3.1 くり込み

¢4理論で考える｡ラグランジアンは以下のように与えられる｡

Lo-去apQo∂PQo一芸瑚 上 組

ここで､裸の量には添え字0を付けて表す｡これら裸の量は発散量なので､有限な部分と発散部分に分ける｡

60-Zl/24,,

m3-m2+6m2,

Ao-Z-2(A+6̂)-ZAA.

(2.38)

6m2､6人が発散量を表し､m2､人が有限な童を表す｡また､Zは量子補正による規格化のずれを戻すためのもので､

波動関数くり込みと呼ばれる｡このときラグランジアンは

L:0-i:+i:C.unt｡r,

･-主,.∴-.--:-主- -･-一鉢

L counter-芸(Z-I)apQaP巨 ;((Z-1)- 2+Z6- 2)42一芸¢4

となる｡工は､有限なパラメーター (くり込まれたパラメーター)のみを含み､くり込まれたラグランジアンと呼ばれ

る.i:C｡unterに含まれる項は相殺項 (counterterm)と呼ばれ､量子補正からくる発散を相殺し､その結果､有限な値

が計算されることになる｡

くり込みを行うときは､無限を有限にする操作である正則化が必要になる｡正則化の方法は複数あるが､例えば､

運動量積分において積分領域をAoでcutoffすることで正則化をすることができる｡量子補正に現れる発散は､正則
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化により有限な値 Aoになり､相殺項により取り除くことができる｡このとき､有限な値をどのくらい残すかは任意

であり､この任意の量を決めるための条件をくり込み条件と呼ぶ｡

例えば､バーテックス関数を計算するとき､これらは運動量の関数になるが､発散を取り除くときに残す有限な億

を､運動量p2が適当な値p2のところで決める.このp2をくり込み点と呼ぶ.･一般に､くり込み点ごとに異なるく

り込み処方が存在するが､その結果与えられる物理量が同じであれば､それらは有限くり込みでつながっている｡あ

る点でくり込んだ量を別の点でくり込んだ量にする変換をくり込み変換と呼ぶとき､この変換は群になり､くり込み

群と呼ばれる｡くり込み点〟2を無限小だけずらす変換は､微分方程式で表され､くり込み群方程式と呼ばれる｡

有効作用rについて考える｡裸の量によって記述されるラグランジアン£Oによって計算される有効作用は､裸の

量に依存するので､

rlm3,人o;Ao】 (2.45)

と書く.ここで､Aoは運動量のcutoffスケールを表す.一方､くり込まれた量と相殺項によって記述されるラグラ

ンジアン£+£｡｡unterで計算される有効作用は､くり込まれた量に依存する｡Ao依存性は相殺項により取り除かれ､

その代わりくり込み点〝2に依存する｡この有効作用を

rren[m2,A;〃2]

と書くとき､この2つの有効作用は､同じラグランジアン(2･42)によって計算された量なので｢等しくなるo

rlQo･,m呂,入o;Ao]-rren[4,;m2,A;p2].

(2･46)

(2.47)

つまり､有効作用はくり込み変換に依ら豪いことが分かる｡このときバーテックス関数は以下のように変換される｡

r(n)b;mZ,入｡;'Ao]-Z-n/2r霊b;m2,A;IL2]. (2.48)

2.3.2 見かけ上の発散次数

バーテックス関数は一般に発散を含む.ループ積分をする際に､運動量の大きい部分での発散を紫外発散､小さい

部分での発散を赤外発散と呼ぶが､紫外発散において運動量の何乗に比例するかはファインマン図から知ることがで

きる｡この発散の次数を見かけ上の発散次数と呼ぶ｡

ボゾン場をbi個､フェルミオン場をfi個､微分をdi個含む相互作用項を考える.この項の結合定数をgiとする

と､9iの質量次元 6iは

6i-4-di-bi一芸fi (2･49)

と表されるoこの量は､理論のくり込み可能性の判定に使われるo次に､この相互作用をni個含み､Eb個のボゾン

外線､Ef個のフェルミオン外線､zb個のボゾン内線､If個のフェルミオン内線を含むファインマン図に対して､運

動量の次数を考えることによって､見かけ上の発散の次数Dsを求める｡ファインマン図に含まれるループの数をL

とすると

Ds-4L-2IbJf+∑nidi
t

となるが､場の数の保存則より

∑nibi-2Zb+Eb,∑ nifi-2Zf+Ef
も も

が成り立つ｡さらに､運動量積分の数から

L-Ib+If-∑ni+1i

9
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図3 ¢4理論での発散を含むファインマン臥 外線が6本以上の図に発散はなく､車の4次までの相殺項を用意
することにより全ての発散を取り除くことができ､その結果有限な理論となる｡

という関係が成り立つので､まとめることにより

Ds-4-Eb-芸Ef-∑ ni6it
(2･53)

となる｡

このことから､理論のタイプを以下の3つに分けることができる.1つ目は､6i>0の相互作用のみから成る理論

で､超くり込み可能 (superrenormalizable)な理論と呼ばれるOこれは､摂動の高次にいくほどDsが小さくなり､

発散しなくなるからである｡2つ目は､6i≧0の相互作用のみから成る理論で､くり込み可能 (renormalizable)な理

論と呼ばれる.このときDsは

Ds-4-Eb-言Ef, (2154)

となり､摂動の次数に関係なく発散を含む｡しかし､外線の数が増えるごとに発散しなくなり､その結果､有限の種類

のファイン潔ン図のみ発散することになる03つめは､Si<0の相互作用を含むときで､くり込み不可能な理論と呼

ばれるo(これは､摂動の高次絃いくほど見かけ上の発散次数が大きくなるので､外線の多いファインマン図でも発散i

を含むことになる｡その結果､無限種類の発散するファインマン図が現れることになり､相殺項も無限に必要になる｡

4,4理論で考えた場合､結合定款Aは無次元量で､質量次元が負になる結合定数がないので､この理論はくり込み可

能な理論になる.このとき､見かけ上の発散次数は(2.54)湛 なり､発散するファインマン図は､外線が2本と4本の

図になる(図3)O盗れ以よ外線が多いファインマン図には発散はなく､少の4次までの相殺項を用意すれば十分起な

る｡外線が2本の場合､見かけ上の発散次数は2となり､2次発散と対数発散を含む｡外線が4本の場食､兄か頼止

の発散次数は0となり､対数発散のみを含むOよって､この3個の発散を取り除くことで有限になるO

2.3.3 くり込み条件について

発散量を取り除くときに､有限量をどのくらい残すかは

た､この条件を課すときの運動量の備〟2をくり込み点と

一般に､くり込み点は物理的質量のところにと
バーテックス関数と4＼点バー ス関数で起こ

意であり､これを決める条件をくり込み条件と呼ぶ｡ま

るO夢4理論の場合､発散は外線が2本と4本の図､つまり2点

それに対応して､くり込み条件も3

個必要になる｡2点バーテックス関数に対しでは2次発散と対

璃拍2-m2;m2,̂]-0,

主--1f=-::-1=-J-~･=I-:

り､くり込み条件は

=1

となる.一つ目の条件は､2点バーテックス関数は(2･23)よりexactpropagatorの逆数になるので､物理的質量の

ところにexactpropagatorの極があるようにするための条件である｡二つ目の条件は､物理的質量における規格化

条件になる｡4点バーテックス関数には対数発散があり､くり込み条件は

rfき拍1･P2-･･･-P3･P4;m2,̂]- 一入

10

(2･57)



となるOこれは､外線運動量が､p誉-p茎-p23-P2-m2となるときの､4粒子の対称点で条件を設定したことにな

るOこれらの条件は､質量殻上のくり込み条件と呼ばれ､質量殻上のバーテックス関数の値をtreeレベルの借と一致

させる条件になる｡

その他のくり込み条件としては､以下のようなものがある｡

巧喜抽2-m2;m2,A;p2】-0,

蒜r鮎 2;-2, ;p2]

巧含ま励m2,A;p2]

p2--IL2

- 1,

= -A.

pi･P,･--P2毎+喜IL2(1-6i3･)

一つ目の条件は､(2.55)と同様､m2を物理的質量にとるための条件である.残りの条件は､くり込み点p2で与えら

れている｡これは､異なるくり込み点ごとに､異なる条件を与えることを表している.この条件により､.バーテック

ス関数がくり込み点 〃2に依存することになる｡

また､バーテックス関数を質量パラメーターの関数として有限にするくり込みもある｡そのくり込み条件は以下の

ようになる｡

r鮎 2- 0;m2,A;p2]lm｡=0- 0,

r鮎2-0;-2,恒 2]lm2=p2- -P2,

蒜r鮎 2;-2,柚 2]

rf喜抽-o;m2,A;p2]

p2=olm2-p2

-1 ,

= 一入.

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

条件が1つ多 いのは､2次 発散す る2点バーテックス関数に対して､ 質量パラメーターm 2での微分 ∂r (2)/∂m2が

対数発散するからである ｡4個の条 件に対応して､(2.38)の質量項を以下の ように変更する ｡

1
一書(mz･6mg)払 mZ-Z-m2,6mg-Z~16m2･ (2･65)

その結果､I:C｡unterに4つの発散量 Z､Zm､Z入､6m2が含まれ､それぞれがくり込み条件を満たすように決められ

るOこのとき､対数発散をくり込むZ､Zm､Z人は､条件がm2-p2のところで与えられているため､質量パラメー

ターに依存せず､入OとA/恒 こ依存することになる.'そのため､このくり込み条件を質量に依らないくり込みと呼ぶ.

また､条件 (2.61)より､6m20はmや 両 こ依存せず､

6m3-A2f(Ao) (2.66)

の形になる｡

2.3.4 くり込み群方程式

くり込み点 〃に依存するくり込み条件である(2.58)､(2.59)､(2.60)でくり込まれたバーテックス関数に対するく

り込み群方程式を考える｡(2･47)において両辺をくり込み点 〃で微分すると､左辺が 〃に依存しないことから

Pirren[¢;-27柚 2]-o

となる｡ ここで､微分は裸の量を固定して行われる｡くり込まれた量の〃依存性は

Z-Z(Ao,2 ,2 ) ,

zA-zA(Ao,2 ,; ) ,

6-2-A2f(̂ 0,% )
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となる｡これは､Zが無次元量であることから､質量次元を持つ量に対してはその比にしか依存しないことを表して

いるOまた､6m2が再こ依存しないのは､くり込み条件 (2.60)により､m が物理的質量として与えられているから

である｡このとき､くり込み群方程式は､

lpi ･β嘉 一TQi]rren-0,

♂-p芸人-一成 logZ入,

7--P孟 log軽 量p孟 logZ

となるo βはベータ関数､γは異常次元と呼ばれる量で､人とm/FLの関数となる.これをくり込み群方程式と呼ぶ｡

バーテックス関数に対するくり込み群方程式は以下のようになる｡

lp芸.β嘉 一nT匝 -o･

一方､質量に依らないくり込みに基づいたくり込み群方程式は以下のようになる｡

lp芸. β孟-7--2嘉 一鳩 rren-0,

匹 p芸 人-一成 logZA,

7---桟log-2-p孟logZ-,
7-rP孟 logb-滝 logZ･

ここで､Tmは質量異常次元と呼ばれるo

る方程式は以下のようになる｡

(2･74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2･78)

また､β､7m､γは入のみに依存する関数となる｡バーテックス関数に対す

p孟 +β嘉 一7--2品-nT]rf霊-o･
(2.79)

2.4 非摂動くり込み群

非摂動くり込み群とは､K.G.Wilsonによって定式化された手法で､統計系の臨界現象の解析で大きな成功をおさ

めている｡その後､場の量子論に応用され､素粒子物理に対するより深い理解が得られている｡

その基本的な考え方は以下のようになる｡始めに､運動量をAoでcutoffすることによりミクロ理論 (UV理論)を

正則化する｡次に､A(<Ao)とAoの間の運動量を持つ場のモードを積分することにより､A以下の有効理論(IR理

論)が得られる｡これは経路積分で以下のように表現される｡

Z-/DQIRDQuve-Suv"uv+QIR]-/卯 IReSIRlQIR] (2･80)

ここで､4,uvはA以上､¢IRはA以下の運動量を持つ場のモードを表す.この操作は､波長の短いゆらぎを平均化

し､波長の長いモードの有効相互作用として取り込むことに相当する｡その結果､理論のパラメーターである結合定

数がスケールとともに変化していくことになる｡このように､Aoで与えられていたパラメーターを､Aでのパラメー

ターに変換することをくり込み変換と呼ぶ｡但し､積分は直接行われるわけではなく､同等の汎関数微分方程式を解

くことによって行われる｡この微分方程式をくり込み群方程式と呼ぶ0

この節では､始めにcutofF関数の説明をし､その後Wilson作用を定義するOそして､非摂動くり込み群の基本方

程式であるPolchinski方程式とWetterich方程式の導出を行う.
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2.4.1 cutofF関数について

高エネルギーモード(UVモード)と低エネルギーモード(IRモード)の分離は､cuto庁関数

K(p)-K(蛋) (2.81)

によって行われる｡cuto庁の仕方としては､sharpcutoffとsmoothcutoffの2種類あるが､ここではsmoothcuto庁

を考える.この関数は､p2<Aで1に漸近し､p2-0で1になるOまた､p2>Aで0に漸近すると言う性質を持

つ｡これによって､運動量がAより大きいモードをcutofFできる.この性質をもつ関数の例として

K(p)-exp卜(蛋)n] (2･82)

がある｡ここでnは正の定数で､大きいほどsharpcutofHこ近づいていく｡但し､cutoぼ関数の特定はしないで､以

後は､滑らかで

K(p);tj
〈

1 (p2<A)

o (p2>A)

となる関数として扱う｡

2.4.2 WHson作用

始めに､運動量がAoでcutofFされた理論を定義するO但し､J-0とする｡

Z-/D¢expL 瑚 Ao]],

slb;Ao,-蔓什 p)諸 相 +SIl糾 o]･

(2･83)

ここで､D2(p)-p2+m2､Ko(p)-K(p2/A呂)とし､SIl¢;Ao]は､スケールAoで定義された相互作用を表す.ま

た､4,は､Ao以下の運動量を持つUV場を表す.cutoff関数を

Ko(p)-K(p)+(Ko(p)-K(p))

1
SlQ;Ao1-香/p¢(-p)

D2(p)K(p)+(K o(p)- K(p))
¢(p)+Sz[¢;Ao]

(2･86)

(2･87)

とすることにより

となるが､これは4,-如 +¢lとするとき

/DQexp日伊 p)A(p)+B(p)¢(p)-SI[4,;Ao]

-N/ 恥 - Xpト去距 -p)志 拍 )+- )孟 柚 ,ト sIlQ h ･ ¢l;Ao･] (2･88)

が成り立つので､

D2 D2

Z-/D- 4"xpL 芸枠 上p)蒜 抽 )+ - )K(p)Y叫 rノl Y'L＼YノKo(p)-K(p)抽 )ト 瑚 汗 - ] (2･89)

と書き換えることができる.ここで､Nは定数を表すが､Zではこの定数を無視した｡また､propagatorを見るこ

とにより､¢hは運動量がA2<p2<A呂の範囲にcutoffされ､4,lは運動量がA以下にcutoffされていることが分か

る.このとき､如 積分を先に実行することにより､運動量がAでcutofFされたWilson作用Sl(毎A]が定義されるO

slbl;A,-去L頼 p)蒜 抽 ).SIlQl･･A,A
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ここでSzl4,l;A]はWilson作用の相互作用パートを表し､

expls肋 A]]-/DQheXP[-iL縦 p)

β2

Ko(p)-K(p)
如(p)-Sz[如 +¢l;Ao]

] (2･91)

となる｡

このように､元々の場4,を､運動量がA2<p2<A呂にcutoffされた高エネルギーモード4,hと､運動量がp2<A2

にcutoffされた低エネルギーモード¢lに分け､高エネルギーモードの積分のみを行うことにより､低エネルギーモー

ドのみから構成される作用を得ることができるOこのとき､Aoで定義された結合定数は､高エネルギーモードの影響

を受け元の値から変化する｡積分を次々に行うことにより､任意のスケールの有効結合定数を得ることができる｡こ

の変化を微分方程式で表したものがくり込み群方程式になる｡

2.4.3 ブロックスピン変換によるlR作用

高エネルギーモードの積分方法は一意的ではない｡ここでは､ブロックスピン変換による有効作用を考える｡ブ

ロックスピン変換は､もとは格子理論で使われているものだが､Wetterichにより連続理論に応用された.

(2.84)で定義された生成汎関数に対して､以下の定数を掛ける｡

･-(Detα)1′2/D◎expl-ASl叫 ,

･slO,拒 芸L(@(-p= 伸 上p))α(p)(@(p)-I(p)～ )･

ここで､◎はA以下の運動量を持つIR場を表し､I(p)はA以上をcutoffする関数､αはブロックスピンカーネル

と呼ばれる関数で､通常は

α(p)-
R(p)

i(p)(1-I(p))
(2.94)

とするoRは運動量の適当な多項式を表すo但し､AぅAoのときfう1､αう ∞ とする.これは､AIAoとし

たとき､得られる有効作用が元に戻るための条件となる.このときZは､定数を除いて

Z-/- ◎expl- [机 上 Slb;Ao]] (2･95)

となる｡ここで､高エネルギーモードである4,の積分を先に実行することによりWilson作用Sl動A】が以下のよう

に定義される｡

expト - ]-/D¢exp卜 △珊 軒 SlM o]]･ (2･96)

AをA｡に近づけると､αは∞ に近づき､△Sはデルタ関数的な振る舞いをするoこのときfは 1に近づくので､

UV場とIR場を◎-¢と対応付けることになり､Wilson作用は元の作用 (2.85)に戻る｡

次に､Wilson作用の相互作用パートを求めるO車について平方完成すると

Z-/- exp卜去封4-的(蛋+軒1〉(蛋.f2a)(4-(蛋+f2a)-1榊〉

一芸軒 p)(aJα(蛋.叶1fa)(p,@(p,-S潮Ao]]
となるが､ここで

¢′-4,-◎′,◎′-fα
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と定義すると､Zは以下のようになる.

Z-/DdD◎expl一芸什 p)

α(p)KJl(p)D2(p)

Ko-1(p)D2+f2(p)α(p)
@(p)

-芸か (-p)(詔 ･f2(p,α(p,)d'(p,-SIldH ,;Ao]]･ (2･99)

ここで ¢′積分を行うことによりWilson作用の相互作用パートが以下のように得られる｡

expトsIlO,;A]]-/Ddexp卜呈上杵p)(詔 +f2(p,α(p))拍 トSIl4',捕 ,･Ao]]･ (2･100)

ブロックスピン変換によって得られたWilson作用は､Jとαを

'̂(,p)

I(p)-高取 α(p)=
Ko(p)

K(p)(Ko(p)-K(p))

α(p)K.-1(p)D2(p) D2(p)
Ji･,Tl(plD･3+f2(p)ct･(p)=っ市K.-1(p)D2+f2(p)α匝)

D2(p). 22′∴ ′"､ D2(p)+f2(p)α(p)-

D2(p) (2.101)

とするとき､

Ko(p)'J＼rノ…＼rJ K o(p)-K(p)

fa(冨･f2a)-1-1

となることによって､(2･90)と一致する｡

2.4.4 連結グリーン関数

Wilson作用に対する生成汎関数は､(2.89)より､以下のように書くことができる｡

zlJ]-/D- [一芸上木 p,誓 抽 )]zAlQl,J,･
(2.105)

ここで､

zAlQl,J]-/- expl一芸L縦 p)品 抽 )- SI lQh･Ql;Ao].LJ(-p)(拍 )+抽 ))] (2･106)

となるoここで､4,-4,h+4･lと変数変換すると

zAlQl7J･-expl一鉢 -p)品 拍 )]

･/DQexpl一伊 -p)諾 膏 紬 -S掴;Ao]･什p,(J(p,･品 W )]
(2･107)

となるので､¢積分を実行すると

zAlQl,J,-exp[/p(;J(-p)警宗J(p)･J(I-))]
･expl一芸L(J･諾詞等空(J･諾衰)]

･expL sIl銅 ]expl;i(J･品 bl)E#(J･品 Ql)](2･108,

となる｡よって､J微分を実行し､スケールAでの相互作用を以下のように導入する｡

zAlQl;J,-exp[L (;Jトp)竺 宗 J(p)･J(I- ))-SI[至妄 空J･Ql;A]]･ (2･109)

15



これは (2.106)より､4,l-0とすることで4,hに対する通常の生成汎関数になる｡そこで､以下の量を定義するO

W [̂4,i,J]-logZA[4,l,J]

-i(;J(-p)等 謹 J(p)･J(-p)～ )-SI[等 竺J･Ql;A]･

これは､¢l-0とすることで､IRcutoffされた連結グリーン関数の生成汎関数になる｡

(2･110)

2,4.5 Polchinski方程式

始めに､ブロックスピン変換によって得られたWilson作用に対するPolchinski方程式を求める｡このとき､Jと

αを (2.101)とすることにより､(2.90)に対するPolchinski方程式になる｡

Wilson作用の定義式 (2.96)をスケールAで微分すると､Sl4,;Ao]はAに依ら軌 ､ので

-A言霊expl-sl@;A]]-/DQA孟 (-△slO,4])exp卜△- -S励Ao】]
となる.-方､場◎による微分は､

品 exp[-ASlO,4]]--α(p)(@(-p)-I(p)- ))expl-△Sl0,4]]

より

軒 p)expl-△sl@,車 f-1(p)(隼 p)･a-1(p)品 )exp[-A SlO,Q]]

となるので,(2.111)の右辺に､この式を代入すると

A芸-esLl如 p)A等 と*(p)-@(-p)rlA誓 (@(p)･α-1(p)請 )

･芸(@(-p)+α-1(p)a )I-1A等 f-1(@(p)+α-1(p)請 )]e-S
が得られる｡最後にこの式を整理することによってPolchinski方程式が得られる｡

A言霊-汁 (A孟 logf)@(p)品 一芸f2A

また､Jとαに対して (2.101)を代入すると

∂(f2α)~1

∂A

(2.111)

(2.112)

(2･113)

(2.114)

(品 蒜 一品 5% )]･ (2･115)

A芸 -投 A針 誓 @(p,義 +去〈品 蒜 一品 & )] (2･116)

となる｡

次に､Wilson作用の相互作用パートに対するPolchinski方程式を求める｡定義式 (2.100)において､積分変数を

¢に戻すと

expl-sI酢 A】]-/DQexp卜 △sIlO/,*]-SIlM o]],

･sIl銅 ,-去錘 -pト 町 p))(詔 +f2(p,"p))(紬 一拍)
と書けるので､A微分をすると､鋸 ¢;Ao]はAに依らないので

一億exp[- ;A]]-/DQA孟 仁 △sIlO,Q])expト △sIl@,¢]-SlQl･Ao]]

となる.-方､

品 expト △sIlO,4]]-(芸針 f2(p)α(p))(@ ,(-pト ¢(-p))expト △sIl@/,¢]]
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(2･119)

(2.120)



図4 Polchinski方程式を表す図【11].灰色の円が相互作用の頂点を表し､黒点がcutoffされたpropagatorの
微分を表す｡点線は外線を表し､和は外線の数が両辺で等しくなるようにとっている｡

より

- )expl-A SIl･,74,]-〈町 p)+(認 ･f2(p,"p,)~1品 〉expl-△sIl0,,4,] (2･121,

となるので､(2.119)に代入することによって､Wilson作用の相互作用パートに対するPolchinski方程式が得られる｡

穏 ･-ilA晶〈(蛋+f2a)-1fa)(fa)-1(蛋+f2a)]･(p葛
｢抽孟(針f2a)11[品 最 一品 最]･ (2･122)

ここで､Jとαに(2.101)を代入すると

･i芸 ′し∂煎AnH相聞
l12

Sz-i17日-1Pn

1＼ー
ノ

∂St.∂SI ∂∂Sz
野苛爾~否軍司爾

SI(pl,･･･,Pn;A)@(pl).･･@(pn),

sin)(pl,-･,P示A)-
anSI

a*(pl)･･･a@(pn)

(2･123)

となる｡

ここで､SIを

と展開すると､相互作用に対するPolchinski方程式は

A孟sin'bl,-･,Pn)

- -/p Ai(品 )-1[{I;2,Si-'(-p,Il;A )Sfl'(p,I2;Aト isin'2)(-p,p,pl,･･･ ,P n ,] (2･126)

と表されるoここで､Ilはplからpnの運動量をm個､I2は残りのl個を､重複なく持つとするoZlとI2に対す

る和は､m+i-nとなるm とlについての和を表す.これは､図 4によって表ざれる.

2.4.6 Wetterich方程式

Aoでcutoffされた理論に対して､IRcutoffを加えた生成汎関数を考える｡

zlJ]-/D¢expl-SP･7Ao巨 △SAlQ]･L J(-p)W ]･

ここで､IRcutoffを表す△SAは

･sAl距錘Ab)軒p)紬
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で与えられ､RAは､A1 0で0､Aぅ Aoで∞ になるように決められる.例としてほ以下のようになる.

RA(p)符

explg]-explS]

(2･129)

このように定義ざれた生成汎関数に対して以下の量を定義する｡

wAlJ]-logZlJ]-log/卯 expl-瑚 A oト △ SAl糾 /pJ(棚 p,]･ (2･130)

さらに､有効作周は､IRcutofFに依存する量子場pを

p(p)≡(刷 - 冨器

で定義するとき､以下のようになる｡

rAlp]--WAlJ]+
､L
J(-p)甲(p)-△SAlp]･

ここで用いた定義は､A十AoでrAISとなるように構成されているO実際､(2･132)より､

J(-p)-A IRA(p)直 P)

となるので､x-¢-pAとして

(2･131)

(2･132)

(2･133)

expl-rA[車 expl-slb;Ao月 琴 x'pト 去Lx'-p'RA'p)冗(p'] (2･134)

となるoAぅ AoのときRAヰ ∞ となるので､RAを含む項はデルタ関数的な振る舞いをし､その結果TA十 Sと

なる｡

Wetterich方程式は(2.132)のスケール微分から得られる.始めに､△SAを除いた有効作用をテAとする.

rAlp]-テAlpト △SAlp].

このときrAのスケ-ル微分は

A孟fAlp]--A驚 [J]｣A器 卓欝 ･LA響 p(p)

となるが､(2･131)より､最後の2項は消えるoさらに､WAの具体形より

A孟fAlp]- u A空欝 - )"p))

となるが､

82wA
∂Jトp)∂J(p)-(車上p)¢(p))-(4,(-p))(¢(p))

-(4,トp)¢(p)ト pトp)p(p)

82wA

aA aJ(-p)aJ(p)A孟fAlp]-i l;A響

∂2wA ∂2PA

∂J(p)∂J(A)∂p(k)∂p(q)
18

･A孟△sAlb]]

-6(p-q)

より､

となる｡ここで､恒等式

(2.135)

(2.136)

(2･137)

(2.138)

(2･139)

(2.140)



図5 2点バーテックス関数に対するWetterich方程式を表す図0数字入りの灰色の円がバーテックス関数を表

し､黒点が月Aの微分を表している｡2重線はexactpropagatorを表す｡

を使うことによってWetterich方程式が以下のように得られる.

九品 rAl拒 妄LA響
∂2rA

+ RA(p)]

-1
(2.14韮)

n点バーテックス関数をFkn)と書くとき､これらに対する方程式は (2.141)を微分することにより得られる.例え

ば､2点バーテックス関数に対する方程式は､

A品 ri2)

∂2

∂甲∂甲A孟 r湖

壷 〈A

BRAa

∂A∂p(lri2'+RA〕~1ri3'lri2'+RA]-1))
-尊 纂 酵 '･RA]-1ri3'lrだ)･軒 lri3'lri2)+RA]-1

簿 警 lrk2'･RA]-1rk4'lTi2'･軒 1〉 (2.142)

に対して､甲-0としたものになる.これは､2点バーテックス関数に対して､3点と4点のバーテックス関数が薄暮

していることを表している(図･5)｡一般に､n∴点バーテックス関数には､(n+1)点と(n+2)点からの寄与がある0

3 非摂動くり込み群によるカイラル対称性

この車では本論文の主題である､非摂動くり

理論がもつ対称性を破ってしまうという問題に対

でのカイラル対称性の実現につい

､変形苦れた対称性による理論の

格子理論での前例に基づいている｡格子理論では､格子正則化によってカイラル対称性は破れてしまう｡この間題に

対してP.GinspargとK.Wilsonによって以下のようなアプローチがとられた 聞｡始めにカイラル変換のもとで

不変な連続理論の作用を考える｡この作用に対して､カイラル対称性を

によって格子理論の作用と関係をつける｡このとき､

DiracoperatorをDとしたときに､以下のような関係式がえ

75D+D75-2

α臥 ブロックスピンカーネルと呼ばれ､格子間隔αの逆数に

子理論でカイラル対称性を実現する際に重要になる｡

operatorと75の反可換によって与えられるが､

連続極限を持つDiraeoperatorは75との反交換関

なブロックスピン変換を行うこと

ンの双一次であると仮定すると､

(3.1)

汀するoこの関係式はGW relationと呼ばれ､格

フェルミオンに対するカイラル対称性は､Dirac

の定理により､局所的で正しい

ならない｡しかし､GW relationを満 たすDirac

operatorは､75との反交換関係がゼロではなく､格子間隔に比例する量だけずれている｡よってNielsen-Ninomiya

の定理には抵触しない｡さらに､連続極限で通常のカイラル変換に戻ることを示している｡このDiracoperatorに

よって記述される自由理論は､変形されたカイラル変換のもとでの不変性を持っている｡後に､この変換のもとで不

変な格子理論が1998年にM.L軸cherにより構成された [8]O

非摂動くり込あ群でも同様に変形された対称性を扱うことができる.理論の対称性はWard-Takahashi(WT)

identityによって記述されるが､UV理論が場のある変換のもとでの対称性を持っているとき､ブロックスピン変換
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図6 左はclltOff関数K(p)を表すO右はA/A0-1/2としたときのf(p)を表すO

で関係付けられたIR理論では､変形された場の変換のもとでの対称性が実現されていることが知られている｡この

変形された対称性は､格子理論と同様､自由理論に適用するとGW relationを導く｡ 本論分では､格子理論での前

例 【7]に基づいて､非摂動くり込み群の立場で､湯川相互作用を含めて得られる､変形された対称性を持つ理論の構

成を考える｡但し､フェルミオンに対して双一次を仮定する｡これは､変形された対称性を持つ作用として､場の高

次項を含んだ作用を仮定すると､WTidentityを解くのが非常に困難になるためである｡

3.1 ブロックスピン変換

高エネルギーモードを積分する方法はいくつかあるが､ここではWetterichによって導入されたブロックスピン変

換の連続理論版 [4]を使用する｡始めに､必要とされる関数を導入し､そのあとにブロックスピン変換によってUV
理論の生成汎関数とIR理論の生成汎関数の関係をつけるO

以下のようなcutoff関数を導入する｡

互 (針 〈

1 (p2<A2)

0 (p2>A2)

さらに､以下の関数を定義する｡

Ko(p)≡K(蛋),K(p)≡K(g),i(p)≡認 ･

(3.2)

(3.3)

Ko(p)はAo以上､K(p)はA以上をcutoだする関数になり､I(p)はK(p)と同様にA以下をcutoffする関数にな

る.場 ¢A のグラスマンパリティをCで表し､

e(4,A)-eA (3.4)

として､¢AがGrassmannoddの場合 eA-1､¢AがGrassmannevenの場合 eA-Oとする.

次に､ブロックスピン変換によってIR作用を定義するoUV理論の作用をSUvl4,･,Ao]とすると､生成汎関数は

ZUv lJ] -

/
D4,e-SUv【榊 o]+Ko-1J･¢

と なる｡ここで､場やソースJに依存しない定数

/D@e-i(O-fQJ ･'Ka'-1)･α恒 w J'Ka'Ml.J)

を掛けることによって､

ZUvlJ]-NJ/D◎D函 弓 (… *)･α･(… 中上SUv[榊 o】+K~1J･¢

となる｡ここで､勅 は以下のようになる｡

logNJ-一等 LJA(-P,K-2(p,la-1(p,]ABJB(p)･
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このとき先にUV場◎の積分を実行することによりIR作用を以下のように定義する｡

-/
e-SIRlO;A]= D4,e弓 (O-f¢)･a･(◎-f¢トSuv[榊 o] (3.9)

このときUV場とIR場の関係は◎村f¢となり､これはUV場¢の運動量がA以下のモードをIR場に対応させて

いることを表す｡αはブロックスピンカーネルと呼ばれ､Aぅ Aoでαう ∞ となるパラメーターを表す｡これは､

A十 Aoとした時､◎-¢となることによってIR作用がUV作用に戻るための条件になっている｡UV理論の生成

汎関数とIR理論の生成汎関数の関係は以下のようになる｡

ZuvlJ]-NJ/D◎eSIRl和人]+K-1J･◎

- NJZIRlJ]I (3.10)

(3.9)において､αを含む項がUV理論の持つ対称性を尊重しない場合､左辺のIR作用はUV理論の持つ対称性を

持つことはできない｡しかし､無くなってしまう訳ではなく変形された形で残ることが (3.10)を用いることによって

示される｡

3.2 lR理論でのWTidentity

前節でUV理論の生成汎関数とIR理論の生成汎関数の関係が得られたOこの関係式を使うことによって､IR理論

で成り立つWTidentityを求めることができる｡この節では､UV理論でWTidentityが成立するときに､ブロッ

クスピン変換で関係付けられたIR理論のWTidentityが､UV場の変換とは異なる変換のもとでの不変性を導いて

いることを見る｡

UV理論の生成汎関数

ZUvlJ]-/D4,e-Suv[榊o]+Ko-1J･¢

に対して､無限小変換¢′A(a)-¢A(x)+坤A(x)を行うと､この変換の元で生成汎関数は不変なので､

ZUvlJ]-
/

D4,′e-SUv酢Ao]+Ko-1J･¢′

(3･11)

-zuvlJ]･/DQ(Ko-1J･64- 励Ao])a-Suv匝;Ao]'Ko-1J･叫 o(6¢2) (3･12)

となり､これより以下の関係式が得られる｡

/Db(KollJ･6¢-ElQ･7Ao])e-SUvlQ;Ao''Ko-1J･¢-o･

ここで､∑[4,;Ao]はWToperatorと呼ばれ､

･[M o]- 招詣6QA(p)守 )eA品 6QA(p))

で与えられる｡第 1項はUV場の変換64,のもとでの作用の変分6Suvを表す｡第2項は積分測度の変換

碑 -- De七品 (打 ∂4)

- DQexplsTtlog孟(頼朝
より､

6D¢-D4,′-D¢

-卯 [(-)eAL品 6QA(p)+ a(642)]
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からの寄与を表しているoここで､Sn は運動量積分も含めているoUV理論の変数変換の元での不変性はWT

identity

∑[¢;Ao]-0

によって与えられる｡次にIR理論のWTidentityについて考える｡(3･13)より､

(∑lb;Ao])Q,Ko-1J-Ko-1J･(瑚 岬 .-1J

となるが､一般に64,は4,に依存するので､車をJ微分に書き換えて¢積分の外に出すと､

(∑【仙 ])4,K.TU-K.-1J･河芸 ]zUvlJ]･

(3.17)

(3.18)

(3.19)

UV理論の生成汎関数とIR理論の生成汎関数は(3.10)によってZUv[J]p-NJZIR[J]と関係がついているので､こ

れを代入すると

(∑[¢;A.])Q,Ko-1J-K.TIJ･河 芸 ]NJZIRlJ]

-NJ〈NJ-1KollJ･(6Ql芸]NJ)+Ko-1J･∂掘 ])zIRlJ]･

このとき､IR理論のWToperatorは最後の行によって表される｡

(∑[@;A])*,K-1J-(NI1Ko-1J･(64lg ]NJ)･Ko-1J･6Qlg])zIRlJ,･

IR理論でのWTidentityは､

∑[◎;A]-0

(3.20)

(3･21)

(3.22)

で与えられるが､これはUV理論でWTidentityが成り立っているときに成り立つ｡この恒等式はUV理論が対称

性を持っているとき､ブロック変換で関係付けられたIR作用がもつ対称性を記述している｡

次に､グローバルな線形変換の仮定の元でWTidentityを具体的に求める｡変換は

64,A(p)-RABlA.]4,B(p)

となるので､WToperatorの第1項は

L

となるが､

JA(-P)RAElA.]
∂JB(-P)

(3･23)

logNJ-(leA'1/pK-2(p)JA(-P)RABlAo]la-1(p)]BCJc(p) (3･24)

K-2(p)JA(-P)Jc(p)ZIRlJ]-

より､部分積分をすると

K-2(p)JA(-P)Jc(p)ZIRlJ]-

となる｡第 2項は､

JA(-P)
aJB(-P)

ZIRlJ]-/

D◎e-SIR匝湖

D申eK-1J.申

al al

a@A(p)8@0(-p)

al al
∂◎A(p)∂◎C(-p)

alsIR alsIR al

Ĉ･-1J･(I)

e-SIRlO;̂]

細 A(p)紬 Cトp) 紬A(p)紬 C(-p)

D◎K-1JA(-P)◎B(p)a-SIRl叫 +K-1J･◎

-(-)eA/D申(品 eK-1J･@)OB(p)e-SIRlO･･A'
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(3.25)

(3.26)

(3.27)



より､部分積分をすると

JA(-P)
aJB(-P)zIRlJ,-(-)eA･1(品 OB (pト 蒜 OB(p,)仰 J (3･28)

となる｡よって､IR理論のWToperator(3.21)は､

(∑- ,- ∫-NJL(芸竜 RABlAo](@B(pト la-1(p,]BC

斗 )eA品 RABlAo](OB(pト [α1p)]BC

となり､IR理論のWTidentityは､

alSIR
a@C(-p)

剛 -i(芸竜 6･A(p,-(-)eA品 紬A(p,)-0,

6@A(p)-RABlAo]
(
◎B(p)-[α~1(p)]BC

))a,K_lJ (3･29,

となる｡この式は､IR理論がIR場の変換 (3.31)のもとでの対称性を持っていることを示している｡

このように､UV理論がある対称性を持っていたとしても､ブロックスピン変換がその対称性を破ると､IR理論は

UV理論が持つ対称性を保持することができず､変形された形で実現されていることが分かる｡この変形された対称

変換は､IR作用に依存する形をしているので､対称性に基づいてIR理論を構成する場合､変換と作用を同時に決め

なければならない｡つまり､IR理論として自由理論を考える場合と､相互作用を含めて考える場合では､変換性がこ

となるので､別々に扱わなくてはならないO-椴に､高次項を加えるたびにWTidentityを-から解かなければなら

ない｡また､相互作用を含めることにより､変換が非線形になり､IR作用の構成が困難になる｡

3.3 カイラル対称性の変形

通常のカイラル対称性を持ったUV作用は以下のように与えられる0

sUvl4,;Ao]-S4,[砂,夢,捌,1]+瑚¢,4,1]

ここで､

S4,lO,4,-,4･,4,1]

S Q l4,,4,1]

/
L叩
/
左

q尋(TP)(K.-1(p)46(p-q).0(p-q))*(p),

4･1(-p)KoL l (p)p24,(p)+Szl捌 ,t],

となるoSzlQ,4,1]は､¢のみから構成される相互作用を表し､銅ま

0(p-q)-gP+4,(p-q)+gP_4,i(p-q),

となる｡この作用はカイラル変換

の元で不変である｡ ここで､

64,(p)- ieTS*(p),
鍾(-p)-尋(-p)ie75,

坤(p)--2ie4,(p),

64,†(-p)-2ie4･†トp)

D(p,q)-垢 1ク6(p-q)+0(p-q)
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(3･32)

(3･37)

(3.38)



とおくと､このDは以下の関係式を満たすo

h5,D(p,q))ニー(ie)-16D(p,q)･

このとき､¢A-仲,尋,車座†)に対して､(3.23)で与えられる変換行列 RABは以下のようになる｡

亡.乃む

0
0
2

0

o
EIE
eo
〇

一亡●〃

山
02iE

WToperatorは(3･14)より､

∑[4,;Ao]-2ieTr75-0

となり､UV理論はWTidentityを満たす.

次にIR理論について考える｡ブロックスピンカーネルαAβを以下のようにとる｡

α=
(

0
和

oo

o

o
o
和

o

o
eso)o

刀α

o
oo

(3･39)

(3･40)

(3･41)

(3･42)

UVの作用とIRの作用は(3･9)により関係付いているので､αかを含む項が通常のカイラル変換で不変であれば､つ

まりαβが(75,αD) -0を満たすなら､IRの作用も通常のカイラル対称性を持つことになる.しかし､ここでは正

則化によって対称性が変形される場合を考えたいので､フェルミオン場に対するαかを以下のようにカイラル不変で

はない形にとる｡

αD(p)-
Ko(p)

K (p)(Ko(p)-K(p))

ここで､〟 は質量次元 1を持つ定数である｡スカラー場に対するαは

αS(p)-
Ko(p)

K (p)(Ko(p)-K(p))

〟 (3･43)

p2 (3A4)

とするが､これは対称性には影響しないので､IRのWTidentityには影響しない｡以下ではαかをαと書くOこの

ときWTidentityは(3.30)より､

0-iC/P[認 (75g (p,-(75,α-1(p,)競 )+町 p)75品

一品 ie(75,α -1(p))宗 +蔑 (-2ie,(p(pト αS-1(p,

･品 2ie(pT(-pト αslp)篇 )]

-il静 亡75(V (p,-2α-1(p,競 )再 (-p,ie75品

一品 2iE75a-1(p)品 +蔑 (-2ie,p(p)十品 2iep.(-p)] (3A5)

となる｡これより､IRでの変形されたカイラル変換は以下のようになる｡

3g(p,-%leTS(V(p,-2α~1(p)請 ),

紬卜p)- Qr(-p)iery5,

6や(p)--2iep(p),

6pl(-p)-2iepIトp)二

(3･46)

対称変換の変形はフェルミオン場にのみ現れるが､これはフェルミオン場に対応するαでのみ対称性を破ったことに

よるoこのとき､仮にαが戸に比例する項を含んでいても75との反交換関係により寄与しない｡
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3.4 WTidentityの解としてのIR理論

IRでのWTidentity(3.45)を満たす作用SIRを具体的に求める.始めに､変換 (3.46)のもとで不変な作用を構成

する｡この変換は､スカラー場についてはUV場と同じ変換性を持っているので､スカラー場に対するIR作用はUV
作用と同じ形とするOフェルミオン場に対する作用は双一次を仮定し解を求める｡

3.4.1 相互作用が無い場合

始めに､相互作用が無い場合について考える｡作用を

sIRlO;A]-SQ,[甘,可+Splp,pl] (3.47)

とし､S甲はUVのスカラー場の作用SQと同じ形をしていると仮定する｡フェルミオン場については､双一次を仮定

しているので､

S甘lg,可-/p◎トp)Do(p)甘(p)

となり､このときカイラル変換は､

6g(p)- 禦 [1-2α~1(p)Do(p)]q(p)≡ie15(p)g(p),
∂母上p)-g(-p)ie75,
6p(p)--2iep(p),

∂plトp)-2iep†トp)

(3.48)

(3･49)

となる｡このときWTiden七ityは(3･45)より､

O-iEL@(-p)lTSDo(p)+Do(p)75-2Do(p)75a-1(p)Do]gb)-2叫 5α-1Do] (3150)

となる｡ここで､Trはスピナーインデックスと運動量に対するトレースを表すO 魯中の係数をゼロと置いた式､

75工)o(p)+Do(p)75-2Do(p)ry5Crl(p)Do

は､GW relationと呼ばれるoDoがこのG価 relationを満たすと(3.50)の右辺第 2項は､

2T車 5α~lDo]-TrlD.JT5Do]･Tr75
=0

となり､WTidentityが満たされるOさらに､(3･49)で導入した1,5は､

今5(節)2-75(I-2cr1(節)Do(p))75(I-2α~1(p)Do(p))

-1-2α~1(節)(75Do(p)+Do(p)75-2Dob)75α~1(p)Do(p))
=1

を満たす｡GW relationを満たすDoとしては､例えばIR作用の定義式を直接積分して得られる

Ko-1(p)〆
Dob)-Ko-1(p)?+f2b)ab,)砲 )

や､格子理論でNeubergerによって得られた解 明 の連続理論版 [12]である

Dob,-判 +篇 篤 ]

などがあるが､以下では､Doの具体的な形は特定しないで､GW relation(3.51)を満たすものとして扱う｡
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(3･51)

(3･52)

(3･53)

(3･54)

(3･55)



3.4.2 相互作用がある場合

次に､相互作用を含めたIR作用を求める｡IR場申-毎,pT,甘,叫 に対する作用を以下のように仮定する.

sIR[◎;A]-堀 中,宙,p,pT]+sp[p,pl]･

ここで､

sqlqt,魯湖 が]

sp[p,pl]

/
L
叩
イ-
L叩

∩】

魯トp)D(p,q)甘(q),

pl(-p)K~1p2甲(p)+Sz[p湖†】+Sc｡unterlp,pl]

(3.56)

と仮定し､Dはpに依存するIRのDiracoperatorを表し､Szは pのみに依存する相互作用を表す.相互作用

Szlp,pT]は､UV作用の相互作用SI[少,4,1]と同じ形をしていると仮定するoSc｡unterは (3･45)左辺第 3項を相殺す

るために導入した項である｡このとき変形されたカイラル変換は

_6g'p)-ie75f[6'p-q'-2α~1(p)D(p,q']V'q',
6g(-p)-㊨(-p)iE75,

6や(p)--2iep(p),

6pl(-p)-2iep†(-p)

となる｡この作用を(3.45)に代入すると,

O-iC/P,q魯(旬 ト5D(p,q,+D(p,q,75-2/kD(p,k,TSa-1(k,D(k,q,･(ie)-16D(p,q,]g(q)

-2ieTr[75α~lD]I6Scounterlp,pf]
となるOここで､6はスカラー場によるカイラル変換を表すo魯中の係数をゼロと置いた式

ry5D(p,q)+D(p,q)75-2
/A

7)(p,k)75α-1(k)D(k,qト (ie)-16D(p,q)

(3･59)

(3･60)

(3.61)

は､相互作用を含めた一般的なGW relationを表すoDがこのGW relationを満たすとき(3･60)の右辺第2項は､

2T車 α~lD]-nlD-175D]･Tr75.(iE)-1T車-16D]

-(ie)~16TtlogD (3.62)

となり､例えば､

sc｡unterlp,pl]- TrlogD (3.63)

とすることによりWTidentity(3.60)が満たされる｡但し､β｡｡｡nterの選び方にはカイラル不変な項の任意性がある

ので､必ずしもこの形でなくてもよい｡

次に､(3.61)を満たすDiracoperator‡)を求めるO始めにDを自由部分と相互作用部分に分けるo

D(p,q)-Do(p)6(p-q)+Llpo(p)】㊤(p,q)RlDo(q)]･

ここでLと別 ま､GW relation(3.51)の解Doの関数であり､6日ま､

o(p-q)-gP+甲(p-q)+gP_p†(p-q)

の関数であるOこのとき汐の変換性は

甜(p-q)--2ie75粛(p-q)
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(3.65)

(3.66)



となる｡このDiracoperatorを一般化されたGW relation(3.61)に代入すると､

60(p,q)--ielL-1(p)(〈75,L(p))-2Do(p)75α1p)L(p))0(p,q)

･㊤(p,q)((75,R(q)ト 2R(q)75α11(q)Do(q))R-1(q)

-(75,0(p,q))-2Jo(p,k)R(k)75α-1(k)L(k)0(k,q)]

となるoLとRに対する選択を

L(p)-R(p)-1-αll(p)Do(p)≡り(p)

とすると､GW relation(3.51)より(3.67)の左辺第1項は

n-1(p)((75,7(p))-2Do(p)75α~1(p)n(p))-275

となり､第2項も同様に計算できる｡さらに最後の項は

2n(p)75α~1(p)rJ(p)-α一l(p)(75,n(p))

となるので､その結果 (3.67)は､

60(p,q)--ie((75,0(p,q))-/hO(p,k)a-1(k)(75･梱 )0(k,q))

となる｡次に(3･71)草満たす㊤を求めるo解として以下の形を仮定するo

o(p,q)-A(p)/kO(p- k)読 (A,q)a(q)

〒A(p)正義 (p,k)0(k-q)a(q)･

ここで､A､B､Cはカイラル変換の元で不変な定数であり､(1+即 )-1は展開によって定義されるo

Th (p,q)-ト B(p)0(p,q)･/AB(p)0(p,k)B(A)0(k,q)ト .

(3.72)で両辺のカイラル変換∂をとると(3･66)より､

60(p,q)-A(p)/A l60(p- k)士完 (k,q)W p- k)手志 (p,k)B60(k,l)Th (l,q)]a(q)

-｢2ielA(p)75A- 1(p)o(p,q)- i o (p,k)a-1(k)B(A)75A -1(k)0(k,q)]･

同様に､(3.73)に対して

60(p,q)--2iel0(p,q)a-1(q)75C(q)Jk0(p,k)a-1(k)75B(k)A-i(k)0(k,q)]

となる｡ここで､((3.75)+(3.76))/2を計算すると､

60(p,q)ニーieA(p)75A-1(p)o(p,q)+o(p,q)C~1(q)TSC(q)

-/k令(p,k)C-1(k)(75,B(k)〉A-1(k)0(A,q)]

となり､これが(3.71)と一致するためには､次の条件を満たせばよい｡

(75,0(p,q))-A(p)75A~1(p)o(p,q)+o(p,q)all(q)py5C(q),

C-1(k)(75,B(k))A一l(k)- αll(k)(75,n(k))･
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(3･67)

(3.68)

(3.69)

(3･70)

(3.71)

(3･74)

(3･75)

(3･76)

(3.77)



(3･79)よりAは､

A(k)-α(k)(75,7(k))Ilo-1(k)(75,B(k))

となるが､公式(75,r7)-27775rlを使うと､

A(k)-争 1 k)75n-1(k)a-1(k)(75,B(k))

となる.一方､もう一つの条件 (3･78)は､

-[75,A(p)]A~1(p)o(p,q)+o(p,q)a-1(q)[75,a(q)]-0

と整理できるので､75とAの交換関係を計算すると,

[75,A(p)]-乎 ト5,711(p)75州 )a-1(p)(75,B(p))]

乎([75,拙 p)757-1(p)]0-1(p)(75,B(p))･7-i(p)75州 )[75,a-1(p)](75,B(p))

･rl(p)757-1(p)a-1(p)[75,(75,B(p))])

となるが､第 1項は公式今5(p)7｢1(p)-T7(p)75を使うと､

[75,rrl(p)75炉1(p)]- 75り-1(p)75炉1(pト 炉1(p)75軒1(p)75

-(1-2α~1(p)Do(p))り~1(p)7-1(p)一灯1(p)(ト α~1(p)Do(p))り~1(p)
=0

(3･80)

(3.81)

(3･82)

(3･83)

(3･84)

となる｡最後の行はT7がDoから構成されており､その結果Doと交換することから導かれるOさらに第 3項は､

[75,(75,B(p))]-75(75B(p)+B(p)75ト (75B(p)+B(p)75)75
=0 (3.85)

となる｡よって(3･78)は,

一字 州 )75n-1(p)[75,a-1(p)](75,B(p))A-1(p)o(p,q)+o(p,q)a-1(q)[75,a(q)]-0 (3･86)

となるが､これはCが75と交換すれば別 こ対する制限を加えずに満たされる｡よって､(3･71)を満たす㊤は､

[75,C(p)]-0 (3･87)

を満たすCと､任意のBを用いて､

o(p,q)-令 -1(p)- 1(p)a-1(p)(75,B(p))fk0(p-k)読 (k,q)a(q) (3･88)

と表される｡これにより､相互作用を含む一般化されたGW relationを満たすDiracoperatorは

D(p,q)-Do(p)6(p-q)･乎 757-1(p)a-1(p)〈75,B(p))か (p-k)Th (A,q)a(q)"q) (3･89)

となる｡

最後にScounterについて考える｡以前に(3.63)で与えたが､この作用はカイラル不変な項の任意性があるOそこ

で､具体的に得られた解で書き換えることを考える｡始めに､Diracoperator7)そのものに対するものを考えるOそ

れは以下のように与えられる｡

scounter- Trlog[1-α~1D]

28

(3･90)



これは､カイラル変換により

6Scounter-Tr

となるが､GW rela七ion(3.61)より､

6Sc｡unter-ieTt

1-α-1D

275α-1D-

α-16D

1-α-1D

(3･91)

[75,α-1D]] (3･92)

となる｡ここで､第 2項はトレースの巡回性から消え､その結果 (3･60)の右辺第 2項を相殺する項となる｡次に､

Diracoperatorを以下のように書き換える｡

D(p,q)-Do(p)6(p-q)+7577-1(p)750′(p,q)77(q).

ここで､㊨/は

o/(p,q)-乎 cl p)(75,B(p))か (p-k)Th (k,q)a(q)

であり､カイラル変換は

60,(p,q)--ie((75,0,(p,q)ト 2/0/(p,k)75α-i(k)0'(k7q))

となる｡このとき(3･60)の右辺第2項は､

-2ien[75α~lD]- -2ieTtl75α-1㊤′]
となり､これを相殺する作用は

scounter-nlogl1-α~10/]
となるO実際､カイラル変換をすると

6Sc｡unter-Tt

∂Sc｡unter-ien

1ICr lO/

275α-1(9㌧

α-1∂㊥′

1-α-10/[75,α-lo,]]

となるが､(3･95)より､

(3.93)

(3.94)

(3･95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3･99)

となり､第 2項はトレースの巡回性から消える｡よって､(3.97)は(3.96)を相殺する作用となる.さらに0/の具体

的な形を使うことによってSc｡unterは､

Sc.unter-Trlog jiiiiiiiiiiiiiiiiil
αlαr:

[

-nlog(トC-1苦く75,B)wThc)
-nlog(ト朗i完 +箸[75,B]ef長房)
-Ttlog[(1･箸lTS,B]転 義]

6nlog(1+昔[75,B]0)-nl1+菅[75,B]㊥2
=-ieTt
=0

計5,B]60]
1 75

1+管[75,B]粛2
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lTS,B](醐 +可

(3･100)

(3.101)

となるが､



より､カイラル変換で不変な項を落とすと､

Sc｡unt｡r- -Trlog(B~1+♂) (3･102)

と表すことができる｡この相殺項は､次章で見るように､UV理論を直接積分して得られるIR作用に含まれる項と

関係づいている｡

3.5 積分から得られる暮R理論

仮定したUV理論はフェルミオン場について双一次なので､IR作用の定義式 (3.9)において直接積分を実行するこ

とができる｡以下､積分によって得られるIR作用を求める｡スカラー場については積分をしないでUV場とIR場

を同一視するOこれは､摂動的に考えると､スカラー場が内線として現れるフアンマン図を無視する近似をしたこと

に相当すると考えられる｡

UV理論のフェルミオンに対する作用は

S*-i,q4(-p)D(p,q)4,(q),

D(p,q)-Ko-1(p)46(p-q)+W(p-q)

となるので､IR作用の定義は

e一柳 -/軸 exp日,q(@(て)-f'p'Q'-p')α(p'6'p-q'(V'q'-f'q'"q))

｣,qi(-p,D(p,q,"q,]

-/蜘 expH (尋A JA(D･f2折 )(D･f2α)(恒 (D･f2α)-1- )

(3･105)

｣,q魯(-p)("p)6(p-q,-i(p)α(p)(DIf2軒 1(p,q)I(q)a(q,)q(q)](31106)
となり､フェルミオン積分を実行することにより以下のようにIR作用が得られる｡

Svl甘,句 -
i7q

魯(-p)D(p,q)甘(qト logDet(D+f2α),

D(p,q)-α(p)6(p-qト f(p)α(p)(D+f2α)-1(p,q)I(q)α(q).

(D･f2a)(p,q)-(K.-1?･I(p)2α(p))6(p-q)･0(p-q)

≡△ー1(p)6(p-q)+19(p-q)

ここで､(D+fα)~1は､

と定義することにより､

(D･f2a)-1(p,q,-[去(p-q,-△(p,W(p-q)･L △(p)o(p-pl)A(pl)0(pl-q)I-]A(q) (3･111)

-△(p)6(p-q)-A(p)[粛7品 ](p,q)△(q),

となる｡よって､UV作用を直接積分して得られるIR作用のDiracoperatorは､

D(p,q)-Do(p)6(p-q)+I(p)α匝)A(p)
二∴=三 (p,q)△(q)I(q)α(q)

となる｡自由場のDiracoperatorDoは

Do(p)-α(p)-i(p)α(p)A(p)i(p)α(p)
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(3.113)
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と表される｡このとき

△-I-2α~1(α-Do)α一l(p)

-r'1'J‖~】

と表される｡

次に､logDetの項を見てみると､

-logDet(D+f2α)ニーTrlog(△~1+β)

となるが､これは(3.102)で任意定数βを△に置き換えたものに対応する｡

(3.115)

(3･116)

3.6 解の特徴について

前の章では､正則化によって変形された対称性を記述するWTidentityを解くことによってIRでの作用を求めた

が､この作用は任意パラメーターBと､75と交換するという条件を課せられたパラメーターCによって表されて

いた｡ここで､β や Cを具体的に指定したときにどのような解が得られるかを調べる｡さらに､積分して得られた

Diracoperatorもβ とCの選択によって得られることを見る｡

始めに

B(p)-α一l(p),a(p)-1

となる場合を考える｡このときDiracopera七orは､

D(p,q)-Do(p)6(p-q)+75り~1

となる｡さらに､

p
肌H一

丁山九p
-
(Ⅳ地

∫-
ム57

ーnup▲
iutl柑u 1+crl㊥

B(p)-α一l(p),a(p)-75炉1(p)75Trl(p)

とすると､Diracoperatorは､

D(p,q)-Do(p)6(p-q)+77(p):,i:::;一二1+ α-1㊥

(k,q)T7(q)

(k,q)7 5 rrl(q)75

となる｡これらの解は 【7】で与えられた格子上での解の連続理論版となる｡

次に､

B(p)-f~2(p)αll(p)71(p),a(p)-I-1

とるすと､

(ry5,B)-f~2α-l巨s,両
-2fー2α~1m571

となるので､Diracopera七orは

D(p,q)-Do'(p)6(p-q)･f刊函(p)Jo(p-k)1+ I -2α~1叩タ

(3.117)

(3･118)

(3･119)

(3･120)

(3.121)

(3･122)

(k,q)f~1(q)77(q) (3.123)

となるが､これは積分して得られるDiracoperator(3.113)と同じである｡

最後に､IR作用の定義式を積分する際に､αにPに比例する項を加えた場合を考えるO積分を実行する時に､αに

対して条件を課す必要がないので､Pを加えて考えることができる0-万､WTidentity(3･45)に含まれるαは75

との反交換関係によりタに比例する項を含むことができないOよって､WTidentityの解として構成した(3･89)に

含まれるαはクに比例する項を含まないOその結果､WTidentityの解 (3･89)は､αにPに比例する項を加えて積
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分して得られたDiracoperatorを再現できないように見えるoしかし､これは戸に比例する項を含むαをαpとする

とき､侮(p)ニト cql(p)Do(p)とし､

B(p)-f~2(p)np(p)Cす1(p),C(p)-f~1(p)侮(p)叩~1(p)

とすることにより再現できる｡新たに導入したrTp(p)はGW relationより

(3.124)

7577p(p)-77p(p)今5 (3･125)

を満たすのでi,5(p)rrl(p)-rrl(p)75と合わせることにより【75,C(p)]-0を満たす.このときWTidentityの解

として得られた(3.89)は

D(p,q)-Do(p)6(p-q)

･75%-1(p)崇 (p)(75,np(p)ap-1(p))lo
となるが､ここで

より､

1+I-2侮αp-1(p)q9
(p,q)I-1(q)Tip(q) (3･126)

(75湖 (p)αp-1(p))-〈75,np(p))cYpll(pト np(p)[75,α〆(p)]

-277p(p)75α-1(p)qp(p)

D(p,q)-Do(p)6(p-q)+I-1(節)T7p(p)
1+I-2†わCb-i(p)粛]

(3.127)

(p,q)rl(q)rlp(q) (3.128)

となるOこれは､積分で得られたDiracoperator(3･113)に対して､α→ αp､r7→r7pとして得られるDiracoperator

と同じ形をしているO 但し､ap-1(p)とDo(p)はともにクのみに依存し､75に依存しないので､[αp-1,r7p(p)]-0と

した｡

このように､フェルミオンに対して双一次の仮定のもとで､WTidentityの解として得られたDiracopera七orは､

以前から格子理論で知られていた解を再現するだけではなく､直接積分して得られる解をも含む (スカラー場は積分

しない)､より一般的な解になっていることが分かる.

3.7 今5による表現への変数変換

WTidentityによって与えられるIR理論の変形されたカイラル変換は､湯川相互作用を考える場合､非線形な形

をしていた｡この節では､変形されたカイラル変換を､変数変換を行うことによって線形にするこ,とを考える｡

以下の変数変換により新しい変数Qr/を導入するo

甘(p)-IL(p,q)g ′(q).

このとき申/のカイラル変換は

6g'(p)-/6lL-1(p,q)V(q)]
-/ [(6L-1)L･ieL-175(1-2α-1D)L](p,q)V′(q)

となる｡ここで､Diracoperatorとして(3･89)を使い､Lを以下のように定義する｡

(3.129)

(3･130)

6L(p,q)-ie(% (p)L(p,q)-L(p,q)%(q)12Ja-1(p)n-1(p)750,(p,k)"k)L(k,q))･ (3･131)

これによって､甘/のカイラル変換は

6g/(p)-ie嶺(p)申'(p)
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となる｡この(3.131)を満たす上は以下のように与えられる｡

L(p,q)-7711(p)1-α-1㊤/(p,q)r7(q) (3.133)

これは､両辺のカイラル変換をとることにより確かめることができる｡始めに(3.95)より､

･1 p)60,(p,q)-ielTS,0,(p,q)ト2ieLl1-α-lo'](p,k)75α-1(k)0/(k,q) (3･134)

となるので､(3.133)のカイラル変換は

6L(p,q)-77-1(p)

ierr1(p)

α-l♂㊤/1 .". 1
1-crlO/肌〉〉1-α-10/
1-α-1㊤/

I2ie

(p,q)叩(q)
1-α-10/

75α-1(k)0/(k,I)

(p,q)
1-crlO/(l,q)叩(q) (3.135)

(3･136)

となるが､

となるので､その結果

6L(p,q)- ier7-1(p)75)
1-α-1㊥/(p,q)]

TT(p)-2ie
/､′

75α~1(A)0'(k,i)1-α-lo/(I,q)T7(q) (3･137)

となるoさらに公式75叩-7膏5とrr175-今5r7-1を便うと,

6L(p,q)-iE(%(p)L(p,q)-L(p,q)15(qト 2/ka-1(p)7-1(p)750,(p,頼 k)L(k,q)) (3･138)

となり定義を満たす｡よって､(3.133)は(3･131)の解になる｡この変換によりIR作用は

S甘-魯トp)D/(p,q)V(q)

D/(p,q)=D(p,k)L(A,q)

となり､新しいDiracoperatorD′は､

と定義される｡具体的に求めると､

D,(p,q)-i(

となるが､

より､

Do(p)6(p-k)+75Tl~1(p)750′(p,A)r7(A)一一二
叩~⊥(k)1-α-10/

-Do(p)6(p-q)･ln-1a-1Do･75叫 (p)/o/(p,k)

(k,q)77(q)

1 -α-10/

叩~1α-loo+75叩~175-α~1Don~1+(i-2α~17)o)rl

-(I-αIIDo)炉 1

革亭印

D'(p,q)-Do(p)6(p-q)+
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1-α-10/(p,q)Tl(q)

(3･139)

(3･140)

(k,q)り(q) (3･141)

(3.142)

(3･143)



となる｡さ ら に㊤′の定義 (3.94)を使うと､

･-α-1(p)0,(p,q)-弓 C-1(p)75(

より､

lo′
となる｡ここで､

1-α-1㊥/

和Hu
.11
■H一

p
▲

I"utL川U
β

57･

-C- 1(p)i ll+讐[757

57ニ)〃】p-
iⅦLu
]

』V
..ta
.

iu
t川U

nqU

p

/
ム

｢車
上

ー
nH1

,山九P
.

1

1+β∂

1

1十 月∂

(k,q)C(q)

k)T T三㍍ (k,q)a(q)

)Tか川pI
dⅦ川u
泊U

〟.-
ム
R
u
Fnup.

lut川u
β57nuHU

IC

0" (p,q)-
1 - α - 10 /

1

∧仙urcc..I
5γ･

:,.･･Lc']十日二

(p,q)り(q)

(k,q)a(q)

と定義すると､0//は

60"(p,q)--ie(750"(p,q)I0"(p,q)%(q))

と､線形な変換性を持っている｡

変数変換 (3.129)をすることにより､以下のようなヤコピアンが導かれる｡

D甘 -D甘/eJ)

J-Ttlogト α~10']I

このヤコピアンは､相殺項 (3.97)と相殺する｡ その結果得られるIR作用は

sIR-i,q魯(-p)D'(p,q)q/(q)ら+i pT(-p)K-1(p)p2p(p)+sIlp,Pt]

となる｡カイラル変換は以下のようになる｡

6g'(p)- iei,5(p)g'(p ) ,

6%(-p)- 魯(-p )ie75,

6p(p)- -2iep (p),

6p†トp)- 2iep†(-p).

ここで得られた㊤〟は､B=α-1､C=1のときに､

0〝(p,q)-粛(p-q)n(q)

-p+p(p-q)A+(q)+p_p†(p-q)i_(q)

となる｡ここで､

Pi(p)-
1j=今5(p)

である｡これは[7]で得られた相互作用の連続理論版になる｡

3.8 75による表現への変数変換

前節の変数変換で､新しい変数甘/が､通常のカイラル変換である

∂V'(p)-ie75g'(p)
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(3･145)

(3･146)

(3･147)

(3.150)

(3.151)

(3･152)

(3･153)

(3.154 )

(3･155)

(3.156)

(3.157)



となるようにLを定義するoこのときLは

6L(p,q)-ie(lTS,L(p,q)]-2L75α-1(p)D(p,k)L(k,q))

という性質を満たす｡この方程式の解は

L(p,q)- 1- α-17)(p,q)

となるが､これは以下のようにして確かめることができる｡始めに､カイラル変換をとると

6L(p,q)- 1-α-1D
(p,k)α一l(k)6D(k,i)1-α-1D(I,q)

(3･158)

(3.159)

(3.160)

となるが､GW relation(3.61)から得られる関係式

6D(p,q)--ie((75,D(p,q))-2LD(p,k)75α1 k)D(k,q))

--2iea(p)I(6(p-k)-α-1(p)D(p,k))75α1 k)D(k,q)･iel75,D(p,q)] (3･161)

を使うことによって､

8L(p,q)-ie

となる｡第 1項目は

,i1-α-1D

1-α-1D(p,k)[75,α一l(k)D(k,I)]

-2ie/A

(p,k)lry5,α-1(k)D(k,I)]

1-crlD

75α~1(p)D(p,k)

1-α-1D(k,q)-

1-α-1ヱ)(k,q) (3.162)

1-α-1D(p,q)] (3･163)

となるので､これは(3.158)に一致するOこのLを使って変数変換をすることにより､変形されたカイラル変換が通

常のカイラル変換に戻る｡

このとき､新しい変数のもとでのDiracoperatorは

D,(p,q)-/D(p,k)

となるが､変数変換前のDiracoperatorを形式的に

1-α-1D
(k,q)

D(p,q)-Do(p)6(p-q)+V(p-q)

と書くとき､

Da-Do
によって関係付けられたDaを使うことによって､

1-α-1D o

D′(p,q)-Db(p)6(p-q)+Trl(p)
1-crlrlv(p,q)r7-1(q)

と表されるoまた､D吊まくry5,Dも)-0を満たす｡(3.60)より､新しいDiracoperatorの満たす関係式は

6D′(p,q)-一転〈75,D′(p,q))

となる｡

この変数変換によるヤコピアンの寄与 Jを考えると､(3.159)より､

J-Ttlogll-α-1D]
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(3･165)

(3.166)

(3.167)

(3･168)

(3.169)



となるが､これは(3.90)を相殺する｡その結果､得られるIR作用は､

sIR-i,q魯(-p,D,(p,q,Q,(q).ip.(TP,Ki p,pip(去)+sIlp,P.'

となり､カイラル変換は

6甘'(p)- ie75(p)q /(p),

線 上p)- 魯トp)ie75,

6p(p)--2iep(p),

6pIトp)=2iEP†(-P)

(3･170)

(3.171)

(3･172)

(3･173)

(3.174)

となる｡これは､通常のカイラル変換と､その変換のもとで不変な作用になる｡

このように､非線形なカイラル変換のもとで不変なDiracoperatorに対して､変数変換によって､通常わカイラル

対称性を持ったDiracoperatorを構成することができた｡次は､逆に､通常のカイラル対称性を持ったD/に対して､

(31168)を解き､それを使って変数変換前のDiracoperatorを求めることを考えるo(3･168)に対する一般解は､75

と反交換するDaを使うことによって､D′-Da+V′とするとき､

V′(p,q)-cl(p)β(p-q)C'1(q)+

/.I.
/AC2(p)㊥(p-k)(ac)1(k)汐(k-q)C;(q)

C3(p)♂(p- k)(ac)2(k)澄(k一g)(ac)3(l)哩 -q)C;+- (3.175)

と書くことができるoここで､ ciとCまは75と交換する量で､(ac)1は75と反交換する量を表すOこのときV′は以

下の関係を満たす｡

∂Ⅴ/(p,q)- -ieh 5,V(p,q))･

このⅤ′を使い､非線形なカイラル変換のもとで不変なDiracoperatorを求めると､

D(p,q)-Do(p)6(p-q)
1+α-111V/)

(p,q)r7(q)

(3.176)

(3･177)

となるが､この解は(3･89)において､汐うV′とした式なので､(3.89)には含まれていないように見える0

3.9 より一般的な解の構成について

前節において､ブロックスピン変換により変形された非線形なカイラル変換を､変数変換によって線形､さらには

UV理論と同じ､通常のカイラル変換への変換を考えた.これにより､より一般的な解の構成を考えることができる.

(3.177)を参考に､(3.72)の段階で､βぅVとする｡

o(p,q)-A(p)(V蒜 )(p,q)a(q)･

ここでVは(3.175)と同じとするoこのとき､0と75の反交換関係をとることにより

(75,0)-[75,A]Vr完 C･A〈75,V手品 〉C･Af義か C]
となるが､右辺の第2項冒は

A(75,V手品 〉O-A(75,V)手島C+AVTh l75,BV]這 戸0
--(ie｢16｡+㊤C-1(75,B)A-1o
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と変形できる｡よって､

60(p,q)ニーie[A(p)75A-1(p)o(p,q)+o(p,q)C~1(q)Tらc(q)

-/㊨(p,k)(rl(k)(75,B(ki)All(k)0(k,q)] (3･181)

となり､(3.77)と同じ形になる｡A B,Cに対する条件は以前と同じになり､その結果､(3.89)においてWぅVと

した解が得られる｡

去(p,q,-Do'p,6'pA ･争 5n-1(p'C -1(p,(75,B'p｡(v f蒜 )'p,q'C(q,"q'･ (3･182)

こうして得られた解は､B-α~1叩､a-1とすることにより(3.177)を含む解になっている｡

4 超対称性への応用

前章では､変形されたカイラル変換のもとで理論を構成することを考えたが､この方法は他の対称性にも応用する

ことができる｡この章では超対称性に対する応用を考える｡つまり､ブロックスピン変換で超対称性を破る時に得ら

れる､変形された超対称性と､それを満たす作用を求める｡また､以下では座標空間で考える｡

4.1 超対称量子力学

始めに､超対称量子力学について考えるoUV場を¢-玩,F,4,,弟 として､超対称なUV作用を以下のように定

義する｡

sUv刷-/十 去x∂2x.i(a･凱 守 2-FW],W--x･妄gx2･ (4･1)

この作用は､以下のような超対称変換のもとで不変である｡

6x-一さゆ+吋 ,

6F- -e-a中一E∂尋,

神 主eトax-F),
6尋-i(ax-F).

ここで､亡はGrassmannoddなパラメーターである｡このとき､場の変換を

64,A-(eM+通 )AB¢B

と書くと､変換行列は

A/I= O
CP
o

となる｡ブロックスピンカーネルαを
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とすることにより､IR場◎-(9,7,甘,可 に対するWTidentityは以下のようになる｡

O-il箸仁中-al語)･e(紅al等)〉昔al砦+孟eal等
(-e-a(せ-al語)-ea(i-al等)上品Eala等一基eal∂箸

∂甘 e(-∂(p-a葦 )-(I-ao讐 )〉･蒜 ea2∂箸 十品 eao驚

･eia(p-a葦)-(7-ao警 ))普+孟e-a2倍一芸E-ao讐 ]

これより､変形された超対称変換は以下のようになる｡

6p--中-al語)･e(紅al等),
67---8(g-al砦トa(トal等),
紬-e(-a(p -a葦)-(I -ao讐)),
6転e-(∂(p-a葦)ニ(FlaO警 )).

(4･10)

(4･11)

(4･12)

(4.13)

残りの項は､変形された超対称変換からのヤコピアンの寄与になる｡これらは､場の2階微分になっているが､全て

の項にDirac場の微分が含まれているので､スカラー場やまたは補助場FとDirac場の積が作用に含まれていなけ

れば､ゼロになる｡自由理論の場合はそのような項がないので無視することができるが､湯川相互作用がある場合は

無視できなくなる｡

4.1.1 相互作用が無い場合

変形された遊対称性を持つ自由理論の作用は以下のように与えられる｡

sIRlO]-/xト 妄pDo2D2甲 再 (∂+-)β+g+ D22D27-荒 FD2p]･
ここで導入した演算子は

D2=

Do2-

L)宣-

β+-

β_-

1+a2∂2-驚 m2'

∂2+ao(∂2-m2)

1+α0

1+α2(∂2-m2)

1+α0
1

1+α1(∂十m)I
1

1-al(∂一m)

=∂2--聖一m2,
1+αo

1

T千石 +蕊 (∂2-m2),

となる｡この時､変形された超対称性は以下のようになる｡

6p--e-P+甘+eβ_膏,

67--E-∂β+甘-e∂β_争,

6甘=e a+ao(8-m)

1+αo
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1+α2∂(∂一 m)
1+αo

1+α2∂(∂+m)
1+αo

(4.14)

(4.15)

(4･16)

(4.17)

(4.18)

(4･19)

(4･20)

(4･21)

(4.22)

(4.23)



4.1.2 相互作用がある場合

相互作用を含めるとWTidentityを解くとこが非常に困難になる｡そこで､α1-α2-0とおく｡つまり､補助場

のみのブロックスピン変換を考える｡この時､2階微分の項は補助場とDirac場の微分だけになる｡その結果､作用

に湯川相互作用が含まれていても､2階微分項を無視することができる｡

変形された超対称性を持つ作用は以下のように与えられる｡

sIRlO]-什 去982p+@(a･若 )- 去丁去 72-読

また､変形された超対称変換は以下のようになる｡

6p-一百g+e甘,

67--e-aせ -E∂甘,

6g-e(-∂p-手長7･蓋W),
蕗-e-(∂p-読 F･荒W)･

Fに対する運動方程式より

F W ･去荒

7=-〟

となるが､これを作用に代入すると _

sIRl@]-什 主動 十%(a･芸 )弓W2]
となり､αo依存性がなくなるという特徴を持つ｡

4.2 2次元 Wess-Zumino模型

2次元Wess-Zumino模型の作用は以下のようになる｡

sUvlQ]-什 沼 2x･Q(p -)恒F･F仰(Fx･F･x･)

･ gQ (p ･ x ･ p L y ) 一 芸g(Fx2+F･x*2)]･

この作用は､以下のような超対称変換のもとで不変 で あ る ｡

6x--e-P+4,- 尋 p + E ,

6x*-一首P_47- 47P _ C ,

【=

6F-一百P_如+卵 p_C,
【=

6F*-一百P+如+4,-gp+C ,

6誓 -((Ox'F*)PL'(裾 +F)P･)i,
瑚-i-(p-鶴 -F*)･P'(Ox*-F))･

W 2]･ (4･24)

(4.25)

(4.26)

(4･27)

(4.28)

(4.29)

(4130)

(4･31)

(4･32)

(4･33)

(4･34)

(4･35)

(4･36)

(4.37)

作用は､e - 0とした ぎのみの変換､またはその逆の元でも不変になっている｡この とき UV場

¢-(x,x*,F,F*勅 4,-)に対する変換行列は

6¢A-e-MABQB+ ¢BhBAe
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とするとき､
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となる｡ブロックスピンカーネルαを
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とするとIR場 申-(p,p*,7,7*,甘,叫 に対するWTidentityは

0-i[驚く-e-p･(甘-al語)-(画一al等)p･十 品〈e-p･al等+al等p･e)

･欝仁e-p-(トal等)-(魯-al等)p-e)一基〈e-p-al等･al等 p-e)

･讐仁EP専一al砦)+(魯-al等)bp+針p-al倍 -al等ip弓
･賢く-i-p･中-al語)+(魯-al等)紘 )一品〈e-p･a1倍 -al等転)

･箸仁(♂(p-a2欝)+(十ao讐))p-(a(p･-a葦)+(7-a農))p･)e
･荒く(a2倍 -ao讐 )p-e+(Oa葦 -a農 )p･e)

･eip-(a(pLa2欝)ヤー aO筈)).p･(中-a2
aSIR
∂p*)一十一aO課)))普ト

･eip+ a28%･ao% )･P･(-a28%･aog))i] (4Al)

となる｡これより､変形された超対称変換は以下のようになる｡

6p--i-P･(中一al砦)-(魯-al語)p･E, (4A2)

好 -二e-PLF-al語)-(魯-al等)p-E, (4･43)

67--eTL中-al語)+(魯-al等)ip-i, (4･44)

67㌧e-P･中-al砦)+(魯-al等)he, (4･45)

6g--(♂(p-a2欝).(7*-ao讐 ))p-e-(#(p･-a葦)+(I -a農))p･e7(4･46)

- p-(隼 a2欝)-(7･-ao驚 ))+EP･(中 一a葦)-(7-a農))･(4･47)

2階微分はヤコピアンからの寄与を表すO
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4.2.1 相互作用が無い場合

変形された超対称性を持つ自由理論の作用は以下のように与えられる｡

sIRl隼 /xl一 - 2p･- 一- 27一恵 (FD2p･7･D2p*)] (4･48)

ここで導入した演算子は

Do2-∂2-一堂⊥m2,
1+αo

D22-トi嵩 +荒 (｡2-m2)っ

D2=

P+-

D_=

1+a2Do2
β+帆

1+α1(β十m)ラ
β一m

1-al(β一m)

となる｡このとき､変形された超対称変換は以下のようになる｡

6p--i-P.(I-aLP.)甘-i(1+ん 1)p.C,

6p,-- (1-alb.)中一@(1･左 al)pJ,

67--ep-(1-alP.)鍾+諺(1.D+-al)p-E,

67*--eP.(1-alP.)紳十重 .Dt-al)p.C,

紬 ニト (紅 荒 -)D2p -

1+a20(β一m)
1+αo

･卜 (8-荒 -)D2p*-

6魯-可 (o･荒 -)D2p -

1+a20(β一m)
1 +αo

1+α2β(♂+m)
1+αo

･e勘 [(打 荒 -)D2p･-

1+α2β(β十 m)
1+αo

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

4.2.2 相互作用がある場合

相互作用がある場合について､α1-α2-0とおいて考える｡超対称量子力学のときと同様に2階微分の項は寄与

しない｡変形された超対称性を持つIR作用は以下のようになる｡

sIRlO]-什 〆∂2両鴻 紬 -読 F*上 記 (Fp･7･p･)+荒 -2函

･g@(p･p･P-P･)甘-宣長 (Fp2･7･p･2)+芸濃 (函 2+ 拘 )+芸謹 蒜 P･2p2]･
(4.60)
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また､変形された超対称変換は以下のようになる｡

6p--e-P+中一魯p+E,

6〆 ニーe7_中一魯p_E,
【=

67--e7_メ紬 +魯βp_E,
【弓=

67*ニーe-P+細 +魯βp+E,

6g- [-ap･莞 -材 量志 92･手長 7･]p-

･[凍 *.手篭 -小 雪荒 〆2･Tld p･E,

6転 e-p-lOp･荒 -p.芸i豊 平2一千五 F ･]

･E-P･[裾 十荒 野 ･･芸濃 〆21 if]･

(4･61)

(4･62)

(4.63)

(4･64)

(4.65)

(4･66)

5 まとめと展望

本論文の主題である､非摂動くり込み群における対称性の実現に対して､格子理論での前例である文献 [7]に基づ

いて､変形された対称性のもとでの理論の構成を試みた｡

始めに､ブロックスピン変換の連続理論版によりUV理論の生成汎関数とIR理論の生成汎関数を関係付ける｡こ

のとき､ブロックスピン変換がUV理論の持つ対称性を破ってしまうと､IR理論では変形された対称性が実現され

ることが知られている｡理論の対称性は一般にWTidentityによって記述される.変形された対称性を記述するIR

理論のWTidentityは､UV理論のWTidentityに対して､UV理論とIR理論の生成汎関数どうしの関係を用いる

ことによって得られる｡これによって得られた対称変換は､IR作用に依存する形を持っている｡対称性に基づいて理

論を構成する場合､通常は与えられた変換のもとで不変な作用を構成するが､変形された対称性によって理論を構成

する場合､作用と変換を同時に構成しなければならない｡

本論文では､これらの一般論のカイラル対称性に対する応用を議論したO始めに､UV理論として湯川相互作用を

含むカイラル対称な理論を定義したO但し､フェルミオンについて双一次を仮定したOこれは､後にWTidentityの

解とし得られる作用と､IR理論の定義式を直接積分して得られる作用を比較するためである｡次に､ブロックスピン

カーネルを質量項に比例する形に選ぶことによってカイラル対称性を破る｡この時に得られる変形された対称変換は

IR作用に依存するので､始めにIR作用の形を仮定する必要があるoそこで､フェルミオンのに対して双一次の仮定

のもとで､相互作用を含まない自由理論から始めたo Diracoperatorを未知数とする相互作用を含まない作用を仮定

し､その結果得られた変換のもとで作用が不変になるようにDiracoperatorを決めたOこのときDiracoperator拓

課せられる条件式はGWrelationと呼ばれる｡次に､湯川相互作用を含む形を仮定し､変形された変換を求め､作用

を不変にするためのDiracoperatorに対する条件を求めた｡この条件式に対する解を求めるために､Diracoperator

を自由理論で得られた結果と湯川相互作用に分け､湯川相互作用に対する条件式を求め､それを解いた｡そうして得

られた結果は､フェルミオンのみを直接積分して得られる作用と､文献 [7]で得られた結果の連続理論版を含むより

一般的な解になっていた｡相互作用を含めた場合､変形された対称変換は非線形であるが､変数変換を施すことによ

り､最終的に線形な変換性にできることが分かった｡最後に超対称性に対する応用を考えたが､カイラル対称性の時

と同様に､変形された対称性のもとで理論を構成することができた｡

本論文の結果で重要なことは､変形された対称性を厳密に保つ理論を構成したことである｡但し､フェルミオンに

対して双一次を仮定しているので､高次項を含めて理論を構成できるかは今後の課題となる｡また､非摂動くり込み

群で最も問題視されているゲージ対称性に対しても同様のアプローチが可能かを検証することは重要であり今後の課

題となる｡
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付録A 記法

本論文で用いる記法の説明をする｡

空間については､4次元ユークリッド空間を用いる｡また､運動量空間での演算として､

J･4)-
≡_:i_二JA(-P)¢A(p),

恒･4-AFBLQA'-p'la'p']ABQB'p'

∬
4'

α
′

ノニ
′

ム

を定義する｡積分は

.=iI_-.i~
を表す｡

場 ゆでの右微分と左微分を以下のように定義する｡

dip
面戸

= 【=
alx
- -品x,壁 -x; ･()(:) e7(･)II- ∂(:I)

付録B 便利な公式

75とGW relationを満たすDoの間に成り立つ関係式をまとめる｡

75r7(p)-叩(p)今5(p),

r7-1(p)75-今5(p)r7-1,

75+嶺(p)-2っ′5り(p),

(75,可 -2m5り･

αが声に比例する項を含む場合､α1 αp､叩J qpとし

75T7p(p)-敬(p)今5(p)･

囁l(p)75-今5(p)雇1

Il
H1
1Ⅳ肌リ
ー
nu
F
J一

1

2

3

4

B

B

B

B

lut柑U
I"l
川r
q
ttr
l"l
u

が成り立つ｡これらの公式はGW relationによって示される｡

次に､超対称性への応用で定義した演算子に対する公式をまとめる｡始めに､超対称量子力学で使った公式は以下

のようになる｡

D2-1-a2∂2+荒 m2D2

-1-a2Do2D2

1laOD22D2+
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ll･a2(82-m2)]D2-1-
α2- m2D2

1+ αo

β+-1-al(∂+m)β+
β_-1+α1(∂一m)β_

2次元Wess-Zumino模型で使った公式は以下のようになる｡

pP [1-alD'](#･m),

9--ll･p-al](0-m)

(B.10)

これらの公式は､演算子の定義から直ちに従い､変形された超対称性の計算や､作用の不変性を示す時に役に立つ公

式となる｡

付録 C Batalin-ViJkovisky形式

C.1 マスター方程式

Batalin-Vilkovisky(BV)形式 [21]とは､一般的なゲージ理論をローレンツ共変的に量子化する方法として考えら

れた形式である｡例えば､運動方程式が成り立つときのみ代数が閉じている場合 (opengaugetheory)や､全ての生

成子が独立では無い場合 (reduciblegaugetheory)等にも適用できる｡また､非摂動くり込み群において対称性を議

論する際にも用いられる｡

始めにBRST変換のもとで不変な作用Sol¢]を考えるO理論に含まれる場を¢Aで表し､その無限小BRST変換を

¢A→ ¢A+∂¢Aβ (C.1)

と表す｡ここで､βはGrassmannoddなパラメーターを表す｡また､ラベルAには運動量も含めて表している｡作

用はこの変換のもとで不変であると仮定する｡

欝 6¢A -o･ (C･2)

BRST変換はnilpotentなので､

欝 6QA-o (C･3)

となる.次に､BRST変換のソースとして反場蝿を導入するoこの反場の統計陸は､場の統計因子をe(4,A)-eA

としたとき､

E(4,i)-eA+1 (mod2)

となる｡反場を加えた作用をSl4,,4,*]と書く.

Sl4,,¢*]-Sol¢]+4･*･64,･

このとき､作用Sは以下の関係式を満たす｡

O- 宗 宗 ･

(C･4)

(C･5)

(C.6)

実際､反場のゼロ次の項は作用の不変性から､反場の1次の項はBRST変換がnilpotentであることから消える｡こ

の方程式は古典的マスター方程式 (ClassicalMasterEquation,CME)と呼ばれるO反場の1次の項を加えただけで

は新しいことはない｡しかし､BV形式では一般に反場の高次の項を加えて考える｡そのときCMEは､反場のゼロ

次が作用の不変性を与え､反場の高次項は低次項に対するconsistencyconditionを与えることになる｡
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ここで､場と反場の任意関数X[Q,¢*]､Y[4,,4,*]に対してantibracketと呼ばれるものを定義する.

(x,Y)≡蒜 宗 一琵 蒜 ･

このとき､場と反場の間に

(4,A,¢B )- GAB, (4,A,4,B)- (4,A,4,A)-0･

が成り立つ.また､ antibracketは以下の性質を持つ｡

(C.7)

(C･8)

(Y,x)ニート)(ex+1)(ey+1)(x,Y), (C･9)

((x,Y),Z)+(-)(ex'1)(ey'ez)((Y,Z),x)+(-)(ez+1)(ex+ey)((Z,x),Y)-0, (C･10)

(X,YZ)-(X,Y)Z+(-)eYeZ(X,Z)Y, (C･11)

(xy,Z)-x(Y,Z)+(-)exeyy(x,Z)･ (C･12)

一つ日の式は､X とYが共にボゾン的なとき交換し､それ以外のときに反交換することを示している｡二つ目の式

は､antibracketが Jacobi恒等式を満たすことを示している｡また､ボゾン的な関数をB､フェルミオン的な関数を

Fとしたとき､

(β,β)-2
arBalB

∂4･A∂賎 '

(F,F)-0

が成り立つ｡このとき､CMEは

(β,β)-0

と表すことができるo次に､一般化されたBRST変換を

6¢A-(¢A,S),

6亀 -(孤 ,S)

(C.15)

で定義する｡この変換がnilpotentであることは､(C.9)､(C.10)､(C.15)から従う｡また､作用が (C.5)のとき通常

のBRST変換になるoこれにより､CMEは一般化されたBRST変換のもとでの作用の不変性として解釈できる｡

∂5-(∫,β)-o･ (C･18)

次に､量子論的な対称性を見るために生成汎関数についてを考える0

Z=
./D岬 がe-Sli,抑 (C.19)

ここで､ゲージ固定は場のみの関数であるゲージ固定フェルミオン中を使い､反場に以下の条件を課すことによって

行われる｡

∂甘

亀 -評 ･

その結果､生成汎関数は以下のようになる｡

み -/- ¢車 一芸 )e-slw ]

Dd,e-SlQ,4']
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レ:I-苦L:-i-

(C･20)

(C.21)



この生成汎関数に対して､世の無限小の変換6世を考えるOこのとき生成汎関数は

6Z 9-回 一芸 碁 6g]e-Sl4,4*]

となる｡ここで､部分積分をすると､

6Zや -/D4,∑[4,,4*]e~鞘 が 】

･二･ユニだ丁

6甘,
･Jユニ二千㌢

･[紺 ]-去(S,S)-△S

となる｡ここで､△は

△=(ザ A+lJ21 一生
∂蝿 ∂¢A

となる.この微分演算子の統計因子はe(A)-1であり､nilpotentであるO

△2=O.

ここで､Zせがゲージ固定条件に依らないことから､蝿-∂g/∂¢A において､

･桐 *]-芸(S,S)-△S-0

が成り立つ｡これは､量子論的マスター方程式 (QuantumMasterEquation,QME)と呼ばれる｡

C.2 WHson作用に対するマスター方程式

スケールAoでの作用をSl¢,4,*;Ao]とし､･J-0での生成汎関数を

Z-/- Q･6(4左)expト slQ,Q･;Ao]]

としたとき､BV形式でのWilson作用 Sl申,針 ;A】は､この生成汎関数に定数

･=N/D紺 ◎*誓6鶴 -I-1w exp[-ASl@,Q]],

･珊 4]-寸 ◎A二fQA)αAB(@B弓¢B)

(C.22)

(C.25)

(C･26)

(C･27)

(C.28)

を掛けることによって

exp[珊 @*;A]]-/抑96'亀 - 鶴 )exp卜 ｡sl@,Q]十柳 *;Ao]] (C･31)

で定義されるoWilson作用をSAと書くとき､この作用に対するQMEは

･[*,*･]-;(sA,sA)-ASA-0

となる｡ここで､◎はIR場を表し､その変換はWilson作用を用いて

60-(O,SA),

60*-(@*,SA)

(C.32)

で与えられるoきた､UV理論で ∑[4,,¢*]-0が成り立つとき､IR理論でも∑[@,◎*]-0が成り立つことが知られ

ている｡
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付録 D Zinn-｣ust盲n方程式

作用に対する対称変換が線形のとき､(2.36)より､有効作用も同じ変換のもとでの不変性を持つ｡しかし､BRST

変換の場合､変換は非線形になり有効作用に対する対称変換と､通常の作用に対する対称変換は異なる｡そこで､有

効作用に対する恒等式 (2.36)を書き換えることを考える｡

始めに､BRST不変でゲージ固定したものを考える｡場を¢A とし､その変換を

¢A →¢A+∂△A

とする｡ここで､BRST変換のソースとしてガを導入する｡

zlJ,K]-/D¢expl-SlQ]+△･K･Q･J].
この生成汎関数に対して､連結グリーン関数の生成汎関数を定義する0

WlJ,K]-logZlJ,K]･

さらに､有効作用を

rlp,K]-WlJK,K]-p･JK

で定義する｡Jkは

arWlJ,K]
- pA(p)

(D･1)

(D･2)

(D･3)

(D･4)

(D･5)

として定義する｡このとき､△が nilpotentであることから､-S+△･KはBRST不変になるので､(2･36)のとき

と同様に

L(AAb])JK,K品 -o
となる｡ここで､有効作用を∬ で微分すると

∂rr匝,K]_∂rWlJ,K]

∂KAトp) ∂KA(-P)

arWlJ,K]
aKA(-P)

arWlJ,K]

aJB(-k)

arWlJ,K]

arJKB(-k)

J=JK ∂KAトp)

-(△Ab】)JK,K

B,い∂rJKB(-k)

∂KAトp)

(D･6)

(D･7)

(D･8)

となるが､

となるので､BRST変換に対する(2.36)は

L

となる｡これはantibracketを使うことにより

∂rrlp,K] ∂lr

∂KA(-P)∂pA(p)

(r,r)-o

=0 (D･9)

(D ･10)

と書くことができる.但し､反場による微分はKによる微分に置き換える｡この式は､Zinn-Justin方程式と呼ばれ

る｡BV形式のCMEと同じ形をしているが､CMEが通常の作用に対する方程式であるのに対して､Zinn-Justin方

程式は有効作用に対する方程式なので量子効果を含み､QMEと関係を持つ量となる｡
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付録 E 変形された超対称性を持つ作用の導出

超対称量子力学において､ブロックスピン変換によって変形された超対称性は､以下のように与えられる｡

6p--中一al等)+e(紅 al等),
67-168(O-al語)-ea(紅 α1箸),
69-e〈-a(p-a葦)-(I-ao讐)),
6転e中(p-a葦)-(I-ao驚 )〉･

この変換のもとで不変な作用の構成を考える｡

始めに､自由理論の解を求める｡仮定としてUV作用と同じ形のIR作用を考える｡

sI';'lO]-什 主動 十%(a･-)弓 72--7p]･

この作用は､変形された超対称変換に対して不変ではなく､αに比例した項が残る｡

6SI'&'lO]-什 al(e一驚 -E等 )(∂2p･-F)-al(Ea砦 +e∂等 )(7･ -p)

･仁 a2e-倍 .aoe一驚 )(∂.-)的 魯(a･-)(a2e∂箸 ･aoe讐 )]･

このとき､右辺の項は､変形された超対称変換で書き直すことができる｡

6SI';'[@]-錘 al(8㍍ )普+al等 (∂.-)純

一6p(a2∂2箸+ao-警)-(a2-管+ao驚 )]･

よって､

6SIR≡6SI';'Jal6%al(∂･-)普+al等 (∂･-)紬

-6p(a2∂豊 +ao-驚 )-67(a2-管 .ao讐 )]
で定義した6SIRは､変形された超対称変換のもとで不変になるOこれより､

6SIRlO]-/al6p仁∂2(p-a2

･67(-(I-ao
∂p)--(I-ao% ))
aSIR
∂.ア

･6%(a十-)(中一 al

となり､以下の連立微分方程式が得られる｡
aSIR
∂p

)-rn.
aLsIRa@

(V)~a2
aSIR
≒t二>

)+(魯-al等)(∂+-)6g]

--82(p-a葦)--(I-ao讐 ),

aSIR
∂､ア--(7 -ao讐 十 -ト a母),
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(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

(E･5)

(E.6)

(E.7)

(E･8)

(E･9)

(E.10)

(E.ll)



arSIR
∂甘

alSIR
∂◎

ニー(∂--)(紅 al等),

-(∂･-)(トal砦 )･
これらの微分方程式を解くことにより､(4.14)が得られる｡

相互作用がある場合､作用の仮定を

sI';'[@]-什 言動 ･@(a十若 )弓 72- W], wlp]--p･去gP2

とする｡変形された超対称変換をとると

(E.12)

(E.13)

(E･14)

6SI'i'圃-什 al(籍 一 昔 )(∂2p･芳 一 al(e-B等 +E∂箸 )(Fin)

･(-aョe-倍 .aoe一驚 )(∂+芸 )叫 @(8･貰 )(a2e∂箸 ･aoe讐 )] (E･15)

となるが､これを変形された超対称変換で書き換えると以下のようになる｡

6SI';'lO,-仲 al(∂･g )普 +al語 (∂瑠 )69

-6p(a2∂2箸 +ao芸 讐 )-67(環 箸 .ao警 )

･(神･e@)a2(環 )等 ]･
(E･16)

最後の項は､場の変換で書くことができず､この項があると自由理論のときのように解くことができなくなる｡そこ

で､α2-0とおくと､変形された超対称変換のもとで不変な作用を

6SIR≡6SI'i'-庸 al(∂+若 )等 +al等 (∂+若 )6- 6pao貰 讐 - 67 ao讐
(E.17)

と定義することができるoよって､自由理論のときと同様にSIRが満たすべき微分方程式が以下のように求まるo

箸ニー82p一芸(I-ao讐),
aSIR∂ア

arSIR
∂甘

alSIR
a@

-+-ao%)-W,

--(∂一芸)(㊨-al等),

-(∂･g)ト al語 )･

(E･18)

(旦19)

(E･20)

(E･21)

簡単のため､a1-0とした解が(4.24)になるが､alを残して解くこともできる｡また､2次元Wess-Zumino横型で

も同様に解くことができる｡
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