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概要

ス カラ
ー

･

テ ン ソル重力理論 は ､ B r a n s と D i c k e に よる先導的な研究以来､

一 般相対性理論の 自然な拡張 と して今日でも､
た とえば超弦理論の 低エ ネル ギ

ー

額域における有効理論と して注 目されて い る o 一 般相対性理論で は ､ 重 力場は ､

時空の幾何学的性質 として解釈され ､ 計量テ ン ソルで記述され る. その 意味で
一

般相対性理論は､ テ ンソル重力理論であるo それに対 して スカラ
ー

･ テ ンソル重

力理論は ､ 重力定数をスカ ラ ー 場 と考える理論で あり, こ の意味で ､ 重 力はテ ン

ソル場だけで はなくスカ ラ ー 場 によっ ても媒介される こ とになる ｡ とこ ろで ､ 現

在にい たるまで ､ 太陽系の ような弱い重力場での 実験や観測は､

一

般相 対性理論

に基づく結果 と 一 致して い るが､ しか
.
し ､ そ もそも こ の ような重力場 では ､ ス カ

ラ
ー

･

テ ンソ ル重 力理論 と 一 般相対性理論との違い は､ 非常に小さい . そ こで 本

論文では､ 強い重力場で の スカラ ー
･

テ ンソル重力理論の 特有な性質を理解する

とい う目的のため ､
この理論における静的で軸対称性をもつ特解を用い て ､ この

時空で の 光の伝搬の 性質や重力レ ンズ効果を調べ た｡ こ の 静的軸対称真空解は､

漸近的平坦性とい う性質を持ち ､
スカラ ー 場が定数に なる ときには ､

一

般相対性

理論にお ける W e yl 解の 1 つ で ある V o o r h e e s の 偏長解に
一

致する o な お､ 本論

文は ､ 光的測地線が ､ 共形変換に対して不変で ある とい う性質に着目して ､ 結果

が ､ スカラ ー ･

テ ンソル重力理論のモデルの 詳細によらい ないよう に､ 共形変換

の手法を用い て い る ｡ まず､ 解に含まれ る 3 つ の パ ラメ
ー タの 物理的意味を明ら

かにするために ､ 空間的無限遠付近にお ける解の 漸近形を導出する ｡ その結果 ､

これらのパ ラメ - 夕が ､ それぞれ ､ スカラ
ー

場 の大きさ､ 時空の非球対称性､ そ

して共形変換に よっ て対応づけられる Ei n s七ei n 系における質量を表す こ とが示さ

れる ｡ また､ 解に含まれ る極が､ 近づく方向よっ て は特異点ではなくなる とい う､

特異点の 方向依存性につ いて ､ 簡潔な議論をする｡

次に ､ 解に含まれるパ ラメ ー タの 値の相違が時空構造 にどの よう に反映され

るか を理解するため､ 赤道面にお ける光的測地線の方程式と S a 血s の光学的スカ
ラ

ー

方程式につ いて調 べ る｡ こ こで ､ 光的測地線の方程式は､
いわゆる光の軌道

を表す式で あり､ 光学的スカ ラ ー 方程式 は､ 光の像の 振 る舞い を表す式 で ある ｡

光的測地線に関して ､
い くつ かの 特別なパ ラメ

ー タの とき､ 衝突係数に 関す る関
数 として光 の屈折角を解析的に求 める こ とがで きる ｡ こ の 解析解か ら光 の屈折角
が､ 負 になりえる とい う興味深 い結果が得られる o また､ 衝突係数が減少す る に

したがっ て ､ 屈折角が増加か ら減少に移り変わるというシ ュ ワルツ シ ル ト時空 に
はない 極値の 存在が確認できる ｡ さらに ､ その 他さまざまなパ ラメ

ー

タ につ いて

も､ 数値的に光の 屈折角を求める ｡ そ して ､ シ ュ ワル ツシルト時空にはな い特徴
に つ い て ､ すなわち極値 の個数､ および負の 屈折角が実現 され るか どうかでパ ラ
メ ー タ嶺域を分類する ｡ そ の結果 ､ 極値が2 個存在する とい う特異なパ ラメ ー タ

領域の存在が見い だされ, そ の領域がスカラ
ー

･ テ ンソル重力理静特有 の領域で
ある こ とがわかる o また､ 注目すべ きは､

一

般相対性理論 における W e yl 解で も､
光の屈折角が負になるパ ラメ

ー

タ領域の 存在が確認できた ことで ある｡ とこ ろで
､

負の 屈折角の存在は ､ 光の軌道が ､

"

反射
"

する ことを示唆して い る ､ そ こで ､ 光
的測地線の方程式 を数値的に計算し､ 実際に光の 軌道が" 反射" して い る様子が
わか る具体例を示す｡ そ して , 光の軌道が

"

反射
"

して い るときの 条件に つ いて
考察 し､

"

反射
" が実現で きるか どうかでパ ラメ

ー

タ領域を分類する｡
さて､ 光の像の振る舞い は､ 光学的スカラ

ー

方程式を解くことで わかるが ､ そ
れは R i e m a n n 曲率テ ンソル の要素で ある Ri c ci 項と W e yl 項の 性質に依存する o



こ こで ､ R i c ci 項 と W eyl 項は , それぞれ像の 収縮 と歪み に寄与す る量で ある o と

こ ろが ､ R i c ci 項より主に W e yl 項が効い て おり､ さらに W e yl 項がシ ュ ワルツ シ

ル ト時空 と比較して ､ 重大な定性的違 い を示す こ とがわか る ｡ また､ W e yl 項 の

定性的性質を特徴づける特別な衝突係数が存在す る ことが解析的にわかる ｡ そ こ

で ､ W e yl 項の 定性的な違 い をもとに ､ パ ラメ
ー タ領域を分類した と こ ろ､ 4 つ の

異なっ た領域が存在する こ とが示される . また ､
こ の W e yl 項に よる分類 と屈折

角の 振る舞い に よる分類 ､ および光の 反射が起 こ るパ ラメ ー タ領域 を比較した と

ころ , 高い 類似性が ある こ とが示される ｡ 最後に , それぞれの領域 で ､ 数値的に

光学的スカラ
ー 方程式を解き､ 光の像の 振る舞い を調 べ る o こ の と普, 薄い レ ン

ズ的描像が成り立つ ことが示され る｡ また ､ 光学的スカラ ー 方程式 に対する簡単

な解析的モ デル を考察し ､ こ のモ デルがよい近似で ある こ とを示す ｡ 光の 像に対

す る像の 変形度を求め､ 衝突係数の関数として そ の振る舞い 調 べ た結果､ 上記の

特別な衝突係数の 近傍におい て ､ 像の 変形度が非常に大きくなる現象が現れた ｡

そ こで ､ 光の 像の振る舞い の 違い からパ ラ メ
ー タ領域を分類 した と ころ､ 光の像

の 分類と W e yl 項 に よる分類とに密接な関係が あるとい う結果を得たo これは ､

光の伝播と重力 レンズ効果 の性質に対 して ､ 上述 した W e yl 項に よる分類が､ 非

常に重要な物理的意味を持つ こ とを示唆してい る ｡
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§1 Ⅰ血 r o d u c ti o n

重力が関わる物理現象を考察する際､ 我々が手に して い る有力な理論 として ､

一

般相対性理論がある ｡ し
か し

､ 素粒子理論の 分野におい て重力とその他 の相互作

用との統
一 を重要な課題として い る現在､ 重力の古典理論 として の

一 般相対性理

論に なんらか の変更が加えられる可能性がある o
こ の よ うな視点から

一

般相対性

理論 の拡張理論 として B r a n s
- D i ck e 理論【1] ､ ある い はそれをより

一 般化 した理

論である, ス カラ
ー ･

テ ンソル重力理論[2]1 4] が提案さ れ 多くの 理論物理学者

によ っ て研究されて い るo
一 般相対性理論において は､ 重力場は､ 時空の 幾何学的性質 として解釈され ､

計量テ ンソルで記述されるo そ の意味で
一 般相対性理論は､ テ ンソル重 力理論で

ぁる ｡ それに対 して ､ スカラ - ･

テ ンソル重力理論で は重力定数 e をス カラ
ー

場

と考え る理論であり, 重力はテ ンソル場だけではなく､ スカラ
ー

場によっ て も媒

介さ れる 糾7] ｡ スカラ
ー ･

テ ンソル重力理論 は､ 理論に含まれ るス カ ラ
ー

場∂
の 関数 iJ(4,) の関数形により､

さまざまなスカ ラ
ー

･ テンソル重力理論が存在す

るi8] o 特に ､
w が定数の ときは ､ B r a n s - D i ck e 理論 と呼ばれる o このような重力

理論は低エ ネルギ
ー 領域での超弦理論の有効理論として興味を持たれて い る[9] ｡

また , 近年､ 超弦理論の発展を背景に して ､ 我々 の 宇宙が高次元時空 に埋め込 ま

れた膜 ( ブレ
ー ン) である とい うブレ

ー

ン ･ ワ
ー

ル ド理論[1 0] が提唱され､ そ の

研究も盛んに行われてい るが､ スカラ
ー ･

テ ンソル重力理論は､ ブレ ー ン ･

ワ
ー ル

ド理論の 4 次元有効重力理論 として の 側面もある[1 1] ｡ たとえば､ 2 枚の ブ レ
ー

ン がある R a n d all -S u n d r n m 模型Ⅰ[1 0】におい て ブレ
ー ン上 の 曲率半径が 5 次元

宇宙 の曲率半径 に比 べ て､ 十分に大きい とすると 2 枚の ブレ
ー

ン上 の重力が ､ そ

れぞれ w(45) - 土3/2
･

4 ,/(1 〒¢) で あるスカ ラ
ー ･ テン ソル型重力理論 となる羊

とが示されて い る【1 1] ｡

歴史的に ､
B r an s - D ick e 理論 ､ あるい は､ スカラ ー ･

テ ンソル重力理論が､ 生

み出された背景には ､ 重力定数 ∂ が時間変化する とい う D i r a c の提案と M a ch 原

理がある 恥 D ir a c の議論は, 彼の 巨大数仮説がもとに なっ て い る ｡ 最もよく知
られた例の 1 つ は ､ 2 個の 電子 に働く重力とク

ー ロ ンカの比 〟 で あり､ それ は

次の ような値で ある ｡

N - 4 打撃 - 2 × 1 0
- 4 3

(1 ･ 1)

こ こで ､ m
e
と e は､ それぞれ電子の 質量と素電荷を表す｡ D ir a c は､

｢基本定数
か ら作られる比 は､ す べ て 1 程度の 数で表される べ き ｡ ｣ と考えた ｡ こ の観点か
らみ ると ､ 〟 は本当の 定数の 比ではない ｡ そ こで ､ D i r a c は､ ∂ は定数で はな
く G(i) - t

~ 1
の ように宇庸の 時間の逆数で減少 して い るもの と想定した . こ の

とき , 現在の 宇宙の年齢を t o 符 1 ･3 × 1 0
10 年 とす る と e(i)/ a(i o) - 舌

o/まと表
される ｡ こ こで

､ 基本的な時間として ､
〈

i
e
- A/ m e c

2
穴ゴ1 × 1 0

- 2 1
秒 で与えられ

る t e を単位 として採用すると , a(t e)/ a(t o) - t o/ t e た≦3 × 1 0
3 8
となり, これ を

(1 ･ 1) 式に代入する と
N (舌e) FY O ･7 × 1 0

~ 4

, ( 1 .2)
が得られ る｡ これは､ (1 .1) 式 と比 べ れば､ 1 程度 と考えられる ｡ こうす る こ と
で ､ 現在､ 〟 がとて も小さい値なの は 我々 の宇宙が誕生してから時間が過ぎた
ため という説明がで きるo とこ ろで ､ 観測か ら 以下の ように d/e の 上限がわ

1



かっ て い る o

■ヽ

冒- (o ･2 土 0 ･4) × 1 0
- l l

/ 年 ( v iki n g 計画) ･ ( 1 ･3)

こ こで ､ 記号 ｢
●

｣ は､ a/ dt を表すo さて ､ a/e の 上限を次 の ように近似 して

み る ｡

旨 - - 10
~ 1 1

/ 年 - - 0 ･ 1 × t
o

- 1
･ (1 .4)

これは､ a(舌) - i
- 0 ･1 を意味して い るo こ の場合は､ ( 1 .1) 式 の代わりにJV

'

(七e) F S

2 × 1 0
- 3 9 が得られる ｡ これで は､

1 から程遠くなっ て しまう｡ したがっ て ､ 現

在の観測か ら､ Di r a c が当時展開 した議論 は, 成立 して い ない と考えられて い る

[4] ｡ しか しながら､ 重力定数が､ 真の 定数で はなく ｢変数｣ で ある とい う可能性

を初めて指摘した意義は大きい ｡
一 方､ B r a n s と D i c k e は､ M a ch の 主張 ､ いわゆる ｢ 物体の 慣性 と重 力的な

性質は､ 宇宙にある他の物質の存在と, 何らかの意味で結び つ いて い る｣ とい う

M a ch 原理を支持して い た. た とえば､ 現在見えて い る ､ 宇宙の質量を M , 半径

を R としたとき､ ほぼ次の 関係式が成り立つ ｡

■ヽ

望些 … 1 .

R c2

こ の関係が､ 字庸が進化 してもつ ねに成り立 っ て い るとすれ ば､

G ～ 壁
′ヽ

lW
'

(1 . 5)

( 1 .6)

の ように ､ ∂の値が字庸の 質量の 分布や半径の 大きさで決ま ると考える こ ともで

きる｡ そ こから､ 重力定数は､ 実は定数で はなく時空の 各点で違う値をとる ､
つ

まりスカラ ー 場なの で はない かとい う発想が導かれ る【4] ｡

現在にい たるまで ､ 太陽系のような弱い重力場 で の 実験や観測は ､

一 般相対

性理論に基づく結果 と
一

致 して いるが､ しかし､ そもそもこ のような重力場で は､

スカ ラ ー
･ テ ンソ ル重力理論 と 一 般相対性理論との違い は､ 非常 に小さ い [12] ｡

一

方 ､ 強い 重力場領域で は､

一

般相対性理論と比較して異な る側面を見せる こ と

が､ わかっ て い る[1 3][1 6】｡ たとえば､ 数値的な研究から､ スカ ラ ー
･ テ ン ソル

重力理論で は､ 非摂動効果 によっ て中性子星の ような孤立系 の最大質量が増加す

る とい う こ とが示されて いる[13】[16] ｡ したが っ て ､ ス カラ
ー

･ テ ン ソル重 力理

論が､
一

般相対性理論とどの ような性質の違いが あるかを明確に理解
･ 把握する

ことは､ 真の 重力理論を知る礎として 重要 なこ と である ｡

通常の天体は､ 回転しており非球対称 で ある o したがっ て ､ 星が球対称か ら

変形 し 4 重極モ
ー

メ ン トを待っ た ときや回転して い る ときの 重力レ ンズ効果 の研

究がなされて い る[1 4] . そ こで ､

一

般相対性理論 とス カラ
ー ･

テ ンソ ル重力理論

の重要な違い を議論する際に ､ 球対称外部解だけでなく軸対称外部解も重要な役

割を果たすで あろう. 軸対称外部解の中で も､
一 般相対性理論で の T o m i m a 七s u

とS at o の解【15] の系列に
一 致する解は､ とて も興味あるに違 いな い o と こ ろが ､

スカラ ー ･ テン ソル重力理論 にお い て ､ T b m i m 乱七s u と S a t o の解に対応す る解の

明白な形を､ 得 る こ とは非常に難 しく,

一 般相対性理論 の K e r r 解に ､ 対応する

ような解の場合にで さえ導出する の は困難で ある o K e r r 的な解の かわりに ､ 静

2



的で軸対称性を持つ 特解は､ 存在する【17】o こ の 静的軸対称真空解は､ 漸近的平

坦性とい う性質を持ち､ スカラ ー 場が定数になる ときには､

一

般相対性理論にお

ける W e yl 解の 1 つ で ある V o o r h e e s の偏長解に
一 致する[1 7] o

本論文で は､ 強 い重力場で の スカ ラ
ー ･ テ ンソル重力理論の特有な性質を理

解する とい う目的の ため､ スカラ
ー ･

テ ンソル
･ ワイル解と呼ばれ る､ こ の理論

に 掛ナる静的で軸対称性をもつ特解に着目し, こ の 時空で の光の伝搬
の性質や重

力レ ンズ効果を調 べ る｡ なお､ 光的測地線が､ 共形変換に対して不変で ある とい

ぅ性質に着目して ､ 結果が､
スカラ ー

･ テ ンソル 重力理論 の モデルの 詳細によら

い ない よう に ､ 共形変換の手法を用いて 解析す る｡

本論文の構成は､ 次の ようになっ て い る ｡ 第2 節で は､ ス カラ
ー

･

テ ンソル重

力理論に つ い て 説明し ､ その 場の 方程式につ い て の まとめを行う｡ 第 3 節では ､

静的で軸対称性をもつ スカラ
ー

･

テ ンソル ･ ワイル解につ いて説明し ､ 解に含ま

れる 3 つ の モデルパ ラメ
ー タの物理的意味を明白にする ｡ また ､ 解に含まれる極

の 接近方向依存性につ いて の簡潔な議論を行う｡ 第4 節では､ 光的測地線と光学

的ス カラ
ー の 方程式を解析的に調 べ , その 定性的特徴につ いて考察する o 第5 節

で は, 前節まで に得られた結果を用いて ､ 光的測地線と光学的スカラ
ー

の局所的

な振 る舞い を数値的に調 べ る ｡ 第6 節で ､ 本論文の まとめを述べ る｡

1 . 1 記号
一 覧

｡ 添字 α, β, 7 , - は 0
,
1
,
2
,
3 を表す .

｡ 計量テ ンソル : g - g a bd x
a

㊥d x
b

･ クリス トッ フ - ル記号 : r a
b c

-芸9
a f( a c9 f b ･ abg f c

- ∂f g b c)

｡ 共変微分 : ∇a 用例 ∇a V
b
- a
a v
b
十 r
b
a c
v
c

･ R ie m a n n 曲率テ ンソル : R
a

b c d
- ∂
c
r
a

b d
- a d r

a

b c +
r a
m c
r
r

琶d
- r
a

m d
r瑠｡

･ R i c ci テ ンソル : R a b - R
c

a c b

･ R i c ci ス カラ ー

‥ R -

9
a b
R
a b

･ E in s七e in テ ンソル ‥ G a b - R a b
-去g a b R

･ 偏微分 a a と共変微分 ∇a はそれぞれ コ ンマ ｢ ,｣ とセ ミ コ ロ ン ｢;｣ で あら

わされる こ ともある｡

･ 本論文で は B r an s - D i ck e 系(∂,め) と E in s七e in 系(g , p) を記号
〈

で区別 して

い る c 計量卓に対する上記の幾何学量には全て 記号
〈

が つ い て い る .

･ 本論文で は ､ 特に断らない 限りは c - a - 1 の単位系を使うこ とにする ｡

3



§2 スカラ
ー ･ テ ンソル重力理論における場 の方程式

スカ ラ ー ･

テ ン ソル重力理論で は､ 重力相互作用はテ ン ソル場 鮎レ と､ ス カ

ラ ー 場∂によっ て 媒介される【1] , [5] -[1 7】｡ 本論文で は, スカ ラ ー ･

テ ンソル重

力理論の 作用 として次の もの を採用する ｡ 以後 ､ 記号【
{

〕が つ い た量 は ､ 9 p u に

関す る量を表す｡

s - 去伸 一普 - uレ- + s - a tt e r[@ - ,9 p u] , ∂. p

∂∂
∂x FL

( 2 ･1)
こ こ で ､ w (¢) は､ スカラ ー ･

テ ンソル重 力理論 を特徴づける∂の 無次元関数で ､

ノ ヽ

B r a n s - D i ck e 理論では定数となる[1】. また､ S m a tt e r[@ m , 9 p u] は､ 物質壕 魯m に関

する作用で ある ｡

さて ､ A p p e n di x A ､ B で示すように ､ スカ ラ ー ･

テ ンソル 重力理論 における

場の方程式は ､ 次の共形変換(卓,4 ,) - (a , p) ,

9 p u
- A

- 2

( p)9 p u ,

i
'

3 + 2 L J(a)

1
A
2
( p) - 7

d l n A( 甲)
d p

≡ α
2

( p) ,

に よ っ て ､

G
p u

-

:
8 汀T
p u
･ 2( - 妄g p v g

Q @
p , a p ･β) ,

∇p p ,p
- A 7T α( p) T ,

となる. また ､ 物質場 T P
U
に対する保存則 は B i an chi 恒等式か ら

∇ u G
v

p
- 0 - ⇒ ∇u r p

- α( p) T ∇p p ,

となる ｡ なお , (2 .4) 式 は,

R
p u

- 8 打( T p u
一芸9 p v T) 十 2 p ･ p p ･u ,

(2 ･6)

(2 ･7)

と同値で ある ｡

本論文では､ ∂ を計量にもつ 多様体を B r a n s
- D i ck e 系, g を計 量に もつ 多様

体を Ei n st ei n 系と呼 ぶ ことにする o 場 の方程式(2 ･5) と(2 ･6) 式か ら､ α( p) は物

質場 とス カ ラ
ー 場 p の結合強度を表 して い る

こ とがわかる o
一 般相対性理論の

場合 は､
α( p) . - 0 である o また, B r an s - D i ck e 理論では α( p) - ( 定数) で ある

[1] ､ [6] ｡ より
一 般的なスカ ラ

ー ･

テ ン ソル重力理論の場合は , 結合強度 α( p) は

p に依存しており､ A( p) あるいは α( p) の 関数系を具体的
に与え る こ とがスカ

ラ
ー

･ テ ンソ ル重力理論を決める こ とに対応す る｡

天体等の孤立系とみなせ る重力源 の外部解に対 して は､ T
p u

- 0 と して 場の

方程 式(2 ･5) と(2 ･7) 臥 次の ように α( p) の具体形 によ らな
い 方程 式に なる o

R
p u

- 2 p , p 甲, u , (2 ･8)

4



×

t
･

Q

)諾(
り
▲

b十

( x
2

-

y
2

) 訂 了
･ 鳥

d L,(:
2

p
-

p o ･g ln( 諾) ･

( x
2

- 1)(1 -

y
2
) d4 ,
2

(3 ･2)

こ こで 6 ､ p o お よび d は積分定数で あり､ q は､ 長さ の次元を持つ任意の 正 の

定数で ある ｡ パ ラメ ー タ △ は､

△
2
≡ 6
2
十 d
2
,
△ ≧o , ( 3 ･3)

で定義される定数である ｡

ス カラ ー ･

テ ンソル
･ ワイ ル解の特徴は, 計量に含まれる 2 つ の パ ラメ

ー タ

∂ と △ が､ 特別な値をとる とき ､ すで に知られてい る解に帰着す る こ とで ある

[1 7] ｡ まず､
d - 0(△ - ♂) の とき､ 解は,

一

般相対性理論の ワイル系列 の 1 つ で

ある V o o rh e e s の 偏長解[2 0] に
一 致す る｡ さらに 6 - 1 の ときは

､

x = 工 - 1
, y - c o s O

,
m - o

･

,

ロ
~

とする と ､ 次の ように解はシ ュ ワルツ シル ト解になる ｡

(3 ･4)

d s
2

ニ ー

(1
一 字) dt

2
･( ト y

l

d r
2
･ r
2

( dO
2
･ si n

2
o d4
2

) ･(3 ･5,

次に △ - 1 の とき ､ J u st 嘩標(x , 0) を次の ように導入する ｡

x -
左 -

･

1
, y

- c o s O , m - 6 o
･

･

q

5

(3 ･6)



3 .2 スカラ ー ･

テ ンソ ル
･ ワイル解の空間的無限遠方で の振 る舞い

この ときス カラ
ー

･ テ ンソル ･ ワイ ル解(3 .1) は､ スカ ラ ー
･ テン ソ ル重力理論

における球対称外部解に
一

致する o

d s
2
ニ

ー

(1
-

;)
6

di
2
･( 1 瑠)

~ 8

d x
2

･ x
2

( 1
一 打

6

(dO
2
･ si n

2
o d¢
2

) ･

(3 .7)

つ まり､
パ ラメ

ー タ △ は ､ 時空の 軸対称性(△ ≠1) と球対称性( A - 1) を区別

する重要な役割を持っ て い る . なお ､
シ ュ ワル ツ シル ト座標 r と J u s七座標 x と

の 関係は､ 次の よう にな る｡

r - x(1 溜
i#

(3 ･8)

さらに､ 6 - 1 の とき ､ スカラ ー 場は定数となり球対称外部解(3 .7) は ､
シ ュ ワル

ツ シル ト解(3 .5) に
一

致するo

最後に , △ - ∂ - 0 の ときは､ M in k o w s ki 時空になる ｡ 解の 関係 を図 1 にま

とめた｡

ス カラ ー 場が定数
d - 0( A - 6)

スカラ - ･

テ ンソル
･

ワイル解( a
.

,
A
,
6)

球対称
△ → 1

スカラ ー ･ テンソ ル重力理論で の

球対称外部解( q , 6)

一

般相対性理論 の

ワイル解( o
･

,
6)

球対称
A - す 1

シ ュ ワ ルツ シ ル ト解( cr - m )

ス カラ ー

場が定数
d - 0(♂ - 1)

図 1 : ス カラ ー
･ テ ンソル

･ ワイル解の系列｡
一 般相対性理論にお ける 静的軸対称解( ワ

イル解) とス カラ
ー

･ テ ンソル重力理論における球対称外部解を含む｡ そ れらは図中の パ

ラメ
ー

タ の取り方で シ ュ ワルツ シル ト解になるQ なお ､
M i n k o w s ki 時空は､ A - 6 - 0

で あるo

3 . 2 スカ ラ ー ･ テ ンソル ･ ワイル解の 空間的無限遠方で の振 る舞 い

ここ では ､ 解に含まれ る 3 つ の パ ラメ
ー

タ △､ 6 および o
･

の 物理的意 味を明

白にするために､ 空間的無限遠付近における ､ ス カラ
ー

･ テ ンソル ･

ワイル解 の

漸近形を調 べ る ｡

最初に ､ 漸近的 にシ ュ ワル ツ シルト座標 となる座標(㍗, ♂) を次 の ように定義

6



3 . 2 ス カラ ー ･

テ ンソル
･ ワイル解の 空間的無限遠方で の振 る舞い

する ｡

ヱ: A[u
2
･ v
2
･
i # ･ ( u

2
･ v
2
+
主謀)

2

一 等

l
I

2

)

]
(

i

?
9

.

'

,

(3 ･1 1)

(3 ･1 2)

∂

蒜瓦X
- 1

,
v - c o s O

,
m - 6 g

,

? ･( ト音)〈誓十(3
-昔)宗〉･

上記 の式(3 .9) - (3 .l l) は､
A - 1 の とき(3 ･6) 式に

一 致す る ｡ また､ 上記の式

(3 .9) - (3 .1 2) は､ 以下の要件のもとで 得られる ｡

( a) 方程式(3 .9) と(3 .1 0) は, Ⅶ o r h e e s の 偏重解の場合と同じ形[2 0] で あり､

△ - 6 に対 して x - r とした とき､ スカラ ー
･ テ ンソル ･

ワイル解の漸近

形は ､ V o o r h e e s の偏重解の漸近形 と
一

致する ｡ こ の とき､ g tt の漸近形は､

次の ようになる ｡

- - J ･芋 一言(
f
i
l
)(芸c o s

2
o 一芸)蛋+ o

,
(i) ･

(3 ･ 13)

( b) パ ラメ
ー タが △ - 1 の場合､ スカラ

ー
･ テ ンソル

･

ワイル解の漸近形は球

対称外部解の漸近形と
一

致するo こ の とき､ 9 tf の漸近形および ､ シ ュ ワル

ツ シル ト座標 r とJ u s七座標 x の関係は､ それぞれ次 の ようになる o

- 1 ･ 塑 ･喜γ
+

m

T
ニ

m
一

x

l
一

∫
u

l

野
■
以

壁
㍉

同
t
相
田

Q十

c

Q
E
l

㍉)
-
[

c

q
L

c

日
日

i

Z

q
円
u)
壁
㍉(Q+

n
E
T

が)
l
一

∫
u

3(+
り

竺
7{

(3 ･1 4)

(3 ･1 5)

( c) パ ラ メ
ー タ △ と 6 が ､ どんな値で も g tt と g oo の漸近形が ､ それぞれ次の

ようになる ｡

g o o

g tt

r
2

( 1 + 0
･

(芋) ･ o
.

(掌) 十0(質)〉, (3 ･16)

- 1 + 芋十0 ･

(誓) + a(害) ･ (3 ･1 7)

7



Ei =l

s

Q

-

=

6
6
4
. 昌=

=

1

1

6
6

s = . Q = .

図 2 ‥ 領域( 6 , A) において 非球対称性の尺度 Q
≡ (△

2
- 1)/ 6

2
とスカ ラ

ー

場 の大きさ

s ≡ △
2
/6
2

- 1 が
一 定になる線｡ 点線は ､ Q の値が

一 定の 場合を表して い る o 実線は ､

s の値が 一 定の場合を表して いる . なお ､ 6 > > 1 の領域で は ､
パ ラ メ

ー

タ領域の各点

で Q - S + 1 の 関係となる o 特に､ Q - 1 の場合は ､ 6 > > 1 で漸近的に S - 0 の 実線

( A - ∂) に近づく｡

式(3 .9) - (3 .1 2) によ り､ 空間的無限遠方におけるス カ ラ
ー ･

テ ンソル . ワイ

ル解の 漸近形は､ 次の ようになる ｡

d s
2
- -

[1
- 芋+〈喜(憲

一 1) +言(
仝岩)(芸c o s

2
o -

.
去))i] df

2

[1
2 m

γ

十(富
- 1) 訂d r

2
+ r
2

( dO
2
･ si n
2
odQ
2

) ,

･

m
･

7
･

17 .

1

2

( p -

p o) ニ ー

丁
-

7 g
2一

Ⅳ
■
刑
u

△
一

∂(
1
I

6

3
一

2{｣ -

( 告)(芸c o s
2
o 一言))掌･

(3 .1 8)

(3 ･1 9)

こ の 結果か ら､ ( d/♂)
2
- △
2

/∂
2

- 1 で ある こ とに注意す る と ､ 解の 漸近形 に

含まれて い るパ ラ メ
ー タ △､ 6 お よび c r は､ △

2
/ 6
2

- 1 ､ ( A
2

- 1)/ 6
2 お よび

m ( - 6 J) と い う形で現れ､ それぞれス カラ
ー 場 の 大きさ ､ 時空の非球対称性､

な

らびに質量を意味して い ると解釈できるLo 重要な こ とは､ gtt に含まれる非球対

称性は､ ニ ュ
- トン重力ポテ ンシ ャルの 4 重極 モ

ー メ ン トと解釈で き る ことで あ

る . 図 2 に ､ ′1
o

ラメ
一 夕領域(6 , A ) におい て 非球対称性の 尺度 Q

… ( △
2

- 1)/ 6
2

とスカ ラ ー 場の 大きさ S ≡ △
2
/ 6
2

- 1 が 一 定 になる練を示 した o

8



3 . 3 特異点の 接近方向依存性

3 .3 特異点 の接近方向依存性

スカラ ー ･

テ ン ソル ･ ワイ ル解は､ x = 1 で特異点を持ち ､

一

般には､ V o o r h e e s

の 偏重解と同様な定性的特徴 を持つ裸の特異点で ある . その 空間的な トポロ ジ
ー

臥
一

般には S 2 であるが ､ A - 1 ､ 6 ≠1 の とき x
- 1 は､ スカ ラ ー

･

テ ンソル

重力理論 の球対称外部解にお いて x - 6/ 2 m に対応し､ 光的特異点で ある o この

特異点は文字通 り ｢点｣ で あり
,
したがっ てその トポロ ジ

ー は S 2 ではない o さら

に △ = ∂ = 1 の とき
､ ∬ = 1 は事象の 地平面 γ - 2 m に対応し､ その トポロ ジ

ー

は再び S 2 に な るo こ の とき ､ 真の 特異点 r = 0 は､ 事象の地平面によっ て 隠さ

れる . さて ､ △
2

≠ 1 の とき ､ 特異面 x - 1 におい て ､ 2 つ の 極､
つ まり y - 1

と y
- - 1 は ､ 以下で示され るように接近方向によっ て は､ 特異点にならな い場

合がある ｡

ス カラ ー
･ テ ンソル ･ ワイル解において ､ 曲率不変量 R P

U O V R
p u o 7,
は ､ 次 の よ

うになる .

R P
U q P R

p - p
- 芸(x - 1)

2(6 - △
2

- 1) ( x ･ 1)
- 2( 6 ' A

2
+ 1)( x

2
-

y
2

)
2 △
2

~ 3
×

ト4 △
4
6
2

( 1 -

y
2

) + 4 △
4
6 x (1

-

y
2

) - 3 △
4

( x
2

-

y
2

)
+ 8 △

2
6
3
x

(諾
∩

d
2
A4

(
l

ト y
2

卜 2 △
2
6
2

卜4 + 3 y
2

- 6 y
2
x
2
十 7 x
2

)
即
v
十
2

- 2 x
2

卜 76
4

( a:
2

-

y
2

)
- 86
3
x (1 + y

2
- 2 x
2

卜 46
2

( 1 -

y
2

- 3 T
2
+ 3 x
4

)] ･ (3 ･2 0)

こ こで は ､ 簡単な例と して ､ ( x , y)
一 面上 におい て y - x

- ( x - 1)
α

によっ て

与 えられた経路 を用 いて考察する｡ こ こで ､ 指数 α は定数で あるが ､ 経路に沿っ

て不等式 x > 1 と y < 1 が成立するために条件o < , α < 1 が加わる o 次に ､ 曲

率不変量(3 .2 0) を見 る と､ こ れは､ 以下の ような発散項 と経路 に沿 っ て 正則な

( T , y) の多項式 との積で ある こ とがわかる o

( x - 1)
2( 6

- △
2

- 1) ( x -

y)
2 △ 2 - 3

- ( a - 1)
K

,

K ≡ ( 2 A
2

- 3) α - 2( △
2

- 6 + 1) ･

(3 ･2 1)

これから､
∬ < 0 の とき､ 曲率不変量(3 . 2 0) は､ 経路に沿っ て発散する こ とがわか

る ｡
一 方 , K ≧ 0 の とき､ 曲率不変量(3 .2 0) は､ 経路 に沿っ て時空の特異点に遭遇

しない こ
.
とがわかる o こ こ で注意す べ きこ とは, △ の定義: △ ≡ ノ貢ぎ了

~

扉 ≧l6l
により､ 不等式 △

2
- 6 十 1 > 0 がつ ねに成立す るこ とで ある o したがっ て ､ 指数

∬ の符号は ､ 次の よう に係数 2 △
2

- 3 の 符号に依存する ｡

( a) 2 △
2

- 3 ≦ 0 の 場合

任意 の 正 の定数 α に対 して ､ 経路に沿っ て指数 K は､ つ ねに負で ある ｡ よ っ

て ､ 極 ( x , y) - (1 , 1) は ､
つ ねに時空の 特異点になる o

( b) 2 △
2

- 3 > 0 の 場合

定数 α が ､ α ≧ αo … ト (2∂ - 5)/( 2 △
2

- 3) > 0 を満足する とき､ ∬ ≧ o
が成立 し ､ 経路 に沿 っ て極( x , y) - (1 , 1) は ､ 時空の特異点 にならな い o

9



こ こで ､ 指数 ∬ が正 になるために必要なパ ラメ ー タ △ と∂の条件をまとめる ｡

まず､ 上記の 場合分 けか ら条件 △
2
> 3/2 が必要で ある ｡ 次 に ､ 不等式∂ < 5/ 2

が成立する と き ,
上記(ち) で 定義されたパ ラ メ

ー タ αo は､ つ ねに 1 より大きく

なり､ α につ いて の条件o < α < 1 が成立 しない ｡ したが っ て ､ 指数 ∬ が正 に

なるために は,
2 つ の条件△

2
> 3/ 2 と∂≧ 5/ 2 が 同時 に成立 しなけれ ばならな

い . これは､ △ ≧ 6 で ある こ とを考慮する と､ △ ≧ 6 ≧ 5/ 2 を意味する o さて ､

別の見方をすれば､ αo は, △ と 6 の関数と考えられるo 上記 の条件 △
2
> 3/ 2 と

6 ≧5/ 2 の も とで ､ αo は､
△ と 6 の単調関数で あり､ A - 6 - ( 5 + J T6) / 2 に

おい て最小値 αo - (1 + v i5) /6 を持つ o その 結果 ､ 0 < α < ( 1 十 J T6)/ 6 の 場
合 ､ α < α｡ となり､ 指数 K は､ 任意の △ と 6 に対 して ､

つ ねに負に なる c

§4 光的測地線と光学的スカ ラ
ー

の解析

この節で は､ 解析的手法に よっ て ､ ス カラ
ー

･ テ ンソル
･

ワイ ル解にお ける

回転の ない光的測地線ならびに光学的スカ ラ
ー の性質を調 べ る｡ 今後､

パ ラメ
ー

タ6 を非負と して ､ m ≡ 6 o
1

>
_

0 が成立して い る とする ｡ した が っ て ､ スカ ラ ー ･

テ ンソル重 力理論におけるパ ラメ
ー

タ の範囲は､ 0 ≦6 ≦ △ で あり ､

一

般相対性

理論 の場合は､ 0 ≦∂ - △ となる ｡

4 .1 光的測地線の解析

ノヽ ′ヽ
∧ J ヽ

光的 ベク トル l
^

p に対 し ､ 鮎uI PI
U
- A
2
( p) 9 p uI

PI
U
- 0 な の で , 共形変換 に

対 して 光的 と い う性質 は不変で ある o そ こ で, 5 で の幾何学量 と し
て 光的測地

線 鳥p - d x P/ d v を考えよう o こ こで v は､ ア フィ ンパ ラメ
ー タで ある ｡ こ の と

き g で の 光的測地線 k 叫ま､ 次の ように与えられる o

d 入 - A
1 2
d v , k

P
- 蛋 - A

2 k p - 鴨 島p - 去k
α
∇
α
k P - 0 ･ ( 4 11)

スカラ ･

テ ンソ ル
･

ワイル解に つ い て は
一

般の 光的測地線 の解析は困井であるo

と こ ろが ､ 初期条件として y - 0 ､ dy/ d 入 - 0 を選 ぺ ば光的測地線 臥 赤道面

y
- o からはずれ る こ とがない ｡ また､ 赤道面で は､ 球対称時空 で用

い た解析的

手法が使える とい う利点もある . そ こで ､ 赤道面 封 - 0 上 で の特別な光的測地操

に着目し考察する ｡ こ の とき光的測地線の 方程式は､

琉′2 = 1 -

q
2 ( x 2 - 1)

( 謡)
6

,

( 謡)
26

= 1 -

_
T
(
s

x, ,
｡4 . 2)

J
2
( x
2 - 1)

に帰着され る . こ こで ､ 記号 r
･｣ はア フ ィ ンパ ラメ

ー タ 入 で の 微分を表 し､ 定

数 h は､ 衝突係数で ある o また ､ W は x の 関数で

d x 1
_ = .

. -

d W c r( 品)
午

,

1 0

によっ て定義され る[1 7] ｡

( 4 ･3)



4 . 1 光的測地線の解析

興味ある特別な軌道の 1 つ は､ 円軌道 x c であり､ それは､ W - 0 と d V/ d x -

0 から決まるが ､

一

般相対性理論の 場合 と異なり､ 領域 x > 1 で の 円軌道 x c は､

♂ > 1/ 2 の条件を満足する ときのみ存在する こ とが知 られて い る[1 7] ｡

x - x
c
≡ 2 6 , 1 - 6 ,妄 (4 ･4)

また､ ♂ - 1/ 2 は､ 臨界値で あり､ ∂ < 1/ 2 の場合は､ 後で示され るように ､ 多

くの 幾何学量が ∂ > 1/ 2 の場合 と比べ て ､ 非常に異なっ た特性を示す ｡

漸近的な領域 γ > > m (第 3 .2 節 : 参照) で は､ 測地練方程式は ､ 次の ように

近似され る ｡

(蛋)
2

- - 質(1
一字) +( トg)(蛋

- 1)誓. a(蛋) ･ (4 ･5)

以下に ある シ ュ ワルツ シル ト時空の 厳密な結果 と比較す ると ､ 補正項が(4 .5) 式
の 第 3 項目に現れて い るのがわかる ｡

(芸)
2

- 1 -g(1 一字) ･ ( 4 ･6)

光的測地線の方程式(4 . 2) により ､ 光線の屈折角 α は､ 次のように与えられる o

α( x o) - 2/x㌘
I

.:
_

-

i
.

-
辛

諒三(諾)
26

(㌍壬)
~ 2 6

- 1

d x - 7T .

( 4 ･7)

こ こで ､
パ ラメ ー タ x o は､ 重力源に最も近づいた ときの x の 値で あり､ 衝突係

数 九 と次の ような関係に ある ｡

h - J - ( 設)
5

･ ( 4 .8)

屈折角は ､ 散乱軌道に対して の み定義される量なので ､̀ 6 < 1/ 2 の場合に許さ
れ る x o の 範囲は､ x o > 26 で あり､ 6 < 1/ 2 の 場合 には ､ x o の 範囲は､ x

o
> 1

となる ｡ したが っ て ､

h , h * -I;:
散乱軌道 とな る衝突係数の範囲は ､ 次の ように なる ｡

l l

(∂ > 1/ 2)

(♂ - 1/ 2)
(6 < 1/ 2) ,

m - 6 J ≧ 0 , ( 4 ･9)



4 . 1 光的測地線 の解析

た とえば､
♂ - o .53

,
0 .7

,
1 .0

,
1 .5

,
2 .0 の とき､ 九*/ 2 m は､ それぞれ 2 .1 6 1

,
2 ･5 43

,

2 .5 98
,
2 .6 6 7

,
2 .69 0 と い う値 になる . 座標 x は､ 散乱軌道に沿っ て ､

"

近日点
"

x -

x
o
まで減少 し､ その後増加する o

シ ュ ワルツ シル ト時空の場合は､ 屈折角 α( x o) を解析的に求める こ とは で き

ない ｡ と こ ろが ､ スカ ラ ー ･

テ ンソル
. ワイル解の 場合 , 以下の 特別 なパ ラメ

ー

タ6 ､ △ に対 し ､ 屈折角 α( x o) を解析的に求める こ とがで きる(A p p e n di x D) o

( a) ♂ - o
,
△
2
- 2 Ⅳ ( 〟 - 1

,
2
,
3
!

- ･) の とき

t

;ニ)ロ諾(α
( - I) P(2p - 1)!!( N - 1)!

2 P( N -

p
- 1)!(p!)

2
3;
o

2 p

N - 1
.
3( N - 1)( N - 2)
16 x o
4

(4 ･ 1 0)
これは , m = 0 の場合 に対応して い る. 図 3 a に ､ 6 - 0 ､ N - 1

,
2
,
3
,
4 の

場合 の屈折角を示 した｡ 図3 a より､ どの ような Ⅳ に対 して も､ 屈折角 は

負であり､ x o の 単調増加関数で ある こ とがわかる o また､ 屈折角は ､ N の

単調減少関数で ある o

( b) ♂ - 1/ 2 , △
2
- 4 エ + 2 (エ - 0

,
1
,
2
,

- ) の とき

(i) エ - 0 の場合

ニF
ロ
Q
諾

T

5
'

x o + 1

)9 - 1

[芸si n
- 1

よ 十 1]
- 1〉

> 0 (Le o - 1)

2
I

云
-(2 一芸)去 ( x o , , 1) ･

1 2

( 4 ･1 1)



4 .1 光的測地線の解析

(ii) エ ≧ 1 の場合

J L( x o) - ∑∑

A
p( x o)

B
p(3 :o)

x o + 1
4 L + 1

ni jo ETo ( 2 L
- 2 n)!(2 n

- k)!k!

.

L

t l
1 2

$
1

(2 L)!
十 ∑ ∑

I L( x o)
-

7T
,

叩( x o)
2( L

-

n )
i( x o)

k
A e( x o)

nfjo 乏岩(2 L
- 2 n - 1)!(2 n - k + 1)!k!

( 2 p - 1)!!

(2 p)!! 〈盲+ si n
- 1 ⊥7T

.r u + 1

櫛
pS ( 2 p - 2 r - 2)!!

.T
o + 1

r7( x o)
2( L -

n) ~ 1
E( x o)

k
B e( x 一

( 2 p - 2 r - 1)!!( x o + 1)
2 p

- 2 r - 1

( 2 p)!! 麻 ぞ､ (2 p - 2 r - 1)!! 1

(2 p + 1)!! x
o + 1 (2 p - 2 r)!! ( x o + 1)

2 p
~ 2 r

'

こ こで ､ 巾 o) と E( x o) は､ r7( x o) - 2/( x o + 1) ､ E( x o)
x
o

2
で あり､ また ､ e = L + n - k で ある o

( c) 6 - 1/ 2 , A
2
- 4 L + 4 ( L - 0

,
1
,
2
,

- ) の とき

α( x o) ニ ー 2 櫛 [
L 2 n + 1

J L( x o) - ∑ ∑

.T
o + 1

x o( x o + 2)

(2 L + 1)i

4 エ+ 3

nff. ft. ( 2 L
- 2 n)!(2 n - k + 1)!k!

L 2 n

+ ∑∑
(2 L + 1)!

(4 .1 2)
1 - 2 x

o

-

J L( x o) -

7T
,

q( x o)
2( L -

n)
E( x o)

k
A e . 1( x o)

n( x o)
2( L

~

n ) ' 1
E( x o)

k
B e( x o)

( 4 ･1 3)

ni t. kit. (2 L
- 2 n + 1)!(2 n - kラ碩

ヽ

こ こで ､ e - L + n - k で ある｡ また ､ 関数 n( x o) ､ i( x o) ､ A p( x o) およナ t
l

L
h
T･1 / ヽ ヽ ｣ 1

_
f l ヽ _ T ロ ^ 1 ナー.･- † ヽ tTt h h ､ r _ .･び B

p( x o) は ､ (b) の場合と 同じ関数で ある ｡

上記(b) と ( c) は ､ 6 - 1/ 2 か つ △
2
- 2 N ( N - 1

,
2
,
3
】

･
･ ･) の 1 組にまと

められる c 囲 3 b に､ 6 - 1/ 2 ､ N - 1
,
2
, 3 , 4 の場合の 屈折角を示 した . 図 3b か

ら､ 屈折角 の グラ フには , E - 1 ･ 1 - 1 ･4 において極値 の存在がみられ る . これ
は

､ 衝突係数の減少関数で ある シ ュ ワルツ シ ル ト時空の場合の屈折角とは ､ 対照
的である o 注目すべ き こ とは ､ N が 1 以外 の とき､ 小さな衝突係数に対 して

､ 屈
折角が負にな っ てい る ことである ｡ 負の 屈折角の 存在 は

､ 光線の
"

反射
"

を示し
ており､ こ の 特異な振る舞い に対す る条件 につ いては

､ 第5 節で考察す る ｡

1 3



4 . 2 光学的スカ ラ ー 量の解析

α (°eg) (a) N = 1 ,2 ,3 ,4 α(d e g) (b) N = 1 ,2 ,3 ,4

図 3 : いく つ かの特別なパラメ -

夕(6 , A) に対する ､ 屈折角の解析軌 横軸はE( x o) で
ある o こ こ で (( x o) は､ c o s ぐ - 1/ ∬o で 定義され ､ そ の範囲は, o ≦ぐ≦ 7r/ 2 で ある o 縦
軸は､ 屈折角 α( m o) で あり､ 単位は[圃 で あるo 図( a) は 6 - 0 , △

2
- 2 N の場合､ 図

(b) は ､ ♂ - 1/ 2 , △
2
- 2 〃 の場合であり､ 細い実線は Ⅳ - 1 , 短 い点線は Ⅳ = 2 ､ 長 い

点線は N - 3 ､ 太 い実線は N = 4 の場合を､ それぞれ表して い るo

4 . 2 光学的スカラ
ー

量の解析

時空の局所的な放何学的性質は､ 計数テ ンソルの 2 階微分を含む R ,i e m a n n 曲
率テ ンソル で表され る o R i e m a n n 曲率テ ンソル は､ ニ ュ

- トン霊 力における潮

汐力に対応するので ､ 光的測地束に対する光学的スカ ラ
ー

盈の 解析は ､ 時空 の

局所的な構造を理解する のに有用プ ある ｡ まず, 次の 性質を持 つ 光的テ トラ ド
′ヽ ′ヽ ′ヽ ノヽ

( E (1) , E(2) , E (3) , E( 4))
- (良, rh ,毛,毛) を串入する o

^
′ヽ ′

ヽ

k P v
p
E
(
u

a)
- 0 , 鮎〝E(

P

a)
A
(

u

b)
- 一 郎b

2
- 62 6b

l
+ 6S 6b
4
+ 6g 6b

3
･ ( 4 ･1 4)

こ の とき, 光学的スカラ
ー

0
^

と 3 は次のように定義され る Q

o - や
p
L- uipi

u

,
3 - や

p
鳥uip i

;
v

. ( 4 .15)
′
■
ヽ

こ こで 0
^

は､ 光的測地線束の面積膨張率(E x p an si o n) ､ 複素数a
-

は歪み率(S h e a r)
と､ それぞれ呼ばれて いる o

光的ベ クトル鳥p とip の共形変換を k 〃 = A
2k- p ･ とt P = Af p として ､ E i n st ei n

系で の光学的スカラ
ー

0 と q を

o - A
2
o
^

- k P v
p
l n A

)
q - A

2
a

･

,

で定義すると 0 と q に対する光学的ス カラ
ー

方程式は､

dO

㌫
d u

㌫

･ o
2
･ ! ql
2
ニ ー妄R p v k P k

U
≡

- 7a
,

( 4 ･16)

(4 ･1 7)

十2 0 q ニ ー R
p c w p k

P
k
u ㌘評 ニ ー c

p α uβk
P k
U ㌘辞 ≡ F

, ( 4 ･18)

となり
,
B r an s - D i ck e 系で の 0

'

と a
-

に対す る光学的スカラ ー 方程式 と同じ形 にな
る o こ こで C

p α v p は､ W e yl 曲率で ある ｡ 今後､ 光学的スカラ
ー

方程式の右辺 に

現れ る7i を R ic ci 項 ､ F を W e yl 項と呼ぶo
Ei n s 七ei n 系で の 場の 方程式(2 .7) を用 いる と Ri c ci 項は

7a - 4 7T T
p u
k P k

u

+ p II P u k
P k
u

?

1 4

(4 ･1 9)



4 . 2 光学的ス カ ラ ー 量 の 解析

となる o したが っ て
､ R i c ci 項 7a は物質場およびスカラ

ー 場の 局所的な分布に支

配されて いる量 で ある o それ に対 して W e yl 項 F は W e yl 曲率によっ て 与えら

れ､
ニ ュ

ー トン重力に おける潮汐力に対応する .

■
ヽ

′
ヽ

′
＼

J
I

-
ニご

t

,
t

I

l ′

ヽ
ノ

ヽ
′

ヽ
ヽ

′

-
_ _

-
一

D y e r は､
一

般的な静的球対称時空での 光学的スカラ
ー 方程式の 一 般解を求め

て い るo 詳細は A p p e n di x F で 述べ るが､ W e yl 項 F と歪み率 o
･ は､ 一 般性を

欠くこ となく実 数で あるとみなせ る｡ スカラ ー ･ テ ンソル ･ ワイ ル解は, 軸対称

時空で あるが ､ 赤道面 y - o 上の光的測地線に関して は､ D y e r の手法を適用で

きる o そ こ で ､ 次の 式で定義される ､ 新しい光学的スカラ
ー 畳 C + と C _ を導入

する ｡

孟1n C . - 0 ･ q , 孟1n C -

- 0 -

q ･ ( 4 ･ 20)

こ の とき､ 光学的ス カラ ー 量 C + と C _ に対する方程式が､ 次の ように書き換え

られ る｡
d

; ^
C

,

I
- (

一 花 . F) C . , 覧 - ( 一 花 - F) a - ･ (4 ･ 2 1)

式(4 . 2 1) は､ 測地線偏差の 方程式に相当し､ Ei n s七ei n 系における無限小 の像の 主

軸の 大きさは ､ a + と C 一 によ っ て表される. また
,
E i n s t ei n 系における C j = に

対する共形変換を,

′ヽ

c i -箸 (4 ･2 2)

と定義する o

こ の と き ､ B r a n s - D i ck e 系における e + と e _ に対する方程式は(4 .21) 式 と
同じ形に なる ｡ なお ､ E i n s七ei n 系における R i c ci 項 7% および w e yl 項 F に対す
る共形変換は ､

7a - A
4
7i - (k P v p l n A)

2
+ k
u

k P v
u
∇
p
l n A

F = A
4 f

1 5

となる ｡



4 . 2 光学的ス カ ラ
ー 量の解析

C _

ス カラ
ー

･

テ ン ソル
･ ワイル解の 赤道面 y - 0 上で の ､

R i c ci 項 R( x) , およ

び W e yl 項 F ( x) は､ それぞれ次の ようにな る( A p p e n dix F ､ R ef ･[17]) ｡

7a( a)
△
2

- 6
2
1

J
2
x
2
( x
2

- 1)

△
2

- ∂
2

( x
2

- 1)
2

1 1

( 孟)
△
2

[1
一 窯(諾)

28

]
(k
l

)
2
, k
l
-

d x

瓦
'

o
12
∬
3
( x
2

- 1)( 孟)
△
2

× i ( x, ,

(4 ･ 2 5)

♂( △
2

- 1)

･#9;(諾)
2b

-

( 6( △
2

- 1,
-

( △
2
十 26
2

, x 十 36 x
2

) ･ (4 ･2 6)

こ こで ､ h は､ すで に述 べ たように衝突係数で ある o
一

般相対性理論 △ - 6 の場

合は､ 7a( a=) - 0 となる . 漸近的な領域 x > > 1 で は ､ 7a( x) と F ( x) が m / r の幕

で ､ それぞれ次の ように表される ｡

7a( x) -

m
2
( △
2

- ∂
2
)

(ぎ2 r
'

1

F ( x) - 響( 1
2
m5

2∫
U+

2
A4m

c

q
L

c
2
A

…

r

十

＼

ー
ノ

12△
c

q
L

%

(4 ･2 7)

m
3

r
5

▲

(4 ･2 8)

こ こで ､ γ は , (3 .9) - (3 .1 2) 式で定義された座標 である o

す ぐに気が付く こ と 札 R i c ci 項 の 値が､ 7a( x) ≧ 0 の範囲となっ て い る こ と

である ｡ また､ 最接近点 x - x o で は､ k
l
- o となる ので ､

必ず7a( x o) - 0 とな

る o W e yl 項 に つ いて は ､ 必ずしも正の 値になる とは限らず､ 光の 軌道 に沿っ て

負の値になり得 るo 第 5 節の 数値的な研究により
､ W e yl 項が R i c ci 項よ り有効に

働 い て い る こ とか ら, W e yl 項の 定性的な性質に従
っ て ､
パ ラメ

ー タ領域(6 , A)

を以下 のよう に分類して い く｡

シ ュ ワル ツ シルト時空 6 = △ - 1 の とき ､ W e yl 項(4 ･ 2 6) は､

F( x) -
3 h
2 3 m h

2

q
4( x + 1)

5 γ
5

I (4 ･ 2 9)

となる . こ の とき ､ W e yl 項( 4 ･29) は ､ 次の ような性質を持? こ とがわかる ｡

A l 散乱軌道 x > ∬o に対 して ､ 厳密に正定借 をとる o

16



4 . 2 光学的ス カラ
ー 量の解析

A 2 座標 x に対する ､ 単調減少関数である ｡

A 3 散乱軌道に沿っ て ､ 最接近点 £ - x o で 最大値 となる o

上記 の性質の ため､ 最接近点付近の W e yl 項が､ 最も光線に影響を与えて い る

と単純 に推測で きる ｡ こ の 理由により､ まず, 最接近点における W e yl 項 ダ( x o)

の定性的振 る舞いによって ､
^
Q

ラ メ
一 夕領域(6 , A) を分類す るo 式(4 ･8) と(4 ･ 26)

から, F( x o) は

F(諾 o)
1 1

c r
2
x
o

3( x o
2

- 1)( 薮)
△
2

i( x o, ,

I( x o) - 3 6 x o
2

-

(△
2
十 26) x o + 2 6( △

2
- 1) , (4 ･30)

となる . 最も興味深も に とは､
T
o
- X F 十 と T o

- X F - に対 して F( x o) - 0 とな

る こ とで ある ｡ こ こで ､

x F 土
- 去〈(△

2
+ 2 6
2

) 土 Jj5) ,
D - (△

2
- 106
2

)
2

- 2 46
2

(2 6 - 1) (2 6 十 1) ･ (4 ･3 1)

で あり､
･x F 土 と D は､ それぞれ二 次方程式 f( x o) - 0 の解と判別式で ある ｡ と

ころが ､ 実際の 散乱軌道上におい て ､ i( T o) - 0 の解が存在す るか どうかは､ 次

の 条件を考慮 しなければならない ｡ つ まり, 解 ｡ o が実数値で あるかどうか､ さ

らに 6 > 1/ 2 の 場合は, 条件 x o > 2 6 ､ また 6 ≦ 1/ 2 の 場合は､ 条件 x o > 1 が成

立す るか どうかを調 べ る必要がある ｡ そ こで ､
これらの 条件を満たす解 ∬o の個

数 をも とに ､ パ ラメ
ー タ領域(6, A) を以下の ように分類する o

( a) 領域 ∂ > 1/ 2 の 場合
こ の とき､ x F j = が実数で あるためには､ 判別式 D が正あるい は 0 になる必

要があり､
こ の条件は､ △

2
≦ △ _

2
の 場合､ ある い は △

2
≧ △十

2
の 場合に

満足する ｡ こ こで ､

A
2

j =
- 1 06

2
i 2 46 2 (2 6

- 1) (26 十1) I (4 ･32)

で ある o 領域が 6 > 1/ 2 の 場合には､
△
+
2
と △ -

2 は ､ つ ね に正 で あり､

さ らに ､ 関係式 0 < △ _

2
< △+

2 を満足する こ とがわかる ｡ また ､ 領域

6 > 1/ 2 におい て ､ 解 x o が散乱軌道上 に存在す るためには､
さ らなる条

件 ∬｡ > 2∂ が成立す る必要があり, こ の 条件は､ △
2
≧ △ +

2
の 場合 に

の み成立 し､ △
2
≦ △ _

2
の場合には ､

つ ねに破れる こ とがわか る o また ､

x F _ < 26 < x F + 臥 起 こり得ない こ とがわか る o 方程式 △
- A
+
と

5 - 1/ 2 ､ 臥 パ ラメ
ー タ嶺域(6 , △) における 臨界線を示 しており､ そ こ

で は ､ それぞれ x F + - X F - と △+
2
- A -

2 が成立す る o ま とめる と ､

∂ > 1/ 2 の領域は､ 次の 2 つ の 領域に分類される:

1 7



4 .2 光学的スカラ
ー 量の解析

(i) △
2
< △+

2

こ の とき ､

こ で ､ 条件 6 > 1/ 2 と
y

△
2
< △ +

2
で決 まる こ の 領域 を領域 N A ( N :

n o n e) と呼ぶ こ とにする ｡

方程式 F( x o) - 0 は , 条件を満足す る解を持たな い c そ

(ii) △
2
> △十

2

こ の とき､ 方程式

が存在する ｡ そ こ

F( x o) - 0 には､ 条件を満足する 2 つ解 x F +
と 3: F -

で , 条件∂ > 1/ 2 と △
2
> △十

2
で決 ま る こ の 領域

を領域 Ⅱ(Ⅱ‥七w o) と呼ぶ こ とにする o

( b) 領域 0 < ∂ < 1/ 2 の場合

この とき､ 2 次方程式 f( a
･

o) - 0 に 札 つ ね に 2 つ の 実数解 3 ; F ･ と x F -

が存在する . なぜなら､
こ の 2 次方程式の 判別式 D tま､ 0 < 6 < 1/ 2 に対

して ､
つ ねに正定借となるからである c また ､ こ の領域におい て ､ 解 x o が

散乱軌道上 に存在するために 臥 さらなる条件
x
o
> 1 が成立す る必要が

ぁるが ,
x F _ は ､

つ ねに 1 以下である こ とがわかる o
一

方､ x F +
に 関して

は､ ∂ < △
2 の とき x F + > 1 となる こ とがで き､

∂ - △
2
によっ て定義され

る 新し い臨界線上で は ､ x F 十
- 1 が成り立つ こ とがわかる ¢ まとめ る と､

o < ∂ < 1/2 の 額域は､ 次の 2 つ の場合に分類される‥

( i) ∂ < △
2

この とき､ 方程式 F( x o) - 0 に は､ 条件を満足す る 1 つ の 解 x F . が

存在する . そ こで ､ 条件O < 6 < 1/ 2 と 6 < △
2
によっ て決まる この

領域を領域Ⅰ(I: o n e) と呼ぶ こ とにする o

(ii) ∂ > △
2

こ の とき , 方程式 F( x o) - 0 は､ 条件を満足する解を持たな い ｡ そ こ

で ､ 条件0 < ∂ < 1/ 2 と ∂ > △
2
によっ て決まる こ の簡域 を領域 N B

と呼ぶ こ とにす る｡

( c) 境界線∂
- 1/2 の 場合

こ の とき､ 領域 △
2
> 5/ 2 で は , 条件に合う 1

つ の解 x F ' - 2(△
2

- 1)/ 3

が存在す るが , 領域 △
2
≦5/ 2 に対 して は､ 条件に合う解

が存在しない o

( d) ♂ - 0 の場合
こ の と き､ 正 の 値をとる任意の △

2 に対 して ､
F ( x o) は､ 負になる o

上記の分類の 結果 を､ 図4 に示 したo

次に ､ 座 臥 ( x ' x o) の 関数と して の ､ W e yl 項 F( x) の振 る舞い を図 5 に示

した o 座標 ∬ が最接近点 ∬o に到達した ときに F ( x) の グラ
フは終わ る o 衝突係

数 h が大きい とき, F( x) は､ シ ュ ワルツ シル ト時空の 場合と同 じ特徴(A l
- A 3)

を持つが ､ 小さな h に対 しては ､ 次の ような全く違う特徴 B l
- B 3 が､

W e yl 項

F( x) に見られたo

18



4 .2 光学的ス カラ
ー 量の解析

図 4 : 本文中に述べ られた条件を満足する, 2 次方程式 f(x o) - 0 の解の個数によっ て

パ ラメ
ー

タ僚域(6, A ) を､ 4 つ の蘭域(N A ､ N B ､ Ⅰ および Ⅱ) に分類したQ 横軸は, 6 ､

縦軸は △ を表しす｡ スカラ ー ･

テ ンソル
･ ワイル解は､ 不等式 △ ≧ 6 が成り立 つ範囲

にある ｡ また､ 領域を 4 つ に分ける臨界線∂ - 1

れ て いる D こ こで ､ A + は ､ △
2

+
- 1 0 6

2
+ 6

2 , 6 - △
2
および △ - △ + が図示さ

2 4 (26
- 1)( 2∂+ 1) . で ある ｡ なお ､ 2 つ

の特別な点, (6 , A) - (0 , 0) と
'
(6 , A) - (1 , 1) は ､ それぞ れ M in k o w s ki 時空と､ シ ュ

ワルツシル ト時空の位置を表して いる o また､ 第 5 節で は､ 4 つ の領域のそれぞれから

典型的な具体例を選び､ 数値計算をするが ､ そ の具体例を × 印 によ っ て示 した｡

B l 負になる ことがで き, 散乱軌道 x > x o に対して ､ F( x) - 0 の解の最大の個

数は2 個で ある ｡

B 2 極値を持つ こ とがで き､ x > x o に対して ､ 極値の最大の 個数は 2 個である o

B 3 散乱軌道に沿っ て ､ 必ずしも, 最接近点 ∬ - ∬
｡
で 最大値 をと る とは限ら

ない ｡

そ こで ､ 数値的に関数 F( I) を調べ ､ 解の個数( B l) と極値の個数(B 2) に よっ て

/ 1
o

ラメ 一 夕領域(6 , A) を分類したo その結果を､ 図 6 にまとめ､ 図 4 で なされた

分類 と比較した o
-

図6 a では ､ F( x) - 0 の解の最大の個数を記号 * と + によっ

て示 した｡ 記号 * によっ て記された領域は､ 解の個数が 2 個となる衝突係数 九

が､ 少なく とも 1 つ 存在する ｡ 記号 + によっ て記された領域は ､ 解の個数が 1

個となる衝突係数 九 が, 少なくとも1 つ 存在 し､ 解の個数が 2 個 となる衝突係数

h はない o 無印の領域は､ どんな衝突係数 h に対して も､ F( x) - 0 の解が存在

しな い ｡ 図 6 乱 の場合 と同様に ､ 極値の 最大の個数によっ て分類した結果 を図6 b

に示した ｡ つ まり､ 極値が 2 個の場合は * ､ 極値が 1 個の 場合は + ､ 極値が存在

しない 場合は､ 無印で示 したo す ぐわかる ことは､ 図6 a ､ b によ っ て 分類された

領域と ､ 前述図 4 によっ て分類された領域には､ 高い 類似性がある と いう こ と

で ある ｡ 次節で ､ 光の伝搬と重力レンズ効果のさまざまな性質が､ 図 4 で示され

た分類と密接な関係にある ことが数値的に示され るであろう｡
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4 . 2 光学的スカ ラ ー

量の 解析

(a) A = 2 .0 . 8 = 0 . 7
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1 1 . 2 1 , 4 1 .6 1 .8 2

X

(d) A - 2 . 5 ,8 = 0 .5 5

1 1 .2 1 . 4 1 . 6 1 . 8 2

X

図 5 : 座標 x ( x > x o) の 関数として の ､ W e y l 風 F( x) の振る舞い o 典型 的なJ てラメ
~

夕(6 , A ) として次の値 を, 図示 したo ( a) 額域 N A
: (6 , A ) - (0 ･7

,
2 10) (b) 額域 N B ‥

(6 , A ) - (0 . 3 , 0 .3) ( c) 領域 Ⅰ: (6 , A) - (0 ･4 5 , 0 ･8) (d) 領域 Ⅱ ‥(6 , A) - (0 ･ 5 5 , 2 ･5) ｡ 印 ｡

は ､ 最接近点 L ･ - X o における F( x) を示 して い る ｡

4
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ク
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図 6 : W e y l 項 ダ( x) の定性的性質による/てラメ
一 夕領域 (6, A ) の分類: ( a) F ( x)

- 0

の解の最大の個数による分類o (b) F ( T) の極値の最大の個数に よる分類o これらの 図
の

詳細は ､ 本文中で説明した .
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§5 光的測地線と光学的スカラ
ー 量の数値計算結果

こ こでは､ 光的測地線と光学的スカ ラ
ー 量の さまざまな数値計算結果を示す｡

5 . 1 計算準備

スカラ ー ･

テ ンソル重力理論には､
3 つ のパ ラメ ー タ c r , 6 ､ △があるが､ シ ュ

ワルツシルト時空と比較するとい う意味で ､ 長さの単位として ､ m ≡ 6 o
1 を選び､

パラメ
ー タの 数を 2 つ に減らす ｡ 今後､ 数値計算結果を示すとき ､

4 つ の領域 の

それぞれか ら典型的な具体例を選ぶ. その とき ､ 具体例 として はぼ次 の ^
Q

ラメ
一

夕(6 , A) を用い るo

(♂, △) -

[n A】(0 ･7 , 2 ･0) 蘭域 N A

[n B] (0 ･3
,
0 ･3) 領域 N B

【i] (0 ･4 3
,
2 ･0) 領域 Ⅰ

[ ii] (0 .5 3
,
2 .0) 領域 Ⅱ

(5 ･ 1)

第 4 .2 節では､ 方程式 F ( x o) - 0 の灸件つ き解につ いて調べ た o そして ､ 領

域Ⅰ では ､
1 つ の解 x F + ､ 領域 Ⅱで は､ 2 つ の解 x F + と x F - が存在する こ と

がわかっ た . そ こで ､ ( 4 .8) 式から､ 解 x F + と x F - に対応する特別な衝突係数

h を､ 次 の ように h F + と h F _ によ っ て表す｡

h F ･
- よ 併 (

h F -

- q J 蒜 耳 て(

x F +
- 1

諾F _ + 1
(5 ･ 2)

忘れてならない の は ､ h F 士 は､ パ ラメ
ー タ (6 , A) だけに依存する時空 固有の量

であるこ とである o こ の特別 な衝突係数 h F + と h F _ の重要性は､ 繰 り返 し強調

されるであろう｡

赤道面 y - 0 で の ､ 計量(3 .1) の空間的な部分は ､

d s
2
-蛋( H )

- 5

[ 綜)
△
2

~ 1

d x
2
･ ( x
2

- 1, d4
2

] , (5 ･3)

となり､ 赤道面上で の円周 L x は∴次の ように与えられる ｡

L
x
- 2 q R

x' x' , R x' x' =写(諾)
~書
店 コ ･ (5 ･4)

こ の R x( x) を用い て無次元局所デカル ト的座標 を､

x = 重出 c o s * , y = 塾越
2 m 2 m

2 1

si n め, (5 ･ 5)



5 . 1 計算準備

によっ て 定義する ｡

光学的ス カラ ー 方程式は､ 光の 軌道に沿 っ て ､ 解かれる べ きなの で ､ 以下 の

初期条件に従っ て ､ 光学的スカラ
ー

方程式 と光 的測地線方程式 の両方 を､ 同時 に

数値積分す るo

( a) 初期の 光の 伝搬方向が､ X 軸方向の反対になるように ､ X 軸を選ぶ o つ ま

り ､ 図 7 では , 右から左に光が伝搬す る ｡

( b) ア フ ィ ンパ ラメ
ー タ 入 の初期条件は , A - 0 とする｡

( c) 光 的測地線の 座標 x と R x の初期値を､ それぞれ x i およ び R i = R I( x i)
と表記する o こ の とき､ R i の値がパ ラメ

ー タ(6 , △) に依存 しな い よう に ､

はぼ 一

定の初期距離 R i から光を伝播させ る o 強い 重力場で の ス カラ
ー ･

テ

ン ソ ル重力理論 の特徴を理解する 目的から､
x i

- 1 00 6 とする と ､

R i/ m -

i
I

.!
r

.

[

.,.(
l
一

∫
u

+
F

:i塑∂ニ
い
り
∂

石

v :I:i
'

j
I 1

10
r

:～
田
n

n
u

野
■
q

旦
が(0十 + a ( 1 0

- 2

)

(5 . 6)

が待 られる ｡ したがっ て ､ 特 に断りの ない 限り､ x i の 値と して 1 008 を採

用す る o 散乱軌道に沿 っ て ､ 座標 x は初期値 x i から減少 して い き ､ 最接近

点で最小値 x o となる､ そ の 後､ 再び増加 し £i に達する o 数値積分は ､ 座標

x が､ 再び x i に到達す るまで行うo 今後､ 計算終了時のア フィ ン ^
o

ラメ
-

夕 入 ニ スf を最終時間と呼ぶ こ とに する 8 また､ 幾何学的考察からアイ
ン

シ ュ タイ ン半径 h E を､

芸 - 7 ･ (5 ･ 7)

と定義する o 通常､ アイン シ ュ タイ ン半径 h E は､ 弱 い 重力場 にお い て定

義され m / h E < < 1 となるが､ 上記 の見積もり h E は､ まさ にアイ ンシ ュ

タイ ン半径におい て , 比較的重力が弱 い とい う前提 と
一 致す る o

( d) 光学 的ス カラ
ー 量 C + と C 一 に関しては ､ 入 - 0 にお ける初期条件として

c + = c _

= o
,

塾 生 - 1
,

d ^ d ^

とする o これは､
､
M i n k o w ski 時空で は､ a +

- a _
- 入 を意味する ｡

(5 ･8)

■
コ

さ て ､ 光学的スカラ
ー は ､ 共形変換に対 して , C i - A C j = の よう に変化する

ことに注意す べ きで ある ｡ そ こで , 共形変換に対して不変な光学的ス カラ
ー

量 C

を､ 次の ように定義す る ｡

C ≡

!コ

a +
- a _

-
C +

- C -

=

.
a + e

+

( 5 ･9)

こ こ で ､ a + と e _ は､ それぞれ ､ 無限小の像の 主軸の大きさを表 して い る. の で ､

′
ヽ

新しい 変数 C は､ 像の変形度を意味する ｡ ある衝 突係数h に対 して ､ a + と C -

2 2



5 . 2 光的測地線と屈折角

像(;: ゝ 光線

の どちらかが最終時間でゼロ になる とき ､ こ の特別な衝突係数 九 の こ とを､ 臨界

係数と呼ぶ こ とにす る｡ なお ､ 衝突係数の値の大きい順に したがっ て ､ 臨界係数

を､ h
a
､ h b ､ h c

- と表すこ とにする. 重要なこ とは､ a _
- O と O + - 0 に応じ

て , 2 種類の 臨界係数がある ことである o 像の変形度 C の振る舞い は､ C I
→ 0

の とき C - 1 ､ また, a + - 0 の ときICI - ∞ となる ｡

5 . 2 光的測地線と屈折角

第5 .1 節で説明された初期灸件の もとで ､ ( X , Y) 面上の光線の 軌道を､ 図 7

に示した o パ ラメ ー タ(6 , A ) は､ 第5 .1 節で説明された典型例を選び､ 衝突係数

h は､ それぞれ( a) h/ 2 m - 3 .0 と(b) h/ 2 m - 2 .1 7 の 場合を図示したo 図 7 c

は､ 図 7b の原点付近の拡大図である｡ なお ､ 散乱軌道ではない とい う理由か ら､

図 7b と図7 c は､ [ n A] の廃合の軌道を省い て図示してあるo
衝突係数h が 図7 a ( h/ 2 m - 3 .0) の 場合のようにの比較的大きい ときは､ 軌

道に沿っ て重力は引力 として作用し､ スカラ ー 場と非球対称性 の効果は､ 定量 的

な違い となっ て現れてい る｡ それとは対照的に ､ より小さな衝突係数で ある図 7 c

(h/ 2 m - 2 ･ 1 7) で は, 第4 節にお いて ､ 負の屈折角の 存在によ っ て既 に予想され

たように ､ 重力が反発的に作用する ことができるこ とを示してい る ｡

そ こで ､ 光の軌道が反射する条件につ い て考察する｡ 光が､ 特異点刀 = 1 を中心

に反時計回りに伝搬してい るとすると､ 簡単な幾何学的考察により d/ d入(d Y/ d X ) >

o が実現すれば､ 光の軌道がその不等式を満たす場所で ､ 必ず反射レて い る こ と

がわかる o こ の条件は､ ゝ 不等式 p( a) < o に帰着するこ とがで きる o こ こで ､ 補

助関数p( a:) は､

o
･4
x
3
( x
2

- 1)
2( 去)

△
2

× q' x) ,

i(6
2

- A
2
, x ･ ( △

2
- 1,6,〈h

2

(諾)
2 6

- J
2
( x
2

- 1,〉,
･ h
2
x( H )

26

( x
2

( 告)
△2

-

x
2
･ 36 x

- 2 6
2

) , (5 ･ 1 0)
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5 . 2 光的測地線 と屈折角

3 0

2 0

1 0

> 0

- 1 0

･ 2 0

1 30

(b) h/2 m = 2 .1 7

3 0

20

10

> 0

･1 0

･2 0

･30

(c) hJ2 m = 2 .1 7

(a) hJ2 m = 3 .0

-40 ･ 30 -20 -10 0 1 0 2 0 30 4 0

X

.4 0 ･3 0 ･20 ･10 0 1 0 20 3 0 40

>

ヰ

3

2

1

0

-1

_ 4 .3 ･ 2
-

1 0 1 2 3

X

図 7: 衝突係数が( a) h/ 2 m - 3 ･0 お よぴ(b) h/ 2 m - 2 ･1 7 の ときの( X , Y ) 面上におけ

る光線の軌道 ｡ 図( c) は､ 図(b) の原点部分の拡大臥 光線は ､ 主に右から左方向へ伝播

して い る ｡

で定義され る関数である o シ ュ ワルツ シル ト時空の場合は､ p( x)
- 3 m h

2

/ r
5
> o

となり､ 反射は起 こらない ｡

図 8 で は ､ 数値的に p( x) を調 べ ､ 反射する条件 p( x) < 0 が実現
した/ i ラメ 一

夕領域(6 , △) と反射が起きなかっ た領域(6 ,
A) を区別 し､ W e yl 項 F( x o) によっ

て分類 された 4 つ の 領域(N A ､ N か Ⅰ､ Ⅱ) と比較したo 反射が実現
した領域(a

-

1
A)

には､ + 印を記 し､ 反射が起きない領域は､ 無印で表し
た o そ の結果､ 両者の分

類には ､ 密接な関係がある こ とがわかる c 特に臨界蘇6
- 1/ 2 は, よく 一 致して

い る こ とがわかる ｡
一

方､ 臨界線 A - A + と反射する領域 の境界 臥 合
致せず

少し漠然と して い る ｡

屈折角 α に関 して は､ (4 .7) 式 と (4 ･ 8) 式を数値的に計算し衝突係数九
の 関

数として ､ 図 9 に示 した. こ こで ､
h l と h 2 そ して h 3

は
,
それぞ れ 次の よう

な特別な衝突係数を表す ｡
.

(h l , h 2) - ( h F J F +) 領 即 ii] , h 3
- h F + 額域 [i] ･ (5 ･1 1)

こ こで ､ 特別な衝突係数の具体的な値 は (h l/ 2 m , h 2/ 2 m l
h 3/ 2 m ) - ( 2 ･2 3 , 2 ･63 , 3 ･99)

である o

屈折角 α を､ 衝突係数 九 の 関数として数値計算
により求めた結果 ､ 領域Ⅱで

は､
2 つ の極値が存在 し､ それぞれ､ 特別な衝突係数 h - h F + と h

- h F -
の近

傍に位置す る こ とがわかっ た ｡ 領域Ⅰに
つ いて は , 極値 の数は 1 つ だけで あり､

それは 九 - h F + の 近傍に存在す る
こ とがわかっ た c また､ 額域 Ⅰ と領域 N B の

2 4



5 .2 光的測地線と屈折角
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図 8 : F( tT o) によ っ て分類されたパ ラメ
- 夕僚域(6 , A) に 糾 ) て ､ 光線の軌道が反射す

る領域 を､ + 印 で示した｡

屈折角の 振る舞いは､ 次の ような類似した特徴を持つ ことがわか っ たo

C l l つ の極値があり､ そ こで屈折角 は､ 最大値をとる ｡

C 2 屈折角は､ 衝突係数がゼロ に近付い たとしても ､ 有限である ｡

特 に注目す べ きことは､ 領域 N B には､ 特別な衝突係数 h F + と h F _ が存在
しない にも関わらず､ 上記 C l の特徴を示すこ とである ｡ こ こで ､ 屈折角が最も

大きくなる特徴的な衝突係数を九α とする と､ 数値計算から､ 九
α
の値は ､ 領域 Ⅰ

と領域 ⅣB の境界をまたいで連続的に変化し､ 領域 N B では､ 九α - 2 m … 6 m と

なる こ とがわかっ た ｡

図 1 0 に ､ 6 と h の債を固定したときの屈折角 α の △ 依存性を示 したo ただ

し､

一 般相対性理論(A - 6) の場合は､ 6 は固定されて いない o 衝突係数 h は､
それぞれ( a) h/ 2 m - 3 .0 と (b) h/ 2 m - 2 .1 7 の場合を示 した o 図 1 0 より､

一

般
相対性理論( A - ♂) の場合 ､ 屈折角は､ △ の増加関数で あるが､ そ の 他 の場合
は､ △ の減少関数である こ とがわかる o
パ ラメ ー タ領域(6, A ) における屈折角 α(h) を数値的に調 べ たとこ ろ , 次のよ
うな ､ 顕著な特徴がある こ とがわかっ た｡

D l 屈折角が､ 負になり得る ｡ これは､ 屈折角がつ ねに正 の値で ある シ ュ ワル
ツ シル ト時空 とは対照的である ｡

D 2 シ ュ ワルツシル ト時空 の場合､ 屈折角は､ 九の減少関数で あるが､ スカ ラ ー
･

テ ンソル重力理論の場合は､
1 つ あるい は､

2 つ の極値を持つ こ とができる ｡

D 3 円軌道が存在する ∂ > 1/ 2 の領域では ､ 光線は､ 円軌道の 周りを何周もし

屈折角がとて も大きな備にな る. 対照的に ､ 0 ≦ 6 < 1/ 2 の場合は､ h が

25



5 ,2 光的測地線と屈折角

ゼ ロ に近づい たときで さえ､ 屈折角は､ 有限に保キれる o また､ 6 - 1/ 2 の

場 合は ､ 九 が 4 m に近づいた とき､ △ > 1 の 場合は､ 屈折角は有限値 であ

る が ､ △ ≦ 1 の ときは発散する事が解析的にわか っ たo

(

8

a
p
)

7
)

20 0

1 5 0

1 0 0

50

0

･50

-1 0 0

･1 5 0

o 2 4 6 8 10

付2 m

図 9 : 衝突係数 h に対する ､ 屈折角 α の振る舞いパ ラ メ
ー

タ臥 第 5 ･1 節 で説明した典

型例を選んだ ｡ また､ 特別 な衝突係数(h l/ 2 m , h ･2/ 2 m , h 3/ 2 m )
- (2 ･2 3 , 2 ･ 6 3 , 3 1 9.9) の位

置を記したo 記号 [o] は ､ 衝突係数が h - A . で 屈折角 α が発散することを示して いる｡

記号[ol が付い ていな い線は､ 衝突係数が h
- h * で 屈折角 α は､ 有限値 となる o

( a) h/2 rn = 3 10

o .5 1 l .5 2 2 1 5 3

A

6 0 0

5 0 8

4 0 8

3 0 0
し▲i】

名 2 00

t5

10 0

0

-1 0 0

-2 00

(b) hna m
= 2 , 1 7

w e

監o
t

書喜 =
石≡ 0 .4 3

一 - - - - - -

ヽ~
ー

● ･

各
･
･ -

･
･
･ ･

･

= , -
I -こ三= ヲこ こ= r

ヽ
i )
i l
l

＼

＼
＼

＼

ヽ
＼
＼

-
-
-
__

ヽ

o .5 1 1 . 5 2 2 .5

A

図 1 0 : 衝突係数( a) h/ 2 m - 3 ･0 お よぴ(b) h/ 2 m
- 2 ･1 7 における ､ △ に対する屈折

角 α の 振る舞い ｡ 細い実掛ま, W e yl 解( A
- 6) の屈折角を表 してい る - 条件 △ ≧ 6

のため に､ 細 場 数の ときの線には､ 細 い線上に終点( × 印) があ
る｡ 図(b) にある △ 印

は ､
そ こで散乱軌道が無くなる ことを意味して い る ｡ 印 ○ と ● は ､ それぞれ Q - 1 な

らびに Q - - 1 となるデ ー タポイ ン トを意味す る o こ こで ､ Q … ( A
2

- 1)/6
2
は 時空

の非球対称性の尺度を表す量で ある o また ,
スカラ

ー 場 の大きさを S ≡ △
2
/ 6
2

- 1 で 表

すo 図( a) におい て ､ Q - 1 ( o 印) に対する S tま､ 屈折角
の大きい順 に O A ､ 1 ･0 ､ 3 ･ 6 ,

5 . 4 で あり､ a - - 1 ( ･ 印) に対する S は､ 屈折
角の大きい順に 0 ､ 1 ･ 6 ､ 3 ･ 4 で あるo ま

た､ 図( b) におい て ､ Q - 1 ( ○ 印) に対する S は ､ 屈折角 の大きい順 に 3 ･6 ､ 5 ･ 4 で あ

り､ a - - 1 ( ･ 印) に対す る S は屈折角
の大きい順に 1 ･6 ､ 3 t4 で ある 8
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5 .2 光的測地線 と屈折角

図1 1 で は､ 屈折角 α(h) の極値の 個数 によっ て ､ パ ラメ
ー タ簡域(6 , A) を分

類 し､ W e yl 項 ダ( x o) によっ て分類された 4 つ の領域(N A ､ N B ､ Ⅰ､ Ⅱ) と比較し
た ｡ 極値 の個数が 2 個に対 しては * 印､

1 個 に対 して は 十 印､ また ､ 極値 が存

在 しない 場合には､ 空白で 示 した｡ 同様 に, 図 1 2 で は ､ 負の屈折角が実現す る
かどうかで領域を区別した ｡ 印 ｡ は ､ 負の屈折角が実現される領域 を表 し､ 空白

は ､ 実現 されない 街域を表す｡ すぐにわかる ことは､ 図 11 と図 12 の分類には､

自明でない
一

致が見 られる こ とである｡ これは､ 強い 重力場額域を通過する光の

軌道､ つ まり小さな衝突係数 九 では､ 屈折角 α(九) の グラフ の 傾きが非常 に大き
い ため､ 極値となる衝突係数の 近傍で ､ 直ちに負の 屈折角が誘発され るからと思
われるo また､ 図 1 1 の分類ならびに図 12 の分類は, それぞれ W e yl 項 F( x o) に
よる分類(N A ､ N B ､ Ⅰ､ Ⅱ) と ､ とて も高い 類似性がある こ とがわかる ｡ この こ と
から, 重力 レンズ効果に対して は､ 図4 で示された分類(N A ､ N B ､ Ⅰ､ Ⅱ) が､ 非
常に重要な物理的意味を持つ こ とが予想で きる ｡ また ､ 領域 N B と領域Ⅰは ､ 全
く 同様な特性を持つ ことがわかる ｡ 球対称時空(A - 1) だけに限っ て考えれば､
債域Ⅰが ､

一 般相対性理論 ( シ ュ ワルツ シル ト時空) で はみられない ､ スカラ ー ･

テ ンソル重力理論特有 の性質を持つ 額域である ｡ と ころが
､ 軸対称性( △ ≠1) の

領域も含め ば,
一

般相対性理論は, 領域Ⅰと同じ特徴を持つ 領域 N B にも存在し､

嶺域Ⅰで現れる特性は､ スカラ ー
･

テ ンソル重力理論特有の 性質ではなくなる ｡ こ
の ことは､

一

般相対性理論の場合であっ て も､ 光の 反射が実現 でき
●

る軌道が存在
す る ことを意味して い る o そ れに対 して ､ とて も興味深い の はⅡ の 領域で あり.

,

こ の 額域が 一 般相対性理論 にはない ､ スカラ ー
･

テ ンソル重力理論特有の性質 を
持 つ領域で ある こ とがわか る ｡ また , 図 1 1 と図 1 2 より､ N A 的な領域 とⅠ的な
麿域 の境界は明瞭であるが､ N A 的な領域 とⅡ 的な領域の 境界は､ やや漠然 とし
て い るこ とがわかる ｡

4

5

3

5

2

5

3 .

2 .

ー

V

.ー

50

1 .5 2

ー

50

2

図 1 1 : 図 1 2 :
パ ラメ ー

タ僚域(6 , A ) を､ 屈折角 α(h) の極 屈折角が ､ 負になり得るかどうかで
,
/ i
o

ラ
値 の個数によ っ て分類した図o 極値の個 数 メ ー

タ嶺域(♂, A) を二 つ の領域に分類した
が 2 個に対して は * 印, 1 個に対しては 十 図｡ 印 ● は ､ 屈折角が負になる億域を表す｡
印､ また､ 極値が存在 しない場合 には､ 空
白で示した｡
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5 .3 光的測地線束 と像の 変形度

5 . 3 光的測地線束と像の変形度

第5 .1 節 におい て 説明されたやり方で ､ 光学的スカ ラ
ー

方程式 を光の 軌道に

沿っ て ､ 数値的に積分す る o 図 13 に､ さまざまな衝突係数h に対して ､ ア フ ィ ン

パ ラメ
ー タ 入に沿っ た, ( a) C + と(b) C _ の 振る舞い を示 したo 図 13 は , [n Aト

つ まり(6 , △) - (0 . 7
,
2 .0) の 場合で ある o すぐわかる こ とは､ W e yl 項 F と R i c ci

項 7i の 重力的な効果 によ っ て ､ a + のグラ フの 傾きが,
A - 50 近 く で急激 に変

わっ て い る ことである o
一

方 ､ C _ に関して は､ h/ 2 m - 3 ･0 と 4 ･ 0 に対 して は､

1 回だ けグラ フ の 傾きが変化して おり､ h/ 2 m - 2 .5 に対 して は ､ 2 回グラフ の

傾きが変化 して い る ｡ こ の ようなグラフ の ｢ 曲がり｣ は､ 入 に沿っ て 狭い 範囲で

起きて い る こ とがわかる. 例えば､ h/ 2 m - 2 .5 の ときの C
'

- の場合 ､ 幅 △入､ は

2 … 3 で あり ､ その 他の 場合は, 見えない ほど薄い ｡ こ の 意味で ､ 薄い レンズ的

描像が成立して いる と考える こ とがで きる o また､ 重力の強さは､ およそグラフ

の 曲げ角度として現れる o

( a) A = 2 .0 .8 = O J

30 4 0 50 6 0 70 80 90 1 00 il o 12 0

九/2 m

(b) A 三 2 .0 ,8 = 0 .7

3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 0 1 0 0 i l o 120

九/2 rn

図 13 : ア フ ィ ンパ ラメ
ー

タ 入の関数としての( a) a + ､ ならびに(b) a - の 振る舞い ｡ 各

衝突係数 h の値は､ 図中に示したo パ ラメ
ー タは ､ 【n A】の場合 ､

つ まり(6 , A ) - (0 ･ 7 , 2 ･0)
である ｡

図 1 4 ､ 15 ､ 1 6 に典型例と して 【叫 ､ [ i] お よび[ ii] の場合 に つ い て ､ 入 に

沿 っ た( a) a . と ( c) a _ の振 る舞い を示 したo 比 較ため､ これらの グラ フ の 拡

大図を ､ a + は(b) に ､ a _ は(d) に ､
それぞれ示 した Q これらの 場合も同様に ､

薄い レ ンズ的描像が適応できる こ とがわかる ｡ レンズが薄い とい う状況 を確認す

るため に､ ア フ ィ ンパ ラメ
ー タ 入に沿っ た ､ W e yl 項 F ならびに R i c ci 項 7a の

振る舞い を図 1 7 ～ 2 0 に示した｡ と ころ で ､
こ の ような薄い レンズは､ 薄さ ( ま

たは厚 み) に よっ て ､ さ らに次の 2 つ に分類され る ｡

E l レ ンズは､ 見え ない くらい薄く､ グラ フの 曲がる角度 は､ 衝突係数 h の 関

数と して ､ 適度に変化する o

E 2 レ ンズは ､ 見えるくらいの 厚さ △入を持っ て おり､ 光線が レンズを通過す る

と比較的急激 なグラ フの変化が認められ る ｡

2 8



5 . 3 光的測地線束と像の変形度

以下 の単純な解析的モ デルで説明されて い るように ､
レンズの 上記の 場合分

けは ､ 分類されたパ ラメ ー タ領域( ∂】 △) が各々 持っ て い る本質的な特性による
もの で はなく､ 外部からの影響､ 特に衝突係数 h と初期距離 R i に依存する こ と

に注意す べ きである o

薄い レンズの仮定の もとで ､ 光学的スカラ
ー

方程式(4 .2 1) を､ 次の ように近

似した解析的モデルにつ いて 考察する ｡

砦 -〈笠K 2 u 土
･

≡:三;≡;; . (5 ･1 2)

こ こ で
､
IC
2
と E … △入/ 2 は､ それぞれ ､

- 7a 士 F の 大きさ と レン ズの厚 さを表
すo また､ ア フィ ンパ ラメ

ー タ 入は ､ 薄い レンズの中心で 入 = 0 となるように再

定義したo 例 として ､ a + の 振る舞い を決める
- 7a + F の値が負の ときは､ a +

に対 して ､ (5 .1 2) 式の負の符号が選 ばれる:

d
2
a
+

d
2
u _

一

面㌻
- 卜花 十 F) a . →

粛 〈
o

_

柁
2
u _≡;三……;≡. (5 ･ 13)

方程式(5 ･1 2) は､ 以下の初期条件の もとで簡単に解かれる(A p p e n di x G) o

u 土
- 0

, 憲 - 1 at 入 ニ ー 入o < 0 ･ (5 ･1 4)

また, 条件 e - △入/ 2 < < 入o - R i のもとでは､ 次のような性質がある ことがわ
かる｡

F I EFS < < 1 の場合

これは､ E l の場合に該当する . こ の とき､ C j = の グラフの 曲がり角度 △0 土
は次の表式で 良く近似される｡

△0 士 - 土(rc入o)(2 FCe) … 土fC
2
入o △入. (5 .1 5)

こ こで重要なの は､
pc入o - IG R i の値がとても大きい 場合は､ l△Oj =1 は､ 1 よ

り大きな値になる こ とである ｡

F 2 E J6 > 1 の場合

これは､ E 2 の場合に該当する ｡ 光線がレ ンズを通過 したとき､ u _ は､ 約
e JS/ 7T 回振動す るo

一

方 ､ u
+ は､

l o g u ･
- - l o g(喜入o e

-

) ･ (5 ･1 6)

の ように指数関数的に成長す る｡

ところで ､ - 7a 土 F が､ 複数の ピ
ー クを持つ ときは､ 薄い レンズの 重ね合わ

せで ある と見なす こ とがで きる｡
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( a) A … O . 3 ,8 = 0 ･ 3

3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 0 l
oo 1 1 0 1 2 0

L/2 m

( a) A = 0 , 8 .8 = O 13

3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 0
1 0 0 11 0 1 20

〟2 m
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図 1 4: アフィ ンパ ラメ
ー

タ 入の 関数として の( a) a . ならびに(b) a - の振る舞い o 各衝

突係数 h の値は､ 国中に示 した .
パラメ

ー タは ､ 【n B] の場合､
つ まり(6 , A) - (0 ･3

,
0 ･ 3)

で あるo 図(b) と図(d) は､ それぞれ図( a) と図(
c) の拡大図で ある o

( a) A = 2 . 0 ,8 d ) ･ 4 3

3 0 0 0

2 0 0(〕

1 (〕O O

∈ O
eq

3 _

- o o o

･

2 0 0 0

･

3 0 0 0

- 4 0 0 0
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8
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U
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a o 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 90 1
0 0 i l o 1 2 0

u 2 m

( c) A = 2 .0 , 8
= 0 ･4 3

3 0 4 0 5 0 6 0 7 O 8 0 9 0 lo o i l o
1 2 0

Lf2 m

(ら) A = 2 . 0 ,8 = 0 ･ 4 3

ヰ6 4 8 5 0 5 2 5 4

L/ 2 r n

(d) A 戎 .0
,
8 = 0 ･ 4 3

2 0 0

1 5 0

∈
Se 1 0 0
I

U

5 ()

0

ヰ6 48 5 0 5 2 5 4

u 2J Tl

図 15 : アフ ィ ンパラメ
ー

タ 入 の関数として の( a) a + ならびに(b) a - の振る舞い o 各衝

突係数 h の値は､ 図中に示したo パ ラメ
ー

タは､ 川 の場合 ､
つ まり(6 , A ) - (0 ･4 3 , 2 ･0)

で ある ｡ 図(b) と図(d) は ､ それぞれ図( a) と図( c) の拡大図で ある o
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タ 入 の関数として の( a) a + ならびに(b) a _ の振る舞い ｡ 各衝
突係数 h の値は､ 図中に示したo /てラメ 一

夕は､ [ ii] の場合, つ まり(6 , △) - (0 .5 3 , 2 . 0)
で ある ｡ 図(b) と図(d) は､ それぞれ図( a) と図( c) の拡大図で ある o
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である ｡
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5 .3 光的楓地縁束と像の 変形度

( a) A = 0 . 3 . 8 = 0 . 3

o

o

0

0

O

(

U

o

5

0

5

5

2

ー

ー

N

｣
∈
N
)

]

j

2 0 0

1 5 0

N
I

言
1 0 0

～

た
5 0

0

-5 0

( c) A ニ 0 . 3 , る= 0 . 3

h/2 m = 3 .0

h/2 m = 2 .1 7

hJ2 m = 1 .0

Ⅳ2 m = 0 .5

5

ヰ

N 3
J

∈

S i 2

正

1

0

･†

5

4

N 3
1

∈

巴 2

近

1

0

･ 1

(b) A = 0 . 3 , 8 = 8 . 3

-I- -- ;I -:
.
･
･
･
.∫

h / 2 m = 3 . 0

h J2 m = 2 . 1 7

h/2 m = 1 . O

h/2 m = 0 . 5

･ t

. .
,
･±芦'

`
J
P
t
P

- ~"' ' ●て- - `

4 8 4 9 5 0 5 1 5 2 5 3 5 4

AJ 2 r n

(d) A = 0 , 3 , 8 = 8 . 3

N 2 m = 3 .0

h/2 m ご 2 . 1 7
hノ2 Rl = 1 .0

h/ 2 m = 仇5

4 8 4 9 5 0 5 1 5 2 5 3 5 4 4 8 4 9 5 0 5 1 S 2 5 3 5 4

u 2 m u 2 m

図 18 : ア ブ イ ンパ ラメ
ー
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で ある｡ R i c ci 項 7a は､ どんな h の備に対して も厳密にゼロ で ある ｡
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つ

まり(♂, A ) - (0 .4 3 , 2 . 0) で ある｡ 図(b) と図(d) は､ それぞれ図( a) と図( c)
の拡大図で

ある｡
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5 . 3 光的測地線束と像の変形度
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5 .3 光的測地線束と像の 変形度

D y e r の 結果か ら､ 光学的スカ ラ
ー

量 C _ が振動す る性質を持つ こ とは ､ 予

想されて い る( A p p e n di x ど) ｡ 今回の計算で は ､ 円軌道 が存在す る額域 ∂ > 1/ 2

におい て C _ が振動する例 を見つ ける こ とがで きた ｡ 図 2 1 に ､ 光学的スカ

ラ
ー C _ が振動する例 として ､ C j = ､ および - 7a j = F を示 した o 衝突係数 h は､

h/2 m - 2 ･1 6 09 で ､ 【ii] の 場合を選んだ o 図 2 1 a と図 2 1 b から､

- 7a 土 F の 大

きさ と レンズの 厚さを見積もる と e - 0 .0 4 ×( 2 m ) と fC - 77/( 2 m ) が得られ

その結果 E fC = 3 . 1 > 1 となるo こ の とき､ 解析的モ デルか ら予想される振動の

回数は､ e ps/ 7T - 1 ､ となるが､ これは､ 数値計算結果 ( 図 2 1) とほぼ
一 致して い

る o また､ C 十 に 関する解析的結果(5 .1 6) は､ 次の ように数値計算結果と良く
一

致 して い る ｡
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図 2 1 : 光学的スカラ
ー C _ が振動する例として ､ 【iij の場合､ つ まり(6 , A )

- (0 ･ 5 3 , 2 ･0)

の ときの ､ ( a)
一 花 + F l (b) T 7a

- F , ( c) a + ､ (d) a - な らび に(e) l o g o + を示 したo

衝突係数 九 は ､ C _ が振動する ように九/ 2 m
- 2 ･ 1 6 0 9 に 調整した ｡ 図(f) は､ 図(d) の

拡大図で ある ｡
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5 .3 光的測地凍束と像の 変形度

こ こで ､ それぞれの 領域における ､ 光の軌道に沿っ た C + と C _ の定性的性

質につ いて まとめる｡ すで に述 べ たように ､ 衝突係数の値の 大きい順 にしたがっ

て
､ 臨界係数を, h

a
, h い h c

- と表す こ とにす る .

( N A) 領域 N A では､ W e yl 項 F は, つ ねに Ri c ci 項 7a より優位に効き､ か

つ 正 符号である o 衝突係数が m より十分大きい ときは, 不等式 e fC < < 1

が成立し､ 重力源付近で曲げられる グラフの 角度は ､ 衝突係数が減少する

に したがっ て ､ 単調 に増える ｡ したがっ て ､ a + がゼロ になる臨界係数は存

在 しない . 臨界係数 h - h
a
は､ Ei n st ei n 半径 h E 近くにあり､ そ こで は､

最終時間 入 - 入J ( 第 5 ･1 節) で ､ C - は ､
ゼ ロ になる o 衝突係数 九 が小

さくなり h * ( 4 .9) に近づくと､ 不等式 e fC > 1 が成り立ち , a _ は ､ 振動す

る o したがっ て ､
a _

- 0 に対応する臨界係数 h - h
a

､ h - h b
･ ･ ･ が存在

す る｡

( N B ) 領域 N B で は､ W eyl 項 F iま､ つ ねに Ri c ci 項 7a より優位に効くo 衝突
係数が十分大きい ときは､ C + と C _

の 定性的振 る舞い は､ 領域 N A の 場

合と同じである｡ したがっ て ､ Ei n s t ei n 半径 h E の近傍に ､ a _ に よる臨界

係数 h - h a が存在する o 衝突係数が小さくなる と W e yl 項 F は負になる

こ とができ､ その結果 ､ a _ は増加する
一

方 C + は､ 減少する事がで きるo

したが っ て ､ 最終時間におい て C + がゼ ロ になる新しい 臨界係数 h - h b

が h b - 3 m - 6 m に存在す る｡ 興 味深 い こ とは ､ h < h b の とき ､ 最終時

間で C - は､ 適度な大きさの 負となる 一 方 ､ a + が C _ と比較 して十分大

きな負の値となるこ とである ｡ なお､ 3 つ の 薄い レ ンズの重ね合わせの 例
が図 18 a( C _

､ 九/ 2 m - 0 .5) に見られる ｡

( Ⅰ) 領域Ⅰで は､ W eyl
一項 F は､ ほとんどの 場合 R i c ci 項 7a より優位 に効き､

Ri c ci 項 7a が優位に効く場合は､ 特別な衝突係数 h F + 付近 に限られる ｡ 特

別な衝突係数が h F + < h E で ある ときは､ a _

- 0 に関す る臨界係数 h a
が , 領域 N A と同様に h E 近傍で存在す る o また ､

2 番目 の 臨界係数 h b
は､ h F + 近傍でみられ, そ こで は､ 最終時間において C + がゼ ロ で ある.
こ こで ､ 衝突係数 h の関数として ､ 最終時間 入 - 入

f
で の C

+
と C - の振

る舞い を考察 してみ る o 衝突係数が h < h b の とき ､ 小さ な衝突係数に対

し､ a + は､ 十分大きな負の値 となる
一

方､ a _ は ､ 再び符号が入れ変わり

十分大きな正 の値 となる｡ その 結果 ､ 最終時間で C _ がゼ ロ になる 3 番目

の 臨界係数 h c がある . と ころ で ､ 注目す べ き こ とは､ 数値計算を初期条

件 x i - 1 00 6 で行っ たために不等式 h F + < h E が成立する領域が存在する
こ とである ( 図 2 4:参照) ｡ こ の場合､ C _

- 0 に関する臨界係数 h a が消滅
し､ a

+
に関する 2 番目の 臨界係数 h b が､ 最初に現れ る .

(Ⅱ) 領域 Ⅱで は､ W e yl
一 項 F は､ ほとん どの場合 Ri c ci 項 7a より優位 に効き､

R i c ci 項 7a が優位 に効く場合は､ 特別 な衝突係数 h F + と h F _ 付近 に限ら
れる｡ こ の とき､ 臨界係数は､ 複雑な構成となる こ とがわか っ た ｡ 例えば､

[ ii] の場合､ 最初の 臨界係数は､ Ei n s七ei n 半径 h E 付近で現れ､ 最終時間
で ( L は､ ゼ ロ にな る｡ 第 2 番目 と策 3 番目の 臨界係数は ､ C

十
- 0 に関

す る臨界係数であり, それぞれ h F + と h F _ 付近で現れる o さ らに ､ 衝突

係数が小さ い状況で は､ C _ が振動する こ とにより第 4 番 目, 第 5 番目の

臨界係数が現れるo それぞれ､ 最終時間で C _ は､ ゼ ロ となる ｡
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5 .3 光的測地線束と像 の 変形度

第 5 .1 節にお い て , 像 の変形度を意味す る共形不変な光学的ス カラ
ー 量 C を

定義した o 図 2 2 に ､ 最終時間に おける C の振 る舞い を､ 衝突係数 h の 関数と

して示 したo もっ とも興 味深い グラフ の 性質の 1 つ 胤 臨界係数の出現
で ある o

シ ュ ワルツ シ ル ト時空で は存在しない C + に関する臨界係数に着目
し

､
その 個数

で場合分けす る と ､ 次 の 4 つ の 場合が見つ か っ た:

( a) N . - 0 , (b) N . - 1
, ( c) N ' - 2

, (d) N ' ≠0 かつ h E < h F + ･

と ころで , E i n s七ei n 半径 h E は､ (5 .7) 式からわかる ように ､ 領域(6 , A) の 固有

の 量ではなく､ 光源 まで の初期の 距離 R i - R
x( x i) が与えられる こ とに よっ て決

まる量で ある o したがっ て ､ 初期値 R i - R x( x i) を大きくする こ とによっ て 上記

の 分類(d) は ､ 分類(b) ある いは 分類( c) の 場合に帰着で きる
と期待す る の は自

然であろう｡ そ の ような例は, 図 23 でみ られ る｡ 図 2 3 は､ 衝突係数 九 の 関数と

しての 像の 変形度 C の振 る舞い を示 した図で ある ｡ 領域 Ⅱ
: (6 , A) - ( 0 ･6

)
4 ･0)

に つ い て は図( a) ､ 領域Ⅰ: (♂, A) - ( 0 ･3 , 2 ･0) に つ い て は､ 図( c) にそれぞれ示

した. 図(b) と(d) は､ それぞれ図( a) と図( c)
の 拡大 図で ある o いずれ の 場合

も､ x i = 1 00 6 に対 して h F ./ 2 m > h E/ 2 m ･ - 7 となるが､
x i

- 4 006 に対 して

は､
h F ./ 2 m < h E / 2 m - 1 4 となる｡ したがっ て ､ 図2 3 よ り､ 初期値 諾i - 1 0 06

の ときは､ 分類(a) であっ たもの が初期値を大きく x i
- 400 ほ する こと によ っ

て ､ 領域Ⅰ につ いて は､ 分類(b) ､ 僚域 Ⅱ に つ いて は､ 分類( c) に ､ それぞれ帰

着されて い る こ とがわか る o また､ 図 2 3(b) と(d) から､ x i
- 1 00 6 の 場合 に対

しては ､ Ei n st ei n 半径 h E 付近の最初 の 臨界係数 C
- 1 が消滅 して いる o こ の

意味で ､ グラ フは､
"

異常性
" を示して い る こ とがわかる o つ まり , h F + の近く

で
,
a
+
に 関す る裸の臨界係数が 出現 して い る o

一

方､ x i
- 40 0 6 の場合 に対 し

て は､
こ の 異常な臨界係数 臥 E i n s t ein 半径 h E に隠れ ､

a - に関す る臨界係数

が 九β 付近 に現れて いる ｡ 図2 4 で は､ 上記 の 条件( a) - ( a) に したが っ て ､
パ ラ

メ
ー タ領域(6 , A) を分類 し ､ 前節で行っ た W e yl 項 叫 o) による分類( N A ､ N B ､

Ⅰ､ Ⅱ) との 比較を行 っ た o 本質的で はな
い

､ 分類(d) を除けば, 再び ､ 上記 の 新

しい分類( a) - ( d) と W e yl 項 F ( x o) によ る分類(N A ､
N B ､ Ⅰ､ Ⅱ) に密接な関係

がある こ とがわか る ｡

/ i ラメ 一 夕領域(6 , A) の 分類 と数値計算結果の 関係をま とめ ､ 表Ⅰに示 した o

3 6



5 .3 光的測地線束と像の変形度

o 2 4 6 8 1 0 1 2 1 4

h/2 m

2 .1 2 . 3 2 . 5 2 . 7 2
. 9 3 . 1 3 . 3 3 ,5

h/2 m

図 2 2 : 衝突係数の関数として の ､ 像の変形度 C( h) の振る舞い : h F < h E の 場% o 図(b)
は､ 図( a) の拡大図｡ /i ラメ

一

夕は､ 典型的な例を選んだ(第 5 ･ 1 節) o また､ (5 ･1 1) 式

で述べた特別な衝突係数(h l/2 m , h 2/2 m , h 3/ 2 m ) - (2 ･2 3
,
2 ･ 6 3

!
3 ･ 9 9) の位置 を記したo

記号[ ･ = ま､ 九 - 九
*
の 点を示 して い る ｡ 記号[o] は､ 衝突係数が臨界係数に近づ

き
､ 像の変形度C が発散して いる こ とを示してい る ｡ 記号がない 終点は､ h - A .

で像の変形度 C が有限備 に とどまるか発散す るかは､ 不明確で ある ｡

( a) A 三 ヰ.0 .8 = 0 , 6

6 0 0

4 0 0

2 0 0

U 0

- 2 0 0

-斗O O

･ 6 0 0

0 2 ヰ 6 8 1 0 1 2 1 4

hノ2 m

( c) A
-
- 2

,
0
,
8 = 0 . 3

4

3

2

1

U 0

･ 1

･

2

1 9

･ 4

4

3

2

1

U 0

･ 1

･ 2

･ 3

- 4

( b) A = 4 .0 ,8 = 0 . 6

0 2 4 6 8 1 0 1 2 1 4

〟2 m

(d) ム= 2 . 0 ,6 ‡ 0 . 3

0 2 4 6 B I O 1 2 1 ヰ 0 2

h/2 m

8

m2〃

(

04 1 0 1 2 1 4

図 23 : 衝突係数の関数としての ､ 像 の変形度 C(h) の振る舞い: h F > h E の例 o 領
域 I[ : (6 , A) - (O 16 , 4 ･0) につ いて は図( a) と図(b) に, 簡域Ⅰ: (6 , A ) - (0 ･3

,
2 ･0) につ い

ては､ 図(c) と(d) に示 したo 図(b) と図(d) は､ それぞれ図( a) と図(c) の拡大図で あ
る ｡ 図( a) と図(b) に記されている特別な衝突係数九+/ 2 m と 九 _/ 2 m の値は､ それぞれ
7 ･ 7 3 , 2 ･ 33 で あるo また ､ 図(b) と図(d) に記されてい る特別な衝突係数 h +/ 2 m の値
は､ 7 .8 0 で ある ｡ 記号[o] は､ 衝突係数が臨界係数に近づき､ 像の変形度 C が発散して
いることを示 して いる o 図(c) において ､ 記号がない終点は､ h - h * で像の変形度 C が

有限値に とどまるか発散するかは､ 不明確である o 初期値を x i - 1 0 0 6 から x i - 4 0 0 6
へ 大きくする と､ Ei n st ei n 半径と特別な衝突係数の大小関係は､ h F > h E から h F < h E

へ 変化する｡ したが っ て ､ こ の図より､ 本論文でなされた分類は,

う に移り変わる Q
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5 . 3 光 的測地線束 と像の 変形度

4

3 .5

3

2 . 5

< 2

1 .5

1

0 .5

0

0 0 .5 1 1
.5 2

8

図 2 4: 本文中に説明された C + に関する臨界係数 N + の条件( a) - (d) をもとに､ パ

ラメ ー

タ領域 (♂, A) を 4 っ つ に分類し, 前節で行 っ た F(x o) による分類との比較 を行っ

た
｡ 条件( a) ～ (d) に 当て はまる領域を ､ それぞれ( a) o 印 ､ (b) + 印､ (c) * 印､ お

よび(d) ▽ 印で 区別 した ｡
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T a bl e 1 : 額域 (♂, △) の 分類の まとめ

F( x o) の 分類 N A N β Ⅰ Ⅱ F ig . 4

反射する領域 ほ ぼ空白 + + 十 F ig . 8

屈折角の 極値の個数 ほぼ空白 + + * F ig . 1 ]

負 の屈折角 空白 ｡ ● ほぼ ｡ F ig 一 1 三

a + に関する臨界係数の個数 ほぼ o 十 + * F ig . 2 <

§6 まとめ

本論文は､ 強い 重力場で のスカ ラ
ー

･ テ ンソル重力理論の 局所的な時空構造

を理解する こ とを目的に, 静的軸対称真空解のひ とつ で あるス カラ
ー

･ テ ンソル
･

ワイル解を用い て光の 伝搬ならびに重力レンズ効果 を調べ たo

ス カラ ー ･

テ ンソル重力理論は､ 理論に含まれる LJ(4,) の 関数形によっ て さ

まざまなモデルが存在する . こ の u(¢) は､ スカラ
ー

･ テ ンソ ル重力理論によっ

て決める こ とが出来ない関数である ｡ もし､ スカラ
ー ･

テ ンソ ル重力理論が､ 重

力も含めた力を統
一 的に記述する究極理論から誘起される有効重力理論ならば､

w (¢) の 関数形が具体的に決まっ て い る可能性があるo しか し ､ 究極理論は未完

成で あり､ また､ 有効重力理論の 導出方法も定まっ て いない ｡ そ こで ､ 本論文で

は､ w (¢) の 関数形 に依存にしない 理論固有の 性質をつ かむため ､ 光的測地線が

持つ共形変換に対 して不変な性質に着目した ｡ その結果､ 共形変換に対 して不変

でかつ , スカラ
ー

･ テ ンソル重力理論のモデルの 詳細にはよらない 時空の特徴を

導き出す こ とに成功した｡

最老耶こ､ スカ ラ
ー

･ テ ンソル ･ ワイル解の定性的性質を決定する 3 つ の パ ラ

メ
ー タ( q , 6 , A) の物理的意味を明白にするため､ 空間的無限遠方で のスカラ

ー ･

テ ンソル ･ ワイル解の漸近形を求めたo 重力場が静的で ､ そ の うえ非常に弱い と

きは､ 計量テ ンソル の時間成分 伽 が､ 重力ポテ ンシャル @ G ( : 伽 … - 1 - 2 ◎G

) に対応する o その 結果､ @ G とパ ラメ
ー タ( q , 6 , A) との 関係は ､ m - u 6 とす

ると､ 次の ようになる｡

･ G - -

T ･(;･く喜(蛋- 1) ･言(寄り(芸c o s
2
o 一芸)

スカラ ー 場 4 重極モ ー メント (6 ･1)

したがっ て ､
パ ラメ ー タの 3 つ の自由度は, 質量 m ､

スカラ ー 場 の 大きさ, そし

て時空の非球対称性を表すと解釈できる o ニ ュ ー トン重力ポテ ンシャルの 形から

類推すると､ 0 ( m
3
/ r
3
) の項の係数が正である場合は､ 円盤型の 重力場であり､ 係

数が負の場合は ､ 棒状型の重力場で ある o この こ とを考慮する と､ スカラ
ー 場の

大きさは常に正 の値で あり､ 重力場が円盤型になるの に寄与して い る ことになる｡
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次に ､ 赤道面における光的測地線と光学的スカ ラ
ー 方程式を調 べ た . これま

で に なされた球対称時空における W e yl 項の 解析から,
パ ラメ ー タ 6 に対 し臨界

線∂ - 1/ 2 が存在し時空の性質は､ ∂ > 1/ 2 の場合と ∂ < 1/ 2 の場合 とで異なる

こ とが知られて い た[1 7] c 本論文で は､
さ らに軸対称性をもつ W e yl 項 の解析か

ら臨界線 6 - 1/ 2 だけでなく､
^
o

ラ メ
一 夕 △ に対す る臨界線 △ - A + と 6

- △
2

の 存在を明らか にした｡ これは､ 時空(♂, △) が ､ それぞれの 臨界線に よっ て 仕切

られた 4 つ ( N A ､ N B ､ Ⅰ､ Ⅱ) の 領域に分類される こ とを意味して
い る ｡ そ こで ､

4 つ の領域( N A ､ N B ､ Ⅰ､ Ⅱ) の 特徴を理解するため ､ 光的測地線と光学的スカ

ラ
ー 方程式を解き､ 光の 屈折角および光の像の 振る舞い を調 べ た｡ そ の結果､ 光

の 屈折角および光の像の振る舞い は､ 上記の分類､ すなわち臨界線と密接な関係

がある こ とがわか っ た｡ 特に､ 領域(Ⅰ､ Ⅱ) には､ W e yl 項の解析から特別な衝突

係数が存在し､ 衝突係数が この 特別な衝突係琴に近づくにつ れ ､ 光の 屈折角およ

び光の 像の 振る舞い は､ シ ュ ワル ツシル ト時空を含む領域 N A とは大きく異なる

こ とが示された . それ に対 し領域 N B の 場合は､ 予想できな い結果が得られたo

すなわち､ 領域 N B には, 特別な衝突係数が存在しないにも関らず､ 領域Ⅰと同

じ定性的特徴 を持つ こ とであるo 重要なことは､ 簡域 N B は､
- 般相対性理論に

おける W e yl 解も
ー

部､ 含んで い るとい う ことで ある Q したがっ て ､
- 般相対性

理論において も ､ 領域Ⅰと同じ定性的特徴を持つ 軸対称な時空が存在す る ｡

本論文は､
スカ ラ

ー
･ テ ンソル ･

ワイル解とい う特解を用 いて おり､ かつ 赤

道面上 y - 0 におい て の研究で あるの でかなり制限されて い る ｡ こ の ような制限

された状況が実際に実現されるかどうかは､ 疑わしくまっ たく保障はで きない B

しかしながら､ 本論文において ､ 強い重力場領域におけるスカラ
ー ･

テ ンソル重

力理論の新たな側面として ､ 領域 Ⅱ の 発見に成功した こ とを主張したい ｡ ただ

し､ 額域Ⅱ の特徴が現れる ､ 特別な衝突係数h F + と h F _ は､ 通常､ E i n s 七ei n 半

径 h E の内側に隠れて い るだろうo
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授に感謝い た しますc また, 研究室の 皆さま には, 多くの 議論 に付き合っ
て い た

だき
,
感謝して おります ｡
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A p p e n d i x A
- スカラ

ー ･ テ ンソル重力理論における場の

方程式の導出 一

叫

こ こでは､ 一

般相対性理論ならびにスカラ
ー

･ テ ンソル重力理論の作用と場 の方

程式 につ い てまとめる o
一

般相対性理論では重力場の方程式は､ 次の Ei n s七ei n - H ilb e rt 作用から導か

れる o

s E H - 読/ v q A d
4
x ･ s - a tt e r[甘- , 9 p v] ･ ( A ･1)

こ こで
,
e は､ 重力定数であり､ また S

m a t七e r[せm ,5 p u] 私 物質場 甘m に関す る

作用である o

E主n st ei n - H ilb e r七作用の 5 p v に関する変分をから次の Ei n s七ei n 方程式が得ら

れる ｡

こ こで か u は,
′ヽ

T F
L V
=

∧ ノ ヽ ^

G
IL U

- 8 7T G T
p v

･

2 6 S
m a t七e r[甘 m ,9 Il レ】

√巧 6a p u
'

( A ･2)

( A ･3)

で定義されるエネルギ
ー

運動量テンソルであるo 物質場に対する保存則は Bi a n chi

恒等式から､

やua
u

p
- o - ⇒ やuf

u

p
- o , ( A ･4)

となる ｡

本論文では､ スカラ
←

･

テ ンソル重力理論の作用として次のもの を採用する ｡

s -

T u[s R 一 軒 ん] 榊 十

干
- a t t 舶 】, ∂,p - 怠

(A ･5)
こ の 作用は､

一

般相対性理論の場合と比 べ る と､ 重力定数e を､ a - 1/∂の よう
にスカラ ー 場∂の関数で置き換え､ スカラ

ー

場 の運動項 と解釈される項を加えた

もの になっ て い る o こ こで ､ w ( かま､ ス カラ
ー ･

テン ソル重力理論を特徴づける

∂の無次元関数で あり､ 定数の場合は､ B r a n s - D i ck e 理論になる【1】｡ また､ βm at 七e r

は
､ 物質場 Q r m に関する作用である｡ こ の 作用 の テ ンソル場9 p v とスカ ラ

ー

場∂
に関する変分をそれぞれ取る と､ 次の場の方程式が得られる ｡

e
p v

-

晋fp v ･普( 紘
一去5 p v 棚 ,β)

.
1ヽ 〈

∇
α

¢
,
α

十去(やふ
1

′ヽ

3 十2L J(4 ,)

′ヽ
′ヽ

-

9 p u ∇
α

¢, α) ,

(8 打f 瑠 - β)

(A ･6)

( A ･7)

こ こで ､ ∇α と fp u は､ それぞれa p u に関する共変微分
とエ ネルギ

ー

運動量テン
′
ヽ

ソルを表す. また､ 物質場f FL U に対する保存則は B i a n chi 恒等式か ら､

〈 人 ′ ヽ ･<

∇u GZ - 0 = ⇒ ∇u T
p

u
- 0

,

4 1

( A ･8)



となる o さて ､ 次の 共形変換を考えて , (9 ,¢) で書かれた場 の 方程式 を以下で定
義する(a , p) で書く こと にする .

g p u
- A

~ 2

( p)5 p u ,

d l n A( p)
d p

( A ･9)

≡ α
2

( p) . ( A .1 0)

こ の とき作用は､

s - 去/ (R - 2 9
P u

p , p p , u) √巧 d
4
x + s m a t t e r[@ m , A

2

( p)g p u] , ( A ･ 1 1)

と書き換えられる( A p p e n di x B) . こ の作用 の g p u と p に関する変分をそ れぞれ

取る と ､ 次の ようになるo

∇p

G

pT:
-

=

8

:4
T

:a
u

｡:)
2

T(
- 去g p u g

a p
p ･ a p

,β) , '

(

A

A::
2

3;
こ こで , ∇α と T p u

を享､ それぞれ g p v に関する共変微分とエ ネルギ
ー 運動量テ ン

ソル を表し､ T P
U
と T P

〝
の関係は､ つ ぎの ように与えられる o

TF
L V
≡

2 6 S
m a 伽 沖m , A

2

( p) g p v]

√巧 69 p v

- A
6
( p) f

p v
. ( A .1 4)

また､ 物質場 T P
u
に対する保存則は B i an chi 恒等式から,

∇u G
〝

p
- 0 = ⇒ ∇ u T

U

p
- α( p) T ∇ 岬 ,

となる ｡ なお ､ ( A . 1 2) 式は､

R
p レ

- 8 q( T p u
一芸g p u T) 十 2 p ･ p p , u ,

( A . 1 5)

( A ･1 6)

と同値で ある ｡

本論文で は∂を計量にもつ 多様体を B r a n s
- D i c k e 系､ g を計量に もつ 多様体

を､ Ei n st ei n 系と呼ぶ こ とにする｡

A p p e n d i x B
- E i n s t ei n 系 で の ラグランジアンの導出 -

ここで は B r an s - D i ck e 系(卓,¢) から Ei n st ei n 系( a , 甲) へ の共形変換をお こなう

際に必要 になる諸公式をまとめる ｡

a a b - A
2
(甲)g a b , A

2

( p) -吉･

共形変換にともなう幾何学量の変換則は､ 次の ようになる ｡

d ln A(甲)

≡

ニ

ニ

ニ

ニ

6
n
B

{

d
h
B

<

粘
〈

勉
〈

月

d p
I

α(6b
a

P , a + 6 c
a

p
,
a

I

9
a m

g b c P , m) ,

rg c + S
a

b c ,

( B .1)

R
b

a

c d + ∇c
S
a

b d
- ∇d S

a

b c + S
a

m c
S 協

- S
a

m d
S
r

g c , ( B ･5)

R b d 十 ∇cS
c

bd
- ∇d S

c

b c + S
c

m c
S
r

;a - S
c

m d
S 芯, ( B ･6)

[R
- 6 α
2

9
a b
p , a p ･b

- - 6 9
a b
∇a( α ∇b P)] ･ ( B ･7)
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以上の 公式を使っ て ラグランジア ンを変換する と､

L - 去J ;6[綿 一 軒 ,
a∂,b] ( B ･8)

- 志 向[R - 2 α
2

( 3 十 2 w (a)) g
ab
p ･ a p 7 b卜去a a(6 √巧α∇

a

p) ,

( B ･9)

とな る｡ こ こで公式

√巧∇a V
a
- a a( J 顎 V

a

) , ( B ･ 1 0)

を使 っ たo 式(B .9) の 第 2 項は表面項で ､ 場の方程式の 導出には関与しない ｡ 表

面項 を落として

α
2

( p) -
3 + 2 LJ(,a)

'

とすればラグランジア ンは､

･ - 雷[R - 2 g
a b
p
,
a p

,
b] 7

とな る ｡

( B ･1 1)

( B .1 2)

A p p e n d i x C
- スカラ

ー ･ テ ンソル
･ ワイル解の導出 -

こ こでは､ 静的軸対称真空解の 1 つ であるスカ ラ
ー

･ テ ン ソル ･ ワイル解の 導出

を行う｡

c . 1 スカ ラ ー ･ テ ンソル重力理論における E r n s七万程式

定常性から時間的キリングベク トル e
.
- a t が存在し､ 軸対称性から空間的キリ

ングベクトル 叩 - 和 が存在する｡ M a x w ell 場 の エ ネルギ
ー 運動量テ ンソル f

αβ

は､ 次の 関係式を満たす こ とが知られて い る ｡

E
αf
a

[β
E
7
叩
6] -
り
αf
a

[β
E 仰 - o . ( c ･1)

B r a n s - D i ck e 系と Ei n s七ei n 系の エネルギ
ー 運動量テ ンソルは､ ( A ･1 4) 式の 関係に

ある の で ､ T
p u
で も(C ･ 1) 式は成り立つ o さらに ､ 場の 方程式(2 ･8) の スカ ラ

ー

場に関する項錦l ≡ 2 8 p p 8 u p に つ いても､ e p - y w
- 0 で ある ことから( C ･1)

式と同様な関係が成り立つ ｡ したがっ て ､ 計量は以下の ように書き下すことがで

きる ｡

d s
2
-

-

e
2 ゆ
(d ト u d¢)

2
+ e

- 対[ e
2 7( dp

2
+ d z
2

) 十 p
2
d¢
2

] ･ ( c ･2)

こ こ で計量関数4, ､ 7 ､ L U は､ x
2
≡ p と x

3
≡ z の関数で ある o
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C . 2 スカ ラ ー
･ テ ンソル ･ ワイル解

長く複雑な計算の 後､ 場 の方程式は､ 次の ようになる o

e
2ゆ

e
叫∇
2
ど

e
24 ,∇
2
◎

71
,
2

7 ,3

∇
2
p

去(ど ･ g) ･ 鴫
(∇f) ･ [( ∇g) 十 2呑

-
v @] ,

(∇@) ･ [( ∇f) + 2壷∇@] ,

p[(* ,2)
2

-

(ゆ･3)
2

卜i [( u , 2)
2

-

( w . 3)
2

] e 坤

-

p( @ , 2壷,2 - ◎
,
3壷

,
3) e

~ 2 申 + p[( p , 2)
2

- ( p ,3)
2

] , ( c ･3 d)
1

2 p 仙 3 一

両
w
,
2 W

,
3 e
4 ゆ

-

p( 鴫 3 十 綿 2) e
~ 軸 ( c ･3 e)

+ 2 p p
,
2 P ,3 , ( C ･3f)

o . ( C ･3 g)

こ こで ∇ は､ 任意関数f と h に対して ､

･
2

f ≡王墓(p%) ･詔,
∇f ･ V h =冨芸儲 f

,
i = g i - 2

(

,

c

3

.4,

,

で定義される演算子で あるo 場の方程式で導入 した f は ､ ゆ と LL' で決まる複素

ポテ ンシャ ルで E r n st ポテ ンシャル と呼ばれて い る ｡ また､ 申 は, 電磁場に関す

るポテ ンシ ャ ルで ある｡ ( C .3 a) ～(C .3 c) 式 は､
一 般相対論の 場合と全く同じ方程

式で ､ E主n s七ei n - M a x w ell 系の E r n st 方程式 と呼ばれ る｡
一

般相対論 との違 い は ､

( c .3 d) - ( C .3 g) 式にあらわれる o 計量関数
r

7 にのみスカラ
ー 場 p の 効果が入り､

また ､ 4 , と p が同じ形で寄与するo こ の 意味で ､

1

7 に対して 申 の寄 与と 甲 の

寄与の 重ね合わせの原理が成り立つ ｡

c . 2 ス カラ ー ･ テ ンソル
･ ワイ ル解

前節で導かれた場の方程式を解く こ とは複雑で非常に難しい が､ 静的で真空解の

場合には､ 比較的簡単な式になる . 静的で ある こ とか ら w - 0 ､ また､ 真空であ

る ことから ◎ = 0 とする こ とがで きる ｡ こ の とき場の方程式(C ･3 a ト( C .3 g) は､

次 の ようになる o

e
24 ) - s

,

f ∇
2
s - ( ∇ど)

･( ∇E) ,

7
,
2

-

P[(4, ,2)
2

- (* ,3)
2

] + p[( 甲, 2)
2

- ( p , 3)
2

] ,

7 ,3
- 2 p4 ,

,
24 ,

,
3 + 2 p p

,
2 P ,3 っ

∇
2
p

- o ･

こ こで E r n sセポテ ンシ ャ ル f は, 実関数で ､ E r n s 七方程式( C .5 b) は

∇
2

申 - 0 ,

( C .5 a)

( C .5 b)

( C .5 c)

( C ･5 d)

( C ･5 e)

( C ･6)

と書ける o したが っ て p と 4, 乱 調和関数
である こ とがわか る o

方程式を解くために ､ 次式で定義される偏長些楕円体座標 と偏平型楕円体座

標を導入する ｡

P
= g ( x

2
+ i)( 1 -

y
2
) ,

z = J X y ･

4 4

( C .7 a)

( C ･ 7b)



C . 2 スカ ラ ー ･

テ ンソル
･ ワイル解

こ こで J は正 の定数で ､ E = 1 の場合は , 偏平型楕円体座標 ､ E ニ ー 1 の場合は､

偏長型楕円体座標で ある ｡ こ の とき E r n s七万程式は

孟[(x
2
+ 瑠 +孟[(1

-

y
2
);] - o

っ

となり､ 同様の 方程式は p につ いても成り立 つ o

孟[(x
2
+ E)Ss] 十孟[(1 -

y
2

)%] - o ･

( C ･8)

( C .9)

C . 2 . 1 偏長解

ここで
一 般相対論における W e yl 解の 1 つ ､

つまり､ V o o rh e e s の 偏長解に対応し

て い る解の導出を行うo

そ こで ､ V o o r h e e s の偏長解の導出と同じように ､ 4, が x の みに依存して い る場

合を考える｡ こ の とき( C .9) 式は容易に解けて ､

ゆ -芸1 n(㌫) ,
となる ｡ ここで 6 は ､ 積分定数である. 同様に p に つ い て解くと ､

甲
-

P O 十g ln(諾) ,

( C ･1 0)

( C ･ 1 1)

となる o ここで 卯 と d は､ 積分定数である o この とき対応する計量関数 7 は､

e
2 7

-( 詣)
△
2

,

となる ｡ こ こ で △ は,

△
2
≡ 6
2
十d
2

,

で定義される定数で あるo 計量を書く と､

( C ･1 2)

( C ･1 3)

d s
2

ニ ー

(謡)
6

dt
2
･ u
2

( ㌫)
- 6

×

[( 詣)
△2

( x
2

-

y
2

,( 孟 .
TS) ･ ( x

2l l)(1 -

y
2

'd4
2

] ,
( C ･1 4)

となる ｡

C . 2 . 2 偏平解

最も簡単な偏平解は, ゅ が x の み に依存 して い る場合で ､

¢ - ∂･

a r c c o t ∬
,
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となる o こ こ で 6 は積分定数で ある ｡ また､ 甲 につ いて も同様に､

p - p o + d
･ a r c c o 七x , ( C ･1 6)

となる o こ こで p o と d は積分定数で ある . このとき対応する計量関数 7 は､

e
2 7 -( 諾)

△
2

,

となる ｡ こ こで △ は､

A
2
- 6
2
+ d
2
)

で 定義される定数である ｡ 計量を書くと ､

( C . 1 7)

( C .1 8)

d s
2

ニ ー

c ,
2 b

'

･ a r c c o t x
dま
2
+ q
2
e

- 2 6 ･ ar c c o t x
x

･ x
2
･ y
2
)( 品 十島) + (x

2
･ 1,(1 - J

2
,d@
2

] ,
( C .1 9)

となる . 特に､ A - 6 のとき計最は､ 一

般相対論にお ける V o o r h e e s の 偏平僻に
- - 一

致する o なお､ 偏長解とは輿なり､ どんな ∂ と △ をとっ て も M i n k o w s k 川青空

( △ - ♂ - ()) を除く自明でない球対称解にはならない .

A p p e n d i x D
一 光の屈折角の解析解 -

こ こで は､ 特別な/てラメ 一 夕(6 , △) に対す る屈折角を解析的に求める o

D .1 屈折角の解析解

光的測地線の 方程式(4 .2) により､ 光線の 屈折角 α は ､ 次の ように与えられる o

α( x o) - 2
∞
d x

o 帝石
~

7L ( D .1)

ここで ､ E ( x) は,

i
i

Z

n
u

ニ和郎

である o

D ･1 ･ 1 ♂ - 0
,
△
2
- 2 Ⅳ ( 〟 - 1

,
2
,
3
,

…) の とき

この とき､ E( x) は､

E ( x) -
1 ∬

2 Ⅳ - 1

､/ 首= 7 (:r
'

2
- 1)

･
'V ~ -
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.

,

I:
2

-

こ℃喜, ( D ･3)



D . 1 屈折角の解析解

となる｡ こ こで ､ 次の ような2 項展開をお こなう｡

N

G
l

卜1)
N ' r ' 1
( N

- 1)!
ー_ 2 ,( x

2
- 1)
N ~ 1

- ∑
r = 0

2 府 ∑
γ = 0

r!( N
-

r
- 1)!

こ の とき､ 屈折角 α( x o) は､

α( x o) - 2/x: 姦
一

打

n √ 丁
一

丁

N

6
1

( - 1)
N + r + 1
( N - 1)!

r!( N -

r
- 1)!

d ∬

( D ･4)

( D ･5)

( D .6)

と表され る｡

次に ､ x - x
o/ J i と置換し, p - N -

r とおくと､ ( D .6) 式は､ 次の ように書
き換 えられる ｡

ニ『
円
川
一

l

U
∬(α

Ⅳ

∑
吋

〃

∑
弾

卜1)
叶 1
(〟 仰

( N -

p)!(p
1抄

o
∬)

r

:

卜1) P
+ 1
( N - 1)! 節

( N -

p)!(p - 1)! 3:㌘
- 1

L P
一

書( ト t)
一書dモ ー 7T ( D .7)

打

】

一
口
一

1
f

2

エ
ー

2
m
r

i

ロ
ー
柑
じ

月 ( D ･8)

こ こで ､ β は､
ベ ー タ関数であり､ ガンマ 関数 r と次の ような関係がある ｡

o ベ
ー

タ関数

B( x , y) - L
l

叫 1 一 舌)
y

- 1
df

- B(y , x)
r( x)∫(y)
r( x 十 y)

r( x) ≡ L
∞

t
x

- 1
e

- t
d i ･

○ ガンマ 関数

したがっ て ､

B (p -

r

:
一

2

r(p
-

喜)r(妄) _
∵ W 7T

r( p) 2 P
- 1
(p - 1)!

'

であるこ とを考慮する と､ 屈折角 α( ∬｡) は､

^ ,/ 仲 ､ _ _ ′ ^ , . ､ . m 阜 ト1) P '
1
(2p - 3)!!

α(諾 o) - 打( N - 1)! 厨 ∑

となる｡

p5 ( N
-

p)!((p - 1)!)
2 2 P

- 1
∬Zp

~ 1

4 7

( D t 12)

( D ･13)

-

7T
, ( D ･1 4)



D . 1 屈折角 の解析解

D ･1 ･ 2 6 - 1/ 2 , △
2
- 2 N ( N - 1

,
2
,
3
,

… ) の とき

こ の とき､ E ( x) は､

E( x) -

x
2 N - 1

( x o + 1)( x 2 - 1) N
- 1

となる o こ こで ､ I - 1/まと置換すると

α( x o) - 2/: 嘉
一

打

2( x o + 1)

2( x o 十 1)

( x
2
十 2 だ

-

T
o( x o + 2))喜, ( D .1 5)

∞

( x
2

- 1)
N - 1

a x
2 N 1 1( x 2 + 2 x -

x
o( x o + 2))喜

(1
- t
2

)
N - 1

( 1 + 2士 -

x o( x o + 2)t
2
)i

と書き換えられ る｡ さらに ､ 変数変換

t =

x o( x o 十2)
(( x o + 1) si n e + 1) ,

O o - si一l
- 1
1

x
o 十1

'

をお こない ､

とする と､ 屈折角 α( ∬｡) は､

･ (去o) - ( - 1
2 J 言古 巧[

xI:a

:t ･
･

o + 1

x o( x o 十 2)]

( D ･ 16)

d x -

7r ( D ･ 1 7)

dモ ー 7T
, ( D . 1 8)

( D ･19)

( D ･20)

2 ∧｢ - 1

( s in
2
o + i( x o) + n( x o) si n e)

N ~ 1
dO -

7T
, ( D . 2 1)

と表される ｡ こ こで ､ r7( x o) とそ( x o) は ､

2

n( x o) -
訂 打
E( x o) - ト 2 諾o - X3 ,

であり､ その 範囲は, 以下のようになる ｡

1 < x o < ∞ - 0 < r](lT o) < 1 , 1 < E( x o) ･

( D .2 2)

( D .23)

次に ､ ( D .2 1) 式の右辺の被積分関数の 指数 N
- 1 が偶数の場合(1) と奇数の

場合(2) に場合分けをす る｡

( 1) N - 2 L + 1 , L - 0
,
1
,
2
,

･ ･ ･ の場合

この とき､ ( D .2 1) 式は､

也( x o) - 2 V 柘 市[
x o + 1

∬
｡( £｡ 十 2)
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D . 1 屈折角の解析解

と表される o こ こで ､ Z L( x o) は ､

･L( x o) ≡ I: o‡( si n
ュ
a + E( x o)) + T7( x o) si n 0)

2 L
dO
,

である ｡

( a) L - 0 の とき

この とき､ 屈折角 α は､ 次の ようになる ｡

α( x o) - 7T

ユ:
｡ 十 1

( D .2 5)

[; si n
- 1

& ･ 1]
- 1) , D ･2 6,

( b) L ≧ 1 の とき
この とき､ I L( x o) の 被積分関数を2 項展開する と､ 次 の よう になる .

･ L( x o, ≡ I: a(( si n
ュ
a + 紬 o)) + T7( x o) si n Ol

2 L
dO

L 2 n

∑∑2L C 2 n ･

2 n C k
･

n( ェ o)
2( L

-

n )
E( x o)

k

n = O k = 0
I

7T

盲

si n
2( L + n - A) o de

O o

L 1 1 2 n + i

+ ∑ ∑ 2 L C , n . 1 I

2 n . 1 C k
I

n( x o)
2( L

-

n)
l l
E
v

( x o)
A

n = O k = 0

L 2 n

∑∑
n = O k = 0

(2 エ)!

(2 L - 2 n)!( 2 n - k)!k!

L - 1 2 n + i

十 ∑ ∑
(2 エ)!

T7( x o)
2( L - n ) 紬 o)

k
A e( x o)

nit. i . (2 L
- 2 n - 1)!( 2 n - A + 1)!k!

si n
ョ( L + n

- 良) + 1 o de

rl( x o)
2(L

-

n)
l l

E( x o)
た
B e( x o) .

( D ･ 2 7)

こ こで ､ 関数 A
p( x o) ､ B p( x o) は､

A
p
-I: o si n

2 p
x d T

,
B
p
-/ _: o si n

2 p ･ l
x d x

,

であるo また､ e ≡ L + n - k で ある o 関数 A
p( x o) , B p( x o) に対 して次の

積分公式を用い る と､ (4 .1 2) 式の表式が導出され る｡

si n
2 p
x d x =
(2 p - i)!!

( 2p)!!

si n
2 p + 1

x d x =

p
- 1

( ∬ -

c o s ∬ ∑

(2 p)!!

(2 p + 1)!!
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(2 p - 2 r - 2)!!

急(2 p
- 2 r - 1)!!

㌔(2 p - 2 r - 1)!!

急 (2 p
- 2 r)!!

si n
2 p

- 2 r - 1
x‡,

si n
2 p

- 2 r
a . ( D . 2 8)



( 2) N - 2( L + 1) , L - 0 , 1 , 2 , , . . の とき

この と き､ ( D . 2 1) 式は ､

α( x o) ニ ー 2 J ; 石 碑[
と表される o こ こで ､ J L( £o) は､

J L( x o) ≡ / _: o

x
o + 1

x o( £ o 十 2)

4 エ+ 3

J L( x o) -

7T , ( D ･2 9)

(( sin
2
o + i( x o)) + 叩( x o) si n e)

2 L + 1 dO
っ ( D .3 0)

である o こ こで ､ J L( x o) の被積分関数を 2 項展開する と､ 次の ように なる o

J L( x o) I
Tr

官

O o

((si n
2
a + i( x o)) + 7( x o) si n e)

2 L + 1
dO

nf o
2

g o
1

2 L . 1
C 2 n ･ l

･

2 n ･ 1 C k
･ " x o)

2( L
-

n , -
k

/ _: a si n
ョ(L ･ n - Ll ･ 1) o de

L 2 n

+ ∑∑2 L ' l C 2 n ･

2 n C k
･

q( x o)
2( L 叫 + 1
E( x o)

た

n
- 0 k l = 0

L 2 n + 1

∑ ∑
(2 L + 1)!

nff o kt . (2 L
- 2 n)!(2 n

- A + 1) !k!

L 2 n

+ ∑∑
(2エ + 1)!

si n
ョ(( ･ + n

- k
l

) + 1 o de

rl( x o)
2( レ n)
E( x o)

k
A e + 1( a ,

･

o)

nf fo ET. (2 L
- 2 n 十1)!(2 n - k)!k!

T7( x o)
2( L

-

n ) 十1 紬 o)
A
B E( 諾o)

こ こ で ､ 関数 A
p( x o) ､ B p( x o) および e は､ ( 1) の場合と同じで あるo

A p p e n d i x E
一 光 の屈折角の近似解 -

E . 1 弱 い 重力場領域における屈折角

弱 い重力場領域にお ける光の屈折角は､ 次のように近似され る[25] o

･( h, - 筈･芸(1 6
一芸)諾十 0(蛋) I
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E . 2 強い 重力場領域における屈折角(6 > 1/ 2)

E . 2 強い重力場領域における屈折角(6 > 1/ 2)

円軌道が存在する領域 ∂ > 1/ 2 において ､ 衝突係数九 - 九* の極限で ､ 光の屈折

角 α(h) は 次のように近似
される【26] o

α( h) -
-( 告)

中
lo g(去

- 1)
･( 告)

中
l o g

+ b R
- 7T ･

九* - 2 m

こ こで ,
九* は､

[(2∂ + 1)
6

- (26 - 1)
6

]
2

(26 + 1)
2 6 2( 2∂ - 1)

2 6 - 1

で 与えられる o また, b R は､ 有限な定数であり以下のように与えられる ｡

b R - /.
1

g( I, d z ,

x( z)
2

- 1

x( I)
2

6
'

1
- 1

)
丁

〈(26 ･ 1)
∂

- (26 - 1)
6

)

(2 ∂
- 1)
2 ∂ ~ 1

2∂+ 1

4∂
2

- 1

2 z 6 2

こ こで ､ x( z) は､

LT( -T)

-((1 -( ㌫)
6

) z ･( ㌫)
6

)

(1 -( #)
6

) z ･( #)
6

( E ･ 4)

( E ･2)

( E ･3)

( a( z 卜 1)
6 ~ 1

( x( z) + 1)
5 + 1

, ( E ･6)

で あるo 球対称時空(△ - 1) の場合につ いて 6 の値が 1 に 削
､ ときは､ b R は,

次の ような値になる ｡

b R - 0 ･9 496 - 0 ･11 99(6 - 1) 十 0((6
- i)
2

) ･ ( E ･7)

特に ､
シ ュ ワルツ シルト時空( A - ∂ - 1) の ときは､

b R - 2 l o g 6(2 -

v 5) - o ･9 496
, ( E ･8)

となる ｡ これより､ シ ュ ワルツ シルト時空( A - ♂ - 1) の とき､ ( E ･2) 式は､

･( h) - - l o g(議去- 1) 十lo g[2 16( 7
- 4 J5) ト ( E ･9)

と表される｡
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A p p e n d i x F
- 光学的スカラ ー 方程式の厳密解 -

こ こで は D y e r に よる光学的スカラ
ー 方程式に対する解析の結果をまとめる[2 1] ｡

F . 1 静的球対称時空

静的球対称時空 の計量は､

d s
2
ニ ー e

2 C
dま
2
+ e
2 A
d r
2
+ e
2 B
d n
2
, ( F .1)

で ある o こ こで ､ A ､ B ､ C は､ r の 関数で ある o こ の 時空で の 光的測地線 の接
ベ ク トル k FL は

､

k
O
- e

- 2 C
? k
2
- o

)
k
3
- h e

- 2 B
?

k
l
= 土e

-

( A + a) Ji 榊
- β)

I

(ど.2)

で ある . こ こで 定数 h は､ 衝突係数であり､ 球対称から
一

般性を欠く こ となく
k
2
- o と したo この接ベクトル k 叫こ対し､ 光波面を規定する複素光的ベ クトル

t F
L は ､

蒜[言s ･ s - e
B
･ H ( Si . s!,] , t

2
-

計
B
,

[去(si ･ s三) e
B
･ 2 H S ･ S] ,

i
3
- 賢

2 B
, ( F ･3)

s 土 - 何 言古, H - 一芸/
r

是e
B - C
a r
,

となるo こ こで プライムは､ r に関する微分で あるc こ の とき Ri c ci 項 7% と W e yl

項 F は､ それぞれ

- 7a + F - e
~ 2( A + a)( B

′′

+ ( B
/

)
2

- B
r

a
/

- B
/
A
′

)
- h
2
e

~ 2( A ' B)
( a
′′

+ ( c
'

)
2

- C
I

B
/

- C
I

A
′

) ,
- 7a J F - e

- 2( A . a)( B
′′

+ ( B
/

)
2

- B
,

a
/

- B
,
A
,

)
- h
2
e

- 2' A ' B'( e
2' A - B '

･ B
"

- A
'

B
'

) ,

(F ･4)

とな る . W e yl 項 F は､ 実数であるか ら､

一 般性を欠く こ となく q を実数とす

る こ とがで きる ｡ D y e r は､ 次式で定義され る光学的スカ ラ
ー

量 C i = を導 入したo

孟1 n C 土 - O j - I

こ の とき光学的スカ ラ
- 方程式は､

些迄 = ( 一 見 土 F) C i ,
d 入
2

( F ･5)

( F .6)

とな る o D y e r は ､ こ の方程式に対する
一

般解が次の ようになる こ とを示 したo

a +
- ci e

2 B
- h 2 e 2 C

c I

= C B e B si n

e
A + B + a

[e
2 B - h

2
e
2 C]書

e
A - B + a

こ こ で Cg と D9 = は積分定数である｡
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F _ 2 静的軸対称時空

F . 2 静的軸対称時空

静的軸対称時空の 計量は､

d s
2
= _ e
2 α
d七
2
+ e
2β血
2
+ e
2 7 d y
2
+ e
2 p d¢
2
, ( F ･8)

で ある o こ こで α,β, w は 諾 と y の関数
で あ る ｡ 定数 h を衝突係数とすると､

y
- o 面上にとどまる光的測地練

の接ベクトル 糾 ま､

霊冒≡
e

; e
2

-

a

; 凝 完
納

,

(F ･9)

である ｡ こ の接ベ クトル k 叫こ対し､ 光波面を規定する複素光的ベク トル 舌叫ま､

次の ようになる ｡

七
0
- 議[言e

p s ･ s - ･ H ( Si ･ S芝)卜
α

,
ま
2
- 新

吉
1
- 議[去(si ･ S竺) - H S ･ S｣ &

β
,
七
3
- かh Je

叫
, 'F ･10'

S j = - e
- α 士 h e

-

FL
,
H - -

T

e/
A

-

α

S
+
S -

A p p e n di x G
- 光学的スカラ

ー 方程式の解析的モデル
ー

こ こでは､ 光学的スカラ
- 方程式(4 .21) を､ 次の ように近似した解析的モ デル の

解を求める｡

砦 -〈
o

i 凡
2
u 土

'

(ミミミ…:≡.

( G ･1)

こ こで
､
K
2
と e - △入/ 2 は､ それぞれ､

- 7 u F の大きさ とレンズの厚さを表

す o また､ ア フィ ンパ ラメ ー タ 入は､ 薄い レンズの中心で 入 - 0 となるように再

定義した｡ また､ 初期条件は､ 入 - - 入o < 0 にお いて

u 土
- 0

, 憲 - 1
,

とする ｡

G . 1 解析的モデル : 叫 の場合

(1) 入≦ -

∈ の領域

初期条件より､ u + は､

u +
- A + ^ o ?

となる ｡

( 2) - E < 入 < e の領域
この領域では､ 叫 は､ ( G .1) 式より､

u
+
- A + e

代入
+ B + e

一 心
†
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a ,1 解析的モ デル : u + の場合

卜乳 ±Fl

- 1
o

- g 0 C

とおける ｡ こ こで ､ A 十 と β+ は､ 入 ニ ー 亡 で の接続条件

〈
u
+( - E

- 0) - u +( -

e + 0)
d . _ ､

d

㌫
u +( -

e
- o) - 菰

u
+( - E + 0) ,

か ら､ 次のよう に決まる ｡

/

ー
し

1
I

3

e

円
川

じ

柁
′

亡

e

l
一

っ
且

ニ

+
A + 入o

一

亡)

B
.
-妄e

- e 推

‡一三･ 入o - e) ･

( G .5)

( G .6)

薄い レ ンズの近似 e ≪ 入o の もとで ､
レン ズの 薄さ ( 厚さ) によ っ て ､ u +

の振 る舞い は､
さらに次の 2 つ に分類される ｡

◇ E FC ≪ 1 E ≪ 入o の とき

u
.
-去(^ o ･三) e

凡人
十妄(入o 一三) e

~

凡人
( G ･7)

o e rc ≫ 1 e ≪ 入o の とき

l o g u +
- rc入+ l o g

( 3) 亡≦入 の領域
こ の領域で は, 叫 は､ ( G ･ 1) 式より､

u +
- a + A + a + ,

とおける o こ こ で ､ a + と b + は, A
- e で の接続条件

u +( e - o) - u +( E + 0)
d d

㌫
u +( e - o) - 訪

u +( e + 0) ,
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a . 2 解析的モ デル : u _ の 場合

から､ 次の よう に決 まる ｡

( b
a

.

+

-

=

(

C

^

O

o

S h

-

2

…:,: o:i
^

2

O

E K7i
i

;

T
h

.

2

;: - ^ o, E K) si n h 2 e K ･

( G ･11)

薄 い レンズの 近似 e ≪ 入o の もとで ､ レンズの 薄さ ( 厚さ) によっ て ､ 叫

の振 る舞い は,
さらに次の 2 つ に分類され る ｡

◇ e FS ≪ 1 , E ≪ スo の とき

u +
- (1 + △0 +) A + 入o .

こ こ で
､
△0
+
- K J入o( 2 e FC) - rC

2
入o , で ある o

O e FC ≫ 1 , E ≪ 入o の とき

u ･
-喜代入o e

2 E 凡
人 一芸E 凡人o e

2 e n

G . 2 解析 的モデル : u I の場合

( 1) 入≦ -

E の 領域

初期条件より u _ は､

u _
- A + ^ o ,

とな る .

( 2) -

E < 入 < E の 領域
こ の領域 では ､ u - は ､ ( G . 1) 式より､

u -

- A - si n 凡人+ B _ c o s pc入
,

とお ける o こ こで ､ A _ と B _ は､ 入 = - e で の 接続条件

〈
u -( -

e
- 0) - u - ( -

E 十 0)

孟u - トe - 0) -孟u + E - 0) ,

から､ 次の ように決まる ｡

1
A -

=

完
c o s e 凡 + ( e 一 入o) sin e K

il
=

B -
-

言
s ln e 柁

- ( E 一 入o) c o s e K ･

( G .1 2)

( G . 1 3)

( G . 1 4)

( G ･ 15)

( G ･ 16)

( G ･1 7)

薄い レンズの 近似 e
,
≪ 入o の もとで ､ レンズの 薄さ ( 厚さ) に よっ て ､ u _

の 振る舞い は､ さ らに次の 2 つ に分類され る .

◇ e fS ≪ 1 , e ≪ 入o の とき

u _
…(圭

一 入o ∈㍍)
55

si n fC入+ 入o c o s rc入･ ( G ･1 8)



a . 2 解析 的モ デル : u _
の場合

O E fS ≫ 1 , e ≪ 入o の とき

u -
… 入o si n FS( A - i) . ( G ･1 9)

これは､ u _ が振幅が入o ､ 振動数が fS で振動するこ とを意味して い る o
こ の 場合 ､ 光線が レンズを通過 したとき u - は､ 約 E FC/ 7T 回振動する o

( 3) 亡 ≦入 の領域
こ の領域で は､ u - は､ ( G .1) 式より､

u _
- a _ 入 十 b l

とお ける ｡ こ こで a _ と b _ は ､ 入 = e での接続条件

i
u _( e - 0) - u _( e + 0)
d a

お
u - ( e - 0) = 菰

u - (E + 0) ,

から､ 次の ように決まる｡

r a _

- c o s 2 E J{ , + K ,( E
- 人o) si n 2 e 代

si n 2 E 代 十( A() - 2 e) (:o s 2 弧

( G .
20)

( 堤.21)

(伝 .22)

薄い レンズの近似 e ≪ 入o の もとで ､ レンズの薄さ (博さ) によ っ て ､ u M

の振る舞い は､ さらに次の 2 つ に分類され る｡

◇ E 代 ≪ 1 , e ≪ 入o の とき

u -
- (1 十 △0 - ) A + 入o .

こ こで ､ △0 -
ニ ー(IC入o)(2 e pc) で ある o

O E fC ≫ 1 , e ≪ 入o のとき

u -
- - IC入o si n 2 e pc

･ ( A -

i) .

( G ･23)

( G .2 4)

こ の場合 ､ 傾き -

pc入o si n 2 e K J の値は､ 位相 e lr , の値に したがっ て 大き

く変化 し､ 不規則な値となる ｡
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