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まえがき

2019年度第 27回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」は
2019年９月６日 (金)から９月 10日 (火)まで山形県酒田市にて行われました．講演を東北公
益文科大学公益ホール (酒田市公益研修センター)，宵の時間 (若手中心の発表の時間)および
宿泊をかんぽの宿酒田にて行い，昼も夜も参加者の熱気に満ちたサマースクールとなりまし
た．この報告集は，講演および当日Web (https://sites.google.com/view/ntss2019/home)上
で配布したレジメをもとに，講演者の方々にご執筆いただいた原稿を収録しています．Web

にある講演全体の参考文献も本報告集とともにご活用下さい．また，１日目と２日目の夕
食後に行われた宵の時間の講演スライドも講演者全８名分収録しました．
今回のテーマである構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題は整数論および代数幾何
学における重要な主題の１つとして研究されてきました．当該分野の第一人者である J-P.

Serre氏の研究をふまえながら，数論的，代数幾何的，数論幾何的視点が交錯する研究の展
開・躍動の様子を皆さんに体感いただけたことは，大きな意義があったと感じています．
講義は前半 (１，２，３日目)の基本と後半 (４，５日目)の発展からなります．基本では，
ガロア理論続論としてガロアコホモロジーやガロア群の計算，不変体の有理性問題におけ
る種々の定義とその具体例，ガロア逆問題に関する解説が行われました．サマースクール
らしく，各講演者からは証明のアイデアや要点の解説がありました．有限単純群の分類問題
の歴史的な経緯を含んだ解説もお願いすることができました．発展では，解析数論と体の
同型問題，ガロア拡大の具体的構成と何が出来るのか，有限単純群に対するガロア逆問題，
代数的トーラスの有理性問題，ノルム 1トーラスとハッセノルム原理，不分岐ブラウアー
群，3次不分岐コホモロジー群とGAPによる計算，野性McKay対応など，より発展的な内
容，研究のさらなる展開についての解説がありました．内容の詰まり過ぎた時間設定と世
話人の無茶振りの要求に丁寧かつ完璧にご対応下さった講演者の皆様に感謝申し上げます．
サマースクールの企画・運営にあたって多くの方々から助言・協力を頂きました．伊吹山
知義先生，青木宏樹先生には運営に関して大変有益な助言をいただきました．角皆宏先生，
木村巌先生，田坂浩二先生には過去のサマースクールを踏まえた情報をご教示いただきま
した．当日会場でホワイトボード (実際は銀板でした)やお茶の係りとして手伝ってくれた
東京理科大学の関川隆太郎さん，皆川祐太朗さん，吉崎彪雅さん，新潟大学の池田愛輝さ
ん，大泉佑太さん，半内広貴さん，本田涼真さんにも感謝を述べたいと思います．

本サマースクールは以下の科学研究費から援助を受けています．
　基盤研究 (S) 16H06336 (研究代表者：金子昌信)

　基盤研究 (B) 18H01112 (研究代表者：安田健彦)

　基盤研究 (C) 15K04798 (研究代表者：木田雅成) 　 18K03253 (研究代表者：角皆宏)

　　　　　　　 18K03259 (研究代表者：藤井俊) 　　 19K03418 (研究代表者：星明考)

　　　　　　　 19K03429 (研究代表者：青木宏樹) 　 19K03447 (研究代表者：北山秀隆)

　若手研究 19K14512 (研究代表者：谷本祥)

　特別研究員奨励費 17J01827 (研究代表者：佐久川憲児)

また，これらの一部によって本報告集も印刷されていることを付け加えます．

伝統ある整数論サマースクールを継承し，日本の整数論のこれからの発展に少しでも寄
与できたのでしたら大変嬉しく思います．参加者の皆様，本当にありがとうございました．

世話人：小松亨 (東京理科大学)，星明考 (新潟大学)，北山秀隆 (和歌山大学)
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第 27回整数論サマースクール
「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」

日時 2019年 9月 6日（金）∼ 10日（火）
場所 山形県酒田市　東北公益文科大学公益ホール・かんぽの宿酒田
世話人 小松亨（東京理科大学），星明考（新潟大学），北山秀隆（和歌山大学）

プログラム

9月 6日（金）
14:30 – 16:30 藤井俊（島根大学）

ガロア理論続論
17:30 – 18:45 深作亮也（九州大学）

ガロア群の計算
20:00 – 21:30 宵の時間

9月 7日（土）
09:00 – 10:30 金井和貴（新潟大学）

不変体の有理性問題 (1)

10:45 – 12:15 長谷川寿人（新潟大学）
不変体の有理性問題 (2)

13:30 – 14:00 山崎愛一（京都大学）
Flabby resolution の GAP による計算

14:15 – 15:30 星明考（新潟大学）
半単項式作用と有理性問題

15:45 – 17:15 木田雅成（東京理科大学）
冪根を含まない体のクンマー理論について

17:30 – 18:45 角皆宏（上智大学）
複比の体での有理性問題

20:00 – 21:30 宵の時間

9月 8日（日）
09:00 – 10:30 田中康彦（大分大学）

有限単純群の分類問題について
10:45 – 12:15 佐久川憲児（京都大学）

ガロワの逆問題と剛性の方法について
13:30 – 19:00 自由討論
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9月 9日（月）
09:00 – 10:30 岡崎龍太郎

The simplest cubic fields are non-isomorphic to each other

— exposition of ideas

10:45 – 12:15 角皆宏（上智大学）
ガロア群の構成問題の明示解の活用
∼ 明示的な多項式があると出来ること ∼

13:30 – 14:15 佐久川憲児（京都大学）
PSL2(Fl) に対するガロワの逆問題について

15:00 – 16:00 長谷川寿人（新潟大学）
Rationality problem for algebraic tori

16:15 – 17:15 金井和貴（新潟大学）
Norm one tori and Hasse norm principle

17:30 – 18:45 谷本祥（熊本大学）
不分岐Brauer群と不変体の有理性問題

20:00 – 21:00 今後の SS

9月 10日（火）
09:00 – 10:30 星明考（新潟大学）

3次不分岐コホモロジー群とネーター問題
10:30 – 10:45 山崎愛一（京都大学）

3次不分岐コホモロジー群のGAPによる計算
11:00 – 12:30 安田健彦（東北大学）

野生McKay対応概説 –数論的視点と最新成果–
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ガロア理論続論

藤井 俊 (島根大学)

1 序

本稿は, 2019年度整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」に
おける筆者の講演レジュメに加筆・修正したものである. ここでは, ガロア理論および体
の加法群, 乗法群へのガロア群の作用, コホモロジー群の導入および基礎となる性質の解
説, Hilbertの定理 90およびKummer理論について述べる. ガロア理論の続きという立場
であるため, 代数と名のつく入門書の内容は仮定する. 想定しているのは永尾 [2] 程度の
内容である.
体論については,桂 [1]の第3章を参考にした. 群のコホモロジーについては, Neukirch–

Schmidt–Wingberg [4] の Chapter I を参考にした. Cassels–Frölich [3] の Chapter IV も,
要領よくまとまっており, 最初に学ぶにはおすすめである. [4] の Chapter I は, [3] の
Chapter IV, V をより詳しくしたものといえるだろう.
有限群のコホモロジーの基本的な命題については, なるべく証明をつけることにして,

初めて学ぶ際の参考になることを目標とした. また, 筆者は特段コホモロジーに詳しいわ
けではない. 一人の group cohomology user による解説であることを, ご承知いただきた
い. コホモロジーの勉強では, まずコホモロジーを使ってみる, ということが大事である
ように筆者には考えられる.
レジュメにはなかったものであるが,離散加群係数の副有限群のコホモロジー,ガロア・

コホモロジーの性質を証明抜きで入れた.

2 ガロア群の体の加法群への作用

2.1 ガロア理論

本稿では体は可換体を意味するものとする.

定理 1 (ガロア理論の基本定理). F を体とし, K/F を有限次ガロア拡大, すなわち分離か
つ正規拡大とする. G = Gal(K/F )をK/F のガロア群とする. K/F の中間体M に対し

てGの部分群

HM = {g ∈ G | g(x) = x, ∀x ∈M}

1
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を対応させ, Gの部分群Hに対して中間体

KH = {x ∈ K | h(x) = x, ∀h ∈ H}

を対応させることは, K/F の中間体とGの部分群の間の互いに逆写像となる一対一対応

を与える.

2.2 指標の独立性

以下, 体Kの乗法群をK×で表す. また, わかりづらく感じる人もいるかもしれないが, ガ
ロア群の元 gの体の元 xへの作用は, 写像のように g(x)と表すこととする.

命題 1 (指標の独立性). Sを半群, Kを体とする. χ1, · · · , χmを SからK×への全て異な

る準同型とする. a1, · · · , am ∈ K とする. もし, 任意の s ∈ S に対して a1χ1(s) + · · · +
amχm(s) = 0 ならば, a1 = · · · = am = 0である.

Proof. 主張が成り立たないとし, 矛盾を導く. すなわち, 任意の s ∈ S に対して

a1χ1(s) + · · ·+ amχm(s) = 0 であるような (0, · · · , 0) ̸= (a1, · · · , am) ∈ Kmが存在すると

する. ai = 0となるものは省いても良いので, ai ̸= 0 (1 ≤ i ≤ m)とする. さらに, mをこ
のような (a1, · · · , am)が存在するような最小のものとする.

m = 1とせよ. a1 ̸= 0, χ1(s) ̸= 0より a1χ1(s) ̸= 0なので, これは矛盾である. よって
m ≥ 2である. 任意の s ∈ Sに対して, a1χ1(s) + · · ·+ amχm(s) = 0 とせよ. t ∈ Sをとり,
sの代わりに stを代入すると

a1χ1(ts) + · · ·+ amχm(ts) = a1χ1(t)χ1(s) + · · ·+ amχm(t)χm(s) = 0

となる. ここで, χ1 ̸= χmなので, χ1(t) ̸= χm(t)となる t ∈ Sが存在する. そこで, 最初の
式を χm(t)倍して二つ目の式から引くと,

0 = ai(χ1(t)− χm(t))χ1(s) + · · ·+ am−1(χm−1(t)− χm(t))χm−1(s)

となるが, tの取り方から a1(χ1(t)− χm(t)) ̸= 0であるため, mの最小性に反する. よって
矛盾である.

命題 2 (デデキントの補題). K,Lを体とし, σ1, · · · , σm : K → Lをすべて異なる環準同型

とする. b1, · · · , bm ∈ Lとする. もし, 任意の a ∈ Kに対して σ1(a)b1 + · · ·+ σm(a)bm = 0

ならば, b1 = · · · = bm = 0である.

Proof. 1 ≤ i ≤ mに対して, χi(a) = σi(a)とおけば, 指標の独立性より従う.

命題 3 (トレースの非退化性). K/F を n次分離拡大とし, TrK/F : K → F をトレースと

する. このとき,
K ×K → F, (a, b) 7→ TrK/F (ab)

は F 上の非退化な双線型形式である.

2
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Proof. F 上の双線型形式であることはトレースの定義から従う. F を F の代数閉包

とし, σ1, · · · , σn : K ↪→ F をKの F 同型全体とする. b ∈ K, b ̸= 0とすると,

TrK/F (ab) = σ1(a)σ1(b) + · · ·+ σn(a)σn(b)

なので, デデキントの補題よりTrK/F (ab) ̸= 0となる a ∈ Kが存在する. よって非退化性
が従う.

2.3 体の加法群へのガロア作用, 正規底定理

K/F を有限次ガロア拡大とし, G = Gal(K/F )とする. ガロア理論の基本定理より, ガロ
ア群Gを知ること, およびGの体Kへの作用を知ることは, 重要な研究の一つである. ま
ずはGのK への作用について調べる. K はGが作用する F 線型空間なので, F 上Gの

群環

F [G] =

{∑
σ∈G

aσσ

∣∣∣∣∣ aσ ∈ F
}

上の加群である.

定理 2 (正規底定理). F [G]加群としてK ≃ F [G]である. すなわち, {σ(θ) | σ ∈ G}がK

の F 上の基底となる θ ∈ Kが存在する.

Proof. F が有限体の場合と無限体の場合に分けて証明する. まずは F が有限体の場

合に示す. このとき, ある素数 pがあり, F は q = pr (r ≥ 1)元体 Fq とみなせる. また,
[K : F ] = nとすれば, K = Fqn であり, φ(a) = aq (a ∈ K)を q乗フロベニウスとする

と, G = ⟨φ⟩ ≃ Z/nZである. ここで, KをXa = φ(a)によって多項式環 F [X]上の加群

と見る. Kは有限であることから, Kは有限生成捻れ F [X]加群である. このとき, F [X]

加群の構造定理より, 非負整数 rとモニック多項式 f1(X), · · · , fr(X) ∈ F [X]が存在し,
fi(X) | fi+1(X) (1 ≤ i ≤ r − 1),

n =
r∑
i=1

deg fi

かつ

K ≃
r⊕
i=1

F [X]/(fi(X))

が成り立つ. fr(X)はフロベニウスφの最小多項式であることに注意する. 1, φ, · · · , φn−1

はすべて異なり, φn = 1なので, デデキントの補題より φの最小多項式はXn − 1である.
したがって, r = 1, fr(X) = f1(X) = Xn − 1となり,

K ≃ F [X]/(Xn − 1) ≃ F [G]

である.
次に F が無限体である場合に示す. [K : F ] = nとする.
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命題 4. G = {σ1 = 1, σ2, · · · , σn}, u1, · · · , un ∈ Kとする. このとき, u1, · · · , unがKの

F 上の基底であるための必要十分条件は, ∆(u1, · · · , un) = det(σj(ui)) ̸= 0となることで

ある1.

Proof. まずは∆(u1, · · · , un) ̸= 0ならば, u1, · · · , vnが基底であることを示す. a1, · · · , an ∈
F に対して, a1v1 + · · ·+ anvn = 0とせよ. このとき, 任意の 1 ≤ j ≤ nに対して

a1σj(v1) + · · ·+ anσj(vn) = 0

である. よって, jを動かして連立一次方程式と見れば,係数行列の行列式は∆(v1, · · · , vn) ̸=
0なので, a1 = · · · = an = 0でなくてはならない. よって, v1, · · · , vnは基底である.
次に, u1, · · · , unがKの基底ならば, ∆(u1, · · · , un) ̸= 0を示す. T = (TrK/F (uiuj))と

する. トレースが定める双線型形式は非退化であるため, u1, · · · , unが基底であることか
ら T は正則行列である. このとき,

detT = det(
n∑
k=1

σk(uiuj))

= det(σj(ui))
2 = ∆(σj(ui))

2

であることと, detT ̸= 0より∆(u1, · · · , un) ̸= 0である.

Gの各元 σ1 = 1, σ2, · · · , σnに対して不定元Xσ1 , Xσ2 , · · · , Xσnをとり, 行列式

f(Xσ1 , · · · , Xσn) = det(Xσ−1
i σj

)

を考える. f(0, · · · , 0) = 0, f(1, 0, · · · , 0) = 1より, f(Xσ1 , · · · , Xσn)は定数ではない.
u1, · · · , unをKの一つの基底とすると, det(σj(ui)) ̸= 0より変数変換

Xσi = σi(u1)x1 + · · ·+ σi(un)xn, 1 ≤ i ≤ n

が定義され,
F (Xσ1 · · · , Xσn) = g(x1, · · · , gn)

とすれば, g(x1, · · · , xn)も定数ではない. 定数でない 1変数方程式は解を有限個しか持た

ないことから, F が無限体であることより,

g(a1, · · · , an) ̸= 0

となる a1, · · · , an ∈ F が存在する. ここで,

θ = a1u1 + · · ·+ anun

1ガロア拡大でなくても, 有限次分離拡大で成立する.

4

4



とおけば, {σ1(θ), · · · , σn(θ)} はKの基底となる. c1, · · · , cn ∈ F に対して,

c1σ1(θ) + · · ·+ cnσn(θ) = 0

とせよ. このとき, 任意の 1 ≤ i ≤ nに対して

c1σ
−1
i σ1(θ) + · · ·+ cnσ

−1
i σn(θ) = 0

であるため, c1, · · · , cnは斉次形連立一次方程式の解である. 係数行列の行列式を計算す
ると

det(σ−1i σj(θ)) = det(
n∑
t=1

atσ
−1
i σj(ut))

= det(Xσ−1
i σj

)|Xσk
=a1σk(u1)+···+anσk(un) for 1≤k≤n

= g(a1, · · · , an) ̸= 0

となり, c1 = · · · = cn = 0がしたがう. よって, σ1(θ), · · · , σn(θ)は一次独立であり, した
がってKの F 上の基底である. 以上より,

F [G]→ K,
∑
σ

aσσ 7→
∑
σ

aσσ(θ)

は F [G]加群の同型写像である.

ガロア理論と正規底定理により,

• 体としてKG = {a ∈ K | σ(a) = a, ∀σ ∈ G} = F .

• F [G]加群としてK ≃ F [G].

であることが分かった. 特に, F [G]加群としての構造は, この上なく理解できていること
になる. ガロア群は体Kに付随する様々な対象に作用する. 例えば, Kの乗法群K×へガ

ロア群Gは作用する. ガロア理論より (K×)G = {a ∈ K× | σ(a) = a, ∀σ ∈ G} = F×で

あるが, K×のG加群としての構造は, 簡単に理解できるものではない. では, G加群K×

の理解を進めるためには, 何を研究すればよいのだろうか? その一つの答えが, コホモロ
ジーである.

3 群のコホモロジー

3.1 加群の一般論を少々

Gを有限群とする. 本稿では, Gの作用は左作用を表すこととする. また, ガロア群の体の
元への作用と異なる表記となるが, σ ∈ Gの元 aへの作用は, σaと表すことにする. まず
は, 加群の一般論について, 記号の確認, 同意を行う.
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定義 1 (G加群について). Gを有限群とする.

(1) G加群AとGの部分群Hに対して,

AH = {a ∈ A | ha = a, ∀h ∈ H}

をAのH不変部分加群という.

(2) G集合XとG加群Aに対して, XからAへの写像のなす加群

Map(X,A) = {f | f : X → A : map}

へのGの作用を,

(σf)(x) = σf(σ−1x), (f ∈ Map(X,A), x ∈ X, σ ∈ G)

で定義2 すれば, Map(X,A)はG加群である. また, A,BをG加群とするとき, Aか
らBへの準同型加群

Hom(A,B) = {f | f : A→ B : group hom.}

は, Map(A,B)のG部分加群をなす.

定義 2 (完全系列と複体). n ∈ Zに対して, 加群Anおよび射 fn : An−1 → An (n ∈ Z)が
あるとする. このとき, 加群と射の列

· · · f−1→ A−1
f0→ A0

f1→ A1
f2→ · · · fn−1→ An−1

fn→ An
fn+1→ · · ·

が得られる.

(1) 任意の n ∈ Zに対して, Imfn−1 = Kerfnであるとき, 上の列を完全系列という. 特
に, 3つの加群A,B,Cに対して,

0→ A→ B → C → 0

が完全系列のとき, 短完全系列であると言ったりする.

(2) 任意の n ∈ Zに対して, Imfn−1 ⊆ Kerfnであるとき, つまり, fn ◦ fn−1 = 0のとき,
上の列を複体という.

2恥ずかしながら, 筆者が初めてこの作用を見たとき, 妙なものに感じた. 後になって, 関数 y = f(x)へ

の (a, b) ∈ R2 による平行移動は y = f(x− a) + bであることを思い出して, 納得することができた.
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3.2 群のコホモロジーの定義

再びGを有限群とする. n ∈ Z≥1に対して, GnをGの n個の直積とする. Gnは各成分へ

の作用によってG集合である. すなわち, σ ∈ G, (σ1, · · · , σn) ∈ Gnに対して,

σ(σ1, · · · , σn) = (σσ1, · · · , σσn)

として作用する.

定義 3. n ∈ Z≥1とする.

(1) G加群Aに対して, Xn = Xn(G,A) = Map(Gn+1, A)とする.

(2) ∂n : Xn−1 → Xnを, x ∈ Xn−1に対して

∂n(x)(σ0, · · · , σn) =
n∑
i=0

(−1)ix(σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn)

で定める. ここで, σ̂は成分 σを除くことを意味する.

(3) ∂0 : A → X0を, a ∈ Aに対して, 定数写像 ∂0(a)(σ0) = aを対応させる写像で定

める.

命題 5. A,Xn (n ∈ Z≥0)および射 ∂nからなる列

0→ A
∂0→ X0 ∂1→ X1 ∂2→ · · · ∂

n−1

→ Xn−1 ∂n→ Xn ∂n+1

→ · · ·

は完全系列である.

Proof. まずは複体であることを示す.

∂1 ◦ ∂0(a)(σ0, σ1) = ∂0(a)(σ0)− ∂0(a)(σ1)

= a− a = 0

より, ∂1 ◦ ∂0 = 0である. n ≥ 1, x ∈ Xn−1とせよ. このとき,

∂n+1 ◦ ∂n(x)(σ0, · · · , σn+1) =
n+1∑
i=0

(−1)i∂n(x)(σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn+1)

=
n+1∑
i=0

{∑
j<i

(−1)i(−1)jx(σ0, · · · , σ̂j, · · · , σ̂i, · · · , σn+1)

+
∑
j>i

(−1)i(−1)j−1x(σ0, · · · , σ̂i, · · · , σ̂j, · · · , σn+1)

}
=

∑
0≤j<i≤n+1

(−1)i(−1)jx(σ0, · · · , σ̂j, · · · , σ̂i, · · · , σn+1)

+
∑

0≤j<i≤n+1

(−1)j(−1)i−1x(σ0, · · · , σ̂j, · · · , σ̂i, · · · , σn+1)
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であり, 同じ範囲で符号を変えて和を取っているので, ∂n+1 ◦ ∂n = 0がしたがう.
次に完全系列であることを示す. アーベル群としての射の列 {Dn | n ∈ Z≥−1}を, 次の

ように定める. n = −1のとき,

D−1 : X0 → A, D−1(x) = x(1)

とし, n ≥ 0のとき,

Dn : Xn+1 → Xn, Dn(x)(σ0, · · · , σn) = x(1, σ0, · · · , σn)

とする. このとき, n ≥ 0に対して

Dn ◦ ∂n+1 + ∂n ◦Dn−1 = idXn

が成り立つことを確かめる. n = 0のとき, x ∈ X0に対して,

(D0 ◦ ∂1 + ∂0 ◦D−1)(x)(σ0) = D0 ◦ ∂1(x)(σ0) + ∂0 ◦D−1(x)(σ0)

= ∂1(x)(1, σ0) + x(1)

= x(σ0)− x(1) + x(1)

= x(σ0)

であり, n ≥ 1, x ∈ Xnのとき,

(Dn ◦ ∂n+1 + ∂n ◦Dn−1)(x)(σ0, · · · , σn) = Dn ◦ ∂n+1(x)(σ0, · · · , σn)

+ ∂n ◦Dn−1(x)(σ0, · · · , σn)

= ∂n+1(x)(1, σ0, · · · , σn)

+
n∑
i=0

(−1)iDn−1(x)(σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn)

= x(σ0, · · · , σn) +
n∑
i=0

(−1)i+1x(1, σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn)

+
n∑
i=0

(−1)ix(1, σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn)

= x(σ0, · · · , σn)

なので成り立つ. x ∈ Ker(∂n+1)とすると,

x = (Dn ◦ ∂n+1 + ∂n ◦Dn−1)(x) = ∂n ◦Dn−1(x) ∈ Im(∂n)

より

Ker(∂n+1) = Im(∂n)

がしたがう. よって完全系列である.
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完全系列

0→ A
∂0→ X0 ∂1→ X1 ∂2→ · · · ∂

n−1

→ Xn−1 ∂n→ Xn ∂n+1

→ · · ·

の各項のG不変部分加群をとる.

0→ AG
∂0→ (X0)G

∂1→ (X1)G
∂2→ · · · ∂

n−1

→ (Xn−1)G
∂n→ (Xn)G

∂n+1

→ · · · ,

ここで, Xn = Xn(G,A)としていた. この列は完全であるとは限らないが, 複体にはなっ
ている.

定義 4 (cochain, cocycle, coboundary). n ∈ Z≥0とする.

(1) Cn(G,A) := (Xn)G = Xn(G,A)Gを n-cochainといい, 複体

C0(G,A)
∂1→ C1(G,A)

∂2→ · · · ∂
n−1

→ Cn−1(G,A)
∂n→ Cn(G,A)

∂n+1

→ · · ·

を cochain複体という.

(2) Zn(G,A) := Ker(Cn(G,A)
∂n+1

→ Cn+1(G,A))を, n-cocycleという.

(3) B0(G,A) = 0とし, n ≥ 1に対して Bn(G,A) := Im(Cn−1(G,A)
∂n→ Cn(G,A))を,

n-coboundaryという.

cochain は複体をなしているため, Bn(G,A) ⊆ Zn(G,A)である. 話が抽象的なものば
かりだったので, 具体的な計算もしておこう.
• C0(G,A)の計算. f ∈ C0(G,A)のとき,

(1) f : G→ A,

(2) 任意の σ, σ0 ∈ Gに対して f(σσ0) = σf(σ0),

を満たしている. (2)より, 任意の σ ∈ Gに対して f(σ) = σf(1)なので, f は f(1)で決ま

り, また逆に a ∈ Aから f(1) = aとして f が決まる. よって, 同型

C0(G,A) ≃ A, f 7→ f(1)

が成り立つ.

命題 6. C0(G,A) = A. □

定義 5 (G加群Aのコホモロジー群). Gを有限群とし, AをG加群とする. n ∈ Z≥0に対
して,

Hn(G,A) = Zn(G,A)/Bn(G,A)

をGのA係数の n次コホモロジー群という.

9
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定義より, Hn(G,A)は, cochain 複体がどの程度完全系列から離れているかを表現する
ものであり, G加群Aの不変量でもある. コホモロジー群がどのようなものか, 具体的に
いくつか計算してみよう.

• H0(G,A)の計算. B0(G,A) = 0と定義していたので, H0(G,A) = Z0(G,A)/B0(G,A) =

Z0(G,A)である. f ∈ Z0(G,A)のとき,

(1) f : G→ A,

(2) 任意の σ0 ∈ Gに対して, f(σ0) = σ0f(1),

(3) 任意の σ0, σ1 ∈ Gに対して, f(σ0)− f(σ1) = 0,

を満たしている. (2), (3)より, 任意の σ0 ∈ Gに対して, σ0f(1) = f(σ0) = f(1)なので,
f は定数写像であり, かつ f(1) ∈ AGである. したがって, 射 Z0(G,A) → AG, f 7→ f(1)

が定義され, AG → Z0(G,A), a 7→ fa, fa(σ0) = a (σ0 ∈ G)は逆写像である. 以上より,
H0(G,A) = AGである.

命題 7. H0(G,A) = AG. □

• H1(G,A)の計算. H1(G,A) = Z1(G,A)/B1(G,A)であったので, Z1(G,A)とB1(G,A)

を計算する. f ∈ Z1(G,A)のとき,

(1) f : G2 → A,

(2) 任意の σ, σ0, σ1 ∈ Gに対して, f(σσ0, σσ1) = σf(σ0, σ1),

(3) 任意の σ0, σ1, σ2 ∈ Gに対して, f(σ1, σ2)− f(σ0, σ2) + f(σ0, σ1) = 0,

を満たす. (3)の式を少し変形すると, σ0f(1, σ−10 σ2) = σ0f(1, σ
−1
0 σ1) + σ1f(1, σ

−1
1 σ2) とな

り, 両辺に σ−10 を作用し, 改めて σ = σ−10 σ1, τ = σ−11 σ2とすれば,

f(1, στ) = f(1, σ) + σf(1, τ)

を得る. Z1(G,A)の元はこの方程式で特徴付けられる, すなわち,

Z1(G,A) = {f ∈ C1(G,A) | f(1, στ) = f(1, σ) + σf(1, τ), σ, τ ∈ G}

である.
次に, B1(G,A)を計算する. g ∈ B1(G,A)のとき,

(1) g : G2 → A,

(2) ある h ∈ C0(G,A)があって, 任意の σ0, σ1 ∈ Gに対して g(σ0, σ1) = h(σ0)− h(σ1),
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(3) 任意の σ0 ∈ Gに対して, h(σ0) = σ0h(1).

を満たす. (2), (3)より,

g(σ0, σ1) = h(σ0)− h(σ1) = σ0h(1)− σ0h(σ−10 σ1) = σ0g(1, σ
−1
0 σ1)

がしたがう. よって, σ = σ−10 σ1とすれば,

g(1, σ) = h(1)− h(σ) = (1− σ)h(1)

となり, C0(G,A) = AよりB1(G,A)の元はこの方程式で特徴付けられる. すなわち,

B1(G,A) = {g ∈ Z1(G,A) | ∃a ∈ A s.t. g(1, σ) = (1− σ)a, σ ∈ G}

である.
さて, C1(G,A)の元は 2変数関数であるが, G写像であることを用いれば, 上の計算の

ように, 定義域を {1}×Gに制限して, 1つ変数を減らして考えれば良いことがわかる. し
たがって,

Z1(G,A) ≃ {f ∈ Map(G,A) | f(στ) = f(σ) + σf(τ), σ, τ ∈ G},
B1(G,A) ≃ {g ∈ Map(G,A) | ∃a ∈ A s.t. g(σ) = (1− σ)a, σ ∈ G}

が成り立つ. 右辺のように, 1つ変数を減らした表現を非斉次形という. Z1(G,A)の方程

式を, 交差準同型 (crossed homomorphism) という. A = AG, すなわちAにGが自明に作

用しているとする. このとき, 交差準同型は準同型 f(στ) = f(σ) + f(τ)に他ならない. さ
らに, B1(G,A) = 0より, H1(G,A) = Hom(G,A)が成り立つ.

命題 8. (1) H1(G,A) ≃ {f ∈ Map(G,A) | f(στ) = f(σ) + σf(τ), σ, τ ∈ G}
{g ∈ Map(G,A) | ∃a ∈ A s.t. g(σ) = (1− σ)a, σ ∈ G}

.

(2) A = AGならば, H1(G,A) = Hom(G,A). □

• H2(G,A)の計算. f ∈ Z2(G,A)とする. このとき,

(1) f : G3 → A,

(2) 任意の σ, σ0, σ1, σ2 ∈ Gに対して, f(σσ0, σσ1, σσ2) = σf(σ0, σ1, σ2)が成り立つ,

(3) 任意の σ0, σ1, σ2, σ3 ∈ G に対して, f(σ1, σ2, σ3) − f(σ0, σ2, σ3) + f(σ0, σ1, σ3) −
f(σ0, σ1, σ2) = 0 が成り立つ.

1次の場合と同じように, 1変数減らして考えてみる. (2), (3)より,

0 =σ−10 σ1f(1, σ
−1
1 σ2, σ

−1
1 σ3)− f(1, σ−10 σ2, σ

−1
0 σ3)

+ f(1, σ−10 σ1, σ
−1
0 σ3)− f(1, σ−10 σ1, σ

−1
0 σ2)
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である. τ1 = σ−10 σ1, τ2 = σ−11 σ2, τ3 = σ−12 σ3とすれば, 上の方程式は

τ1f(1, τ2, τ2τ3)− f(1, τ1τ2, τ1τ2τ3) + f(1, τ1, τ1τ2τ3)− f(1, τ1, τ1τ2) = 0

となる. 複雑な方程式であるが, [4]のp.12およびp.18の非斉次化の対応より, f ∈ C2(G,A)

に対して, f0 : G2 → Aを f0(σ, τ) = f(1, σ, στ)と定義すると, 方程式

τ1f0(τ2, τ3)− f0(τ1τ2, τ3) + f0(τ1, τ2τ3)− f0(τ1, τ2) = 0 (2-cocycle)

に変換できる. この方程式を 2-cocycle条件と呼ぶことが多い.
次に g ∈ B2(G,A)とする. このとき,

(1) g : G3 → A,

(2) 任意の σ, σ0, σ1, σ2 ∈ Gに対して, g(σσ0, σσ1, σσ2) = σg(σ0, σ1, σ2)が成り立つ,

(3) h ∈ C1(G,A)が存在し, g(σ0, σ1, σ2) = h(σ1, σ2)− h(σ0, σ2) + h(σ0, σ1) である,

が成り立つ. (2), (3)より,

g(1, σ−10 σ1, σ
−1
0 σ2) = σ−10 σ1h(1, σ

−1
1 σ2)− h(1, σ−10 σ2) + h(1, σ−10 σ1)

であり, τ1 = σ−10 σ1, τ2 = σ−11 σ2 とすれば, 方程式

g(1, τ1, τ1τ2) = τ1h(1, τ2)− h(1, τ1τ2) + h(1, τ1)

を得る. h ∈ C1(G,A)の非斉次化 h0は h0(τ) = h(1, τ)なので, 方程式は

g0(τ1, τ2) = τ1h0(τ2)− h0(τ1τ2) + h0(τ1) (2-coboundary)

と書き換えられる. 以上より,

Z2(G,A) ≃ {f0 ∈ Map(G2, A) | f0は 2-cocycle を満たす },
B2(G,A) ≃ {g0 ∈ Map(G2, A) | g0は 2-coboundary を満たす }

である.

命題 9. H2(G,A) ≃ {f0 ∈ Map(G2, A) | f0は 2-cocycle を満たす }
{g0 ∈ Map(G2, A) | g0は 2-coboundary を満たす }

. □

ここまでで, 0, 1, 2次のコホモロジー群の記述を行なった3. n ≥ 3に対しても複雑に

なってゆくが, cocycle, coboundary の方程式を求めることでHn(G,A)の記述が得られる.
注意として, cocycle, coboundary の満たす方程式は, コホモロジー群を表現したり, 方程
式を通じてコホモロジー群の性格を理解するためには役立つが, 実際にコホモロジー群を
計算するにはあまり役には立たない. コホモロジー群の計算では, 定義に従えば計算でき
る対象を知ること, すでに計算されているコホモロジー群から相対的に計算をすること,
が常套手段である. 以降, その方法について少し説明したい.

3筆者は, 群のコホモロジーは, n = 0, 1, 2の場合が特に大事であると思っている.
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3.3 群のコホモロジーの長完全系列

この小節でもGは有限群とする.

命題 10. A,BをG加群とする. 射 f : A→ Bに対して, コホモロジー群の射

f : Hn(G,A)→ Hn(G,B)

が定まる. さらに, f が同型であれば, 任意の nについて f : Hn(G,A) → Hn(G,B)も同

型である.

Proof. 射 f : A→ Bは射

f : Xn(G,A)→ Xn(G,B), x 7→ f ◦ x

を誘導し, f がG加群の射であることから, x ∈ Cn(G,A), σ ∈ Gに対して

f ◦ x(σσ0, · · · , σσn) = f(σx(σ0, · · · , σn)) = σ(f ◦ x(σ0, · · · , σn))

より, f : Cn(G,A)→ Cn(G,B)が誘導される. x ∈ Zn(G,A)とせよ. このとき,

∂n+1(f ◦ x)(σ0, · · · , σn) =
n∑
i=0

(−1)i(f ◦ x)(σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn)

= f

(
n∑
i=0

(−1)ix(σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn)

)
= f(∂n+1(x)(σ0, · · · , σn))

= f(0) = 0

より f ◦ x ∈ Zn(G,B)であり, x ∈ Bn−1(G,A)に対して,

f ◦ ∂n(x)(σ0, · · · , σn) = f

(
n∑
i=0

(−1)ix(σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn)

)

=
n∑
i=0

(−1)if ◦ x(σ0, · · · , σ̂i, · · · , σn)

= ∂n(f ◦ x)(σ0, · · · , σn)

より f ◦ ∂n(x) ∈ Bn(G,B)である. 以上より, f はコホモロジー群の射 f : Hn(G,A) →
Hn(G,B)を誘導する. gが f の逆写像であるとき, gはコホモロジー群においても f の逆

写像を誘導する.

定理 3 (コホモロジー群の長完全系列). A,B,CをG加群とし, 短完全系列

0→ A→ B → C → 0
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があるとする. このとき, 任意の n ∈ Z≥0に対して, 射

Hn(G,C)
δ→ Hn+1(G,A)

が存在し,
0 → H0(G,A) → H0(G,B) → H0(G,C)

δ→ H1(G,A) → H1(G,B) → H1(G,C)
δ→ H2(G,A) → H2(G,B) → H2(G,C)
δ→ · · ·
· · ·
δ→ Hn(G,A) → Hn(G,B) → Hn(G,C)
δ→ · · ·

は完全系列をなす. δを連結準同型という.

Proof. 任意の n ∈ Z≥0に対して, n-cochain の列

0→ Cn(G,A)→ Cn(G,B)→ Cn(G,C)→ 0 · · · (∗)

が完全系列であることを示す. そのために, n-cochain の非斉次化を調べる. M をG加群

とする. 1次, 2次コホモロジーの計算でも述べていたように, n-cochain は {1} ×Gnでの

値で決まる. すなわち, x ∈ Cn(G,M)に対して,

x(σ0, · · · , σn) = σ0x(1, σ
−1
0 σ1, · · · , σ−10 σn)

で関数 xが定まる. このことから, 任意のG加群M に対して, アーベル群としての同一視

Cn(G,M) =
∏

(σ1,··· ,σn)∈Gn

M,

x(1, σ1 · · · , σn) = m(σ1,··· ,σn)

ができる. したがって, もし 0→ A→ B → C → 0が完全系列であれば,

0→
∏

(σ1,··· ,σn)∈Gn

A→
∏

(σ1,··· ,σn)∈Gn

B →
∏

(σ1,··· ,σn)∈Gn

C → 0

もまた完全系列である. 以上より, (∗)は完全系列である.
n-cochain の完全系列 (∗)より,

Cn(G,A)

Bn(G,A)
→ Cn(G,B)

Bn(G,B)
→ Cn(G,C)

Bn(G,C)
→ 0

と

0→ Zn+1(G,A)→ Zn+1(G,B)→ Zn+1(G,C)
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14



は完全系列である. また, ∂n+1による完全可換図式

Cn(G,A)

Bn(G,A)
−−−→ Cn(G,B)

Bn(G,B)
−−−→ Cn(G,C)

Bn(G,C)
−−−→ 0

∂n+1

y ∂n+1

y ∂n+1

y
0 −−−→ Zn+1(G,A) −−−→ Zn+1(G,B) −−−→ Zn+1(G,C)

において, 縦写像の核は n次コホモロジー, 余核は n+1次コホモロジーである. 以上まと
めると, 蛇の補題より,

Hn(G,A) → Hn(G,B) → Hn(G,C)
δ→ Hn+1(G,A) → Hn+1(G,B) → Hn+1(G,C)

が完全系列となる射 δが存在する.

蛇の補題と次の可換図式を参考に, 0次から 1次への連結準同型H0(G,C)
δ→ H1(G,A)

を具体的に求めておこう. 一般に, C0(G,M) =M , H0(G,M) =MG, ∂1(m)(σ) = (1−σ)m
であることに注意する.

0 −−−→ H0(G,A) −−−→ H0(G,B) −−−→ H0(G,C)
δ−−−→y y y

0 −−−→ C0(G,A) −−−→ C0(G,B) −−−→ C0(G,C) −−−→ 0

∂1

y ∂1

y ∂1

y
0 −−−→ Z1(G,A) −−−→ Z1(G,B) −−−→ Z1(G,C)y y y

δ−−−→ H1(G,A) −−−→ H1(G,B) −−−→ H1(G,C)

c ∈ H0(G,C) = CGとせよ. C = B/Aなので, c = b mod Aとなる b ∈ Bが存在する. こ
のとき, 任意の σ ∈ Gに対して σ(c) = cより,

∂1(b)(σ) = (1− σ)b = b− σ(b) ∈ A

であり, δ(c) = ∂1(b)である. というわけで, 全射B → Cがよくわかっていれば, 連結準同
型H0(G,C)

δ→ H1(G,A)もわかりやすいものである.

4 Hilbertの定理 90とKummer理論

4.1 Hilbertの定理 90

ガロア群のコホモロジーにおける最も大きな結果の一つである, Hilbertの定理 90を示す.
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定理 4 (Hilbertの定理 90). K/F を有限次ガロア拡大とし, G = Gal(K/F )とする. この
とき,

H1(G,K×) = 0

が成り立つ.

Proof. H1(G,K×) = Z1(G,K×)/B1(G,K×)であったので, Z1(G,K×) ⊆ B1(G,K×)

であることを示せばよい. 非斉次形での表現

Z1(G,K×) = {f ∈ Map(G,K×) | f(στ) = f(σ)σ(f(τ)), σ, τ ∈ G},
B1(G,K×) = {g ∈ Z1(G,K×) | ∃β ∈ K× s.t. g(σ) = βσ(β)−1, σ ∈ G}

を用いる. f ∈ Z1(G,K×)とせよ. また, α ∈ K×, σ ∈ Gをとる. このとき,

f(σ)σ

(∑
τ∈G

f(τ)τ(α)

)
=
∑
τ

f(σ)σ(f(τ))στ(α)

=
∑
τ

f(στ)στ(α)

=
∑
τ

f(τ)τ(α)

を得る. デデキントの補題と f(τ) ∈ K×より,
∑

τ f(τ)τ(α) ̸= 0となる α ∈ K×が存在す
る. したがって, β =

∑
τ f(τ)τ(α) ̸= 0とおけば,

f(σ) = βσ(β)−1

より, f ∈ B1(G,K×)である.

4.2 一般線型群に対する Hilbert の定理 90

この小節のみ, 非アーベル・コホモロジーについて述べたい. Gを有限群とする. Gの作
用を持つ群をG群とよぶ. 非斉次形での 1次コホモロジー群の類似として, 1次の非アー
ベル・コホモロジーを定義する.

定義 6 (1次の非アーベル・コホモロジー). Gを群, Aを G群とする. Gの A係数の

1-cocycleを

Z1(G,A) = {f ∈ Map(G,A) | f(στ) = f(σ)σf(τ), σ, τ ∈ G}

とし, f, g ∈ Z1(G,A)に対して,

f ∼ g
def⇐⇒ ∃a ∈ A s.t. f(σ) = ag(σ)(σa)−1, σ ∈ G
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で同値関係∼を定義する. 商集合

H1(G,A) = Z1(G,A)/ ∼

を, GのA係数の 1次コホモロジーという. 任意の f ∈ Z1(G,A)が恒等写像 f(σ) = 1 (σ ∈
G)と同値なとき, すなわち, f(σ) = a(σa)−1となる a ∈ Aが存在するとき, H1(G,A) = 1

と表す.

体K に対してGLn(K)を, K 成分の n次一般線型群とする. K/F がガロア拡大のと
き, ガロア群Gは (aij) ∈ GLn(K)へ, 成分ごとに作用する.

命題 11 (一般線型群に対する Hilbert の定理 90). K/F を有限次ガロア拡大とし, G =

Gal(K/F )とする. 任意の n ∈ Z≥1 に対して, H1(G,GLn(K)) = 1である. すなわち,
f ∈ Z1(G,GLn(K))ならば, f(σ) = B(σB)−1となるB ∈ GLn(K)が存在する.

Proof. f ∈ Z1(G,GLn(K))とし, A ∈ GLn(K)とする. このとき,

f(σ)σ

(∑
τ∈G

f(τ)τ(A)

)
=
∑
τ

f(σ)σf(τ)στ(A)

=
∑
τ

f(στ)στ(A)

=
∑
τ

f(τ)τ(A)

である. したがって,
∑

τ f(τ)τ(A)が正則行列となる A ∈ GLn(K)が存在すれば, B =∑
τ f(τ)τ(A)として定理が成立する.
x ∈ Knに対して b(x) =

∑
τ f(τ)τ(x)とする. ϕ : Kn → K を線型汎関数で, 任意の

x ∈ Knに対して ϕ(b(x)) = 0を満たすものとする. このとき, 任意の α ∈ Kに対して,

0 = ϕ(b(αx))

=
∑
τ

ϕ(f(τ)τ(αx))

=
∑
τ

ϕ(f(τ)τ(x))τ(α)

となる. ϕ(f(τ)τ(x)) ∈ K なので, デデキントの補題より, 任意の τ ∈ G, x ∈ Knに対し

て ϕ(f(τ)τ(x)) = 0となる. そこで, 任意の x ∈ Knに対して, y = τ−1f(τ)−1x ∈ Knとす

れば, 0 = ϕ(f(τ)τy) = ϕ(x)となり, ϕ = 0である. したがって, Kn = ⟨b(x) | x ∈ Kn⟩で
ある.

a1, · · · , an ∈ Knを b(a1), · · · , b(an)がKnの基底となるようにとり, A = (a1 · · · an)
とする. Aは正則行列であることに注意する.

b(A) = b(a1 · · · an) = (b(a1) · · · b(an))
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より b(A)は正則であり,
b(A) =

∑
τ

f(τ)τ(A)

でもあるので, Aが求める正則行列である.

4.3 Kummer理論

Hilbertの定理 90の応用として, Kummer理論を紹介する. n ∈ Z≥1に対して, µnを 1の n

乗根のなす群とする. 体 F の標数は nと素とし, µn ⊆ F とする.

定理 5 (Kummer理論). K/F を有限次アーベル拡大, G = Gal(K/F )とする. さらに, G
の指数を nとする. すなわち, Gの元の位数の最大値が nであるとする. このとき, 標準的
な同型

G ≃ Hom

(
(K×)n ∩ F×

(F×)n
, µn

)
が存在する.

Kummer理論の結論は, 標準的な同型

(K×)n ∩ F×

(F×)n
≃ Hom(G,µn)

や, 非退化双線型形式

G×
(
(K×)n ∩ F×

(F×)n

)
→ µn

という形でも述べられる.

Proof. 短完全系列

0→ µn → K×
a7→an→ (K×)n → 0

に対して, コホモロジー群の長完全系列を取ると, 0次, 1次の項として完全系列

0 → H0(G,µn) → H0(G,K×) → H0(G, (K×)n)
δ→ H1(G,µn) → H1(G,K×)

を得る. これらのコホモロジー群を調べる. まず, 仮定より µn ⊆ F であるので,

H0(G,µn) = µGn = µn, H
1(G,µn) = Hom(G,µn)

である. 次に, ガロア理論とHilbertの定理 90より,

H0(G,K×) = F×, H1(G,K×) = 0, H0(G, (K×)n) = (K×)n ∩ F×

である. これらより, 完全系列

0→ µn → F×
a7→an→ (K×)n ∩ F× δ→ Hom(G,µn)→ 0
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が得られる. したがって, 同型

(K×)n ∩ F×

(F×)n
δ≃ Hom(G,µn)

が成り立つ. この同型は, Gと (K×)n∩F×

(F×)n
が互いに双対の関係にあることを示している. ま

た, 連結準同型 δは, α ∈ (K×)n ∩ F× に対して αの n乗根 n
√
αをとり,

δ(α(F×)n) = fα, fα(σ) =
n
√
α

σ( n
√
α)

で与えられる. これは n
√
αの取り方に依らない.

5 いくつかの話題

この章では, 後々のために知っておいた方がいいかな, というような話題を紹介する. た
だし, 難易度に応じて, 証明はしたりしなかったりする.

5.1 コホモロジーの well-defined性

Gを有限群とする. アーベル群Xと言うときは, 常に自明なGの作用を持つとする.

定理 6. AをG加群とし, n ∈ Z≥0に対してHn(G,A)をG加群からアーベル群への関手

で, 以下を満たすものとする.

(1) H0(G,A) = AG,

(2) 0→ A→ B → C → 0を任意のG加群の短完全系列とするとき, 任意の n ≥ 0に対

して,
0 → H0(G,A) → H0(G,B) → H0(G,C)

γ→ H1(G,A) → H1(G,B) → H1(G,C)
γ→ H2(G,A) → H2(G,B) → H2(G,C)
γ→ · · ·
· · ·
γ→ Hn(G,A) → Hn(G,B) → Hn(G,C)
γ→ · · ·

が完全系列となる射Hn(G,C)
γ→ Hn+1(G,A)が存在する.

(3) 任意のアーベル群X, 任意の n ≥ 1に対して, Hn(G,Hom(Z[G], X)) = 0.

このとき, 任意のG加群Aと任意の n ≥ 0に対して

Hn(G,A) ≃ Hn(G,A)

が成り立つ.
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本稿で紹介した複体以外からも, 群のコホモロジーを作ることができることを, 上記の
定理は示している. つまり, 群のコホモロジーは普遍性によって特徴づけられ, 本稿では
コホモロジーの一つの構成法を紹介した, ということになる.

5.2 巡回群のコホモロジー

G = ⟨σ⟩ ≃ Z/nZを位数 nの巡回群とする. G加群Aと a ∈ Aに対して,

Na =
n−1∑
i=0

σia ∈ A

をノルムオペレーターとし, A[N ] = {a ∈ A | Na = 0} とする.

命題 12. AをG加群とするとき,

H1(G,A) ≃ A[N ]

(1− σ)A
, f 7→ f(σ)

が成り立つ. ただし, f : G→ Aは非斉次形の 1-cocycleである.

Proof. f ∈ Z1(G,A)とせよ. このとき,

Nf(σ) =
n−1∑
i=0

σif(σ) =
n−1∑
i=0

(f(σi+1)− f(σi)) = 0

より, f(σ) ∈ A[N ]である. また, a ∈ A[N ]とせよ. ga(σ) = aとし, 帰納的に ga(σ
i+1) =

ga(σ
i) + σiaと定める. i ≤ j, i ≡ j mod nのとき, j = i+ knとすると,

ga(σ
j) = ga(σ

i+kn)

= ga(σ
i+(k−1)n+n−1) + σn−1a

= · · ·

= ga(σ
i+(k−1)n) + (σn−1 + σn−2 + · · ·+ σ + 1)a

= ga(σ
i+(k−1)n)

= · · ·

= ga(σ
i)

より, ga : G → Aは well-defined である. また, 定義より ga ∈ Z1(G,A)である. ゆえに
同型

Z1(G,A) ≃ A[N ], f ↔ f(σ)

が成り立つ. また, f ∈ B1(G,A)⇔ ∃a ∈ A s.t. f(σ) = (1− σ)aなので, 同型

H1(G,A) ≃ A[N ]

(1− σ)A
が成り立つ. この同型はGの生成元 σを決めるごとに定まるもので, 標準的なものではな
いことに注意する.
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系 1 (巡回拡大の Hilbert の定理 90). K/F を n次の巡回拡大とし, Gal(K/F ) = ⟨σ⟩とす
る. このとき, α ∈ K×に対して, NK/Fα = 1ならば, α = βσ(β)−1となる β ∈ K×が存在
する.

σn = 1より, 任意のG加群Aに対してN(1−σ)A = (1−σ)NA = 0である. すなわち,

A
1−σ→ A

N→ A,

A
N→ A

1−σ→ A,

は複体をなす. この複体のコホモロジーを

Ĥ−1(G,A) =
A[N ]

(1− σ)A
,

Ĥ0(G,A) =
AG

NA
,

とおき, これらを, −1, 0次の Tate cohomology という4. 上で示したように, Ĥ−1(G,A) ≃
H1(G,A)である.

命題 13. G = ⟨σ⟩を位数 nの巡回群, 0 → A → B → C → 0をG加群の短完全系列とす

る. このとき, 次の 6項

Ĥ0(G,A) −−−→ Ĥ0(G,B) −−−→ Ĥ0(G,C)

δ1

x δ−1

y
Ĥ−1(G,C) ←−−− Ĥ−1(G,B) ←−−− Ĥ−1(G,A)

が完全系列となる連結準同型 δ1, δ−1が存在する.

証明は蛇の補題の練習問題程度なので, もし気になれば各自で考えてみよ. という感
じで, 証明自体は簡単であるが, H1(G,A) ≃ Ĥ−1(G,A)であることと, コホモロジーの
well-defined 性より次の重要な結論が得られる.

定理 7 (巡回群のコホモロジーの決定). Gを位数 nの巡回群とする. このとき,

H i(G,A) ≃


AG (i = 0),

Ĥ0(G,A) (i ≠ 0, i : even),
Ĥ−1(G,A) (i : odd)

が成り立つ. □

4(1− σ)Aを
∑
σ∈G(1− σ)Aに置き換えれば, 任意の有限群 Gと任意の G加群 Aに対して, Ĥ0(G,A),

Ĥ−1(G,A)が定義される. Tate cohomology は, Ĥ−1 と Ĥ0 を接着剤として, homology と cohomology を
つないだものである.
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6 ガロア・コホモロジー

この章では, 簡単にガロア・コホモロジーを紹介する. 詳しくは [4]などを参照してほしい.

6.1 副有限群

定義 7 (副有限群). 群Gが副有限群 (profinite group) であるとは, ある有限群の射影系
{Gi | i ∈ I}が存在して,

G ≃ lim←−
i∈I

Gi

となることである. 有限群に離散位相を導入することにより, 副有限群Gは直積位相によ

り位相群となる.

副有限群には, 純位相的な特徴付けがある.

命題 14. 次が成り立つ.
(1) Gが副有限群⇔ Gは Hausdorff, compact, totally disconnected な位相群.
(2) Gの開正規部分群全体 {Ht | t ∈ T}は, Gの一つの単位元の基本近傍系をなす.
(3) 自然な射影は, 位相群の同型

G ≃ lim←−
t∈T

G/Ht, g 7→ (gHt)t

を引き起こす.

F を体, F を F の分離閉包とし, GF = Gal(F/F )を F の絶対ガロア群とする.

命題 15. F を体とする. このとき, FF を F の有限次ガロア拡大全体とすると, 同型

GF ≃ lim←−
F ′∈FF

Gal(F ′/F )

が成り立ち, よってGF は副有限群である. 射影極限はガロア群の自然な全射に関してと
る. GF の位相を Krull 位相という. また,

{Gal(F/F ′) | F ′ ∈ FF}

は, 単位元の基本近傍系である.

6.2 副有限群のコホモロジー

Gを副有限群とする. 位相G加群M の位相は, 離散位相であるとする.

X i(G,M) = Mapc(G
i+1,M) = {φ : Gi+1 →M : 連続 }
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を, Gの i個直積からM への連続写像のなす加群とし,

Ci(G,M) = X i(G,M)G

とする. ここで, 右上のGはG不変部分加群を示す. 有限群の場合と同様に複体

C0(G,M)→ C1(G,M)→ · · · → Ci(G,M)→ · · ·

が得られるので, コホモロジーH i(G,M) (i ≥ 0)が定義される. 位相を考慮すること以外,
有限群のコホモロジーと同じであることに注意する.

HをGの閉正規部分群全体とする.

πH : G→ G/H, g 7→ gH

を自然な全射とする. G/Hは副有限群であり, M のH不変部分加群MH はG/H加群で

あるため, G/Hのコホモロジー群

H i(G/H,MH)

が定義される. f ∈ Ci(G/H,MH)とせよ. 可換図式

Gi+1 f◦πH−−−→ M

πH

y xinclusion

(G/H)i+1 f−−−→ MH

から, 写像
infH : H i(G/H,MH)→ H i(G,M), f 7→ f ◦ πH

が定義される. infH を膨張写像 (inflation map) という.
また, 定義域を制限することにより, 写像

resH : H i(G,M)→ H i(H,M), f 7→ f |Hi+1

が定義される. resH を制限写像 (restriction map) という.

命題 16. Gを副有限群とし, Ht (t ∈ T )をGの開正規部分群全体とする. M を離散G加

群とする. i ∈ Z≥0とする. 次が成り立つ.
(1) {H i(G/Ht,M

Ht) | t ∈ T}は膨張写像によって帰納系をなす.
(2) 膨張写像は同型

lim−→
t∈T

H i(G/Ht,M
Ht) ≃ H i(G,M)
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を引き起こす.
(3) 0 → A → B → C → 0を離散G加群の短完全系列とすると, 任意の n ∈ Z≥0に対し
て, 射

Hn(G,C)
δ→ Hn+1(G,A)

が存在し,
0 → H0(G,A) → H0(G,B) → H0(G,C)

δ→ H1(G,A) → H1(G,B) → H1(G,C)
δ→ H2(G,A) → H2(G,B) → H2(G,C)
δ→ · · ·
· · ·
δ→ Hn(G,A) → Hn(G,B) → Hn(G,C)
δ→ · · ·

は完全系列をなす.
(4) (膨張–制限完全系列) HをGを閉正規部部群とするとき, 完全系列

0→ H1(G/H,MH)
infH→ H1(G,M)

resH→ H1(H,M)

が成り立つ.

6.3 ガロア・コホモロジー, Hilbert の定理 90 と Kummer 理論

F を体とする. F をF の分離閉包とする. また, nをF の標数と素な正整数とする. F×は
離散位相で考える.

定義 8 (ガロア・コホモロジー). i ∈ Z≥0と離散GF 加群M に対して,

H i(F,M) = H i(GF ,M)

をM のガロア・コホモロジーという.

定理 8 (Hilbert の定理 90). H1(F, F
×
) = 0

Proof. いろいろ認めてしまえば証明は簡単であるので,ここで書くこととしよう. FF
を F の有限次ガロア拡大全体とすると,

H1(F, F
×
) ≃ lim−→

F ′∈FF

H1(Gal(F ′/F ), F ′
×
) = 0

である.
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定理 9 (Kummer 理論). µn ⊆ F を 1の n乗根のなす群とし, µn ⊆ F とする. F (n)を, F
の全ての n次巡回拡大の合成体とする. このとき, pairing

Gal(F (n)/F )× F×/(F×)n → µn, (σ, a(F
×)n) 7→

n
√
a

σ( n
√
a)

は非退化である.

Gal(F (n)/F )は compact, F×/(F×)nは discrete であることに注意しよう. これもいろ
いろ認めてしまえば証明は簡単なので, ここで書くことにしよう.

Proof. 短完全系列

0→ µn → F
× a7→an→ F

× → 0

に対して, コホモロジー群の長完全系列を取ると, 0次, 1次の項として完全系列

0 → H0(F, µn) → H0(F, F
×
) → H0(F, F

×
)

δ→ H1(F, µn) → H1(F, F
×
)

を得る. これらのコホモロジー群を調べる. まず, 位相群A,Bに対して, Homc(A,B)をA

からBへの連続準同型全体とする (compact–open 位相が入る). 仮定より µn ⊆ F である

ので,
H0(F, µn) = µGF

n = µn,

であり,

H1(F, µn) = Homc(GF , µn) = Homc(GF/G
n
F [GF , GF ], µn) = Homc(Gal(F (n)/F ), µn)

である. 次に, ガロア理論とHilbertの定理 90より,

H0(F, F
×
) = F×, H1(F, F

×
) = 0,

である. 以上より, 完全系列

0→ µn → F×
a7→an→ F×

δ→ Homc(Gal(F (n)/F ), µn)→ 0

から同型

F×/(F×)n
δ≃ Homc(Gal(F (n)/F ), µn)

が成り立つ. この同型は, Gal(F (n)/F )と F×/(F×)nが互いに双対の関係にあることを示

している. また, 連結準同型 δは, α ∈ F× に対して αの n乗根 n
√
αをとり,

δ(α(F×)n) = fα, fα(σ) =
n
√
α

σ( n
√
α)

で与えられる. これは n
√
αの取り方に依らない.

25

25



References

[1] 桂 利行, 代数学 III 体とガロア理論, 東京大学出版会 (2017).

[2] 永尾 汎, 代数学, 朝倉書店 (1983).

[3] Edited by J. W. S. Cassels and A. Frölich, Algebraic number theory, Second Edition,
London Mathematical Society (2010).

[4] J. Neukirch, A. Schmidt and K. Wingberg, Cohomology of number fields. Second edi-
tion. Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, 323. Springer-Verlag, Berlin,
2008. xvi+825 pp.

26

26



ガロア群の計算

深作亮也

九州大学 数理学研究院

概要

計算代数システム Magma には多項式のガロア群を計算するためのパッケージ

GaloisGroup が組み込まれている. 本稿では, Magma をインストールした計算機において,

GaloisGroup を利用し, どのようにガロア群を計算できるのかを紹介する.

1 計算代数システム Magma

計算代数システムは計算機上で数学構造を計算するためのソフトウェアであり, 計算機代数シス

テムや数式処理システムとも呼ばれる. また, 多くの計算代数システムには “グレブナー基底計算”

や “多変数多項式イデアルの準素分解”や “限量子消去” などといった記号的に数学対象を扱うた

めの計算手法が組み込まれている. Magma は計算代数システムの一つであり, Windows OS や

Mac OS や Linux OS で動作する.

Magma はシドニー大学で開発されており, ライセンスを US $1100 で購入できる (購入時には

インストールする計算機の OSとMACアドレスをシドニー大学に申請する). シドニー大学はラ

イセンス料をMagma の研究開発費に充てており, シドニー大学内外から発表された最新の研究

成果を Magma に組み込んできた.

計算代数システムとしてMathematica や Maple も挙げることができる. Mathematica

では, 一階述語論理式の簡単化手法 “限量記号消去” を Reduce, Resolve パッケージで利用できる.

また, Maple では富士通研究所が開発する SyNRAC パッケージや, 著者が開発する CGSQE パッ

ケージ等で “限量記号消去” を利用できる. Magma にこうしたパッケージは存在しない. しか

し, Magma には様々な代数構造を計算するためのパッケージが組み込まれている. こうした点が

Magma の大きな特徴であり, 利点である. 例えば, Magma には入力された多項式のガロア群を

計算するパッケージ GaloisGroup が組み込まれており, 高次多項式のガロア群までも計算できる.

そして, Mathematica や Maple は組込関数としてガロア群計算パッケージを持っていない.

一方, Magma にはMathematica, Maple や一般プログラミング言語 Java, C に比べて敷

居が高いという側面もある. 例えば, Mathematica や Maple は変数に関して型を宣言せずに

プログラミングできる. Magma では, [Magma] の通り, 型を定義していない変数に関する処理

でエラーを発生させる. 型宣言はプログラミングの初歩的なバグを減らすため, プログラミングに

とっての利点の一つではあるが, プログラミング初心者にはハードルとなる. また, Magma は代

数構造の計算を対象としているので, 型宣言では有限体, 一変数多項式環, 多変数多項式環のような

代数構造も扱う. 従って, 一般プログラミング言語 Java, C より必要とされる知識も多い. 本稿で

はMagma の基本文法や型宣言等を紹介した後にガロア群の計算手順を紹介する.
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2 Magma における基本的操作

Magma をデフォルトの場所にインストールした Mac OS や Linux OS のターミナル上で

“magma” を実行すると, 以下のように Magma が立ち上がる (デフォルト以外にインストールし

た場合はバッシュファイル “.bashrc” 等にパスを追加しなければならない).� �
fukasaku:~$ magma

Magma V2.24-5 Tue Jun 25 2019 20:12:41 on fukasaku [Seed = 3086543668]

Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.

>� �
本節では Magma の基本文法や型宣言などを紹介する.

2.1 基本文法

基本的な演算については, 下記の Magma の実行画面のように, 他の計算代数システムや一般

プログラミング言語と基本的には同様であり, コマンド末尾にはセミコロン “;” をつける. また,

“//” で行のコメントアウト, “/* */” で範囲のコメントアウトができる.� �
> 1+1; // 足し算

2

> 1-2; /* 引き算 */

-1

> 2*3; // 掛け算

6

> 2^3; // 2 の 3 乗

8

> 5 div 3; // 5 の 3 による商

1

> 5 mod 3; // 5 の 3 による剰余

2

> $1; // 1 つ前の出力

2� �
上記の通り, $1 や $2 で 1つ前の出力や 2つ前の出力を参照することもできる. また, 変数代入は

下記のようにコロンイコール “:=” を利用して行う.� �
> a1 := 2*3; a2 := 2^3; // a1 に 2*3 の結果を, a2 に 2^3 の結果を代入

> a1 + a2;

14� �
また, リスト構造等も利用できる.

2
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� �
> a := [2*3, 2^3]; // a にリスト [2*3, 2^3] を代入

> a[1] + a[2]; // リスト a の第 1 要素と第 2 要素の足し算

14

> a := [1..30]; // a をリスト [1, 2, ..., 30] に置き換える

> #a; // a の要素の個数

30� �
代入済みの変数に新たな代入を行えば変数は変化するが, if 文や for 文 も実行できる.� �
> for i in [11..20] do // i = 11, 12, ..., 20 に対して

for> if i eq 15 then // i = 15 ならば,

for|if> print i; // i の値を出力する

for|if> end if;

for> end for;

15� �
本小節を Magma 言語で記述されたファイルの読み込みパッケージ load で締めくくる. 例えば,

テキストファイル “for.txt” に以下を記述する.� �
/* for.txt: 15から 20までの素数を表示する */

for i in [15..20] do // i = 15, 16, ..., 20 に対して

if IsPrime(i) then // i が素数ならば

print i; // i の値を出力する

end if;

end for;� �
ファイル “for.txt” を Magma で読み込むと, 以下のように, 上から順に実行する.� �
> load "ファイルに関するパス/for.txt" // ‘‘for.txt’’ の読み込み

Loading "./for.txt"

17

19� �
load の他にも iload でファイルを読み込むこともできる. iload はインタラクティブにファ

イルを読み込むことができ, 講演等でデモンストレーションを行う際に扱いやすい. また, 上記

“for.txt” のような入力ファイルを用意すれば, 以下のように端末上から実験等を行うこともでき

る. また, Mathematica や Maple 等と同様に, 自動で実験を行うようなスクリプトを書くこと

もできる. 従って, いくつかの実験を行いたい場合でも, ユーザーはその実験に関する入力ファイル

たちを用意し, スクリプトファイルを実行すれば, 自動で計算を行うこともできる.
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� �
fukasaku:~$ magma < ファイルに関するパス/for.txt > for.log

fukasaku:~$� �
上記では “for.txt” を Magma に読み込ませ, その結果を “for.log” に書き込ませる作業を端末上

で行っており, 以下が記述された “for.log” が生成される.� �
Magma V2.24-5 Wed Jul 24 2019 16:39:01 on RyoyanoAir [Seed = 2432026327]

Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.

17

19

Total time: 0.440 seconds, Total memory usage: 32.09MB� �
2.2 変数の型

Magma における変数操作には型宣言が必要である. 例えば, 一変数多項式の展開において型宣

言を与えないと, 以下のようなエラーが出てしまい, 結果を得ることができない.� �
> (x+3)*(x+21);

>> (x+3)*(x+21);

^

User error: Identifier ’x’ has not been declared or assigned� �
x に関する宣言がないため, エラーが出ている. そこで一変数整数係数多項式環 Q[x] を PR に代入

することで x の型宣言を行う. この宣言を行えば, 先ほどの展開が可能となる.� �
> PR<x> := PolynomialAlgebra(Rationals()); // PR := \mathbb{Q}[x]

> (x+3)*(x+21);

x^2 + 24*x + 63� �
また, 多項式の判別式は以下のように計算できる.� �
> f := x^2 + 24*x + 63; d := Discriminant(f); d;

324� �
判別式が平方数かどうかを因数分解パッケージ Factorization で確かめると, 以下エラーが出る.

4
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� �
> Factorization(d);

>> Factorization(d);

^

Runtime error in ’Factorization’: Bad argument types

Argument types given: FldRatElt� �
そこで, d の型 (つまり, 何の要素とみなされているか) をパッケージ Parent によって確認する.� �
> Parent(d); // d を含む集合

Rational Field� �
d が有理数とみなされていることがわかる. これは d が有理数係数多項式の判別式であるため, 起

こったことである. そこで d を整数環の元であると明示的に記述し, 因数分解を行うと, 因数分解

の結果が 22 · 34 であり, 判別式 d が平方数であることがわかる.� �
> Factorization(IntegerRing()!d);

[ <2, 2>, <3, 4> ]� �
このように Magma では計算対象の属する集合を意識する必要がある. 一方で, 次節の通り,

Magma はガロア群を計算するための力強く, 有効で, 強力な道具の一つである.

3 Magma におけるガロア群の計算

Magma を使えば, 自動的にガロア群も計算できる. 本節では [Jensen-Ledet-Yui, Section 2] の

内容も参照しながら, Magma によるガロア群の計算手順を紹介する.

3.1 3 次多項式のガロア群の計算

3 次既約多項式のガロア群は対称群 S3 (位数 6 = 3!) もしくは巡回群 C3 (位数 3) であるが

([Jensen-Ledet-Yui, §2.1]), 既約多項式 f1(x) = x3 + 23x2 + 21x+ 15 ∈ Q[x] のガロア群がどち

らなのかをMagma の関数 GaloisGroup で計算してみる.� �
> PR<x> := PolynomialAlgebra(Rationals()); // PR := \mathbb{Q}[x]

> f1 := x^3+23*x^2+21*x+15; // f_1(x) := x^3 + 23 x^2 + 21 x +15

> Gf1 := GaloisGroup(f1); Gf1;

Symmetric group Gf1 acting on a set of cardinality 3

Order = 6 = 2 * 3� �
上記計算結果から f1 のガロア群は対称群であることがわかる. ちなみに, ガロア群 Gf1 の位数に

は以下のようにバックスラッシュでアクセスできる.
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� �
> Gf1‘Order;

6� �
以下定理 ([Jensen-Ledet-Yui, Theorem 2.2.1]) から, ガロア群計算の結果を検算する.

定理 1 既約な f(x) = x3 + a2x
2 + a1x+ a0 ∈ Q[x] を考える. このとき, ガロア群 Gal(f/Q) は

Gal(f/Q) ≃

{
S3 (d(f) ̸∈ (Q⋆)2)
C3 (d(f) ∈ (Q⋆)2)

,

ただし, d(f) は f の判別式であり, (Q⋆)2 = {a2 : a ∈ Q \ {0}} である.

定理 1 の通り, 判別式が平方数かどうかで検算できるので, 判別式の因数分解を計算して確認する.� �
> Factorization(Integers()!Discriminant(f1));

[ <2, 5>, <3, 1>, <5, 1>, <853, 1> ]� �
因数分解の結果から, 判別式は非平方数であることがわかる. 従って, 定理 1 から

GaloisGroup(f1) の計算結果は正しいことが従う. 次に, 既約多項式 f2(x) = x3− 3x+1 ∈ Q[x]

のガロア群をMagma で計算してみる.� �
> f2 := x^3-3*x+1;

> Gf2 := GaloisGroup(f2); Gf2;

Permutation group Gf2 acting on a set of cardinality 3

Order = 3

(1, 2, 3)� �
Gf2 の位数は 3 であり, Gf2 は巡回群であることがわかる. この結果も検算する.� �
> Factorization(Integers()!Discriminant(f2));

[ <3, 4> ]� �
判別式は平方数なので, 定理 1 から GaloisGroup(f2) の計算結果は正しいことが従う.

3.2 4 次多項式のガロア群の計算

4 次既約多項式のガロア群は対称群 S4 (位数 24 = 4!), 交代群 A4 (位数 12 = 4!/2), クラ

インの 4 元群 V4 (位数 4), 二面体群 D4 (位数 8 = 2 · 4), もしくは巡回群 C4 (位数 4) である

([Jensen-Ledet-Yui, §2.2]). 本小節では, まず, 既約多項式 f3(x) = x4 +23x3 +21x2 +12x+3 ∈
Q[x] のガロア群をMagma で計算してみる (後で行う検算で係数を利用するため, 係数から多項

式を定義する). そして, 前小節と同様に検算を行う.
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� �
> a3 := 23; a2 := 21; a1 := 12; a0 := 2;

> f3 := x^4 + a3*x^3 + a2*x^2 +a1*x + a0;

> Gf3 := GaloisGroup(f3); Gf3;

Symmetric group Gf3 acting on a set of cardinality 4

Order = 24 = 2^3 * 3� �
ガロア群は位数 24 の対称群であることがわかった. 以下定理 ([Jensen-Ledet-Yui, Theorem 2.2.2

- Theorem 2.2.3]) を利用して, この結果に関して検算する.

定理 2 Q 上において既約な多項式 f(x) = x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 ∈ Q[x] を考え,

g = x3 − a2x2 + (a1a3 − 4a0)x− (a0a
2
3 − 4a0a2 + a21)

とする. L を g の K 上分離体, m を次数 [L : K] とする. このとき, m = 1, 2, 3 もしくは 6 で,

Gal(f/Q) ≃


S4 (m = 6)

A4 (m = 3)

V4 (m = 1)

D4 or C4 (m = 2)

が満たされる. m = 2 を仮定する. このとき, g は Q上可約である. ここで, g の因数分解を

g = (x− r)(x2 + sx+ t)

で与える, ただし x2 + sx+ t は Q上において既約である. L = K(
√
s2 − 4t) とする. このとき

Gal(f/Q) ≃ C4 ⇔ {x ∈ L : x2 − rx+ a0 = 0}, {x ∈ L : x2 − a1x+ (a2 − r) = 0} ̸= ∅.

まず, 定理 2 の g に対応する g3 を a3, a2, a1, a0 から構成する. そして, 3次多項式 g3 のガロア

群を GaloisGroup で計算することで, 位数を計算する.� �
> g3 := x^3 - a2*x + (a1*a3 - 4*a0)*x - (a0*a3^2 - 4*a0*a2 + a1^2);

> Gg3 := GaloisGroup(g3); Gg3;

Symmetric group Gg3 acting on a set of cardinality 3

Order = 6 = 2 * 3� �
g3 のガロア群の位数は 6 なので, 定理 2 の次数 m は 6 である ([桂, 系 1.7.12]). 従って, 定理

2 前半から本小節の GaloisGroup(f3) の結果も正しい. 次に, 既約多項式 f4(x) = x4 + 2x3 +

2x2 + x+ 3 ∈ Q[x] のガロア群をMagma で計算してみる.� �
> a3 := 2; a2 := 2; a1 := 1; a0 := 3;

> f4 := x^4 + a3*x^3 + a2*x^2 +a1*x + a0;

> Gf4 := GaloisGroup(f4); Gf4;

Permutation group Gf4 acting on a set of cardinality 4

Order = 8 = 2^3

(1, 2)(3, 4)

(1, 4)� �
従って, ガロア群は位数 8 の二面体群である. 先ほどと同様に定理 2 で検算する.
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� �
> g4 := x^3 - a2*x + (a1*a3 - 4*a0)*x - (a0*a3^2 - 4*a0*a2 + a1^2);

> Gg4 := GaloisGroup(g4); Gg4;

Permutation group Gg4 acting on a set of cardinality 3

Order = 2

(1, 2)� �
g3 のガロア群の位数は 2 なので定理 2 の次数 m は 2 である ([桂, 系 1.7.12]). 従って, 定理 2 か

ら f4 のガロア群は D4 もしくは C4 であることがわかる. 定理 2 後半から GaloisGroup(f4) の

結果を検算する. まずは g4 を有理数係数多項式として因数分解する.� �
> Fg4 := Factorization(g4); Fg4; // 因数分解

[

<x - 1, 1>,

<x^2 + x - 11, 1>

]� �
次に x− r に関する多項式 g41 と x2 + sx+ t に関する多項式 g42 への代入を for と if で行う.� �
> // x - r, x^2 + sx + t の抽出

> for i in [1..#Fg4] do

for> if Degree(Fg4[i][1]) eq 1 then

for|if> g41 := Fg4[i][1];

for|if> else

for|if> g42 := Fg4[i][1];

for|if> end if;

for> end for;� �
g41 と g42 の係数に関するリストを以下のように与える.� �
> // 係数リストの構築

> Cg41 := []; Cg42 := [];

> for i in [0..1] do

for> Cg41[i+1] := Coefficient(g41, i);

for> end for;

> for i in [0..2] do

for> Cg42[i+1] := Coefficient(g42, i);

for> end for;� �
g41 と g42 の係数に関するリスト Cg41 と Cg42 を利用して r, s, t に係数を代入する.
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� �
> // r, s, t への係数代入

> r := -Cg41[1+0];

> s := Cg42[1+1];

> t := Cg42[1+0];� �
ext を使って, L に拡張体 Q(

√
s2 − t) を代入する.� �

> // L への拡張体 \mathbb{Q}(\sqrt{s^2-4t}) の代入

> L := ext<Rationals() | x^2-(s^2-4*t)>;� �
HasRoot を使って, L における根の存在判定を行う.� �
> // L における根の存在判定

> HasRoot(x^2-r*x+a0, L);

false

> HasRoot(x^2+a1*x+(a2-r), L);

false� �
従って, 定理 2 後半から GaloisGroup(f4) の結果は正しいことが保証される.

3.3 5 次多項式のガロア群の計算

次数 5 の対称群 S5 の可移部分群は対称群 S5 (位数 120 = 5!), 交代群 A5 (位数 60 = 5!/2),

Frobenius群 F20 (位数 20), 二面体群 D5 (位数 10 = 2 · 5), もしくは巡回群 C5 (位数 5) である

([Jensen-Ledet-Yui, §2.3]). 本小節では, 既約多項式 f5(x) = x5 + 12x + 3 ∈ Q[x] のガロア群を

計算し, その結果を検算する.� �
> a := 120; b := 64;

> f5 := x^5 + a*x + b;

> Gf5 := GaloisGroup(f5); Gf5;

Permutation group Gf5 acting on a set of cardinality 5

Order = 20 = 2^2 * 5

(1, 4, 2, 5)

(1, 2)(4, 5)

(1, 2, 5, 3, 4)� �
ガロア群は位数 20 の Frobenius 群 F20 であることがわかる. 以下定理 ([Jensen-Ledet-Yui,

Theorem 2.3.4]) を利用して, この結果に関して検算する.

定理 3 f(x) = x5 + ax+ b ∈ Q[x] を既約とする. a = 0 のとき Gal(f/Q) ≃ F20. そうでないと

き Gal(f/Q) ≃ D5 (もしくは F20) であることと以下 (i), (ii) が満たされることは等価である:

(i) d(f) ∈ (Q⋆)2 (もしくは ̸∈ (Q⋆)2)
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(ii) 係数 a, b が λ ̸= 1, µ ̸= 0 なる λ, µ ∈ Q に対して以下を満たす:

a =
55λµ4

(λ− 1)4(λ2 − 6λ+ 25)
, b = aµ.

判別式が平方数かどうかを, 判別式の因数分解を計算して確認する.� �
> Factorization(Integers()!Discriminant(f5));

[ <2, 23>, <5, 6>, <7, 2> ]� �
因数分解の結果から, 判別式は非平方数であることがわかる. (ii) を満たすような λ, µ ∈ Q が存在
するかどうかを判定するために変数 l, m に関する 2変数多項式環 Rf5 を与える.� �
> Rf5<l,m> := PolynomialAlgebra(Rationals(),2);� �

さらに (ii) に関連する多項式を構成する.� �
> p1 := a*((l-1)^4*(l^2-6*l+25)) - 5^5*l*m^4;

> p2 := a*m - b;� �
p2 の変数は m のみなのでMagma の一変数多項式の係数体 (ここでは Q) に属する根を計算する

ための関数 Roots を使うことができる. しかし, その前に p2 を一変数多項式に型変換する必要

がある. IsUnivariate は入力が一変数多項式かどうかを判定する. 一変数多項式の場合, 真偽値

true と 一変数多項式表現を与える (そうでない場合, 真偽値 false が返ってくる). この一変数多

項式表現を利用することで根計算関数 Roots を利用する.� �
> boolean, p2 := IsUnivariate(p2); p2;

120*x - 64

> R2 := Roots(p2); R2;

[ <8/15, 1> ]� �
根に関するリスト R2 も利用して, p1 を一変数多項式に変換し, その有理数根を計算する.� �
> p1 := Evaluate(p1,[l,R2[1][1]]); boolean, p1 := IsUnivariate(p1);

> Roots(p1);

[ <5/3, 1> ]� �
p1 の因数分解を行えば上記の正当性もわかる.� �
> Factorization(p1);

[

<$.1 - 5/3, 1>,

<$.1^5 - 25/3*$.1^4 + 370/9*$.1^3 - 1930/27*$.1^2 + 4525/81*$.1 - 15, 1>

]� �
上記検算と定理 3 から既約多項式 f5(x) = x5 + 12x+ 3 ∈ Q[x] のガロア群は F20 である.
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4 まとめ

本稿では計算機 (特に計算代数システム Magma) におけるガロア群の計算方法を紹介した. 最

後に, 代数構造に関するデータベース LMFDB (詳細: [LMFDB] 参照) を紹介したい. このデータ

ベースでは様々な多項式のガロア群もデータベース化し, 紹介している. 特に, 各ガロア群の性質等

もデータベース化している. そして, こうしたデータはMagmaやGapによって計算されている.
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不変体の有理性問題 (1)

金井 和貴　 (新潟大学)

概要

本稿は第 27 回整数論サマースクール「構成的ガロアの逆問題と不変体の有理性問題」にお

ける講演「不変体の有理性問題 (1)」のレジュメである．本講演ではまず，ガロアの逆問題と

不変体の有理性問題の関係を述べる．その後生成的多項式の定義を与え，有理性を弱めた安定

有理性とレトラクト有理性の導入し，最後に実例として Q上の巡回群に対する不変体の有理性
問題を取り扱う．その過程において後の講演において必要となる事柄の準備を行う．

1 ガロアの逆問題とネーター問題

ガロア理論において，与えられた代数方程式から生ずる体の拡大のガロア群を求めることは基本

的な問題である．これを順方向の問題と捉え，ガロアの逆問題は次のような形で提起される．

問題 1.1 (ガロアの逆問題). 与えられた有限群 Gに対して，体 k 上のガロア拡大 L/k であって，

そのガロア群が Gと同型となるものは存在するか？

k = Qとすれば，「絶対ガロア群 Gal(Q̄/Q)の商群としてどのような有限群があらわれるか？」

を問うており，これは現代の代数的整数論においても最も重要な問題の一つであると考えられる．

ネーターは 1913年に報文 [Noe1913]において，次の問題を提起した (論文としては [Noe1917])．

問題 1.2 (ネーター問題). 有限群 G が体 k 上の有理関数体 k(xg | g ∈ G) に左正則作用す

るとき，すなわち h(xg) = xhg (∀h, g ∈ G) とするとき，k(xg | g ∈ G) の G による不変体

k(G) := k(xg | g ∈ G)G は k 上有理的 (純超越的)か？

ネーター問題が肯定解が得られれば，k 同型写像 φ : k(t) → k(G)が存在し, G拡大 k(xg | g ∈
G)/k(G) の定義多項式の φ による引き戻し f(t;X) ∈ k(t)[X] が k(t) 上の G 拡大を与える．こ

こで，t := (t1, . . . , tn)は k 上 |G|個の独立変数の組である.

さらに，kがヒルベルト体であれば，ヒルベルトの既約性定理から，tの k上の特殊化 a ∈ kn で
Gal(f(a;X)/k) ' Gとなるものが無限個存在する (詳しくは 2節で述べる)．

すなわち，体 k と有限群 Gに対して

ネーター問題が肯定的 =⇒ガロアの逆問題が肯定的

が成立するのである．
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2 ヒルベルトの既約性定理と生成的多項式

この節において断りがない限り，k を体，G を有限群とし，k 上 n 個の独立変数の組を t =

(t1, . . . , tn)とし, k(t)を k 上の n変数有理関数体とする．また証明に関しては [JLY02]の 3章を

見よ．

まず，ヒルベルト体の定義からはじめよう．

定義 2.1 (ヒルベルト体). 以下の条件を満たす体 k をヒルベルト体と呼ぶ：

• 有限個の k(t) 既約多項式 f1(t;X), . . . , fr(t;X) ∈ k(t)[X] と，有限個の 0 でない多項式

g1(t), . . . , gs(t) ∈ k[t] を任意に取る．このとき，特殊化 a ∈ kn で次を満たすものが存在
する：

(i) f1(a;X), . . . , fr(a;X) ∈ k[X]が全て定義され k 上既約

(ii) g1(a), . . . , gs(a) ∈ k が全て 0にならない

ヒルベルト体において次の定理が成立する．

定理 2.2. kをヒルベルト体とし, f(t;x) ∈ k(t)[X]を既約であるとする．このとき，f(t;X)の特

殊化 a ∈ kn で f(a;X)が定義され既約となり，

Gal(f(t;X)/k(t)) ' Gal(f(a;X)/k)

を満たすものが無限に存在する．

定義から有限体や代数閉体はヒルベルト体ではないことがわかる．また，ヘンゼル体もヒルベル

ト体ではないことが知られている．すなわち，p進体や形式的べき級数体はヒルベルト体ではない．

次のヒルベルトによる結果が基本的かつ重要である．

定理 2.3 (Hilbert [Hil1892]). 有理数体 Qはヒルベルト体である．

また，次が成立する．

命題 2.4. ヒルベルト体の有限次分離拡大はヒルベルト体である．

系 2.5. 代数体はヒルベルト体である．

次に生成的 G/k 多項式を定義する．

定義 2.6 (生成的 G/k 多項式). k を無限体，Gを有限群とする．このとき f(t;X) ∈ k(t)[X]が

以下の条件を満たすとき，f(t;X)を生成的 G/k 多項式と呼ぶ．

(i) f(t;X)の k(t)上の最小分解体は k(t)上の G拡大である．

(ii) K ⊃ k とする．L を任意の K 上の G 拡大とする．このとき，t の k 上の特殊化 a ∈ Kn
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で，f(a;X)のK 上の最小分解体が Lとなるものが存在する.

注意 2.7. 生成的多項式は既約でなくてもよい。

生成的多項式が定義された [DeM83]において，以下の性質は定義に含まれていたが，2001年に

Kemperによって示され不要となった．

定理 2.8 (Kemper [Kem01]). k を無限体，G を有限群とする．生成的 G/k 多項式 f(t;X) ∈
k(t)[X]は次の性質を持つ：

• H を Gの部分群とする．K ⊃ k とし，M を任意の K 上の H 拡大とする．このとき，M

が最小分解体となるような tの k 上の特殊化 aが存在する.

定理 2.9 (Kuyk [Kuy64]). ネーター問題が肯定的であるとする．このとき，k同型写像 φ : k(t)→
k(G)が存在し, G拡大 k(xg | g ∈ G)/k(G)の定義多項式の φによる引き戻し f(t;X) ∈ k(t)[X]

は生成的 G/k 多項式である．

すなわち，ネーター問題の肯定解から得られる G/k 多項式は無限個の G拡大の例を与えるだけ

でなく，ガロアの逆問題に対しての最上の解答を与えることがわかる．

例 2.10 (Shanksの多項式). 次の 3次多項式は Shanks多項式と呼ばれており，生成的 C3/Q多
項式である (これは本サマースクールにおいて角皆氏，岡崎氏の講演においても扱われる)．

f(t;X) = X3 − tX2 + (t− 3)X + 1

3 種々の有理性問題

有理性問題はネーター問題を一般化した問題であり，以下のように定義される．

問題 3.1 (不変体の有理性問題). Gを有限群，kを体とし，Gは kに自明に作用するとする．F を

k の有限生成拡大とし，Gは F に自己同型として作用しているとする (すなわち，G ≤ Autk(F ).

このような作用付きの体を以降 G 体と呼ぶ)．このとき，G による F の不変体 FG は k 上有理

的か？

すなわち、同じ有限群 G に対しても F への作用の仕方によって様々な有理性問題が考えられ

る．1 変数有理関数体の場合は Lüroth の定理により常に肯定的である. また，ネーター問題は

F = k(xg | g ∈ G)とし，Gの F への作用を左正則作用によって定めたときに対応し，定理 2.9は

次のように一般化される．

定理 3.2 (Kemper-Mattig [KM00]). 有理関数体 F = k(x1, . . . , xn)に対する有限群 Gの作用が

基礎体 kには自明に作用し，変数に対しては線型に作用するとする．この作用に対する有理性問題

が肯定的であるとする．このとき，k 同型写像 φ : k(t) → FG が存在し, G拡大 F/FG の定義多
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項式の φによる引き戻し f(t;X) ∈ k(t)[X]は生成的 G/k 多項式である．

例 3.3 (V4 の線型作用に関する有理性問題). Gがクラインの四元群 V4 ' C2×C2 であり, 体 kは

標数が 2ではない体とする. このとき，k(x1, x2)への G = 〈σ, τ〉の作用が

σ :

{
x1 7→ −x1
x2 7→ x2

, τ :

{
x1 7→ x1
x2 7→ −x2

で与えられているとする. この作用は

σ 7→
(
−1 0
0 1

)
, τ 7→

(
1 0
0 −1

)
によって，GL(2, k)に表現される. このとき，

k(x1, x2)
⟨σ,τ⟩ = k(x21, x

2
2)

となる．実際 (⊃)は明らかであり，

[k(x1, x2) : k(x1, x2)
⟨σ,τ⟩] = 4, [k(x1, x2) : k(x

2
1, x

2
2)] ≤ 4

より等号が成立する．Q(x21, x
2
2)上 Q(x1, x2)は

(X2 − x21)(X2 − x22)

の最小分解体であるから，k 同型写像 φ : k(t1, t2)→ k(x1, x2)
V4 による引き戻しは

(X2 − t1)(X2 − t2)

となり，これは生成的 V4/k 多項式である．

例 3.4 (C4とD4の線型作用に関する有理性問題). kを標数が 2ではない体とする．Gを位数 8の

二面体群 G = D4 = 〈σ, τ | σ4 = τ2 = 1, τστ = σ−1〉，H ≤ Gを位数 4の巡回群 H = C4 = 〈σ〉
とする．このとき，k(x1, x2)への作用を

σ :

{
x1 7→ −x2
x2 7→ x1

, τ :

{
x1 7→ x2
x2 7→ x1

で与えられているとする. この作用は

σ 7→
(
0 −1
1 0

)
, τ 7→

(
0 1
1 0

)
によって，GL(2, k)に表現される. G▷ V4 であり，

V4 ' 〈
(
−1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
〉

であるから，

G/V4 ' 〈
(
0 1
1 0

)
〉

4
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となる．ここで  a = x21x
2
2

b = x21 + x22
c = x1x2(x

2
1 − x22)

と置くと，

k(x1, x2)
G = (k(x1, x2)

V4)G/V4

= k(x21, x
2
2)
　 ⟨

(
0 1
1 0

)
⟩

= k(x21x
2
2, x

2
1 + x22)

= k(a, b)

となる．したがって，k(x1, x2)G は k 上有理的である．ここで，k(x1, x2)H は k(x1, x2)
G の二次

拡大である．また，
σ(c) = (−x2)x1(x22 − x21) = x1x2(x

2
1 − x22) = c

であり，c ∈ k(x1, x2)H である．さらに，τ(c) = −cより c /∈ k(x1, x2)G となる．したがって，

k(x1, x2)
G ⊊ k(a, b, c) ⊂ k(x1, x2)H

かつ
[k(x1, x2)

H : k(x1, x2)
G] = 2

であるから，
k(x1, x2)

H = k(a, b, c)

を得る．ここで，
c2 = x21x

2
2(x

2
1 − x22)2 = a(b2 − 4a) = ab2 − 4a2

より ( c
a

)2
= a

(
b

a

)2

− 4

であるから，C := c/a,B := b/aと置けば

a =
C2 + 4

B2

となる．したがって

k(x1, x2)
H = k(a, b, c)

= k(B,C)

= k

(
x21 + x22
x21x

2
2

,
x21 − x22
x1x2

)
を得る．すなわち，k(x1, x2)H も k 上有理的となる．
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x1, x2 を根に持つ多項式

f(X) = (X2 − x21)(X2 − x22) = X4 − (x21 + x22)X
2 + x21x

2
2 = X4 − bX2 + a

を考えると，k(x1, x2) は k(x1, x2)
G 上 f(X) の最小分解体となる．f(X) の k 同型写像 φ :

k(t1, t2)→ k(x1, x2)
G = k(a, b)による引き戻しは

f(X) = X4 − t2X2 + t1

となり，これは生成的 D4/k 多項式となる．また，

a =
C2 + 4

B2
, b = aB =

C2 + 4

B

であるから，k(x1, x2)H 上では

f(X) = X4 − C2 + 4

B
X2 +

C2 + 4

B2

となり，f(X) の最小分解体は同様に k(x1, x2) となる．したがって，k 同型写像 φ : k(t1, t2) →
k(x1, x2)

H = k(B,C)による引き戻しは

f(X) = X4 − t22 + 4

t1
X2 +

t22 + 4

t21

となり，これは生成的 C4/k 多項式となる．

例 3.5 (C2 の非線型作用に対する有理性問題). 非線形な作用に対しての有理性問題の肯定解から

得られる定義方程式には，生成的ではないものが存在する．

C2 = 〈σ〉の Q(x)に対しての作用を

σ(x) =
1

x

により定義する．このとき，

Q(x)⟨σ⟩ = Q
(
x+

1

x

)
となる．実際 x+ (1/x)は σ 作用で不変であり，xの Q (x+ (1/x))上の最小多項式は

f(X) = X2 −
(
x+

1

x

)
X + 1

となる．したがって，f の k 同型写像 φ : Q(t)→ Q(x)⟨σ⟩ による引き戻しは

f(t;X) = X2 − tX + 1

となる．しかしながら，f(t;X)はQ上生成的ではない．なぜならば，f(t;X)の判別式はD = t2−4
であるから，tに有理数 p/q を代入すると，

Q(
√
D) = Q

(√
p2

q2
− 4

)
= Q

(√
p2 − 4q2

)
6
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となる．したがって，根号の中が (mod 4)で 3なることはない．これは f(t;X)が C2/Q生成的
ではないことを意味する．

有理性問題をより超越次数の低い拡大に帰着する方法として，“No-name Lemma”と呼ばれる

次の補題が重要である (証明は長谷川氏の講演において行う)．

補題 3.6 (No-name Lemma). F を忠実な G 体とし，V を F 上の線形空間とし，G は V に線

型に作用しているとする．また，W を V の忠実な F [G] 部分加群とする．このとき，F (V )G は

F (W )G 上有理的である．

有限群 Gは常に適当な対称群の部分群であると見なせることに注意すれば次が成立する．

系 3.7. 有限群を G ≤ Sn, k を体とする．n変数有理関数体 F = k(x1, . . . , xn)に Gが変数の置

換として σ(xi) = xσ(i) (∀g ∈ G)のように作用しているとする．このとき，F のこの作用に関す
る不変体の有理性問題が肯定的ならば，k 上の Gに対するネーター問題，すなわち k 上の |G|変
数有理関数体の左正則作用に関する不変体の有理性問題は肯定的である．

証明. まず，GはGL(n,Z)に置換として表現されるから，この表現空間をW とする．Gの置換表

現は既約であり，Gの任意の既約表現は左正則表現の直既約分解に現れる．したがって，左正則作

用の表現空間を V とすれば，W は V の忠実なK[G]部分加群, No-name LemmaによりK(V )G

は K(W )G 上有理的である．したがって，k 上の n変数有理関数体の置換作用に関する不変体の

有理性問題が肯定的ならば，k 上の Gに対するネーター問題，すなわち k 上の |G|変数有理関数
体の左正則作用に関する不変体の有理性問題は肯定的となる．

例 3.8 (Sn のネーター問題). G ' Sn と体 k のネーター問題を考える．系 3.7を用いれば，n変

数有理関数体の置換作用に関する有理性問題に帰着され，n変数有理関数体 k(x1, . . . , xn)に対す

る作用は，σ ∈ Gに対して σ(xi) = xσ(i) となる．このとき，

k(x1, . . . , xn)
G = k(e1, . . . , en)

となる．ここで，ei は i次基本対称式とする．すなわち

e1 = x1 + x2 + · · ·+ xn,

e2 = x1x2 + x2x3 + · · ·+ xnx1,

...

en = x1x2 · · ·xn.

従って，k(x1, . . . , xn)Sn は k 上有理的である．また，k 同型写像 φ : k(t0, . . . , tn−1) →
k(x1, . . . , xn)

Sn による k(x1, . . . , xn)/k(x1, . . . , xn)
G の定義多項式の引き戻しは生成的 Sn/k 多

項式
Xn + tn−1X

n−1 + · · ·+ t1X + t0

となる．
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4 安定有理性とレトラクト有理性

有理的であるかを調べることは一般に非常に難しい．したがってこれを弱くした概念が考えられ

てきた．本節ではそれらの定義を与え，その関係を述べる．以下断りがない限り Gを有限群とし，

Gは基礎体 k に自明に作用しているものとし，k は無限体とする．

定義 4.1 (安定有理的，レトラクト有理的，単有理的). F を k 上有限生成な体とする．

• F が k 上安定有理的
def⇔ G不変な F 上代数的独立な元 s1, . . . , sr で F (s1, . . . , sr)が k 上

有理的となるものが存在する．

• F が k 上レトラクト有理的
def⇔ F の部分 k 代数 Rで以下の条件を満たすものが存在する：

(i) F = Q(R). ここで Q(R)は Rの商体を表す．

(ii) f ∈ k[x1, . . . , xn]と k 代数の凖同型

φ : R→ k[x1, . . . , xn][1/f ], ψ : k[x1, . . . , xn][1/f ]→ R

で ψ ◦ φ = IdR を満たすものが存在する．このとき，Rは k[x1, . . . , xn][1/f ]のレトラ

クトであると言う．

• F が k 上単有理的
def⇔ F は k 上有理的な体 E の部分体となる．

上記の有理性の間には，

“有理的”=⇒“安定有理的”=⇒“レトラクト有理的”=⇒“単有理的”

が成り立つ．

“有理的⇒安定有理的”は明らか．“レトラクト有理的⇒単有理的”は R ↪→ k[x1, . . . , xn][1/f ]

より F ↪→ k(x1, . . . , xn)となることから成り立つ．

従って以降は，“安定有理的⇒レトラクト有理的”を示すことに注力する．

注意 4.2. 各 “⇒”の逆向きは成立しない．

• F = Q(x, y, t), x2 + 3y2 = t3 − 2とすると F は Q上非有理的であるが，F (x1, x2, x3)は
有理的，すなわち F は安定有理的 (Beauville, Colliot-Thélène, Sunsuc, Swinnerton-Dyer

　 [BCTSSD85]).

• Q(C47)は Q上非安定有理的であるが，Q上レトラクト有理的 (Saltman 1984 [Sal84])．

• Q(C8)は Q上非レトラクト有理的であるが，Q上単有理的 (Saltman 1982 [Sal82])．

定義 4.3 (安定同型). F, F
′
を k上有限生成な体とする．以下の条件を満たすとき F と F

′
は k上

安定同型であるといい，F
stab∼ F

′
で表す：

G不変な F 上代数的独立な元 x1, . . . , xn と G不変な F
′
上代数的独立な元 y1, . . . , ym で，G

8
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作用込みの同型
F (x1, . . . , xn) ' F

′
(y1, . . . , ym)

が成立するものが存在する．

以下の補題が重要となる．

補題 4.4 (Swanの補題 [Swa69, Lemma 8]). K を G体とし，K の有限生成部分 k 代数 R,S が

G の作用で閉じており，Q(R) = Q(S) であるとする．このとき，r ∈ RG, s ∈ SG が存在して，
R[1/r] = S[1/s]となる．

証明. S = k[a1, a2, . . . , an]とする．このとき，Q(R) = Q(S)であるから，ai = xi/ci (xi, ci ∈ R)
とかける．c = c1c2 . . . cn, r =

∏
σ∈G σ(c)とおくと，r ∈ RG であり，S ⊂ R[1/r]である．同様

の議論により，R[1/r] ⊂ S[1/s]となる s ∈ SG がとれる．よって，R[1/s][1/r] = S[1/s]である．

一方，S ⊂ R[1/r]から s = t/rn となる t ∈ R,n ∈ Nがとれる．このとき，t = srn で s, rはとも

に G不変な元であるから，とくに t ∈ RG である．すると，

R

[
1

s

] [
1

r

]
= R

[
1

rt

]
であるから，R[1/rt] = S[1/s]が得られる．ここで，t, r ∈ RG より rt ∈ RG である．

レトラクトについて以下のことを注意しておく．

注意 4.5.
φ : R→ S, ψ : S → R

で ψ ◦ φ = IdR を満たすものが存在するとき，φは単射であるから φ(r) 6= 0であり，

φ : R[1/r]→ S[1/φ(r)], ψ : S[1/φ(r)]→ R[1/r]

は ψ ◦ φ = IdR[1/r] を満たすように自然に延長することができる．すなわち，R[1/r]は S[1/φ(r)]

のレトラクトとなる．

定理 4.6. F, F
′
を k 上有限生成な体とする．

(i) F と F
′
が k 上安定同型であるとする．このとき，

F が k 上レトラクト有理的⇐⇒ F
′
が k 上レトラクト有理的．

(ii) F が k 上安定有理的ならば F はレトラクト有理的．

証明. (i) F が k 上レトラクト有理的 =⇒F ′
が k 上レトラクト有理的を示せば十分．まず，F と

F
′
が安定同型であるから，

F (x1, . . . , xn) ' F
′
(y1, . . . , ym)
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となる有限個の代数的独立な元 x1, . . . , xn と y1, . . . , ym が存在する．この同型を通じ

て，F (x1, . . . , xn) と F
′
(y1, . . . , ym) を同一視する．このとき，F がレトラクト有理的で

あることにより存在する k 代数を R0 として，R := R0[x1, . . . , xn] を考えれば, R は

k[x1, . . . , xn][xn+1, . . . , xn′ ][1/f ] のレトラクトとなり，F (x1, . . . , xn) は k 上レトラクト有理的

となる．したがって，F
′
(y1, . . . , ym)は k 上レトラクト有理的となる．

すなわち，F
′
(y1, . . . , ym)が k 上レトラクト有理的であるとき，F

′
が k 上レトラクト有理的と

なることを示せば良い．

まず，F
′
の有限生成部分 k 代数 Aで Q(A) = F

′
を満たすものをとる．このとき，

Q(R) = Q(A[y1, . . . , ym])

であるから，Swanの補題より r ∈ R, t ∈ A[y1, . . . , ym]が存在して，

R[1/r] = A[y1, . . . , ym][1/t] (1)

とできる (Swanの補題において Gを自明群とすれば適用できる)．F
′
は無限体であるから，Aの

位数も無限である．従って，A代数の写像

ψ : A[y1, . . . , ym] −→ A

で a := ψ(t) 6= 0となるものが存在する．このとき a ∈ R[1/r]より，a = s/re となる s ∈ Rが存
在し，(1)より

A[1/a][y1, . . . , yn][1/t] = R[1/r][1/a] = R[1/rs]

が成立する．a = ψ(t)だから ψ は

ψ : A[y1, . . . , yn][1/t] −→ A[1/a]

に延長され，さらに

ψ : R[1/rs] = A[1/a][y1, . . . , yn][1/t] −→ A[1/a]

に延長すれば，R[1/rs]は A[1/a]のレトラクトとなる．

ここで，Rは k[x1, . . . , xn][xn+1, . . . , xn′ ][1/f ]のレトラクトであるから，注意 4.5から，R[1/rs]

が k[x1, . . . , xn′ ][1/fψ
′
(rs)]のレトラクトとなる

φ
′
: R[1/rs]→ k[x1, . . . , xn′ ][1/fφ

′
(rs)], ψ

′
: k[x1, . . . , xn′ ][1/fφ

′
(rs)]→ R[1/rs]

が存在する．すなわち，

A[1/a]
ψ

⇆ R[1/rs]
ψ

′

⇆ k[x1, . . . , xn′ ][1/fφ
′
(rs)]

ψ と ψ
′
を合成することにより，A[1/a] は k[x1, . . . , xn′ ][1/fφ

′
(rs)] のレトラクトとなる．

Q(A[1/a]) = F
′
であったから，F

′
は k 上レトラクト有理的となる．
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(ii) F が k 上安定有理的であるとすると

F
stab∼ F (t1, . . . , tn) ' k(s1, . . . , sm)

より F
stab∼ k となる．k は明らかにレトラクト有理的であり，(i)より安定同型でレトラクト有理

性は保たれるから，F はレトラクト有理的である．

ネーター問題に対するレトラクト有理性はガロアの逆問題において非常に重要な意味をもつこと

が次の定理からわかる．

定理 4.7 (Saltman [Sal82], DeMeyer [DeM83]). k を無限体，Gを有限群とする．このとき，以

下は同値：

(i) k(G)はレトラクト有理的．

(ii) 生成的 G/k 多項式が存在する．

定理 2.9は有理的であれば定義多項式が生成的であることを述べていたが，実際には有理的を弱

めたレトラクト有理的でさえあれば十分である．

5 巡回群に対する不変体の有理性問題

この節では標数 0 の体上の巡回群に対するネーター問題を扱う．以下，k を標数 0 の体，

G = Cn = 〈σ〉が n変数有理関数体 F := k(x0, . . . , xn−1)に対して，変数には σ(xi) = xi+1，k

には自明に作用しているとする．ここで変数の添え字はmod nで考える．

Q上 Cn に対してのネーター問題は必ずしも有理的ではないことを 2節において注意したが，基

礎体が 1のべき根を含むときは大きく状況が変わり，次の定理が成立する (証明は増田 [Mas55]に

よるもの).

定理 5.1 (Fischer [Fis15]). k
′
:= k(ζn), F

′
:= k

′
(x0, . . . , xn−1)とし，k

′
に Cn は自明に作用し

ているとする．このとき，F
′Cn は k

′
上有理的である．

証明. まず，
F

′⟨σ⟩ = F ⟨σ⟩(ζn)

であることを示す．(⊃)は明らかであるが，F ⟨σ⟩(ζn) ∩ F = F ⟨σ⟩ であるから，

[F
′
: F ⟨σ⟩(ζn)] = [F : F ⟨σ⟩] = [F

′
: F

′⟨σ⟩]

より，両者の F
′
からの拡大次数が等しくなり，等号が成立する．

ラグランジュレゾルベント

yj :=

n−1∑
i=0

ζ−ijn xi
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を用いて，超越基底を具体的に与えることにより，F
′⟨σ⟩ が k

′
上有理的になることを示す．

cj,k :=
yjyk
yj+k

(0 ≤ j, k ≤ n− 1)

と置く．yj , cj,k についても添え字はmod nで考える．このとき，

σ(yj) =

n−1∑
i=0

ζ−ijn σ(xi) =

n−1∑
i=0

ζ−ijn xi+1 =

n−1∑
i′=0

ζ−j(i
′
−1)

n xi′ = ζjn

n−1∑
i′=0

ζ−i
′
j

n xi′ = ζjnyj

が成立する．したがって，

σ(cj,k) =
ζjnyjζ

k
nyk

ζj+kn yj+k
=
yjyk
yj+k

= cj,k

となり，cj,k ∈ F
′⟨σ⟩ がわかる．

また，
cj,k =

c1,jc1,j+1 · · · c1,j+k−1

c1,1c1,2 · · · c1,k−1

が成立することにより，

k
′
(cj,k | 0 ≤ j, k ≤ n− 1) = k

′
(c1,0, c1,2, . . . , c1,n−1) ⊂ F

′⟨σ⟩

となる．ここでM
′
:= k

′
(c1,0, c1,2, . . . , c1,n−1)と置くと，

c1,0c1,1 · · · c1,n−1 =
y1y0
y1

y1y1
y2

y1y2
y3
· · · y1yn−1

y0
= yn1

より，y1 のM
′
上の最小多項式は

Xn − c1,0c1,1 · · · c1,n−1

となる．したがって，
[M

′
(y1) :M

′
] = n

である．ここで

y2 =
y21
c1,1

, y3 =
y1y2
c1,2

, . . . , y0 =
y1yn−1

c1,n−1

であるから
M

′
(y1) =M

′
(y1, . . . , yn) = F

′

となる．したがって [F
′
:M

′
] = nとM

′ ⊂ F ′⟨σ⟩ より，

F
′⟨σ⟩ =M

′
= k

′
(c1,0, c1,1, · · · , c1,n−1)

となる．F
′⟨σ⟩ の k

′
上の超越基底は c1,1, c1,2, · · · , c1,n であり，k

′
上有理的であることに他ならな

い．

増田は基礎体に 1のべき根を付け加えた体における超越基底を基礎体上に “降下”させる方法を

与えた．
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定理 5.2 (増田 [Mas55]). f1, . . . , ft ∈ F
′⟨σ⟩ で次の条件を満たすものが存在するとする：

(i) F
′⟨σ⟩ = k

′
([fi]conj | 1 ≤ i ≤ t).

(ii)
∑t
i=1 ι(fi) = n

ただし，[f ]conj := {f の F ⟨σ⟩上の共役 }, ι(f) = #[f ]conj とする．このとき F ⟨σ⟩ は k 上有理的．

特に，k
′ ∩ F ⟨σ⟩(fi)の k 上の正規底 ωi,1, . . . , ωi,ι(fi) に対して

fi =

ι(fi)∑
j=1

ωi,jmj,i (mj,i ∈ F
′⟨σ⟩)

ならば，F ⟨σ⟩ の超越基底は {mj,i | 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ι(fi)}となる．

注意 5.3. 逆向きは明らかに成立する．

証明. f1, . . . , ft が仮定を満たすとする．k
′

i := k
′ ∩ F ⟨σ⟩(fi)と置く．このとき，

F ⟨σ⟩k
′

i ⊂ F ⟨σ⟩(fi) ⊂ F
′⟨σ⟩ = F ⟨σ⟩(ζn)

となり，k
′
F ⟨σ⟩k

′

i = F ⟨σ⟩(ζn)が成り立つ．また，

k
′
∩ (F ⟨σ⟩k

′

i) = k
′

i, k
′
∩ (F ⟨σ⟩(fi)) = k

′

i

である．F ⟨σ⟩k
′

i と F ⟨σ⟩(fi)は ζn を付け加えれば F
′⟨σ⟩ となる．ここで

[F
′⟨σ⟩ : F ⟨σ⟩k

′

i] =
[k

′
: k]

[k′ ∩ (F ⟨σ⟩k
′
i) : k]

=
[k

′
: k]

[k′ ∩ (F ⟨σ⟩(fi)) : k]
= [F

′⟨σ⟩ : F ⟨σ⟩(fi)]

となり，
F ⟨σ⟩(fi) = F ⟨σ⟩k

′

i

が成立する．したがって
Gal(F ⟨σ⟩(fi)/F

⟨σ⟩) ' Gal(ki/k) (2)

となる．仮定 (i)と，fi の F ⟨σ⟩ 上の共役は k 上m1,i, . . . ,mι(fi),i によって書けることから

F
′⟨σ⟩ = k

′
([fi]conj | 1 ≤ i ≤ t) = k

′
(mj,i | 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ι(fi))

となる．ここで，M := k(mj,i | 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ι(fi))とすれば，

M(ζn) = k
′
(mj,i | 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ι(fi)) = F

′⟨σ⟩

より，
[F

′⟨σ⟩ : F ⟨σ⟩][F ⟨σ⟩ :M ] = [F
′⟨σ⟩ :M ] ≤ [k

′
: k]

となり，(2)より [F
′⟨σ⟩ : F ⟨σ⟩] = [k

′
: k]であるから [F ⟨σ⟩ :M ] = 1となる．したがって

F ⟨σ⟩ =M = k(mj,i | 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ι(fi))

となる．仮定 (ii)から#{mj,i} = nであるから，F ⟨σ⟩ は k 上有理的．
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増田は実際に fi を求めることにより次を示した．

系 5.4 (増田 [Mas55]). p ≤ 11に対して，Q(Cp)は Q上有理的．

証明. f1 = c1,0 とし，p = 3, 5, 7, 11に対して，それぞれ f2 = c1,1, c1,2, c1,3, c1,2 とすれば

Q(ζp)(x0, . . . , xp−1)
Cp = Q(ζp)([c1,0]conj, [f2]conj), ι(f2) = p− 1 (3)

が成立する．ここでは p = 3のときのみ確かめる．

[Q(ζ3) : Q] = 2 である．τ ∈ Gal(Q(ζ3/Q)) を非自明な元とすると τ(ζ3) = ζ23 となる．した

がって
τ(y1) = y2, τ(y2) = y1

となる．よって

τ(c1,1) = τ

(
y21
y2

)
=
y22
y1

= c2,2 =
c1,2c1,0
c1,1

.

c1,0 は τ により不変であるから，p = 3のとき (3)が成り立っていることがわかる．

例 5.5 (k(x0, x1, x2)
C3 の超越基底). kを標数 3ではない体とする．kが 1のべき根を含むときは

定理 5.1より，超越基底は c1,0, c1,1, c1,2 となるから，k が 1のべき根を含まないとする．

k(x0, x1, x2)
C3 の超越基底 m1,1,m2,1,m2,2 を求める．m1,1 = c1,0 は良い．c1,1 = m2,1ζ3 +

m2,2ζ
2
3 から m2,1,m2,2 を求める際，c1,1 = y21/y2 の分子分母に y1 を掛けておくと，分母から ζ3

がなくなり，幾分計算が容易になる．ζ23 + ζ3 + 1 = 0に注意し直接求めれば以下を得る：

m1,1 = x0 + x1 + x2,

m2,1 = −x
3
0 + x31 + x32 + 6x0x1x2 − 3(x20x1 + x21x2 + x22x0)

x20 + x21 + x22 − (x2x0 + x0x1 + x1x2)
,

m2,2 = −x
3
0 + x31 + x32 + 6x0x1x2 − 3(x0x

2
1 + x1x

2
2 + x2x

2
0)

x20 + x21 + x22 − (x2x0 + x0x1 + x1x2)
.

また，上式において，

x30 + x31 + x32 = (x0 + x1 + x2)(x
2
0 + x21 + x22 − x0x1 − x1x2 − x2x0) + 3x0x1x2

であることを用いれば，

m2,2 = −m1,1 − 3
x0x

2
1 + x1x

2
2 + x2x

2
0 − 3x0x1x2

x20 + x21 + x22 − (x0x1 + x1x2 + x2x0)

となることがわかる．m2,1 ついても同様に

m2,1 = −m1,1 − 3
x20x1 + x21x2 + x22x0 − 3x0x1x2

x20 + x21 + x22 − (x0x1 + x1x2 + x2x0)

14

52



となる．したがって，より簡明な超越基底

s = x0 + x1 + x2,

t =
x0x

2
1 + x1x

2
2 + x2x

2
0 − 3x0x1x2

x20 + x21 + x22 − (x0x1 + x1x2 + x2x0)
,

u =
x20x1 + x21x2 + x22x0 − 3x0x1x2

x20 + x21 + x22 − (x0x1 + x1x2 + x2x0)

を得ることができる．kの標数が 3の場合でも tと uは独立であり，標数に関わらず k(x0, x1, x2)
C3

の超越基底となり，増田の公式と呼ばれている (しかしながら，[Mas55]で上記の超越基底が記載

されている p.62の最後の行には誤植があり，tと uにあたる式が同じ式になってしまっている．実

際は分子が異なる式となり上記の tと uになる)．

以下証明なしに巡回群に対しての Q 上のネーター問題について知られている結果を列挙する．
長谷川氏の講演においては，G格子の理論を用いて Q(C8)のネーター問題が否定的であることを

示すことを注意しておく．

Swanは増田の結果 [Mas55], [Mas68]を受け，はじめてネーター問題の反例を与えた．

定理 5.6 (Swan [Swa69], Voskresenskii [Vos70]).

(i) Q(Cp)が Q上有理的であるならば，α ∈ Z[ζp−1]で NQ(ζp−1)/Q(α)(α) = ±pを満たすもの
が存在する．

(ii) (Swan [Swa69, Theorem 1]) Q(C47),Q(C167),Q(C233)は Q上非有理的．
(iii) (Voskresenskii [Vos70, Theorem 2]) Q(C47), Q(C167), Q(C359), Q(C383), Q(C479),

Q(C503), Q(C719)は Q上非有理的．

定理 5.7 (Voskresenskii [Vos71, Theorem 1]). Q(Cp)が Q上有理的であることと，α ∈ Z[ζp−1]

で NQ(ζp−1)/Q(α) = ±pを満たすものが存在することは同値である．

この結果から Q(ζp−1)の類数が 1ならば Q(Cp)は Q上有理的であることがわかる．
遠藤と宮田は，増田と Swanの方法を改良しネーター問題に大きな進展をもたらした．

定理 5.8 (遠藤-宮田 [EM73, Theorem 2.3]). G1, G2 を有限群，k を標数 0 の体とする．k(G1)

と k(G2)が共に k 上有理的 (resp. 安定有理的)ならば，k(G1 ×G2)は k 上有理的 (resp. 安定有

理的)．

注意 5.9. Kang-Plans は [KP09, Theorem 1.3]において上記の結果が任意の体に対して正しいこ

とを示した．

定理 5.10 (遠藤-宮田 [EM73, Proposition 3.2]). pを奇素数，kを標数 0の体とする．kが ζp+ζ
−1
p

を含むとき，任意の自然数 lに対して k(Cpl)は k 上有理的．特に，Q(C3l)は Q上有理的．

定理 5.11 (遠藤-宮田 [EM73, Proposition 3.4, Corollary 3.10]).

15

53



(i) p ≤ 43と p = 61, 67, 71に対して，Q(Cp)は Q上有理的．
(ii) p = 5, 7に対して，Q(Cp2)は Q上有理的．
(iii) l ≥ 3に対して，Q(C2l)は Q上非有理的．

定理 5.12 (遠藤-宮田 [EM73, Theorem 4.4]). Gを奇数位数の有限アーベル群，k を標数 0の体

とする．このとき，自然数mで k(Gm)が k 上有理的となるものが存在する．

定理 5.13 (遠藤-宮田 [EM73, Theorem 4.6]). Gを有限アーベル群とする．このとき，Q(G)が

Q上有理的となることと Q(G)が Q上安定有理的となることは同値である．

Lenstraは [Len74]において，アーベル群のネーター問題が肯定的であるための必要十分条件を

与えた．

定理 5.14 (Lenstra [Len74, Main Theorem, Remark 5.7]). k を体, Gを有限群とする．kcyc を

k の代数閉包に含まれる k の最大円分拡大とする．k ⊂ K ⊂ kcyc とし，ρK = Gal(K/k) = 〈τk〉
が有限巡回群と仮定する．pを kの標数と異なる奇素数とし，s ≥ 1を整数とする．aK(ps)を以下

で定義された Z[ρK ]のイデアルとする:

aK(ps) =

{
Z[ρK ] (K 6= k(ζsp))
(τk − t, p) (K = k(ζsp),ここで t ∈ Zは τk(ζp) = ζtpを満たすとする)

また，aK(G) =
∏
p,s aK(ps)m(G,p,s) とする．ここでm(G, p, s) = dimZ/pZ(p

(s−1)G/psG)．この

とき，以下は同値：

(i) k(G)は k 上有理的．

(ii) k(G)は k 上安定有理的．

(iii) k ⊂ K ⊂ kcyc, Z[ρK ]のイデアル aK(G)が単項イデアル．また k の標数が 2でないとき，

k(ζr(G))/k は巡回拡大．ここで r(G)は Gの指数を割る 2の最大べきとする．

定理 5.15 (Lenstra [Len74, Corollary 7.2]). 以下は同値:

(i) Q(Cn)は Q上有理的．
(ii) 任意の体 k に対して k(Cn)は k 上有理的．

(iii) ps || nに対して Q(Cps)は Q上有理的．
(iv) 8 ∤ nかつ，任意の ps || nに対して α ∈ Z[ζϕ(ps)]で NQ(ζϕ(ps))/Q(α) = ±p.

定理 5.16 (Lenstra [Len80, Proposition 4]). p を素数とし，s ≥ 2 の整数とする．このとき，

Q(Cps)が Q上有理的であることと ps ∈ {22, 3m, 52, 72 | m ≥ 2}であることは同値．

遠藤-宮田 [EM73]では定理 5.8を用いて，p < 2000に対して Q(Cp)の Q上の有理性を確かめ
ている．また，星 [Hos15]では，p < 20000(2262個)に対して Q(Cp)の Q上の有理性を計算ソフ
ト PARI/GPを用いて確かめている．その結果 17個の有理的なケース (p ≤ 43, p = 61, 67, 71)と

46個の不明なケースを除きすべて Q上非有理的であることがわかった．
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最終的には Plans [Pla17]により Q(Cp)が Q上有理的になるケースが完全に決定された．

定理 5.17 (Plans [Pla17, Theorem 1.1]). pを素数とする．このとき，Q(Cp)が Q上有理的であ
ることと p ≤ 43, p = 61, 67, 71であることは同値である．

定理 5.15，定理 5.16，定理 5.17を合わせて次を得る．

系 5.18 (Plans [Pla17, Corollary 1.2]). nを正整数とする．このとき，Q(Cn)が Q上有理的で
あることと nが

22 · 3m · 52 · 72 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 37 · 41 · 43 · 61 · 67 · 71

を割ることは同値である．ここでm ≥ 0である整数とする．

標数 pに対しては以下の結果が知られていることを注意しておく：

定理 5.19 (国吉 [Kun54, Kun55, Kun56]). Gを p群, k を標数 pの体とする．このとき，k(G)

は k 上有理的．

しかしながら，一般に非アーベル群に対してのネーター問題は非常に難しく十分な結果が得られ

ていない．例えば交代群 An(n ≥ 6)に対してのネーター問題は未解決である．
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不変体の有理性問題 (2)

長谷川　寿人 (新潟大学)

本稿は第 27回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」における講

演「不変体の有理性問題 (2)」の原稿です．本講演では代数的トーラスの関数体の有理性問題と，

それを用いたネーター問題の否定解の構成を中心に解説を行います．代数的トーラスの関数体の有

理性問題を考える上では，G格子の理論が非常に重要な役割を果たします．本稿では，まず G格

子の基本的な性質について確認した後，G格子と代数的トーラスの関数体の有理性問題との関係性

について述べます．さらにその結果を用いて，位数 8の巡回群 C8 に対する Q上のネーター問題が

否定的であることを示します．

以下，Gは有限群であるとする．また，体は有限生成かつ無限体であると仮定する．

1 G格子

定義 (G格子). 有限生成 Z[G]加群M で Z上自由加群であるものを G格子という．

定義 (置換格子，安定置換格子，可逆格子，flabby，coflabby). M を G格子とする．

• M の Z基底を適当にとれば Gの作用が基底の置換を引き起こすとき，M を置換格子という．

• ある置換格子 P，P ′ が存在してM ⊕ P ′ ≃ P となるとき，M を安定置換格子という．

• ある G格子M ′ と置換格子 P が存在してM ⊕M ′ ≃ P となるとき，M を可逆格子であるとい

う．

• 任意の Gの部分群 H に対して Ĥ−1(H,M) = 0となるとき，M は flabbyであるという．

• 任意の Gの部分群 H に対して H1(H,M) = 0となるとき，M は coflabbyであるという．

例. • Z[G] =
⊕

σ∈G Zuσ は τ ∈ Gが τ · uσ = uτσ で作用する G格子である．

• H を Gの部分群とし，G = σ1H ∪ σ2H ∪ · · · ∪ σnH を GのH による左剰余類分解とする．こ

のとき，Z[G/H] =
⊕n

i=1 ZuσiH は τ ∈ Gが τ · uσiH = uτσiH で作用する G格子である．

• M◦ = Hom(M,Z)とする．このときM◦ は τ ∈ Gが f ∈ M◦ に対し (τ · f)(m) = τ−1f(τm)

と作用する G格子である．これをM の双対格子という．このとき，(M◦)◦ ≃M が成り立つ．ま

た，置換格子 P の双対格子 P ◦ もまた置換格子である．
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注意. M が置換格子であるとき，Gが置換で作用するM の基底をとり，その Gの作用の安定化

群を考えることで，M は Gの部分群 H1,H2, . . . , Hn を用いてM ≃
⊕n

i=1 Z[G/Hi]とかける．

命題 1.1. M を G格子とする．M が置換格子ならばM は flabbyかつ coflabbyである．

証明. M は Gの部分群 H を用いて Z[G/H]の直和の形でかける．したがって Z[G/H]が flabby

かつ coflabby であることを示せば十分である．これは Shapiro の補題より Ĥ±1(G,Z[G/H]) ≃

Ĥ±1(H,Z) = 0であることから従う．

G格子M に対して，以下の性質が成り立つ：

M が置換格子 =⇒ 安定置換格子 =⇒ 可逆格子 =⇒ flabby かつ coflabby．最後に関しては，

M が可逆格子であるとき M ⊕ M ′ が置換格子でとなる G 格子 M ′ がとれ，命題 1.1 より

Ĥ±1(G,M ⊕M ′) = Ĥ±1(G,M)⊕ Ĥ±1(G,M ′) = 0であることから従う．

G格子全体のカテゴリーに対して同値関係 ∼を次のように定義する：

G格子M1，M2 に対して，

M1 ∼M2 ⇐⇒ 置換格子 P1, P2が存在して M1 ⊕ P1 ≃M2 ⊕ P2.

演算を [M1] + [M2] = [M1 ⊕M2]により定義すると，{G格子全体のカテゴリー }/ ∼は可換モノ

イドとなる．

このとき安定置換格子と可逆格子の定義は次のように言い換えることができる．

• M は安定置換格子である ⇐⇒ [M ] = 0．

• M は可逆格子である ⇐⇒ [M ]は上のモノイドの可逆元である．

補題 1.2. 0 → L → M
π−→ N → 0 を G 格子の完全系列，I を可逆格子とし，f を I から

N への G 格子の準同型写像 f : I → N とする．このとき，任意の G の部分群 H に対して

π|MHMH → NH が全射ならば，f はM に持ち上げられる，すなわち f = π ◦ f ′ となる G格子

の準同型写像 f ′ : I →M が存在する．

証明. (以下の証明は [Arn81, Theorem 3.1]によるものである．)

3つの stepに分けて示そう．

step 1：Gの部分群Hに対し I = Z[G/H]となる場合．このとき uH , σ1(uH), σ2(uH), . . . , σn(uH)

が I の Z基底である．ここで，Gの左剰余類分解を G = H ∪ σ1H ∪ · · · ∪ σnH．f が G格子の

準同型写像であることから f(uH) ∈ NH である．したがって，π(m) = f(uH)となる m ∈ MH

がとれる．そこで，f ′ : I →M を f ′(σi(uH)) = σi ·mと定義すれば，これが f のM への持ち上

げとなる．
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step 2：I が置換格子である場合．このとき I は Z[G/H] という形の置換格子の直和となるか

ら，それぞれの直和因子に対して step 1を用いればよい．

step 3：I が可逆格子である場合．I に対して，I⊕ I ′ が置換格子になるようなG格子 I ′ をとり，

f̄ : I⊕ I ′ → N を f̄(x, y) = f(x)で定義する．step 2より，f̄ のM への持ち上げ φ : I ⊕ I ′ →M

がとれるから，f ′(x) = φ(x, 0)と定義すれば，これが f のM への持ち上げとなる．

命題 1.3. G格子の完全系列
0→ L→M

π−→ N → 0 (∗)

で Lが coflabby，N が可逆格子であるとき，(∗)は分裂する．

証明. 任意の Gの部分群 H に対し，完全系列 (∗)のコホモロジーの長完全列を考えることにより

· · · →MH → NH → H1(H,L) = 0

であるから π|MH は全射である．よって補題 1.2より N 上の恒等写像 idN : N → N のM への

持ち上げが得られ，これが完全系列 (∗)の分裂を与える．

G格子全体のカテゴリーに対する重要な不変量である flabby類の定義をしよう．

定理 1.4 ([EM74, Lemma 1.1]). G 格子M に対して，置換格子 P，flabbyな G 格子 F が存在

して，
0→M → P → F → 0

が完全系列となる．この完全系列をM の flabby resolutionという．

証明. 0→ C → Q
π−→M◦ → 0が完全系列となるような置換格子Q，G格子 C で πが次の条件を

みたすように取れることを示そう：Gの任意の部分群 H ≤ Gに対し，π|QH : QH → M◦H が全

射になる．ここでM◦ = Hom(M,Z)はM の双対格子である．実際，QH = Z[G/H]⊕nH で自然

数 nH を十分大きくとれば，QH →M◦H が全射となるようにできる．Q =
⊕

H≤G Z[G/H]⊕nH ,

π : Q→M を上で定まるものとし，C = Ker πとすると完全系列 0→ C → Q
π−→M◦ → 0 · · · (∗)

が得られる．任意の Gの部分群 H に対し，(∗)に対してコホモロジーの長完全列を考えると

· · · → QH
π|QH

−−−→M◦H → H1(H,C)→ H1(H,Q) = 0

であり，π|QH は全射であることから H1(H,C) = 0となる．よって C は coflabbyである．

したがって P = Q◦, F = C◦ ととればよい．

G格子M に対して，[F ]は一意的に定まる．これを，M の flabby類といい，[M ]fl とかく．

3

61



注意. G格子M の flabby類は，類 [M ]に対する不変量になっている．実際，M1, M2 ∈ [M ]と

すると，M1 ⊕ P1 ≃ M2 ⊕ P2 となる置換格子 P1, P2 がとれる．M1 ⊕ P1, M2 ⊕ P2 の flabby

resolutionをそれぞれ 0→M1 ⊕ P1 → Q1 → F1 → 0, 0→M2 ⊕ P2 → Q2 → F2 → 0 (Q1, Q2

は置換格子，F1, F2 は flabbyな G格子)とする．このとき上の flabby resolutionの双対を考え

ると，図式
0

��
F ◦
2

��
Q◦

2

��
0 // F ◦

1
// Q◦

1
// (M1 ⊕ F1)

◦

��

// 0

0

が得られる．これに対して pullback(3.1節参照)を考えることで，

0

��

0

��
F ◦
2

��

F ◦
2

��
0 // F ◦

1
// E //

��

Q◦
2

//

����

0

0 // F ◦
1

// Q◦
1

//

��

(M1 ⊕ F1)
◦

��

// 0

0 0

が得られる．命題 1.3から 2行目と 2列目の完全系列は分裂するから，F ◦
1 ⊕Q◦

2 ≃ E ≃ F ◦
2 ⊕Q◦

1

となる．よって [F ◦
1 ⊕Q◦

2] = [F ◦
2 ⊕Q◦

1]で，Q
◦
1, Q

◦
2が置換格子であることに注意すると，[F

◦
1 ] = [F ◦

2 ]

となる．これより両辺の双対をとれば [F1] = [F2]となるから，[M1]
fl = [M2]

fl となる．以上のこ

とからM の類の代表元のとり方によらず [M ]fl が定まる．

flabby類に関する性質について述べる．

命題 1.5. (1) M が可逆格子のとき，[M ]fl = −[M ]である．

(2) 0 → L → M → N → 0 を G 格子の完全系列とし，N が可逆格子であるとする．このとき，

[M ]fl = [L]fl + [N ]fl である．

証明. (1) M は可逆格子であるから，M ⊕M ′ ≃ Q となる可逆格子M ′ と置換格子 P が存在す

る．このとき，M の flabby resolutionとして 0→ M → P → M ′ → 0を自然にとることができ

る．すると，[M ] + [M ′] = 0であるから，[M ]fl = [M ′] = −[M ]が得られる．
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(2) 0→ L→ P → F → 0を Lの flabby resolutionとし，図式

0

��
0 // L //

��
M // N // 0

P

��
F

��
0

に対して pushout(3.1節参照)を考えて次の図式が得られる：

0

��
0

��
0 // L //

��
M

��

// N // 0

0 // P //

��
X //

��
N // 0

F

��
F

��
0 0

N は可逆格子だから，定理 1.3から 2行目の完全系列は分裂する．よって，X ≃ P ⊕N である．

また N は可逆格子より N ⊕ N ′ ≃ Q となる可逆格子 N ′ と置換格子 Q が存在する．このとき

X ⊕N ′ = P ⊕N ⊕N ′ = P ⊕Qは置換格子であるから上の図式の 2列目にN ′ を直和することに

より，M の flabby resolutionとして 0→M → P ⊕Q→ F ⊕N ′ → 0 が得られる．(1)の証明中

の議論から [N ]fl = [N ′]であることに注意すると [M ]fl = [F ⊕N ′] = [F ] + [N ′] = [L]fl + [N ]fl

を得る．

命題 1.6. M1,M2 を G格子としたとき，以下は同値である：

(i) [M1]
fl = [M2]

fl．

(ii) 0→ M1 → E → P1 → 0, 0→ M2 → E → P2 → 0が完全系列となるような G格子 E と置

換格子 P1, P2 が存在する．

証明. (i) =⇒(ii)：仮定より [M1]
fl = [M2]

fl であるから，M1 とM2 の flabby resolutionとして

完全系列 0 → M1 → P1 → F → 0, 0 → M2 → P2 → F → 0 (P1, P2 は置換格子，F は flabby

な G格子)が得られる．
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図式
0

��
M2

��
P2

��
0 // M1

// P1
// F

��

// 0

0

に対して pullback(3.1節参照)を考えることで，

0

��
0

��
M2

��

M2

��
0 // M1

// E //

��

P2
//

����

0

0 // M1
// P1

//

��

F

��

// 0

0 0

が得られる．

(ii) =⇒ (i)：(ii)の完全系列において，P1, P2 は置換格子であるから，とくに可逆格子である．そ

こで，命題 1.5(2)を適用すると

[E]fl = [M1]
fl + [P1]

fl = [M1]
fl

[E]fl = [M2]
fl + [P2]

fl = [M2]
fl

が得られる．よって，[M1]
fl = [M2]

fl である．

2 G格子と代数的トーラスの有理性

K/k をガロア群が G のガロア拡大，M =
∑n
i=1 Zui を G 格子とする．K[M ] =

K[x1
±1, x2

±1, . . . , xn
±1] とし，G の元 σ ∈ G が M に σui =

∑n
j=1 aijuj (aij ∈ Z) と作

用するとき，K[M ] の元には σ(αxi) = σ(α)
∏n
j=1 xj

aij (α ∈ K) と乗法的に作用するものとす

る．このとき K[M ]の商体を K(M) = Q(K[M ])とし，Gの作用は自然に延長したものとする．

このときK(M)G は k上の代数的トーラスの関数体となる (代数的トーラスの基本事項は本整数論

サマースクール「Rationality problem for algebraic tori」を参照)．本節では，代数的トーラスの

関数体の有理性問題について考えていく．
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補題 2.1 (Swanの補題 [Swa69, Lemma 8]). K を Gが作用する体とし，K の有限生成部分 k 代

数 R,S が Gの作用で閉じており Q(R) = Q(S)であるとする．このとき r ∈ RG, s ∈ SG が存在

して R[1/r] = S[1/s]となる．

証明. S = k[a1, a2, . . . , an]とする．このときQ(R) = Q(S)であるから，ai = xi/ci, (xi, ci ∈ R)

とかける．c = c1c2 . . . cn, r =
∏
σ∈G σ(c)とおくと，r ∈ RG であり S ⊂ R[1/r]である．同様の

議論により R[1/r] ⊂ S[1/s]となる s ∈ SG がとれる．よって R[1/s][1/r] = S[1/s]である．一方

S ⊂ R[1/r]から s = t/rn となる t ∈ R,n ∈ Nがとれる．このとき，t = srn で s, r はともに G

不変な元であるから，とくに t ∈ RG である．すると

R

[
1

s

] [
1

r

]
= R

[
1

rt

]
であるから R[1/rt] = S[1/s]が得られる．ここで t, r ∈ RG より rt ∈ RG である．

定理 2.2 (Hilbert の定理 90). K/k をガロア拡大とし，G = Gal(K/k) とする．このとき

H1(G,GLn(K)) = 0である．

Hilbertの定理 90の応用として，次の非常に有用な定理が得られる．

命題 2.3 ([EM73, Proposition 1.1]). K を忠実に Gが作用する体，V = ⊕ni=1Kui を K 線型空

間とし，Gが V に半線型作用，すなわち σ ∈ GがK(V ) = K(u1, u2, . . . , un)に対し

σ(aui) = σ(a)
n∑
j=1

aij(σ)uj (a, aij(σ) ∈ K)

と作用しているとする．このとき，K(u1, u2, . . . , un)
G はKG 上有理的である．

証明. {u1, u2, . . . , un}を V の基底とする．このとき，

σ ·


u1
u2
...

un

 =

 aij(σ)



u1
u2
...

un

 ,

 aij(σ)

 ∈ GLn(K)
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である．f : G→ GLn(K)を σ 7→ (aij(σ)) と定めると，任意の σ, τ ∈ Gに対して

στ ·


u1
u2
...

un

 = σ ·

 aij(τ)



u1
u2
...

un



=

 aij(σ)

 σ · aij(τ)



u1
u2
...

un



= f(σ)
(
σ · f(τ)

)

u1
u2
...

un


となるから，f(στ) = f(σ)

(
σ · f(τ)

)
となり f は 1 コサイクルになる．すると，Hilbert の定理

90(定理 2.2)から，任意の σ ∈ Gに対して

f(σ) = σ(P )−1P

となる P ∈ GLn(K)が存在する．ここで
v1
v2
...

vn

 = P


u1
u2
...

un


とおくと，任意の σ ∈ Gに対して

σ ·


v1
v2
...

vn

 = σ · P


u1
u2
...

un

 = σ(P )

σ ·

u1
u2
...

un


 = σ(P )f(σ)


u1
u2
...

un

 = P


u1
u2
...

un

 =


v1
v2
...

vn


であるから，σ · vi = vi (i = 1, 2 . . . , n) となる．よって K(V )G = K(u1, u2, . . . , un)

G =

K(v1, v2, . . . , vn)
G = KG(v1, v2, . . . , vn) となり，K(V )G はKG 上有理的である．

この定理の系として，次の重要な結果が得られる．

系 2.4. P が置換格子のとき，K(P )G はKG 上有理的である．

系 2.5 (No-Name Lemma). W を V の忠実な K[G] 部分加群とする．このとき，K(V )G は

K(W )G 上有理的である．
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証明. 命題 2.3でK をK(W )ととればよい．

定理 2.6 ([Len74, Proposition 1.5]). K/k をガロア拡大で G = Gal(K/k) とし，M,M ′ を G

格子，N を可逆格子とし，0 → M ′ → M → N → 0 が完全系列であるとする．このとき，

K(M) ≃ K(M ′ ⊕N)である．とくに，K(M)G ≃ K(M ′ ⊕N)G．

証明. 完全系列
0→ K(M ′)× → K(M ′)× ·M π−→ N → 0 (∗)

を考える．ここで π(λm) = m mod M ′, λ ∈ K(M ′)×,m ∈M．Hilbertの定理 90 (定理 2.2)か

ら，任意のGの部分群H に対しH1(H,K(M ′)×) = 0であるから，K(M ′)× は coflabbyである．

よって命題 1.3より完全系列 (∗)は分裂する．この分裂を与える写像N → K(M ′) ·M ⊂ K(M)×

から，K(M ′ ⊕N) ≃ K(M)が得られる．

系 2.7. N が置換格子のとき，K(M)G はK(M ′)G 上有理的である．

証明. N が置換格子であるとき，定理 2.6よりK(M)G ≃ K(M ′ ⊕N)G = K(M ′)(N)G である．

補題 2.4より K(M ′)(N)G は K(M ′)G 上有理的であるから，K(M)G は K(M ′)G 上有理的であ

る．

本稿の主定理である代数的トーラスの関数体の有理性問題と G 格子との関係について述べる．

そこで必要となる補題を 1つ用意しておく．

補題 2.8. K を忠実に Gが作用する体とし，L/K を体の拡大とする．このとき LG が KG 上有

理的であるならば，K 上代数的独立な元 x1, x2, . . . , xn が存在して L = K(x1, x2, . . . , xn) とか

ける．

証明. LG が KG 上有理的であることから，KG 上代数的独立な LG の元 x1, x2 . . . , xn が存在し

て，FG = KG(x1, x2, . . . , xn)とかける．このとき，K/KG は代数拡大であるから，x1, x2 . . . , xn

は K 上代数的独立でもある．ここで，F = K(x1, x2 . . . , xn) とすると，LG ⊂ F ⊂ L であ

るから，FG = LG である．さらに [L : LG] = |G| = [F : FG] であるから，上と合わせて

L = E = K(x1, x2 . . . , xn)が得られる．

定理 2.9 ([Vos74, Theorem 2]). K/k をガロア拡大，G = Gal(K/k)とし，M1,M2 を G格子と

する．このとき，以下は同値である：

(i) K(M1),K(M2)はK 上安定同型である，

(ii) [M1]
fl = [M2]

fl．
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証明. (ii) =⇒ (i)：仮定より [M1]
fl = [M2]

fl であるから，命題 1.6 より M1,M2 の flabby

resolutionを 0→M1 → E → P1 → 0, 0→M2 → E → P2 → 0（E は G格子，P1, P2 は置換格

子）ととることができる．すると定理 2.6より K(M1 ⊕ P1) ≃K K(E) ≃K K(M2 ⊕ P2)となる

から K(M1)と K(M2)は K 上安定同型である．よって K(M1)
G,K(M2)

G は KG = k 上安定同

型である．(i) =⇒ (ii)：仮定より K(M1),K(M2)が K 上安定同型であることから，K 上代数的

独立な元 x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn が存在して

K(M1)(x1, x2, . . . , xm) ≃ K(M2)(y1, y2, . . . , yn)

となる．R1 = K[M1][x1, x2, . . . , xm], R2 = K[M2][y1, y2, . . . , yn]とおくと，Q(R1) ≃ Q(R2)で

あるから，Swanの補題 (補題 2.1)より R1[1/r1] ≃ R2[1/r2]となる r1 ∈ RG1 , r2 ∈ RG2 がとれる．

ここで，U(R)で R の単数群を表すものとする．すると完全系列 1 → U(R1) → U(R1[1/r1]) →

P1 → 0が得られる．ここで，P1 は置換格子である．U(R1) ≃ K× ×M1 であるから，

1→ K× ×M1 → U

(
R1

[
1

r1

])
→ P1 → 0

が得られる．これより 1→M1 → U (R1 [1/r1]) /K
× → P1 → 0を得る．同様にして 1→M2 →

U (R2 [1/r2]]) /K
× → P2 → 0 が得られ，U (R1 [1/r1]) /K

× ≃ U (R2 [1/r2]) /K
× であるから，

命題 1.6より [M1]
fl = [M2]

fl である．

上の定理から，代数的トーラスの関数体が安定有理的であることは次のように特徴づけられる．

系 2.10 ([EM73, Theorem 1.6]). K/k をガロア拡大，G = Gal(K/k) とし，M を G 格子とす

る．このとき，以下は同値である：

(i) K(M)G は k 上安定有理的である．

(ii) [M ]fl = 0である．

証明. (i) =⇒ (ii)：K(M)G は k = KG 上安定有理的である．すると補題 2.8からK(M)とK は

K 上安定有理的である．よって定理 2.9より [M ]fl = 0である．

(ii) =⇒ (i)：定理 2.9からK(M)はK とK 上安定同型であるからK(M)G は k = KG 上安定

有理的である．

また，代数的トーラスの関数体がレトラクト有理的であることは次のように特徴づけられる．

定理 2.11 ([Sal84, Theorem 3.14]). K/kをガロア拡大，G = Gal(K/k)とし，M を G格子とす

る．このとき，以下は同値である：

(i) K(M)G は k 上レトラクト有理的である，

(ii) [M ]fl は可逆である．
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証明. (ii) =⇒ (i)：仮定より [M ]fl が可逆であるから，M の flabby resolution として 0 →

M → P → F → 0（P は置換格子，F は可逆格子）をとることができる．すると，定理 2.6より

K(P )G ≃ K(M⊕F )Gであり，K(P )Gは k上有理的であることから，K(M⊕F )G = K(M)(F )G

は k 上有理的である．とくに K(M)(F )G は k 上レトラクト有理的であるから，下の補題 2.12に

よりK(M)G も k 上レトラクト有理的である．

(i) =⇒ (ii)：(以下の証明は [Yam12, Theorem 2.10]によるものである．)

仮定より K(M)G が k 上レトラクト有理的であることから，次の条件をみたす有限生成 k 代数 B

が存在する：

・ B の商体 Q(B)はK(M)G である，

・ k 上代数的独立な元 x1, x2 . . . , xn と h ∈ k[x1, x2, . . . , xn]が存在して，

B
φ

⇄
ψ
k[x1, x2, . . . , xn]

[
1

h

]
で ψ ◦ φ = idB となる k 準同型写像 φ,ψ が存在する．

このとき，Q(K ⊗ B) = K(M) = Q(K[M ]) である．ここで補題 2.1 より，f ∈ K[M ]G, g ∈

(K ⊗B)G が存在して，

K[M ]

[
1

f

]
= (K ⊗B)

[
1

g

]
となる．ここで，hのK[x1, x2, . . . , xn]での既約分解を h = hλ1

1 hλ2
2 · · ·hλr

r (λ1, λ2, . . . , λr は自然

数で，h1, h2, . . . , hrはそれぞれ互いに素)とし，φ(g) = h̃/hα1
1 hα2

2 · · ·hαr
r 　 (α1, α2, . . . , αrは自然

数で，̃h ∈ K[x1, x2, . . . , xn]は h1, h2, . . . , hrとそれぞれ互いに素)とすると，φ,ψはK準同型写像

φ : (K⊗B)[1/g]→ K[x1, x2, . . . , xn][1/hh̃], ψ : K[x1, x2, . . . , xn][1/hh̃]→ (K⊗B)[1/g]に延長

でき，ψ◦φ = id(K⊗B)[1/g]である．ここで，R = K[M ][1/f ], S = (K⊗B)[1/g]とすると，U(R) =

U(S)である．上の φ,ψ から G格子 U(S)/K× は置換格子 U(K[x1, x2 . . . , xn][1/hh̃])/K
× の直

和因子になる．よって U(S)/K×は可逆格子であるから，あるG格子 I が存在して，U(S)/K×⊕I

は置換格子になる．このとき，完全系列 1→ U(R)→ U(R[1/f ])→ Q→ 0が得られ，Qは置換

格子である．これより，

1→M → U

(
R

[
1

f

])
/K× ⊕ I → Q⊕ I → 0

が得られ，U(R[1/f ])/K× ⊕ I = U(S)/K× ⊕ I は置換格子である．よって，これがM の flabby

resolutionであることから [M ]fl = [Q⊕ I] = [I]となり [M ]fl は可逆である．

補題 2.12. F を忠実に Gが作用する体で，M を G格子とする．このとき F (M)G が k 上レトラ

クト有理的であるならば，FG も k 上レトラクト有理的である．
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証明. F (M)G が k 上レトラクト有理的であるから，次の条件をみたす有限生成 k 代数 R が存在

する：

・ Rの商体 Q(R)は F (M)G である，

・ k 上代数的独立な元 x1, x2 . . . , xn と f ∈ k[x1, x2, . . . , xn]が存在して，

R
φ

⇄
ψ
k[x1, x2, . . . , xn]

[
1

f

]
(∗)

で ψ ◦ φ = idR となる k 準同型写像 φ,ψ が存在する．

ここで，A = F [M ]G とおき，A = KGS となる Aの有限生成部分 k代数 S を Q(S ∩KG) = KG

となるようにとる．このとき，Q(R) = Q(S) = Q(A) = F (M)G であることに注意すると，補題

2.1より，

R

[
1

r

]
= S

[
1

s

]
= A

[
1

a

]
となる r ∈ RG, s ∈ SG, a ∈ AG が存在する．すると，(∗)は

S

[
1

s

]
= R

[
1

r

]
φ

⇄
ψ
k[x1, x2, . . . , xn]

[
1

f ′

]
(∗∗)

に延長できる．ここで α : A→ FG を α(s) ̸= 0となるような k 代数の準同型写像とし，それを自

然に α : A[1/s] → FG に延長し，S′ = α(S[1/s]) とする．このとき，S ∩KG = α(S ∩KG) ⊂

S′ ⊂ KG = Q(S ∩KG)により，Q(S′) = KG が得られる．補題 2.1を用いると，S′ ⊂ S[1/s′]と

なる s′ ∈ S ∩KG がとれる．すると，(∗∗)は

S

[
1

ss′

]
φ

⇄
ψ
k[x1, x2, . . . , xn]

[
1

f ′′

]
(∗ ∗ ∗)

に延長できる．一方 αは k 上恒等写像であるから，

S′
[
1

s′

]
β

⇄
α
S

[
1

ss′

]
⊂ A

[
1

s

]
が得られる．ここで，β : S′[1/s′] → S[1/ss′]は自然な埋め込みである．よって (∗ ∗ ∗)と合わせ

ると

S′
[
1

s′

]
φ◦β
⇄
α◦ψ

k[x1, x2, . . . , xn]

[
1

f ′′

]
が得られ，(α ◦ ψ) ◦ (φ ◦ β) = idである．以上より FG は k 上レトラクト有理的である．

以上をまとめると，次のようになる：

・K(M)G が k 上有理的である ⇐= M が置換格子である (系 2.4)．

・K(M)G が k 上安定有理的である ⇐⇒ [M ]fl = 0 (定理 2.10)．

・K(M)G が k 上レトラクト有理的である ⇐⇒ [M ]fl が可逆 (定理 2.11)．
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例. Q(C8)がQ上有理的でないことを示そう．C8 = ⟨σ⟩とし，Q(C8) = Q(xi | i = 0, 1, . . . , 7)⟨σ⟩

である．ここで σ(xi) = xi+1 である．

y1 = x0 − x4, y′1 = x0 + x4

y2 = x1 − x5, y′2 = x1 + x5

y3 = x2 − x6, y′3 = x2 + x6

y4 = x3 − x7, y′4 = x3 + x7

とおくと，Q(C8) = Q(y1, y2, y3, y4, y
′
1, y

′
2, y

′
3, y

′
4)

⟨σ⟩ となる．ここで，z = y′1 − y′2 + y′3 − y′4 とお

くと，定理 2.3より

Q(C8) = Q(y1, y2, y3, y4, y
′
1, y

′
2, y

′
3, y

′
4, z)

⟨σ⟩

= Q(y1, y2, y3, y4, z)(y
′
1, y

′
2, y

′
3, y

′
4)

⟨σ⟩

= Q(y1, y2, y3, y4, z)
⟨σ⟩(z1, z2, z3, z4)

となる σ 不変な元 z1, z2, z3, z4 がとれる．

以下 Q(y1, y2, y3, y4, z)
⟨σ⟩ が非レトラクト有理的であることを示そう．ζ を 1 の原始 8 乗根と

し，π = Gal(Q(ζ)/Q) = ⟨τt | t = 0, 1, . . . , 7⟩ = ⟨τ3, τ5⟩ ≃ C2 ×C2 とする．ただし，τt : ζ 7→ ζt．

ここで，

Y1 = y1 + ζ7y2 + ζ6y3 + ζ5y4

Y3 = y1 + ζ5y2 + ζ2y3 + ζ7y4

Y5 = y1 + ζ3y2 + ζ6y3 + ζy4

Y7 = y1 + ζy2 + ζ2y3 + ζ3y4

Y4 = z

とおくと，Q(C8) = Q(ζ)π(Y1, Y3, Y4, Y5, Y7)
⟨σ⟩ = Q(ζ)(Y1, Y3, Y4, Y5, Y7)

⟨σ⟩×π となる．このと

き，σ, τt の Yi への作用は
σ : Yi 7→ ζiYi, τt : Yi 7→ Yti

となる．ここで

C1 =
Y3
Y 3
1

, C2 =
Y5
Y 2
1 Y3

, C3 =
Y7
Y 2
1 Y5

, C4 =
1

Y1Y7
, C5 =

Y4
Y 4
1

とすると，⟨C1, C2, C3, C4, C5⟩は σ の作用で不変であり，

Q(ζ)(Y1, Y3, Y4, Y5, Y7)
⟨σ⟩×π = (Q(ζ)(Y1, Y3, Y4, Y5, Y7)

⟨σ⟩)π = Q(ζ)(C1, C2, C3, C4, C5)
π = Q(ζ)(M)π
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となる．ここで，M は C1, C2, C3, C4, C5 から生成される π 格子である．(本来は π 格子M は加

法的に書くべきであるが，今回は話の都合上乗法的に書いていることに注意する．) すると，τ3, τ5

の Ci への作用は

τ3 : C1 7→
C2C3C4

C2
1

, C2 7→
C2C3

C1
, C3 7→

C2C4

C1
, C4 7→

C3C4

C1
, C5 7→ C2C3C4C5

C3
1

τ5 : C1 7→
C2

3C4

C1C2
, C2 7→

C3C
2
4

C1C2
, C3 7→

C3C4

C2
, C4 7→

C3C4

C1
, C5 7→

C2
3C

2
4C5

C2
1C

2
2

となるから，τ3, τ5 の作用の C1, C2, C3, C4, C5 に関する表現行列は

⟨
−2 1 1 1 0

−1 1 1 0 0

−1 1 0 1 0

−1 0 1 1 0

−3 1 1 1 1

 ,


−1 −1 2 1 0

−1 −1 1 2 0

0 −1 1 1 0

−1 0 1 1 0

−2 −2 2 2 1


⟩

となる．ここで任意の π の部分群 π′ に対し H1(π′,M)を計算することでM は coflabbyである

ことがわかる (G 格子のコホモロジーの計算法については 3.2節を参照)．また Ĥ1(π,M)を計算

すると Ĥ1(π,M ′) ≃ Z/2Zであることがわかるから，とくにM は flabbyでない．

ここでM の flabby resolutionを 0→M → P → F → 0とし，F が可逆格子であるとすると，

M は coflabbyあるから命題 1.3より P ≃ M ⊕ F となりM が可逆格子である．しかし，これは

M は flabbyでないことから矛盾である．したがって F は可逆格子ではないから，[M ]fl は可逆で

ないからよって，定理 2.10から Q(ζ)(M)π は Q上レトラクト有理的でない．

以上のことから Q(C8)が Q上レトラクト有理的ではないから，とくに有理的でもないことがわ

かる．

3 Appendix

3.1 Pushout，Pullback

ここでは，Rを環とする．

定義 (pushout). f : X → Y, g : X → Z をR加群の準同型写像とする．このとき，f, gの pushout

とは，R加群 F と R加群の準同型写像 α : Y → F, β : Z → F で次の条件をみたすものをいう：

・α ◦ f = β ◦ g．

・R加群 Gと R準同型写像 α′ : Y → G, β : Z → Gが α′　 ◦ f = β′ ◦ g をみたすとき，R準同型

写像 φ : F → Gで α′ = φ ◦ α, β′ = φ ◦ β をみたすものがただ 1つ存在する．

命題 3.1. f : X → Y, g : X → Z を R 加群の準同型写像とし，T = {(f(x),−g(x)) ∈ Y ⊕ Z |
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X
f //

g

��

Y

α

��
Z

β
// F

X
f //

g

��

Y

α

�� α′

��

Z
β

//

β′ //

F
φ

��@
@@

@@
@@

@

G

x ∈ X}とする．このとき，(Y ⊕Z)/T と α(y) = (y, 0)+ T, β(z) = (0, z) + T は f, gの pushout

である．

証明. α ◦ f(x) = (f(x), 0) + T , β ◦ g(x) = (0, g(x)) + T であるから，α ◦ f = β ◦ g が得られ

る．また，R 加群 G と R 準同型写像 α′ : Y → G, β : Z → G が α′　 ◦ f = β′ ◦ g があった

とき，φ : F → G を φ ((y, z) + T ) = α′(y) + β′(z) と定義すると，これは well-defined であり，

α′ = φ ◦ α, β′ = φ ◦ β であることが確認できる．また，ψ : F → Gも α′ = ψ ◦ α, β′ = ψ ◦ β を

みたすとすると，φ ◦ α = ψ ◦ α, φ ◦ β = ψ ◦ β であるから，

ψ((y, z) + T ) = ψ(α(y) + β(z) + T ) = φ(α(y) + β(z) + T ) = φ((y, z) + T )

より，ψ = φが得られる．

2つの R加群の完全系列 0→ L→ M → N → 0, 0→ L→ M ′ → N ′ → 0に対し pushoutを

考えることにより，次の完全系列の可換図式が得られる：

0

��
0

��
0 // L //

� �
M

��

// N // 0

0 // M ′ //

� �
F //

��
N // 0

N ′

� �
N ′

��
0 0

定義 (pullback). f : X → Z, g : y → Z をR加群の準同型写像とする．このとき，f, gの pullback

とは，R加群 B と R加群の準同型写像 α : B → X,β : B → Y で次の条件をみたすものをいう：

・f ◦ α = g ◦ β．

・R加群 C と R準同型写像 α′ : C → X,β : C → Y が f ◦ α′ = g ◦ β′ をみたすとき，R準同型写

像 φ : C → B で α′ = α ◦ φ, β′ = β ◦ φをみたすものがただ 1つ存在する．

命題 3.2. f : X → Z, g : y → Z を R 加群の準同型写像とする．このとき，B = {(x, y) ∈

X × Y | f(x) = g(y)}と α((x, y)) = x, β((x, y)) = y は f, g の pullbackである．
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B
α //

β

��

X

f

��
Y

g
// Z

C
φ

��@
@@

@@
@@

@ α′

��
β′

##

B
α //

β

��

X

f

��
Y

g
// Z

証明. 写像の定め方から f ◦ α = g ◦ β である．また，R加群 C と R準同型写像 α′ : C → X,β :

C → Y が f ◦ α′ = g ◦ β′ を満たすとき，φ : B → C を φ(c) = (α′(c), β′(c))と定義すると，こ

れは well-definedであり，α′ = α ◦ φ, β′ = β ◦ φであることが確認できる．また，ψ : B → C も

α′ = α ◦ φ, β′ = β ◦ φをみたすとすると，φ ◦ α = ψ ◦ α, φ ◦ β = ψ ◦ β であるから，ψ = φが得

られる．

2つの R加群の完全系列 0→ L→M → N → 0, 0→ L′ →M ′ → N → 0に対し pullbackを

考えることにより，次の完全系列の可換図式が得られる：

0
��

0
��

L′

��

L′

��
0 // L // Y //

��
M ′

��

// 0

0 // L // M //

��
N //

��
0

0 0

3.2 コホモロジー (Ĥ−1, H0, H1)の計算法

ここでは，Gを有限群とし，M を Z[G]加群とする．

定義 (テイトコホモロジー). トレース写像 TG :M →M を

TG(m) =
∑
g∈G

g ·m

とする．0コサイクル，−1コサイクルを{
Ẑ−1(G,M) = Ker(TG),

Ẑ0(G,M) =MG
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0コバウンダリー，−1コバウンダリーを{
B̂−1(G,M) =

∑
g∈G{g ·m−m | m ∈M},

B̂0(G,M) = Im(TG)

と定義する．このとき n次テイトコホモロジーを

Ĥn(G,M) =


Hn(G,M) (n ≥ 1),

Ẑ0(G,M)/B̂0(G,M) (n = 0),

Ẑ−1(G,M)/B̂−1(G,M) (n = −1),
H−n−1(G,M) (n ≤ −2)

で定義する．ここで Hn は n次ホモロジー群である．

G = ⟨g1, g2, . . . , gr⟩，M = Zu1 ⊕ Zu2 ⊕ · · · ⊕ Zun (u1, u2, . . . , un はM の Z基底)とする．

H1(G,M)を計算するには，B1(G,M)を Z加群とみなして，C1(G,M)における単因子を計算

すればよい．

f ∈ Z1(G,M) をとる．このとき 1 コサイクル条件から，任意の G の元 σ, τ に対し f(στ) =

σf(τ)+f(σ)が成り立つから，f は f(g1), f(g2), . . . , f(gr)の値によって決まる．すると，Z1(G,M)

の Z 基底として，fij(gi) = mj , fij(gk) = 0 (k ̸= i) がとれる．ここで，B1(G,M) = Im d0 =

{d0(m) | m ∈M}の Z上の生成系として d0(u1), d
0(u2), . . . , d

0(un)がとれる．このとき，

(
d0(u1) d0(u2) · · · d0(un)

)
=

 g1 − 1 g2 − 1 · · · gr − 1

( fij
)

であるから，  g1 − 1 g2 − 1 · · · gr − 1


の単因子を計算すればよい．

H0(G,M)を計算するためには，
∑
g∈G g の単因子を計算すればよい．

Ĥ－ 1(G,M) を計算するためには，B̂−1(G,M) を Z 加群とみなして，M における単因子を

計算すればよい．任意の m ∈ M , σ, τ ∈ G に対し，(στ)m −m = σ(τm) − τm + τm −m ∈

Im (σ − 1) + Im (τ − 1) となることから，B̂−1(G,M) =
∑r
i=1 Im (gi − 1) となる．よって，∑r

i=1 Im (gi − 1)の単因子を計算すればよい．これは，行列表示をすると
g1 − 1

g2 − 1
...

gr − 1


となる．
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1 GL(n,Z)の有限部分群
この章と次の章は, 私と星明考さんとの共著論文 [HY] の結果と計算機によるその具体的な計算例を主に

扱う.

1.1 n ≤ 6のときの GL(n,Z)の有限部分群の表の整備

各自然数 n に対して, 共役でない GL(n,Z) の有限部分群は有限個しかない. n ≤ 6 のとき, 共役で

ない GL(n,Q) の有限部分群の個数, 共役でない GL(n,Z) の有限部分群の個数は次の表の通りである.
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([BBNWZ78, PS00]参照).

n 1 2 3 4 5 6

GL(n,Q)の有限部分群の個数 2 10 32 227 955 7103

GL(n,Z)の有限部分群の個数 2 13 73 710 6079 85308

.

GL(4,Z)までの有限部分群の共役類については, [BBNWZ78]に完全な分類表が載っていて, 各共役類に番

号付けがされている. また,数式処理ソフト GAPには, 指定した番号の群を呼び出す組み込み関数が用意され

ている. MatGroupZClass(n,i,j,k)は番号 (i,j,k,l)に対応する群を返す.

しかし GL(5,Z), GL(6,Z) についてはそういうものが見当たらなかった. GAP の carat パッケージで一

応 GL(6,Z) まで扱えるようにはなっているが, crystcat パッケージで GL(4,Z) の有限部分群を番号で指定
するようなことは carat パッケージではできない. そこで私は GL(5,Z),GL(6,Z) について crystcat パッ

ケージでやっているように分類表を整備し, 計算機上で呼び出せるようにした. 私は,carat パッケージ内の

carat-2.1b1/tables/qcatalog.tar.gzを解凍してできる GL(1,Q)から GL(6,Q)までの有限部分群の表を用い

て各群の生成元の一覧表を作った. qcatalog.tar.gz 内の qcatalog/data1 から qcatalog/data6 までが有限部

分群の一覧で, qcatalog/dim1/フォルダから qcatalog/dim6/フォルダの中に各群の生成元等のデータが入っ

ている. 私は perl でスクリプトを書いてそれらの表を整理した. cryst1.gap から cryst6.gap という名前の

ファイルで, それぞれ GL(1,Q)から GL(6,Q)の有限部分群の一覧が GAPで読めるリストの形になってい

る. このファイルは

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/GLnQ.zip からダウンロードできる. これら

のファイルを生成したときの perlスクリプトは

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/crystlst.pl からダウンロードできる. 私

が最初にこの作業をしたのが 2007 年 11 月ごろで, その当時の carat パッケージ (バージョン 2.1) での

GL(6,Q)の一覧表で, 同じ群が重複して数えられていたのを見つけた. (現在では修正されている).

次に整数行列からなる有限群 G の GL(n,Q) 共役類から GL(n,Z) 共役類のリストを作る GAP パッケー

ジ carat の関数 ZClassRepsQClass(G) を用いて, GL(n,Z) の有限部分群の表を作った. cryst1.txt から

cryst6.txtという名前のテキストファイルで,

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/crystdat.zip からダウンロードできる.

GL(n,Z) の有限部分群が与えられたとき, その群の Q-共役類および Z-共役類を [n,m], および [n,m,l] の

形で表すことにする. n は行列の次数,m は qcatalog/datan および crystn.gap の m 番目の Q-共役類, l は

ZClassRepsQClass(G)の l 番目の Z-共役類を表すものとする. Gからその群の Q-共役類および Z-共役類
を求めるプログラムを作った. gap版は caratnumber.gap, magma版は caratnumber.magmaで, どちらも

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/ からダウンロードできる.

すなわち,それぞれ

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/caratnumber.gap
https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/caratnumber.magma
からダウンロードできる. GAP 版は ubuntu linux 12.04LTS 上で GAP4.4.12 でプログラムした. (その後

少し修正を加えることで現在では ubuntu linux 18.04LTS 上の GAP4.9.3 でも動くようになっている). 生

成元の表以外に, 行列の特性多項式の表および −1, 0, 1 次の Tate コホモロジーの表も用いている. そのた
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め,crystdat.zipも解凍しておく必要がある.

例えば,G が各行各列に 0 でない成分が一つずつあって ±1 であるようなもの全体からなる 6 次の群 (位数

6!× 26)の例を示す. gapの場合,

gap> Read("caratnumber.gap");

gap> CaratQClassNumber(G);

[ 6, 2773 ]

gap> CaratZClassNumber(G);

[ 6, 2773, 1 ]

magmaの場合,

> load"caratnumber.magma";

Loading "caratnumber.magma"

Loading "cryst1.txt"

Loading "cryst2.txt"

Loading "cryst3.txt"

Loading "cryst4.txt"

Loading "cryst5.txt"

Loading "cryst6.txt"

Loading "caratchpol.txt"

Loading "H1cryst.txt"

Loading "carat2crystcat.txt"

> CaratQClassNumber(G);

[ 6, 2773 ]

> CaratZClassNumber(G);

[ 6, 2773, 1 ]

逆に,指定された群番号を持つ群を構成するには, caratnumber.gap又は caratnumber.magmaを読み込ん

だ状態で, gapならば

gap> G:=CaratMatGroupZClass(6,2773,1);

magmaならば

> G:=CaratMatGroupZClass(6,2773,1);

とすればよい. どちらも実際に入力するのは

G:=CaratMatGroupZClass(6,2773,1);

の部分だけである.
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1.2 直既約分解の一意性の成否

定義 1. G を GL(n,Z) の有限部分群とする. 対応する rank n の G-格子 MG を次のように定義する.

{u1, . . . , un}を Z-基底とし, σ = [ai,j ] ∈ Gに対して σ(ui) =
∑n
j=1 ai,juj で σ の作用を定める.

定義 2. M を G-格子とする. M =M1 ⊕M2 の形に二つの G-格子の直和に書けるとき直可約, そうでないと

き直既約であるという. M が Z-加群としてM = M1 ⊕M2 の形に書けてM1,M2 のうち少なくとも一方が

M の部分 G-格子になっているとき可約, そうでないとき既約であるという.

M が既約ならば直既約であるが,逆は必ずしも成り立たない.

例 1. GL(2,Z)の位数 2の二つの部分群 G1 =

⟨(
1 0

0 −1

)⟩
, G2 =

⟨(
0 1

1 0

)⟩
を考える. それぞれ群番

号 (GAP ID)は (2,2,1,1), (2,2,1,2)である. 二つの群は Q共役 (すなわち GL(2,Q)の中で共役)だが, Z共
役でない (すなわち GL(2,Z)の中で共役でない). 対応する G1-格子MG1

については可約かつ直可約である.

しかし G2-格子MG2 については, 可約だが直可約ではない.

n ≤ 6について, MG の直既約分解がどうなっているかを計算機を用いて調べた. Gを GL(n,Z)の有限部
分群, MG を対応する G-格子とする. n ≤ 4のときはMG は一意的に直既約分解できる. 一方 n ≥ 5ではMG

が二通りに直既約分解できる場合がある. 計算結果は,n ≤ 4のときのデータは

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/MultInvField/Glattice.dat
からダウンロードできる. n = 5のときのデータは

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/MultInvField/Glattice5.dat
から,n = 6のときのデータは

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/MultInvField/Glattice6.dat
からそれぞれダウンロードできる.

例 2. GL(5,Z) の有限部分群 G で MG が二通りに直既約分解できるものは全部で 11 個ある. いずれも

MG ≃M1 ⊕M2 ≃ N1 ⊕N2, rank M1 = 4, rank M2 = 1, rank N1 = 3, rank N2 = 2の形に二通りに直既約

分解できる.

X =

 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 −1 −1 0
0 0 0 0 1

, Y =

 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1

.
とおく. 5次の単位行列を I と書く. このとき 11個の群は下表の通りである.
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G CARAT ID 生成元

S3 × C2 ≃ D6 (5, 188, 4) ⟨X2, XY,−I⟩
C2 × C6 (5, 189, 4) ⟨X,−I⟩
D6 (5, 190, 6) ⟨−X,Y ⟩
D6 (5, 191, 6) ⟨−X,XY ⟩
D6 (5, 192, 6) ⟨X,Y ⟩
D6 (5, 193, 4) ⟨X,−Y ⟩
D6 × C2 (5, 205, 6) ⟨X,Y,−I⟩
S3 (5, 218, 8) ⟨X2, XY ⟩
S3 (5, 219, 8) ⟨X2,−XY ⟩
C6 (5, 220, 4) ⟨X⟩
C6 (5, 221, 4) ⟨−X⟩

このとき,X,Y の行列の形から MG は rank 4 と rank 1 の G-格子の直和に分かれることがわかる. 一方で

P =

0 0 1 0 1
0 0 1 1 0
0 −1 1 0 0
1 0 −1 0 0
1 1 1 1 1

 とおくと,

P−1XP =

 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0

, P−1Y P =

 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


となり,MG は rank 3と rank 2の G-格子の直和にも分かれることがわかる.

GAP上で n = 5のときのデータ Glattice5.datを読み込んで, MG が rank 4 + 1にも rank 3 + 2にも

直和分解できる 11個の Gの CARAT IDを確かめることもできる.

gap> Read("Glattice5.dat");

gap> Intersection(e41,e32);

[ [ 5, 188, 4 ], [ 5, 189, 4 ], [ 5, 190, 6 ], [ 5, 191, 6 ], [ 5, 192, 6 ],

[ 5, 193, 4 ], [ 5, 205, 6 ], [ 5, 218, 8 ], [ 5, 219, 8 ], [ 5, 220, 4 ],

[ 5, 221, 4 ] ]

MG が rank 4 + 1に直和分解できる Gの CARAT IDのリストが e41, MG が rank 3 + 2に直和分解できる

Gの CARAT IDのリストが e32 なので,二つのリストの intersectionを取ることにより, 両方に属する 11

個の Gの CARAT IDが得られる.

2 rank 5以下の G-格子の flabby類の可逆性

2.1 rank 2, 3のとき (Voskresenskii, Kunyavskii)

rank 2の G-格子の flabby類は Voskresensによってすべて 0であることが示された [Vos67].

rank 3の G-格子の flabby類の可逆性は Kunyavskiiによって解かれた [Kun90]. Gが下表の 15個の群の

どれかであれば flabby類は可逆でないが, それ以外であれば 0である.
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[Kun90] と [HY] では行列の作用を縦に見るか横に見るかが逆になっているため G の転置をとる必要が

ある.

tG in [Kun90] GAP ID G

U1 (3, 3, 1, 3) C2
2

U2 (3, 3, 3, 3) C3
2

U3 (3, 4, 4, 2) D4

U4 (3, 4, 6, 3) D4

U5 (3, 7, 1, 2) A4

U6 (3, 4, 7, 2) D4 × C2

U7 (3, 7, 2, 2) A4 × C2

U8 (3, 7, 3, 3) S4

U9 (3, 7, 3, 2) S4

U10 (3, 7, 4, 2) S4

U11 (3, 7, 5, 3) S4 × C2

U12 (3, 7, 5, 2) S4 × C2

W1 (3, 4, 3, 2) C4 × C2

W2 (3, 3, 3, 4) C3
2

W3 (3, 7, 2, 3) A4 × C2

2.2 rank 4, 5のときの計算プログラム

そこで rank 4, 5の G-格子すべてについて flabby class[MG]
fl が 0になるか可逆になるかを決定した。そ

のための GAPのプログラムは gap版は FlabbyResolution.gapで,

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/FlabbyResolution.gap
からダウンロードできる. (その後プログラムに改良を加えたものが FlabbyResolutionFromBase.gapで,

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/RatProbNorm1Tori/FlabbyResolutionFromBase.gap

からダウンロードできる).

2.3 flabby resolutionの構成

G を GL(n,Z) の有限部分群, M = MG を対応する G-格子とする. M の flabby resolution 0 → M →
P → F → 0 で rank F がなるべく小さいものを求めたい. 0→ Q→ R → M◦ → 0 をM◦ = HomZ(M,Z)
の coflabby resolution とする. すなわち R は置換格子で Q は coflabby とする. この完全系列の双対写像

0→M → HomZ(R,Z)→ HomZ(Q,Z)→ 0 を取ることによりM の flabby resolution を得る.

そこでM◦ の coflabby resolutionを構成することを考える. P ◦ を置換 G-格子, P ◦ f−→ M◦ を G-準同形と

する. Gの部分群 H に対し,

(P ◦)H
f |(P◦)H−−−−−→ (M◦)H → 0 は完全系列 (1)

が成り立つとする. このとき Ĥ0(H,P ◦) → Ĥ0(H,M◦) は全射になる. Q = ker f とおくと,Ĥ1(H,Q) = 0

が成り立つ. M◦ の coflabby resolutionを得るためには置換 G-格子 P ◦ と G準同形 f で (1)が Gのすべて

の部分群 H に対して成り立つようなものを構成できれば十分である.

Q = ker f の rankをなるべく小さくしたいのであるが, そのためにはなるべく小さな rankの置換 G-格子

P ◦ を構成できればよい. いろいろ工夫して P ◦ が小さくなるように GAP 上でプログラムを組んで, flabby

resolutionが計算機上で計算できるようにした.

FlabbyResolution(G) はMG の flabby resolutionを返す:

FlabbyResolution(G).actionP は P への Gの作用の行列表現を返す;
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FlabbyResolution(G).actionF は F への Gの作用の行列表現を返す;

FlabbyResolution(G).injection は単射 ι :MG → P の行列表現を返す;

FlabbyResolution(G).surjection は全射 ϕ : P → F の行列表現を返す.

例 3. G =
⟨(

0 1
−1 −1

)⟩
≃ C3 のとき, [MG]

fl = 0であることが以下の計算により示される.

Read("FlabbyResolution.gap");

gap> G:=Group([[[0,1],[-1,-1]]]);

Group([ [ [ 0, 1 ], [ -1, -1 ] ] ])

gap> FlabbyResolution(G);

rec( injection := [ [ 1, 0, -1 ], [ 0, -1, 1 ] ],

surjection := [ [ 1 ], [ 1 ], [ 1 ] ],

actionP := Group([ [ [ 0, 0, 1 ], [ 1, 0, 0 ], [ 0, 1, 0 ] ] ]),

actionF := Group([ [ [ 1 ] ] ]) )

gap> FlabbyResolution(G).actionF; # F is trivial of rank 1

Group([ [ [ 1 ] ] ]) )

この計算で得られた flabby resolution

0→MG → P → F → 0

で P と F の rank はそれぞれ 3,1 である. MG,P ,F の基底をそれぞれ {m1,m2},{p1, p2, p3},{f1} とおく.

Gの生成元
(

0 1
−1 −1

)
を σ とおく.

σ の P への作用の行列表現は
0 0 1

1 0 0
0 1 0

, F への作用の行列表現は
(
1
)
である. すなわち,P には基底の

置換作用 p1 7→ p3 7→ p2 7→ p1 として作用し, F には自明に作用する. 単射 ι : MG → P の行列表現は(
1 0 −1
0 −1 1

)
, 全射 ϕ : P → F の行列表現は

1
1
1

 である. すなわち ι(m1) = p1 − p3, ι(m2) = −p2 + p3,

ϕ(pi) = f1 (i = 1, 2, 3)である.

2.4 [MG]
fl の可逆性

[MG]
fl が可逆かどうか決定するのは比較的簡単である. 次の補題を用いる.

補題 1 ([Len74, Proposition 1.1, Proposition 1.2]および [Swa83, Section 8]). E を可逆 G-格子とする. そ

のとき

(i) E は flabbyかつ coflabby.

(ii) C が coflabby G-格子のとき, 任意の short exact sequence 0→ C → N → E → 0は分裂する.

G-格子M が与えられたとき,まずM の flabby resolution

0→M → P → F → 0

を取る.もし F が coflabbyでなければ [M ]fl は可逆ではない. F が coflabbyのとき,F の flabby resolution

0→ F
ι−→ Q→ E → 0. (2)
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を取る. このとき補題 1より [M ]fl が可逆⇔ F が可逆 ⇔ (2)が分裂する. 従って [M ]fl が可逆かどうか判

定するためには (2)が分裂するかどうかすなわち π : Q → F で π ◦ ι = idF が成り立つような π が存在する

かどうかを調べればよい. これは整数係数の連立一次方程式に帰着されるので計算機上で実行できる.

IsInvertibleF(G)は [MG]
fl が可逆かどうかを返す.

2.5 [MG]
fl = 0の可能性

[MG]
flが可逆とする. 直既約置換G-格子の各同型類はGの部分群H の共役類と一対一に次のように対応す

る. H ↔ Z[G/H]. H1, . . . , Hr を,Gの部分群の共役類を, GAPの関数 ConjugacyClassesSubgroups2(G)

が返す順番と同じ順番に並べたものとする. (ConjugacyClassesSubgroups2(G) は GAP のバージョンが

同じであれば特定の G に対していつも同じ値を返すが, GAP のバージョンが異なれば返す値も異なってく

る. [HY]では GAP 4.4.12で計算している.). [F ] = 0とする. xr+1 = ±1に対して, (
⊕r

i=1 Z[G/Hi]
⊕xi)⊕

F⊕xr+1 ≃
⊕r

i=1 Z[G/Hi]
⊕yi . が成り立つ. ai = xi − yi,b1 = xr+1 とおくと b1 = ±1,

r⊕
i=1

Z[G/Hi]
⊕ai ≃ F⊕(−b1). (3)

が成り立つ.

いくつかの不変量を計算することにより, a1, . . . , ar, b1 の可能性を絞ることができる.

PossibilityOfStablyPermutationF(G) は a1, . . . , ar, b1 の値の可能性を返す. L = {l1, . . . , ls} が返っ
てきたとき, a1, . . . , ar, b1 の値は必ず l1, . . . , ls の Z係数一次結合でなければならない.

例 4. rank 4の代数的トーラスで Gの GAP IDが (4,31,1,3)と (4,31,1,4)の場合を計算する. どちらの場

合も Gの位数は 20である.

Read("FlabbyResolution.gap");

gap> G:=MatGroupZClass(4,31,1,3);; # G=F20

gap> Rank(FlabbyResolution(G).actionF.1); # F is of rank 16

16

gap> IsInvertibleF(G);

true

gap> List(ConjugacyClassesSubgroups2(G),x->StructureDescription(Representative(x)));

[ "1", "C2", "C4", "C5", "D10", "C5 : C4" ]

gap> PossibilityOfStablyPermutationF(G); # checking [M]^{fl}: non-zero

[ [ 1, 1, 0, 1, -1, 0, -2 ] ]

gap> G:=MatGroupZClass(4,31,1,4);; # G=F20

gap> Rank(FlabbyResolution(G).actionF.1); # F is of rank 16

16

gap> IsInvertibleF(G);

true

gap> List(ConjugacyClassesSubgroups2(G),x->StructureDescription(Representative(x)));
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[ "1", "C2", "C4", "C5", "D10", "C5 : C4" ]

gap> PossibilityOfStablyPermutationF(G); # checking [M]^{fl}: non-zero

[ [ 1, 1, 0, 1, -1, 0, -2 ] ]

[MG]
fl は可逆だが 0ではない. これは rank 3の Kunyavskiiの結果には現れなかった現象である.

2.6 [MG]
fl = 0の証明

具体的に (3) の同型写像を構成できれば [MG]
fl = 0 の証明ができる. しかし G によっては (3) の両辺の

rankがかなり大きくなってしまうので, 工夫して計算量を減らす必要がある. rank 5までの代数的トーラス

の中で一番大変だったのは Gの CARAT IDが (5,946,4)の場合で, (3)の両辺の rankが 88にもなる.

この場合は GAP での計算だけでは同型写像を構成することはまず不可能で, C 言語による並列計算

(OpenMP) で計算機を何日間も動かした結果やっと同型写像が得られた. [HY] にはこの同型写像を構成

するためのデータが具体的に書いてあるので, それを使えば [MG]
fl = 0 が成り立つことの検算ができる.

ただし, そのときの GAP のバージョンは 4.4.12 でなければならない. (GAP のバージョンが異なれば

ConjugacyClassesSubgroups2(G) の値が変わり, 構成すべき同型写像の表現行列の具体的な形も変わって

しまうからである).

2.7 rank = 4, 5のときの結果

T を rank 4 または 5 の代数的トーラスとする. 対応する G-格子 M が直可約なとき M = M1

⊕
M2 と

書いたとき, 少なくとも一方は rank が 2以下である. rank M2 = 2とすると, [M ]fl = [M1]
fl が成り立つ.

従ってM が直可約なときはより rank が小さい場合に帰着される. M が直既約の場合が本質的である.

rank 4の直既約な GL(4,Z)の有限部分群は全部で 295個ある. rank 5の直既約な GL(5,Z)の有限部分群
は全部で 1452個ある.

定理 1. rank 4の直既約 G-格子について, [MG]
fl は可逆だが 0でないのは次の 7つの場合だけである.

GAP ID G
(4, 31, 1, 3) F20

(4, 31, 1, 4) F20

(4, 31, 2, 2) C2 × F20

(4, 31, 4, 2) S5

GAP ID G
(4, 31, 5, 2) S5

(4, 31, 7, 2) C2 × S5

(4, 33, 2, 1) C3 ⋊ C8

また,[MG]
fl が可逆でないものは全部で 152個ある.

定理 2. rank 5の直既約 G-格子について, [MG]
fl は可逆だが 0でないのは存在しない. [MG]

fl が可逆でな

いものは全部で 1141個ある.

[HY] には L(M)G が retract rational でないときの G の群番号のリストが載っているが, 量が膨大になる

のでここでは省略している.

また FlabbyResolution.gap にはここでは紹介していない関数がたくさんあり, それらも [HY] では解説し

ている.
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3 必要なソフトのインストール方法

3.1 linuxへの GAP 4.4.12のインストール

筆者は ubuntu linux 12.04LTS, 18.04LTS上でGAP 4.4.12をインストールした. ほかのバージョンやディ

ストリビューションの linuxでも (あるいは macOSでも)動く可能性があるが, 筆者は検証していない.

http://www.gap-system.org/Releases/4.4.12.html か ら 必 要 な フ ァ イ ル gap4r4p12.tar.gz,

packages-2012 07 27-09 32 UTC.tar.gz, xtom1r1p4.tar.gz をダウンロードする. たとえば ∼/Downloads

のフォルダにダウンロードしたとする.

ここではホームフォルダ ∼/にインストールするものとして説明する. ホームフォルダに移動して

gap4r4p12.tar.gzを解凍する.

cd

tar xvzf ~/Downloads/gap4r4p12.tar.gz

gap4r4のフォルダが作成され, その下にファイルが展開される.

そして

cd ~/gap4r4/pkg

tar xvzf ~/Downloads/packages-2012_07_27-09_32_UTC.tar.gz

を実行する.

cd

tar xvzf ~/Downloads/xtom1r1p4.tar.gz

を実行する.

gapのフォルダに移動して GAPをコンパイルする. すなわち

cd ~/gap4r4

./configure

make

を実行する. ”Please install m4 or build without GMP.”というメッセージが表示された場合はm4をインス

トールする. すなわち

sudo apt install m4

を実行する. パスワードを尋ねられたら,ubuntuの場合は自分のログインパスワードを入力する. そして,GAP

のコンパイルをやりなおす.

GAPが正しくコンパイルされたならば

~/gap4r4/bin/gap.sh

を実行すると GAPが立ち上がるはずである. カレントフォルダがどこであっても

10

86



gap4.4.12

と入力するだけで GAP 4.4.12 が立ち上がるように設定するには bin/gap.sh を path の通ったフォルダ

(/usr/local/binなど)にコピーすればよい.

sudo cp bin/gap.sh /usr/local/bin/gap4.4.12

パスワードを尋ねられたら,ubuntuの場合は自分のログインパスワードを入力する.

3.2 GAPのパッケージのインストール

GAPのパッケージによってはさらにインストールをしないと使えないものがる. 例えば nqはコンパイル

が必要である. カレントフォルダが GAPをインストールしたフォルダにあるとして, nqをコンパイルするに

は次のようにすればよい.

cd /gap4r4/pkg/nq-2.3

./configure

make

ほかのパッケージについても, まず該当するパッケージのフォルダに移動してから READMEファイルを読

んでそこに書いてある通りにインストール作業をすればよい.

3.3 caratのインストール

caratのインストールはほかのパッケージと比べて少し複雑な上に,場合によっては設定を変更する必要が

あるので解説する.

まず

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/RatProbAlgTori/RatProbAlgTori.zip

をダウンロードする. たとえば ∼/Downloadsのフォルダにダウンロードしたとする.

ホームフォルダに移動して RatProbAlgTori.zipを解凍する.

cd

unzip ~/Downloads/RatProbAlgTori.zip

RatProbAlgToriのフォルダが作成され, その下にファイルが展開される.

RatProbAlgToriのフォルダに移動して, BuildPackages.shに実行権限を与える. すなわち

cd ~/RatProbAlgTori

chmod +x BuildCarat.sh

を実行する.

∼/gap4r8/pkgに移動して BuildCarat.shを実行する. すなわち

cd ~/gap4r8/pkg
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~/RatProbAlgTori/BuildCarat.sh

3.4 caratnumberのインストール

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/∼yamasaki/Algorithm/から caratnumber.gapと crystdat.zipを

ダウンロードする.

自分が GAPのプログラムをよく保存するフォルダ (例えば ∼/data/gap/など) に caratnumber.gapをコ

ピーし, crystdat.zipを解凍する.

そのフォルダに移動して GAPを起動して,

gap> Read("caratnumber.gap");

とすれば caratnumberが使えるようになる.

3.5 より新しいバージョンの GAPの場合

GAP 4.4.12は長く使われていたバージョンで安定しているので GAP 4.4.12をインストールする手順を今

まで説明した.

GAP 4.4.12までと GAP 4.5以降ではかなり変更されている部分がある. GAP 4.5, 4.6は不安定であった

が,最近のバージョンではまた安定してきている. ここでは GAP 4.9.3を例にインストール手順を説明する.

https://www.gap-system.org/Releases/4.9.3.html から gap-4.9.3.tar.gzをダウンロードする. たと

えば ∼/Downloadsのフォルダにダウンロードしたとする.

ここではホームフォルダ ∼/にインストールするものとして説明する. ホームフォルダに移動して gap-

4.9.3.tar.gzを解凍する.

cd

tar xvzf ~/Downloads/gap-4.9.3.tar.gz

gap-4.9.3のフォルダが作成され, その下にファイルが展開される.

gapのフォルダに移動して GAPをコンパイルする. すなわち

cd ~/gap-4.9.3

./configure

make

を実行する. ”Please install m4 or build without GMP.”というメッセージが表示された場合はm4をインス

トールする. すなわち

sudo apt install m4

を実行する. パスワードを尋ねられたら,ubuntuの場合は自分のログインパスワードを入力する. そして,GAP

のコンパイルをやりなおす.

∼/gap-4.9.3/pkgに移動する. そして ∼/gap-4.9.3/bin/BuildPackages.shを実行してパッケージをまとめ
てインストールする. すなわち
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cd ~/gap-4.9.3/pkg

../bin/BuildPackages.sh

を実行する.

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/RatProbAlgTori/RatProbAlgTori.zip

をダウンロードする. たとえば ∼/Downloadsのフォルダにダウンロードしたとする.

ホームフォルダに移動して RatProbAlgTori.zipを解凍する.

cd

unzip ~/Downloads/RatProbAlgTori.zip

RatProbAlgToriのフォルダが作成され, その下にファイルが展開される.

RatProbAlgToriのフォルダに移動して, BuildPackages.shに実行権限を与える. すなわち

cd ~/RatProbAlgTori

chmod +x BuildCarat.sh

を実行する.

∼/gap-4.9.3/pkgに移動して BuildCarat.shを実行する. すなわち

cd ~/gap-4.9.3/pkg

~/RatProbAlgTori/BuildCarat.sh

参考文献
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半単項式作用と有理性問題

新潟大学理学部　星 明考
Akinari Hoshi, Department of Mathematics, Niigata University 1

概要　この原稿は第 27回整数論サマースクール (2019年 9月)の講演のレジメです．こ
の講演では，半単項式作用の概念を導入し，その不変体の有理性問題に関する結果を (ほ
とんど証明なしに)紹介していきます．
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1 半単項式作用と不変体の有理性問題

1.1 基本的な定義と例

定義 1.1. K/k, L/kを体の有限生成な拡大とする．
(1) K が k上有理的 (rational over k, k-rational)であるとは，K が k上純超越的であること．すな
わち，K ≃ k(x1, . . . , xn)；k上の n変数有理関数体．
(2)Kがk上安定有理的 (stably k-rational)とは，K上代数的独立な元y1, . . . , ymに対して，K(y1, . . . , ym)

が k上有理的であること．
(3) KとLが安定 k同型 (stably k-isomorphic)であるとは，K上代数的独立な元 y1, . . . , ymとL上
代数的独立な元 z1, . . . , znに対して，K(y1, . . . , ym)と L(z1, . . . , zn)が k同型となること．
(4) kが無限体のとき，K が k上レトラクト有理的 (retract k-rational) とは，k代数 (整域)A ⊂ K

が存在して，(i) KはAの商体 ; (ii) f ∈ k[x1, . . . , xn]と k代数の準同型 φ : A→ k[x1, . . . , xn][1/f ],

ψ : k[x1, . . . , xn][1/f ]→ A が存在し，ψ ◦ φ = 1A，をみたすこと．
(5) K が k上単有理的 (k-unirational)とは，K が k上有理的な体の部分体となること．

無限体 kに対して，“k上有理的”⇒“k上安定有理的”⇒ “k上レトラクト有理的”⇒“k上単有理的”

となる．
1本研究は科研費 19K03418の助成を受けています．
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定義 1.2. k を体，K/k を有限次拡大，K(x1, . . . , xn)を K 上の n変数有理関数体とする．G ≤
Autk(K(x1, . . . , xn))を有限部分群とする．
(1) GのK(x1, . . . , xn)への作用が半単項式作用 (quasi-monomial action) であるとは，次の条件を
みたすこと：
(i) σ(K) ⊂ K (σ ∈ G);
(ii) KG = k. ただし，KGはK のG作用による不変体 ;

(iii) σ ∈ Gと 1 ≤ j ≤ nに対して，

σ(xj) = cj(σ)

n∏
i=1

x
aij
i(1)

ただし，cj(σ) ∈ K×かつ [aij ]1≤i,j≤n ∈ GLn(Z).
(2) 半単項式作用は，すべての cj(σ) = 1 となるとき，純半単項式作用 (purely quasi-monomial

action)という．
(3) 半単項式作用は，Gの K への作用が自明，すなわち k = K のとき，単項式作用 (monomial

action)という．
(4) 半単項式作用は，純半単項式作用かつ単項式作用であるとき，純単項式作用 (purely monomial

action) という．

定義から，次の関係となる：

半単項式作用 ⇐ 純半単項式作用
⇑ ⇑

単項式作用 ⇐ 純単項式作用.

代数幾何学や不変式論において，多くの有理性問題が生じるが，我々は以下の枠組みで考える：

問題 1.3 (半単項式作用の不変体の有理性問題). K/kを体の拡大，有限群GのK(x1, . . . , xn)への
作用を半単項式作用とする．このとき，K(x1, . . . , xn)

Gは k上有理的となるか？

この問題はネーター問題，代数的トーラスの有理性問題をも含んでいる (例 1.4参照).　有理性問題
に関する概説は，Swan [Swa83], Manin–Tsfasman [MT86], Colliot-Thélène–Sansuc [CTS07]を参照．
基本事項 (Galois cohomology, Galois descent, Brauer groupなど)に対しては，Serre [Ser79, Ser02],
Knus-Merkurjev-Rost-Tignol [KMRT98], Gille-Szamuely [GS06], Berhuy [Ber10] を参照のこと．

例 1.4 (典型的な半単項式作用の不変体の例).

(1) (ネーター問題). GがK(x1, . . . , xn)に変数x1, . . . , xnには置換として作用し，Kには自明に作用
するとき (k = K)，不変体 k(x1, . . . , xn)

Gの k上の有理性問題はネーター問題 (Noether’s problem)

とよばれる．ネーター問題については 2節で論じる．
(2) (代数的トーラスの有理性問題). G ≃ Gal(K/k)のK(x1, . . . , xn)への作用が純半単項式のとき，
不変体K(x1, . . . , xn)

GはKで分裂する k上の代数的トーラスの関数体となる (Voskresenskii [Vos98,

Chapter 2]参照). 代数的トーラスの有理性問題については 3節で論じる.

(3) (Severi-Brauer多様体の有理性問題). G ≃ Gal(K/k)とする．各 σ ∈ Gに対して，aσ ∈
GLn+1(K) をとり，GLn+1(K) → PGLn+1(K), aσ 7→ āσ とする．有理関数体K(y0, y1, . . . , yn)と
K(x1, . . . , xn) (xi = yi/y0 (1 ≤ i ≤ n))を考える．各 σ ∈ Gに対して，aσ はK(y0, y1, . . . , yn)と
K(x1, . . . , xn)の G同変自己同型を誘導する．さらに，γ : G → PGLn(K), γ(σ) = āσ を 1コサ
イクルとする：γ(στ) = γ(σ) · σ(γ(τ)). するとGはK(x1, . . . , xn)への作用を誘導し，その不変体
Fn,k(γ) = K(x1, . . . , xn)

Gは γに付随する k上 n次 Severi-Brauer多様体の関数体となる．Fn,k(γ)
はブラウアー体 (Brauer-field) とよばれる (Roquette [Roq63, Roq64], Kang [Kan90]参照). Fn,k(γ)
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はコホモロジー類 [γ] ∈ H1(G,PGLn(K))できまり (γ′ ∼ γ (コホモロガス)⇒ Fn,k(γ) ≃k Fn,k(γ′))，
k上有理的 ⇔ k上単有理的，となる (Serre [Ser79, page 160]参照). さらに，aσが単項行列 (0でな
い元が各行各列に 1つ) のとき，GのK(x1, . . . , xn)への作用は半単項式作用となる．

記号の説明. Sn, An, Dn, Cn で n次対称群，n次交代群，n次二面体群，n次巡回群をあらわす．
(それぞれ，位数 n!, n!/2, 2n, n)

1.2 単項式作用の不変体の有理性問題

2次元の単項式作用の不変体の有理性問題はHajja [Haj87]によって肯定的に解かれた：

定理 1.5 (Hajja [Haj87]). 有限群Gの k(x1, x2)への作用を単項式作用とする．このとき，k(x1, x2)G

は k上有理的．

3次元の場合，純単項式作用の不変体の有理性問題は肯定的に解かれている．実際，1つの場合を
除き，Hajja-Kang [HK92], [HK92]によって肯定的に解決された．星-陸名 [HR08]は残った 1つの
場合も肯定的であることを示した：

定理 1.6 (Hajja-Kang [HK92, HK94], 星-陸名 [HR08]). 有限群 Gの k(x1, x2, x3)への作用を純単
項式作用とする．このとき，k(x1, x2, x3)Gは k上有理的．

半単項式作用に付随した群準同型 ρx : G→ GLn(Z)を以下のように定義する：

定義 1.7 (準同型 ρx). 有限群GのK(x1, . . . , xn)への作用を半単項式作用とする (定義 1.2 (1) (i),

(ii), (iii)をみたす)．群準同型 ρx : G → GLn(Z)を ρx(σ) = [aij ]1≤i,j≤n ∈ GLn(Z) (σ ∈ G) によっ
て定義する．ただし，[aij ]1≤i,j≤nは定義 1.2 (1) (iii)における σ(xj) = cj(σ)

∏
1≤i≤n x

aij
i .

有限群GのK(x1, . . . , xn)への半単項式作用に対して，次の命題により，G ≤ GLn(Z)と仮定し
ても一般性を失わないことがわかる．

命題 1.8 (星-Kang-北山 [HKK14, Proposition 1.12]). 有限群GのK(x1, . . . , xn)への作用を半単項
式作用とする．正規部分群N ◁Gが存在して，次の条件をみたす：
(i) K(x1, . . . , xn)

N = KN (y1, . . . , yn)で yiは axe11 x
e2
2 · · ·xenn (a ∈ K×, ei ∈ Z) の形 (さらに，作用

が純半単項式作用のときは，a = 1とできる),

(ii) G/N のKN (y1, . . . , yn)への作用は半単項式作用；
(iii) ρy : G/N → GLn(Z)は単射．ただし，ρy は定義 1.7における ρy.

3次元の単項式作用による k(x1, x2, x3)
G の有理性問題は G ≤ GL3(Z)の共役類できまる．有限

部分群 G ≤ GL3(Z)の共役類 (Z-class) [G]は 73個ある．Brown-Bülow-Neubüser-Wondratschek-

Zassenhaus [BBNWZ78, Table 1]にしたがって，[G] = [Gi,j,k]をGL3(Z)の i番目の crystal system

(1 ≤ i ≤ 7)で，j番目のQ-classの中の k番目 Z-classをあらわす．

N :=
{
[G1,2,1], [G2,3,1], [G3,1,1], [G3,3,1], [G4,2,1], [G4,2,2], [G4,3,1], [G4,4,1]

}
とおく．N の元は，それぞれ，C2, (C2)

2 (C2)
2, (C2)

3, C4, C4, C4×C2, D4に同型である．2つの群
G = G1,2,1, G4,2,2 ∈ N に対して，k(x1, x2, x3)Gの有理性問題は否定解をもちえること，そして有理
的であるための必要十分条件が Saltman [Sal00] とKang [Kan04] によってそれぞれあたえられた．
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定理 1.9 (Saltman [Sal00, Theorem 0.1], Kang [Kan05, Theorem 4.4]も参照).

体 kを char k ̸= 2とする．G1,2,1 = ⟨σ⟩ ≃ C2の k(x1, x2, x3)への作用を

σ : x1 7→
a1
x1
, x2 7→

a2
x2
, x3 7→

a3
x3
, ai ∈ k×, 1 ≤ i ≤ 3

とする．このとき，k(x1, x2, x3)G1,2,1 は k 上非有理的 ⇔ [k(
√
a1,
√
a2,
√
a3) : k] = 8. さらに，

k(x1, x2, x3)
G1,2,1 が k上非有理的ならば k上非レトラクト有理的．

定理 1.10 (Kang [Kan04, Theorem 1.8]). G4,2,2 = ⟨σ⟩ ≃ C4の k(x1, x2, x3)への作用を

σ : x1 7→ x2 7→ x3 7→
c

x1x2x3
7→ x1, c ∈ k×

とする．このとき，k(x1, x2, x3)G4,2,2 は k上非有理的⇔ 次の 4条件のうち少なくとも 1つが成立：
(i) char k = 2; (ii) c ∈ k2; (iii) −4c ∈ k4; (iv) −1 ∈ k2. さらに，k(x1, x2, x3)G4,2,2 が k上非有理的
ならば k上非レトラクト有理的．

3次元の単項式作用の不変体の有理性問題は，1つの場合G7,1,1 ≃ A4を除き，解決された：

定理 1.11 (星-北山-山崎 [HKY11], 山崎 [Yam12]). 体 kを char k ̸= 2とし，有限群 G ≤ GL3(Z)

の k(x1, x2, x3)への作用を単項式作用とする．
(1) (星-北山-山崎 [HKY11]) G ̸∈ N かつ G ̸∈ [G7,1,1]ならば k(x1, x2, x3)

Gは k上有理的；
(2) (山崎 [Yam12]) G ∈ N ならば定義 1.2における kと cj(σ)によっては，k(x1, x2, x3)Gは k上

非有理的となる．さらに，k(x1, x2, x3)Gは k上非有理的ならば k上非レトラクト有理的．実際，各
G ∈ N に対して，k(x1, x2, x3)Gが k上有理的となるための必要十分条件を kと cj(σ)の条件として
あたえることができる．

(1)の例外G7,1,1 = ⟨τ, λ, σ⟩ ≃ A4の場合，有理性問題は次の場合に帰着できる：

τ : x1 7→
a

x1
, x2 7→ ε

a

x2
, x3 7→ εx3, λ : x1 7→ ε

a

x1
, x2 7→ εx2, x3 7→

a

x3
,

σ : x1 7→ x2, x2 7→ x3, x3 7→ x1

a ∈ k×, ε = ±1. 次の定理は，(1)の例外に対して，部分的な解をあたえる．しかしながら，ε = −1
かつ [k(

√
a,
√
−1) : k] = 4 の場合には，k(x1, x2, x3)G7,1,1 の有理性問題は未解決となっている．

定理 1.12 (星-北山-山崎 [HKY11, Theorem 1.7]). 体 kを char k ̸= 2とする．
(1) ε = 1ならば k(x1, x2, x3)

G7,1,1 は k上有理的 ;

(2) ε = −1かつ [k(
√
a,
√
−1) : k] ≤ 2ならば k(x1, x2, x3)

G7,1,1 は k上有理的．

定理 1.11と定理 1.12から次がえられる：

定理 1.13 (星-北山-山崎 [HKY11, Theorem 1.8]). 体 kを char k ̸= 2とし，有限群Gの k(x1, x2, x3)

への作用を単項式作用とする．このとき，L = k(
√
a) (a ∈ k×)が存在して，L(x1, x2, x3)Gは L上

有理的となる．とくに，kが 2次閉体ならば k(x1, x2, x3)
Gは k上有理的．

注意 1.14. Prokhorov [Pro10, Theorem 5.1]は定理 1.13を k = L = Cのとき，代数幾何学の手法
(Segre embeddingなど) によって証明した．
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1.3 半単項式作用の不変体の有理性問題

主に，星-Kang-北山 [HKK14]による 5次元以下の半単項式作用の不変体に関する結果を紹介す
る．一般に，不変体K(x1, . . . , xn)

Gは k上単有理的とも限らなくなる．

命題 1.15 (星-Kang-北山 [HKK14, Proposition 1.13]).

(1) 有限群GのK(x)への作用を純半単項式作用とする．このとき，K(x)Gは k上有理的．
(2)有限群GのK(x)への作用を半単項式作用とする．このとき，K(x)Gは次の場合を除いて k上有
理的：正規部分群N ◁Gが存在して，(i) G/N = ⟨σ⟩ ≃ C2; (ii) K(x)N = k(α)(y) (α2 = a ∈ K×),
σ(α) = −α (char k ̸= 2のとき), α2 + α = a ∈ K, σ(α) = α + 1 (char k = 2のとき); かつ (iii)

σ · y = b/y (b ∈ k×).
例外の場合，K(x)G = k(α)(y)G/N は k上有理的⇔ ノルム剰余 2記号 (a, b)k = 0 (char k ̸= 2の

とき), [a, b)k = 0 (char k = 2のとき).

さらに，K(x)Gが k上非有理的ならばブラウアー群Br(k)は非自明かつK(x)Gは k上非単有理的．

ノルム剰余 2記号 (a, b)kと [a, b)kについては [Dra83, Chapter 11]参照．

定理 1.16 (星-Kang-北山 [HKK14, Theorem 1.14]). 有限群GのK(x, y)への作用を純半単項式作
用とする．

N = {σ ∈ G : σ(x) = x, σ(y) = y}, H = {σ ∈ G : σ(α) = α for all α ∈ K}

とする．このとき，K(x, y)Gは次の場合を除いて，k上有理的：(1) char k ̸= 2かつ (2) (G/N,HN/N) ≃
(C4, C2)または (D4, C2).

より詳細には，例外の場合，u, v ∈ k(x, y)が存在して，以下をみたす：
k(x, y)HN/N = k(u, v) (よってK(x, y)HN/N = K(u, v));

(i) (G/N,HN/N) ≃ (C4, C2)のとき，KN = k(
√
a) (a ∈ k\k2), G/N = ⟨σ⟩ ≃ C4で，σのKN (u, v)

への作用は σ :
√
a 7→ −

√
a, u 7→ 1

u
, v 7→ −1

v
;

(ii) (G/N,HN/N) ≃ (D4, C2)のとき，KN = k(
√
a,
√
b)は k の 4次拡大 (a, b ∈ k\k2), G/N =

⟨σ, τ⟩ ≃ D4 で σ と τ の KN (u, v) への作用は σ :
√
a 7→ −

√
a,
√
b 7→

√
b, u 7→ 1

u
, v 7→ −1

v
,

τ :
√
a 7→

√
a,
√
b 7→ −

√
b, u 7→ u, v 7→ −v. さらに，

(i)の場合，K(x, y)Gは k上有理的 ⇔ ノルム剰余 2記号 (a,−1)k = 0.

(ii)の場合, K(x, y)Gは k上有理的 ⇔ ノルム剰余 2記号 (a,−b)k = 0.

さらに，K(x, y)Gは k上非有理的ならば Br(k)は非自明かつK(x, y)Gは k上非単有理的．

Saltman [Sal90a, Section 3] は不変体とガロア理論の埋め込み問題の関係を議論している．定理
1.16の例外は埋め込み問題の視点から表現すると以下のようになる．

命題 1.17 (星-Kang-北山 [HKK14, Proposition 4.3]). 体 kを char k ̸= 2とする．
(1) a ∈ k\k2, K = k(

√
a)，G = ⟨σ⟩のK(u, v)への作用を以下とする：

σ :
√
a 7→ −

√
a, u 7→ 1

u
, v 7→ −1

v
.

このとき，K(u, v)Gは k上有理的 ⇔ Gal(L/k) ≃ C4なるガロア拡大 L/kが存在して，K ⊂ L.
(2) K = k(

√
a,
√
b), a, b ∈ k\k2, [K : k] = 4, G = ⟨σ, τ⟩のK(u, v)への作用を以下とする：

σ :
√
a 7→ −

√
a,
√
b 7→
√
b, u 7→ 1

u
, v 7→ −1

v
,

τ :
√
a 7→

√
a,
√
b 7→ −

√
b, u 7→ u, v 7→ −v.

このとき，K(u, v)Gは k上有理的 ⇔ Gal(L/k) ≃ D4なるガロア拡大 L/kが存在して，K ⊂ L.

5

95



定理 1.16の例外 (ii)の場合の例をあたえる．

例 1.18 (星-Kang-北山 [HKK14, Example 4.4]). 体 kを char k ̸= 2，K = k(
√
a,
√
b), [K : k] = 4

とする．次のD4 = ⟨σ, τ⟩のK(x, y)への純半単項式作用を考える：

σa :
√
a 7→ −

√
a,
√
b 7→
√
b, x 7→ y, y 7→ 1

x
,

σb :
√
a 7→

√
a,
√
b 7→ −

√
b, x 7→ y, y 7→ 1

x
,

σab :
√
a 7→ −

√
a,
√
b 7→ −

√
b, x 7→ y, y 7→ 1

x
,

τa :
√
a 7→ −

√
a,
√
b 7→
√
b, x 7→ y, y 7→ x,

τb :
√
a 7→

√
a,
√
b 7→ −

√
b, x 7→ y, y 7→ x,

τab :
√
a 7→ −

√
a,
√
b 7→ −

√
b, x 7→ y, y 7→ x.

不変体 La,b = K(x, y)⟨σa,τb⟩ に対して，以下が成り立つ：
(1) La,bは k上有理的 ⇔ La,abは k上有理的 ⇔ (a,−b)k = 0;

(2) Lb,aは k上有理的 ⇔ Lb,abは k上有理的 ⇔ (b,−a)k = 0;

(3) Lab,aは k上有理的 ⇔ Lab,bは k上有理的 ⇔ (a, b)k = 0.

とくに，
√
−1 ∈ kならば (1),(2),(3)の有理性は一致する．(全て同じ条件 (a, b)k = 0となる)

一方で，k = Q のとき，p ≡ 1 (mod 4) なる素数 p に対して，K = Q(
√
−1,√p) とすれば，

(−1,−p)Q = (−1,−1)Q ̸= 0より La,b, La,abはQ上非有理的となるが，Lb,a, Lb,ab, Lab,a, Lab,bは
Q上有理的である．

次は半単項式作用を言い換えたものである：

定義 1.19. Gを有限群とする．G格子 (G-lattice) M とは，有限性生成 Z[G]加群でアーベル群と
して Z自由であるもの (M =

⊕
1≤i≤nZ · xi). K/kを体の拡大，GはK に作用しKG = kとする.

GのK(x1, . . . , xn)への純半単項式作用とは σ · xj = cj(σ)
∏

1≤i≤n x
aij
i ∈ K(x1, . . . , xn). ただし，

σ · xj =
∑

1≤i≤n aijxi ∈M とする．K(M)のG作用による不変体をK(M)Gとかく．

M = M1 ⊕M2が直可約のとき，Gの k(M)への純単項式作用は，k(M) = K(M2), K = k(M1)

とみなすことによってK(M2)への純半単項式作用とみなすことができる．実際，定理 1.16を用い
て，G格子M の Z階数が 4で直可約のとき，k(M)Gは k上有理的であることが示せる．
Z階数が 4のG格子は 710個あり，そのうち直可約なものは 415個である．

定理 1.20 (星-Kang-北山 [HKK14, Theorem 1.16]). Gを有限群，M をG格子で rankZM = 4と
する．Gの k(M)への作用は純単項式作用とする．M が直可約 (Z[G]加群としてM = M1 ⊕M2,

1 ≤ rankZM1 ≤ 3) ならば k(M)Gは k上有理的．

命題 1.21 (星-Kang-北山 [HKK14, Proposition 5.2]). Gを有限群，M を G格子とする．Z階数
が 5の G格子M に対して，Z[G]加群としてM = M1 ⊕M2 ⊕M3 (rankZM1 = rankZM2 = 2,

rankZM3 = 1)と仮定する．Gの k(M)への作用が純単項式作用ならば k(M)Gは k上有理的．

定理 1.22 (星-Kang-北山 [HKK14, Theorem 6.2, Theorem 6.4]). Gを有限群，M をG格子とする．
次を仮定する：(i) Z[G]加群としてM = M1 ⊕M2 (rankZM1 = 3, rankZM2 = 2); (ii) M1または
M2は忠実G格子．Gの k(M)への作用を純単項式作用とする．このとき，k(M)Gは次の場合を除い
て k上有理的：char k ̸= 2, G = ⟨σ, τ⟩ ≃ D4, M1 =

⊕
1≤i≤3Zxi, M2 =

⊕
1≤j≤2Zyj, σ : x1 ↔ x2,

x3 7→ −x1 − x2 − x3, y1 7→ y2 7→ −y1, τ : x1 ↔ x3, x2 7→ −x1 − x2 − x3, y1 ↔ y2. ただし，M の
Z[G]加群の表示と作用を加法的にあらわした．
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例外の場合は，k(M)Gはk上非レトラクト有理的となる．とくに，G = ⟨σ, τ⟩ ≃ D4のk(x1, x2, x3, x4, x5)

への作用が純単項式作用

σ : x1 7→ x2, x2 7→ x1, x3 7→
1

x1x2x3
, x4 7→ x5, x5 7→

1

x4
,

τ : x1 7→ x3, x2 7→
1

x1x2x3
, x3 7→ x1, x4 7→ x5, x5 7→ x4,

ならば k(x1, x2, x3, x4, x5)
Gは k上非レトラクト有理的．

注意 1.23. 定理 1.22の例外の場合G ≃ D4は，k(M)Gが代数閉体 k上でも非レトラクト有理的な
純単項式作用の例をあたえている (定理 1.6, 定理 1.13参照).

定理 1.22の例外の場合は次の 4次元の作用に帰着できる (定理 2.17も参照)：

定理 1.24 (星-Kang-北山 [HKK14, Theorem 6.3]). 体 kを char k ̸= 2とする．G = ⟨ρ⟩ ≃ C2 の
k(x1, x2, x3, x4)への k自己同型としての作用が

ρ : x1 7→ −x1, x2 7→
x4
x2
, x3 7→

(x4 − 1)(x4 − x21)
x3

, x4 7→ x4

ならば k(x1, x2, x3, x4)
Gは k上非レトラクト有理的．

2 不変体の有理性問題と不分岐ブラウアー群

2.1 ネーター問題：正則作用による不変体の有理性問題

有限群Gが有理関数体 k(xg : g ∈ G)に変数の置換 h(xg) = xhg (g, h ∈ G)によって，k自己同型
として作用しているとする．この作用による不変体 k(xg : g ∈ G)G = {f ∈ k(xg : g ∈ G) : σ(f) =
f (σ ∈ G)}を k(G)とかく．(k(xg : g ∈ G)/k(G)はGガロア拡大となる)

ネーター問題 (Noether’s problem)とは，k(G)が k上有理的 (純超越的)かを問う問題である．今
回の金井和貴さん，長谷川寿人さんの講義でも紹介があったように，この問題はガロア逆問題，生
成的G拡大の存在，生成的Gトーサーの存在と深い関わりがある (Swan [Swa83], Manin-Tsfasman

[MT86], Colliot-Thélène–Sansuc [CTS07], Serre [GMS03, pages 86–92]参照). 例えば，Saltman

[Sal82a, Sal82b]は次を示した (Jensen-Ledet-Yui [JLY02, Chapter 5]も参照):

定理 2.1 (Saltman [Sal82a, Sal82b]参照). Gを有限群，kを無限体とする．次は同値：
(1) k(G)は k上レトラクト有理的 ;

(2) Gは k上の lifting propertyをみたす ;

(3) k上の生成的G拡大 (生成的G多項式 )が存在する．

ネーター問題に対して，知られていることをいくつか述べる：

定理 2.2 (Fischer [Fis15], see also Swan [Swa83, Theorem 6.1]). Gをアーベル群とし，その指数を
eとする．kが 1の e乗根を含むならば k(G)は k上有理的．とくに，C(G)はC上有理的．

国吉 [Kun54, Kun55, Kun56]は p群に対して次を示した ([Kun56], Proceedings of the interna-

tional symposium on algebraic number theory, Tokyo & Nikko, 1955, 参照).

定理 2.3 (国吉 [Kun54, Kun55, Kun56]). kを標数 p > 0の体，Gを p群とする．このとき，k(G)
は k上有理的．

7

97



Swan [Swa69] は，増田 [Mas55, Mas68]の方法を発展させて，Q(C47)はQ上非有理的であるこ
とを示し，ネーター問題の最初の反例をあたえた．Voskresenskii, 遠藤-宮田など多くの努力のあと，
アーベル群に対するネーター問題は Lenstra [Len74]によって解かれた (Swan [Swa83]参照)．
一方で，非可換群に対するネーター問題はその多くがよく分かっていない．例えば，以下のよう

な結果が知られている：

定理 2.4 (Chu-Kang [CK01]). Gを位数≤ p4の p群，その指数を eとする．kが 1の e乗根を含む
ならば k(G)は k上有理的．とくに，C(G)はC上有理的．

定理 2.5 (Serre [GMS03, Chapter IX]). 有限群 Gを 2シロー群が位数 8以上の巡回群または位数
16の一般四元数群Q16とする．このとき，Q(G)はQ上非有理的．

定理 2.6 (Chu-Hu-Kang-Prokhorov [CHKP08]). Gを位数 32の群，その指数を eとする．kが 1の
e乗根を含むならば k(G)は k上有理的．とくに，C(G)はC上有理的．

位数が 64の群Gに対しては，C(G)がC上非有理的になることがある (Chu-Hu-Kang-Kunyavskii

[CHKK10]参照)．Kが k上非有理的であることを示すには，双有理不変量の計算が有効となる．以
下，その不変量の 1つとして不分岐ブラウアー群 Brnr(K/k)と，それに関連した結果を紹介する．

2.2 ネーター問題の不変体の不分岐ブラウアー群

不分岐ブラウアー群 Brnr(K/k)の概念は Saltman [Sal84a]によって導入された：

定義 2.7 (Saltman [Sal84a, Definition 3.1], [Sal85, page 56]). k ⊂ Kを体の拡大とする．Kの k上
の不分岐ブラウアー群 (unramified Brauer group) Brnr(K/k)とは，

Brnr(K/k) =
∩
R

Image{Br(R)→ Br(K)}.

ただし，Br(R)→ Br(K)は自然な埋め込み，Rは k ⊂ R ⊂ K = Q(R)なる離散付置環をうごく．

補題 2.8 (Saltman [Sal84a], [Sal85, Proposition 1.8], [Sal87]). kを無限体，体Kを k上レトラクト
有理的とする．このとき，自然な射 Br(k) → Br(K) は同型 Br(k)

∼−→ Brnr(K)を誘導する．とく
に，k = kかつK は k上レトラクト有理的ならば Brnr(K) = 0.

定理 2.9 (Bogomolov [Bog88, Theorem 3.1], Saltman [Sal90b, Theorem 12]). Gを有限群，代数閉
体 kを char k = 0または char k = p ̸ | |G|とする．このとき，Brnr(k(G)/k)は次のB0(G)と同型：

B0(G) =
∩
A

Ker{res : H2(G,Q/Z)→ H2(A,Q/Z)}.

ただし，Aは巡回群または 2つの巡回群の直積であるGの部分群をうごく．

B0(G) ≤ H2(G,Q/Z) ≃M(G), M(G)はGの Schur multiplierであることから，B0(G)はGの
Bogomolov multiplierともよばれる (Karpilovsky [Kar87], Kunyavskii [Kun10]参照). 定理 2.9

から，kが代数閉体かつ gcd{|G|, char k} = 1のとき，B0(G)と Brnr(k(G)/k)をとくに区別しない
ことにする．不分岐ブラウアー群B0(G)をもちいて，SaltmanとBogomolovは代数閉体 k上のネー
ター問題の反例を構成した：

定理 2.10 (Saltman [Sal84a], Bogomolov [Bog88]). pを素数，kを代数閉体で char k ̸= pとする．
(1) (Saltman) 位数 p9の p群Gが存在して，B0(G) ̸= 0．とくに，k(G)は k上非有理的．
(2) (Bogomolov) 位数 p6の p群Gが存在して，B0(G) ̸= 0．とくに，k(G)は k上非有理的．

さらに，Bogomolov [Bog88, Lemma 5.6]はGが位数 ≤ p5の p群ならば B0(G) = 0を主張して
いたが，2012年になって，これは間違いであることが分かった．この続きは，4日目の谷本祥さん
の講演および 5日目の講演者の講演で解説される．
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2.3 単項式作用の不変体の不分岐ブラウアー群

kを体，Gを有限群，ρ : G→ GL(V )をGの忠実表現とする．ただし，V は k上有限次元ベクト
ル空間．Gは有理関数体 k(V )に作用し，不変体 k(V )Gの有理性問題を考える．No-name Lemma

(宮田 [Miy71, Remark 3]参照)により，k(G)は k(V )G上有理的となる．特に，k(G)と k(V )は安
定 k同型である．このような事情から，k(V )Gの k上の有理性問題もまたネーター問題 (Noether’s

problem) とよばれることがある．(安定有理性を問うことをネーター問題と呼ぶこともある)

M をZ階数が nのG格子 (有限生成Z[G]加群≃ Zn)とする．Gの k(M) = k(x1, . . . , xn)への単
項式作用は，乗法的作用 (multiplicative action)ともよばれる．乗法的作用による不変体 k(M)G =

k(x1, . . . , xn)
Gは乗法的不変体 (multiplicative invariant field) とよばれる．

G格子M がM = ⊕g∈GZ · xg, h · xg = xhg (h, g ∈ G)のとき，k(M) = k(xg : g ∈ G)か
つ k(M)G = k(G)となり，不変体の有理性問題はネーター問題となる (1節参照). Gの正則表現
G→ GL(Vreg)に対して，k(G) = k(Vreg)

Gであるから，ネーター問題とはGの正則作用による不変
体の有理性問題のことである．
不変体 k(V )Gの有理性問題は，乗法的不変体 k(M)Gの有理性問題に帰着されることが多い (Chu-

Hu-Kang-Kunyavskii [CHKK10], 星-北山-山崎 [HKY11, Example 13.7], 定理 2.17参照)．
以下，単項式作用による不変体 k(M)G (乗法的作用)を考える．G格子M はすべての σ ∈ G \ {1}

に対して，ある x ∈M が存在して，σ · x ̸= xとなるとき，忠実 (faithful)という．定義 1.7の群準
同型 ρx : G→ GLn(Z)に対して，命題 1.8から，ρxは単射としてよい．すなわち，G ≤ GLn(Z)と
仮定してよい．このとき，対応するG格子M は忠実である．
GLn(Z)の共役有限部分群のリストは，n ≤ 4に対しては，Brown-Bülow-Neubüser-Wondratschek-

Zassenhaus [BBNWZ78]や GAP [GAP], n = 5, 6に対しては，CARAT [CARAT]から手に入る
(Plesken-Schulz [PS00], 星-山崎 [HY17, Chapter 3]参照)．とくに，共役有限部分群 G ≤ GLn(Z)

(Z階数が nの忠実G格子M)の個数は以下となる：

rankZM = n 1 2 3 4 5 6

G格子M の個数 2 13 73 710 6079 85308

定義 2.11 (µ拡大). kを体，µ ≤ k×を kの n乗根全体とする．G格子M の µ拡大 (µ-extension)

とは，Z[G]加群の完全系列 (α) : 1→ µ→Mα →M → 0 のこと．ただし，Gは µに自明作用とす
る．MαをM の µ拡大ともいう．アーベル群としては，Mα = µ⊕M であるが，Z[G]加群として
は，(α)が分裂するとき以外は，そうはならないことに注意しておく．
Gの kα(M) = k(x1, . . . , xn)への作用を σ · xi = εi(σ)

∏
1≤j≤n x

aij
j によって定義する．ただし，

σ ·xi = εi(σ)+
∑

1≤j≤n aij xj (εi(σ) ∈ µ)とする．これは，単項式作用 (1節, Hajja-Kang [HK92]も
参照)である．また，捩れ乗法的作用 (twisted multiplicative action) とよばれることもある．このと
き，不変体 kα(M)G = k(x1, . . . , xn)

G は捩れ乗法的不変体 (twisted multiplicative invariant field)

とよばれる (Saltman [Sal90b]参照)．特に，µ拡大 (α) : 1 → µ → Mα → M → 0が分裂するとき，
kα(M) = k(M)であり，捩れ乗法的作用 (単項式作用)は，単に乗法的作用 (純単項式作用)となる．

Gの忠実線形表現 G → GL(V )に対して，Brnr(C(V )G) ≃ B0(G)である．Brnr(C(V )G)に対す
る Bogomolovの公式 (定理 2.9)は，Saltman [Sal90b] によって，Brnr(Cα(M)G)に拡張された：

定理 2.12 (Saltman [Sal90b, Theorem 12]). kを標数 0の代数閉体，Gを有限群，M を忠実G格子，
(α) : 1→ µ→Mα →M → 0 を µ拡大，H2(G,µ)→ H2(G,Mα)は単射と仮定する．このとき，

Brnr(kα(M)G) =
∩
A

Ker{res : H2(G,Mα)→ H2(A,Mα)}.

ただし，Aは巡回群または 2つの巡回群の直積であるGの部分群をうごく．とくに，µ拡大 (α) が
分裂するとき，Brnr(k(M)G) ≃ B0(G)⊕

∩
AKer{res : H2(G,M)→ H2(A,M)}となる．

9

99



Saltman [Sal90b, page 536]によって，Brnr(kα(M)G) ≤ H2(G,Mα). そこで，Brnr(kα(M)G)を
H2

nr(G,Mα)ともかく (Saltman [Sal90b], 星-Kang-山崎 [HKY, Definition 2.3]参照).

定義 2.13 (H2
nr(G,Q/Z), H

2
nr(G,M)). µ拡大 (α) : 1→ µ→Mα →M → 0は分裂すると仮定する．

自然な写像H2(G,Q/Z)→ H2(G,Mα)は単射で，H2(G,Q/Z), H2(G,M) ≤ H2(G,Mα)とみなせ
るから，H2

nr(G,Q/Z) = H2(G,Q/Z) ∩ Brnr(kα(M)G), H2
nr(G,M) = H2(G,M) ∩ Brnr(kα(M)G)

と定義する．これより，Brnr(kα(M)G) = H2
nr(G,Q/Z)⊕H2

nr(G,M)である．定理 2.9と定理 2.12

より，H2
nr(G,Q/Z) ≃ B0(G)かつH2

nr(G,M) ≃
∩
AKer{res : H2(G,M)→ H2(A,M)} であった．

Barge [Bar89], [Bar97]によって，以下が知られている：

定理 2.14 (Barge [Bar89, Theorem II.7]). Gを有限群とする．次は同値：
(1) Gのすべてのシロー群は巡回群または 2つの巡回群の直積；
(2) すべてのG格子M に対して，Brnr(C(M)G) = 0.

定理 2.15 (Barge [Bar97, Theorem IV-1]). Gを有限群とする．次は同値：
(1) Gのすべてのシロー群は巡回群；
(2) すべてのG格子M とすべての Z[G]加群の完全系列 α : 0 → C× → Mα → M → 0 に対して，
Brnr(Cα(M)G) = 0.

G加群M が rankZM ≤ 3の場合，定理 1.6 (Hajja-Kang [HK92, HK94], 星-陸名 [HR08])から
C(M)GはC上有理的であり，Brnr(C(M)G) = 0となる．
次の定理 2.16は，rankZM ≤ 6なるM に対して，Brnr(C(M)G) ̸= 0 となる場合の分類をあたえ

ている．(Brnr(C(M)G) ̸= 0 ⇒ C(M)GはC上非レトラクト有理的，補題 2.8参照)

記号の説明. Cn, Dn, QD8n, Q8n で n次巡回群，n次二面体群 (位数 2n), 位数 16nの準二面体群，
位数 16nの一般四元数群をあらわす．

定理 2.16 (星-Kang-山崎 [HKY, Theorem 1.10]). Gを有限群，M をG格子とする．
(1) rankZM ≤ 3ならば Brnr(C(M)G) = 0.

(2) rankZM = 4のとき，Brnr(C(M)G) ̸= 0⇔Mは表1の5個のG格子. さらに，Brnr(C(M)G) ̸= 0

ならばB0(G) = 0かつ Brnr(C(M)G) = H2
nr(G,M).

(3) rankZM = 5のとき，Brnr(C(M)G) ̸= 0 ⇔ M は [HKY, Table 2]の 46個の G格子. さらに，
Brnr(C(M)G) ̸= 0ならばB0(G) = 0かつ Brnr(C(M)G) = H2

nr(G,M).

(4) rankZM = 6のとき，Brnr(C(M)G) ̸= 0 ⇔ M は [HKY, Table 3]の 1073個のG格子. さらに，
24個の例外 (B0(G) = Z/2Z)を除いて，Brnr(C(M)G) ̸= 0ならばB0(G) = 0かつBrnr(C(M)G) =

H2
nr(G,M). (24個の例外のうち，22個はH2

nr(G,M) = 0.)

G(n, i) G GAP ID B0(G) H2
nr(G,M)

(8, 3) D4 (4, 12, 4, 12) 0 Z/2Z

(8, 4) Q8 (4, 32, 1, 2) 0 (Z/2Z)⊕2

(16, 8) QD8 (4, 32, 3, 2) 0 Z/2Z

(24, 3) SL2(F3) (4, 33, 3, 1) 0 (Z/2Z)⊕2

(48, 29) GL2(F3) (4, 33, 6, 1) 0 Z/2Z

表 1: Brnr(C(M)G) ̸= 0となる rankZM = 4の 5つのG格子M

定理 2.16をまとめると以下のようになる：

rankZM = n 1 2 3 4 5 6

G格子M の数 2 13 73 710 6079 85308

Brnr(C(M)G) ̸= 0となるG格子M の数 0 0 0 5 46 1073
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定理 2.17 (星-Kang-山崎 [HKY, Theorem 4.4]). 次の体K は互いに安定C同型である：
(1) K = C(G). ただし，G は位数 64 の 2 群で 16 番目の同質族 Φ16 に属する (Chu-Hu-Kang-

Kunyavskii [CHKK10, Theorem 1.8] の 9つの群を参照 );

(2) K = C(x1, x2, x3, x4)
D4. ただし，D4 = ⟨σ, τ⟩のC(x1, x2, x3, x4)への作用は純単項式作用

σ : x1 7→ x2x3, x2 7→ x1x3, x3 7→ x4, x4 7→
1

x3
,

τ : x1 7→
1

x2
, x2 7→

1

x1
, x3 7→

1

x4
, x4 7→

1

x3

(定理 2.16，表 1参照)；
(3) K = C(y1, y2, y3, y4, y5)

D4. ただし，D4 = ⟨σ, τ⟩のC(y1, y2, y3, y4, y5)への作用は純単項式作用

σ : y1 7→ y2, y2 7→ y1, y3 7→
1

y1y2y3
, y4 7→ y5, y5 7→

1

y4
,

τ : y1 7→ y3, y2 7→
1

y1y2y3
, y3 7→ y1, y4 7→ y5, y5 7→ y4

(定理 1.22参照)；
(4) K = C(z1, z2, z3, z4)

C2×C2. ただし，C2 × C2 = ⟨σ, τ⟩のC(z1, z2, z3, z4)への作用は単項式作用

σ : z1 7→ z2, z2 7→ z1, z3 7→
1

z1z2z3
, z4 7→

−1
z4
,

τ : z1 7→ z3, z2 7→
1

z1z2z3
, z3 7→ z1, z4 7→ −z4

(星-Kang-北山 [HKK14, Proof of Theorem 6.4]参照 );

(5) K = C(w1, w2, w3, w4)
C2. ただし，C2 = ⟨σ⟩のC(w1, w2, w3, w4)への作用は

σ : w1 7→ −w1, w2 7→
w4

w2
, w3 7→

(w4 − 1)(w4 − w2
1)

w3
, w4 7→ w4

(定理 1.24参照).

特に，(1)–(5) の体K に対して，H i
nr(K,Q/Z)はすべて等しく，Brnr(K) ≃ Z/2Z.

定理 2.16にて，rankZM ≤ 6かつH2
nr(G,M) ̸= 0 となる群Gは，すべて非可換群かつ可解群で

ある．星-Kang-山崎 [HKY]は，H2
nr(G,M) ̸= 0 (したがって Brnr(C(M)G) ̸= 0)となるアーベル群

Gおよび非可解群GとG格子M をそれぞれ次のようにあたえている：

定理 2.18 (星-Kang-山崎 [HKY, Theorem 6.1]). G ≃ (C2)
n ≤ GL7(Z)を位数 2nの基本アーベル群，

Mを付随するZ階数 7のG格子とする．このとき，Brnr(C(M)G) ̸= 0 ⇔ Gは [HKY, Theorem 6.1]

の 9個の群G1, . . . , G9 ≃ (C2)
3 ≤ GL7(Z)と共役．さらに，Brnr(C(M)Gi) = H2

nr(Gi,M) ≃ Z/2Z
(1 ≤ i ≤ 8) かつ Brnr(C(M)G9) = H2

nr(G9,M) ≃ Z/2Z⊕ Z/2Z.

定理 2.19 (星-Kang-山崎 [HKY, Theorem 6.2]). A6を 6次交代群とする．A6 ≃ PSL2(F9)をつう
じて，可移部分群A6 ≤ S10とみなす．N = ⊕1≤i≤10Z · xiを σ · xi = xσ(i) (σ ∈ S10) によって定義
された S10格子の作用をA6に制限してえられるA6格子，M = N/(Z ·

∑10
i=1 xi) (rankZM = 9) と

する．このとき，Q共役ではあるが Z共役ではないA6格子M =M1, M2, . . . ,M6 が存在して，

H2
nr(A6,M1) ≃ H2

nr(A6,M3) ≃ Z/2Z, H2
nr(A6,Mi) = 0 (i = 2, 4, 5, 6).

特に，C(M1)
A6とC(M3)

A6はC上非レトラクト有理的．さらに，M1とM3は次のようにしてTate

コホモロジー群で区別できる：

H1(A6,M1) = 0, Ĥ−1(A6,M1) = Z/10Z,

H1(A6,M3) = Z/5Z, Ĥ−1(A6,M3) = Z/2Z.
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定理 2.16 (2) (表 1)の 3つの群G = D4, Q8, QD8に対するG格子M は次のように一般化された：

定理 2.20 (星-Kang-山崎 [HKY, Theorem 7.2]). G = ⟨σ, τ : σ4n = τ2 = 1, τ−1στ = σ−1⟩ ≃ D4n

(n ≥ 1) を位数 8nの二面体群とする．M を [HKY, Definition 7.1]の Z階数 2n + 2のG格子とす
る．このとき，H2

nr(G,M) ≃ Z/2Z. とくに，C(M)GはC上非レトラクト有理的．

定理 2.21 (星-Kang-山崎 [HKY, Theorem 7.5]).

(1) G = ⟨σ, τ : σ8n = τ2 = 1, τ−1στ = σ4n−1⟩ ≃ QD8n (n ≥ 1) を位数 16nの準二面体群とする．
M を [HKY, Definition 7.4]のZ階数 4nのG格子とする．このとき，H2

nr(G,M) ≃ Z/2Z. とくに，
C(M)GはC上非レトラクト有理的．
(2) Ĝ = ⟨σ2, στ⟩ ≃ Q8n ≤ G を位数 8nの一般四元数群とする．M̂ = ResG

Ĝ
(M)を [HKY, Definition

7.4]の Z階数 4nの Ĝ格子とする．このとき，H2
nr(Ĝ, M̂) ≃ Z/2Z⊕ Z/2Z. とくに，C(M̂)ĜはC

上非レトラクト有理的．

以下は，H2
nr(G,M) ≃ Z/pZとなる例である：

定理 2.22 (星-Kang-山崎 [HKY, Theorem 7.7]). pを奇素数，G = ⟨σ, τ : σp
2
= τp = 1, τ−1στ =

σp+1⟩ ≃ Cp2 ⋊Cpとする．M を [HKY, Definition 7.6]のZ階数 p(p− 1)のG格子とする．このと
き，H2

nr(G,M) ≃ Z/pZ. とくに，C(M)GはC上非レトラクト有理的．

3 代数的トーラスの有理性問題

体 Lを体 kのガロア拡大，G = Gal(L/k)，M =
⊕

1≤i≤nZ · uiを Z基底 {u1, . . . , un}のG格子
(有限生成 Z[G]加群≃ Zn)とする．有限群Gの有理関数体 L(x1, . . . , xn)への作用を

σ(xi) =

n∏
j=1

x
aij
j , 1 ≤ i ≤ n(2)

とおく．ただし，σ(ui) =
∑n

j=1 aijuj (σ ∈ G, aij ∈ Z). このGの作用をともなった体L(x1, . . . , xn)

を L(M)とかく．
1節の式 (1)の定義とは異なっている (“転置の関係”となっている)ことに注意してほしい．これ

は，次のような対応と適合するように作用の定義を変更したものである．T を代数的 k トーラス
(algebraic torus over k, algebraic k-torus) とする. すなわち，k上の代数群で T ⊗k k ≃ (Gm,k)

n; k

上の分裂トーラス (Gm,k)
nの k-form．このとき，有限次ガロア拡大 L/k (T の分解体K) が存在し

て，T ⊗k L ≃ (Gm,L)
nとなる．このとき，G格子の圏はLで分裂する代数的 kトーラスの圏と反同

値となる (小野 [Ono61, Section 1.2], Voskresenskii [Vos98, page 27, Example 6], Knus-Merkurjev-

Rost-Tignol [KMRT98, Proposition 20.17]参照). 実際，T を代数的 kトーラスとすると，T の指標
加群X(T ) = Hom(T,Gm)はG格子となる．逆に，G格子M に対して，Lで分裂する代数的 kトー
ラス T が存在して，G格子としてX(T ) ≃M となる．このとき，不変体 L(M)Gは代数的 kトーラ
ス T の関数体とみなせる．T は関数体 k(T ) ≃ L(M)Gが k上 (安定,レトラクト)有理的のとき，k
上 (安定,レトラクト)有理的という．また，T は (L(M)Gは) k上単有理的となる ([Vos98, page 40,

Example 21]参照). n次元代数的 kトーラスから，ガロア降下および Aut(Gn
m) = GLn(Z) を通じ

て，集合H1(G, GLn(Z))へ全単射がある．ただし，G = Gal(ks/k). n次元代数的 kトーラスは整数
表現 h : G → GLn(Z)によって共役を除いて一意的に決まる．ただし，h(G) ≤ GLn(Z)は有限部分
群 ([Vos98, page 57, Section 4.9]参照).

K/kを体の n次分離拡大，L/kをK/kのガロア閉包，G = Gal(L/k), H = Gal(L/K)とする．
ガロア群Gは可移部分群G ≤ Snとみなせる．次の Z[G]加群の完全系列がある：

0 −→ IG/H −→ Z[G/H]
ε−→ Z −→ 0.
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ただし，ε : Z[G/H] → Z,
∑n

i=1 aiei 7→
∑n

i=1 ai, は添加写像 (augmentation map), ei = giH は
Z[G/H]の Z基底．双対をとれば，次の完全系列をえる：

0 −→ Z −→ Z[G/H] −→ JG/H −→ 0.

とくに，JG/H = HomZ(IG/H ,Z)は Z階数 n − 1の G格子でシュバレー加群 (Chevalley module)

とよばれる．さらに，代数的 kトーラスの完全系列

1 −→ R
(1)
K/k(Gm,K) −→ RK/k(Gm,K)

NK/k−→ Gm −→ 1

をえる．ここで，RK/k(Gm,K)は拡大K/kによる乗法群Gm,K のWeil制限，R(1)
K/k(Gm,K)はK/k

のノルム 1トーラスで指標加群X(R
(1)
K/k(Gm,K)) ≃ JG/H である．このとき，JG/H = ⊕1≤i≤n−1Zxi

とすれば，Gの L(JG/H) = L(x1, . . . , xn−1)への作用は式 (2)に他ならない．

1次元代数的 kトーラス (Gmおよび [L : k] = 2に対するR
(1)
L/k(Gm)) は k上有理的である．2次

元および 3次元代数的 kトーラスの双有理分類はそれぞれVoskresenskii [Vos67]およびKunyavskii

[Kun90] によって完成された：

定理 3.1 (Voskresenskii [Vos67], Kunyavskii [Kun90]). kを体とする．
(1) (Voskresenskii [Vos67]) すべての 2次元代数的 kトーラスは k上有理的．特に，G ≃ Gal(K/k)

の純半単項式作用による不変体K(x1, x2)
Gは k上有理的．

(2) (Kunyavskii [Kun90], Kang [Kan12, Section 1]も参照) すべての 3次元代数的 k トーラスは
[Kun90, Theorem 1]の 15の例外を除いて k上有理的．15の例外は k上非レトラクト有理的．

4次元代数的 kトーラスのうち，安定 (レトラクト)有理的なものは星-山崎 [HY17] によって分類
された．GL4(Z)の有限部分群の共役類は 227個のQ-classの中に 710個の Z-classがある．

定理 3.2 (星-山崎 [HY17, Theorem 1.8]). L/k を体のガロア拡大，有限部分群 G ≃ Gal(L/k) ≤
GL4(Z) は L(x1, x2, x3, x4)に式 (2)によって作用するとする．
(i) L(x1, x2, x3, x4)

Gは k上安定有理的 ⇔ Gは [HY17, Tables 2, 3, 4]に含まれない 487個の群と
共役．
(ii) L(x1, x2, x3, x4)

Gは k上非安定有理的かつレトラクト有理的 ⇔ Gは [HY17, Table 2]の 7個の
群と共役．
(iii) L(x1, x2, x3, x4)

Gは k上レトラクト有理的 ⇔ Gは [HY17, Tables 3, 4]の 216個の群と共役．

5次元代数的 kトーラスのうち，安定 (レトラクト)有理的なものは，星-山崎 [HY17] によって分
類された．GL5(Z)の有限部分群の共役類は 955個のQ-classの中に 6079個の Z-classがある．

定理 3.3 (星-山崎 [HY17, Theorem 1.11]). L/kを体のガロア拡大，有限部分群 G ≃ Gal(L/k) ≤
GL4(Z) は L(x1, x2, x3, x4)に式 (2)によって作用するとする．
(i) L(x1, x2, x3, x4, x5)

Gは k上安定有理的 ⇔ Gは [HY17, Tables 11, 12, 13, 14, 15]に含まれない
3051個の群と共役．
(ii) L(x1, x2, x3, x4, x5)

Gは k上非安定有理的かつレトラクト有理的 ⇔ Gは [HY17, Table 11]の 25

個の群と共役．
(iii) L(x1, x2, x3, x4, x5)

Gは k上レトラクト有理的 ⇔ Gは [HY17, Tables 12, 13, 14, 15]の 3003個
の群と共役．

ノルム 1 トーラス R
(1)
K/k(Gm) の場合には，より多くの研究がある ([EM75], [CTS77], [Hür84],

[CTS87], [LeB95], [CK00], [LL00], [Flo], [End11], [HY17], [HY], [HHY]参照). 以下で，ノルム 1

トーラスR
(1)
K/k(Gm)の有理性問題に関して，知られている結果を紹介していく：
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K/kがガロア拡大のとき．

定理 3.4. K/kを体のガロア拡大，G = Gal(K/k)とする．
(1) (遠藤-宮田 [EM75, Theorem 1.5], Saltman [Sal84b, Theorem 3.14])

R
(1)
K/k(Gm)は k上レトラクト有理的⇔ Gのすべてのシロー群は巡回群．

(2) (遠藤-宮田 [EM75, Theorem 2.3]) R
(1)
K/k(Gm)は k上安定有理的 ⇔ G = CmまたはG = Cn ×

⟨σ, τ : σk = τ2
d
= 1, τστ−1 = σ−1⟩ (d ≥ 1, k ≥ 3, n, kは奇数で gcd{n, k} = 1).

K/kが非ガロア拡大のとき．L/kをK/kのガロア閉包，G = Gal(L/k), H = Gal(L/K)とする.

定理 3.5 (遠藤 [End11, Theorem 2.1]). G = Gal(L/k)をべき零群とする．このとき，R(1)
K/k(Gm)

は k上非レトラクト有理的．

定理 3.6 (遠藤 [End11, Theorem 3.1]). G = Gal(L/k)のすべてのシロー群は巡回群とする．この
とき，R(1)

K/k(Gm)は k上レトラクト有理的で，次は同値：

(i) R
(1)
K/k(Gm)は k上安定有理的 ;

(ii) G = Dn (n ≥ 3は奇数 ) または G = Cm × Dn (m,n ≥ 3は奇数, gcd{m,n} = 1, H =

Gal(L/K) ≤ Dn は位数 2);

(iii) H = C2, G ≃ Cr ⋊H, r ≥ 3は奇数，H は Crに非自明に作用する．

定理 3.7 (遠藤 [End11, Theorem 4.1], see also [End11, Remark 4.2]). Gal(L/k) = Sn (n ≥ 3),

Gal(L/K) = Sn−1は Snの 1点固定群とする．
(1) R

(1)
K/k(Gm)は k上レトラクト有理的 ⇔ nは素数 ;

(2) R
(1)
K/k(Gm)は k上 (安定 )有理的 ⇔ n = 3.

定理 3.8 (遠藤 [End11, Theorem 4.4]). Gal(L/k) = An (n ≥ 4), Gal(L/K) = An−1は Anの 1点
固定群とする
(1) R

(1)
K/k(Gm)は k上レトラクト有理的 ⇔ nは素数.

(2) ある t ≥ 1が存在して，[R
(1)
K/k(Gm)]

(t)は k上安定有理的 ⇔ n = 5. ただし，[R
(1)
K/k(Gm)]

(t)は

R
(1)
K/k(Gm)の t個の直積をあらわす．

F20 ≃ C5 ⋊ C4を位数 20のフロベニウス群とする．定理 3.2より，以下がえられる,

定理 3.9 (星-山崎 [HY17, Theorem 1.9]). K/kを体の 5次分離拡大，L/kをK/kのガロア閉包とす
る．可移部分群G = Gal(L/k) ≤ S5 は L(x1, x2, x3, x4)に式 (2)によって作用し，H = Gal(L/K)

はGの 1点固定群とする．
(1) R

(1)
K/k(Gm)は k上安定有理的 ⇔ G ≃ C5, D5, A5;

(2) R
(1)
K/k(Gm)は k上非安定有理的かつレトラクト有理的 ⇔ G ≃ F20, S5.

定理 3.9はA5の場合を除いてすでに得られていた (定理 3.4, 定理 3.6, 定理 3.7, 定理 3.8参照). A5

に対する，R(1)
K/k(Gm)の安定有理性は遠藤 [End11, Remark 4.6] によって問題とされていた．定理

3.8と定理 3.9より，以下がえられる：

系 3.10 (星-山崎 [HY17, Corollary 1.10]). K/kを体の非ガロアな n次分離拡大，L/kをK/kのガ
ロア閉包とする．Gal(L/k) = An (n ≥ 4), Gal(L/K) = An−1は Anの 1点固定群とする．このと
き，R(1)

K/k(Gm)は k上安定有理的 ⇔ n = 5.

定理 3.11 (星-山崎 [HY17, Theorem 1.13]). K/kを体の6次分離拡大，L/kをK/kのガロア閉包とす
る．可移部分群G = Gal(L/k) ≤ S6 はL(x1, x2, x3, x4, x5)に式 (2)によって作用し，H = Gal(L/K)

は Gの 1点固定群とする．このとき，R(1)
K/k(Gm)は k上安定有理的 ⇔ G ≃ C6, S3, D6. さらに，

R
(1)
K/k(Gm)は k上非安定有理的ならば k上非レトラクト有理的．
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この節で k上安定有理的と判定できたとき，実際に k上有理的かどうかは，ほとんどの場合よく
分からない. これについては，以下の予想がある (Voskresenskii [Vos98, Chapter 2]参照)：

予想 3.12 (Voskresenskii予想). k上安定有理的な代数的 kトーラスは k上有理的である．

さらに，[K : k] = n ≤ 15に対して，安定 (レトラクト)有理的な n − 1次元のノルム 1トーラス
T = R

(1)
K/k(Gm)の分類は，1つの例外G ≃ 9T27 ≃ PSL2(F8)の安定有理性を除いて，星-山崎 [HY]

(nが素数または n ≤ 10) と長谷川-星-山崎 [HHY] (n = 12, 14, 15) によってあたえられた．
詳細は，長谷川寿人さんの 4日目の講演で紹介される予定．
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羃根を含まない体のクンマー理論について ∗

木田雅成

概要

第 27回サマースクールでの講演の報告である．代数的トーラスを使って，
冪根のない体にクンマー理論を拡張することを解説した．

1 理論的な枠組み
kを体とする． kを kの分離閉包とし，一つ固定する．mを kの標数と互いに素
な 2以上の整数とする．k× が 1の m乗根の群 µm を含むと仮定する．完全系列

1 −→ µm −→ k
× m 乗写像−→ k

×
−→ 1

から，ガロア・コホモロジーをとることによって，

1 −−−−→ k×/(k×)m −−−−→ H1(k, µm) −−−−→ H1(k, k
×
)∥∥∥∥ ∥∥∥∥

Homcont(Gal(k/k), µm) 1

がヒルベルトの定理 90によって得られ，

k×/(k×)m � Homcont(Gal(k/k), µm)

というクンマー双対が得られるというのが古典的なクンマー理論である．これから
kの任意のm次巡回拡大がある a ∈ k×を使って，k( m

√
a)と書けることが導かれる．

このクンマー理論が代数学，数論に多くの応用を持つことは周知の通りである．
この古典的な場合を乗法群 Gm, k のクンマー理論だと考えて，それを次のよう
な枠組みで一般化することを考えよう．kを体として G/kを可換な代数群とする．
まず

(P1) m次巡回自己同種写像 λ/k : G −→ Gが存在する

∗この研究は文部科学省科学研究費補助金基盤研究 (C) (No.15K04798)の援助をうけて行われて
います．
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ことを仮定すると，完全系列

1 −→ ker(λ) −→ G λ−→ G −→ 1

が得られる．ガロア・コホモロジーをとると，

1 −→ G(k)/λG(k) −→ H1(k,ker(λ)(k)) −→ H1(k,G(k))[λ]

が導かれる．ここでH1(k,G(k))[λ]は λ がH1(k,G(k))に引き起こす自己準同型の
核である．ここでさらに

(P2) ker(λ)(k) = ker(λ)(k)

ならば
H1(k,ker(λ)(k)) � Homcont(Gal(k/k),ker(λ)(k))

となる．さらに

(P3)弱ヒルベルト 90 H1(k,G(k))[λ] = 1

が成り立てば，最終的にクンマー双対

G(k)/λG(k) � Homcont(Gal(k/k),ker(λ)(k))

を得ることができる．この同型はコホモロジーの連結準同型から誘導されるもので
あり，具体的には次のように与えられる．P ∈ G(k)に対し, λ(Q) = PをみたすQ ∈
G(k)を選び，Pに対応する指標 χP ∈ Homcont(Gal(k/k),ker(λ)(k))を τ ∈ Gal(k/k)
に対し，χP(τ) = Qτ−1とする．これから，古典的な場合と同様に，kの任意のm次
巡回拡大は k(Q) = k(λ−1(P))の形に書けることがわかる．もし体 kが冪根を含まな
いようにとれれば，冪根を含まない体についてもクンマー理論が成り立つことに
なる．
これまで，中心的に研究されてきたのは代数群Gが代数的トーラスの場合で，次
の場合に，拡大体 K/kをうまく選ぶと，上記の (P1),(P2),(P3)が成り立つことがわ
かっている．

(i) ([10]). 乗法群のWeil制限 RK/kGm.

(ii) ([13]). Mを K/kの中間体とするとき，相対ノルムNK/M : K× −→M×が誘導
する写像の核

ker(NK/M : RK/kGm −→ RM/kGm).

(ii)でM = kとするとき，上のトーラスは R(1)
K/kGmになり，この場合が [5]で研

究された場合である．また，K/kが 2次拡大で，このトーラスが 1次元の場合が小
松 [15]あるいは小川 [20]で調べられ，一連の研究の発端となった場合である．こ
れらの先行研究については最後の節でまとめて述べることにする．

2

112



2 クンマー理論
この節では，前節で述べた条件 (P1), (P2), (P3)がみたされるような状況をどのよ

うにして作り出すかを解説する．(P1), (P2)をみたすλを作るのが問題である．(P3)
に関してはこれが成り立つような代数的トーラスをとるということで解決する．
一般にTを体 k上定義された代数的トーラスとし，kのガロア拡大体Kで分解す

るとする．すなわち，T × K � Gdim T
m,K . このとき，Tの指標加群 T̂ = HomK-gr(T ×k

K,Gm,K)は，階数 dim Tの自由Z加群でG = Gal(K/k)が作用する．Tの自己同種
写像 λを見つけたければ，その双対である T̂のG自己準同型でその余核が有限に
なるものを見つければよい．したがって，T̂を計算して，そのG自己準同型を計
算しなければならない．この部分はどのような Tをとるかに関わらず必要な計算
である．
以下ではTとして，R(1)

K/kGmをとり，[13]にしたがって，冪根の含まれない体のク
ンマー理論の定理を紹介し，(P1), (P2), (P3)をどのように示すかの概要を示そう．
整数 nに対して R(n)で nの 1以外の約数全体をあらわす．

定理 2.1. mを 1より大きい整数とし，nをmと互いに素なφ(m)の約数とする．
次数が n − 2次以下の整係数多項式

P(t) = c1 + c2t + · · · + cn−s−1tn−2 ∈ Z[t] (2.1)

と，R(n)の部分集合Rと，Rの元を添字にもつ，2つごとに互いに素な整数mr (r ∈ R)
が存在して以下の条件をみたすとする．

(i) n = lcm{r | r ∈ R};

(ii)
∏
r∈R

mr = m;

(iii) r ∈ Rなら，同型
Z[ζr]/(P(ζr)) � Z/mrZ (2.2)

が成り立つ．

(iv) r ∈ R(n)\Rなら
P(ζr) ∈ Z[ζr]× (2.3)

が成り立つ．

kを標数がmと互いに素な体で，環準同型 (2.2)が群同型

νk : Gal(k(ζm)/k) ∼→ ⟨ζr mod P(ζr) | r ∈ R⟩ (2.4)

を誘導するようなものとする．K = k(ζm)とし，T = R(1)
K/kGmとする．
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これらの条件のもとで，T の次数mの巡回自己同種写像 λで，条件 kerλ(k) =
kerλ(k)をみたすものが存在し，λに付随する完全系列

1 −−−−→ kerλ −−−−→ T λ−−−−→ T −−−−→ 1

はクンマー双対

κk : T(k)/λT(k) ∼→ Homcont(Gal(k̄/k),kerλ(k̄)). (2.5)

を誘導する．

証明の概要. 拡大 K/kはあとで具体的にその定め方をみることにして，まず一般
に K/kが巡回拡大のときに T = R(1)

K/kGm の指標加群 T̂の自己同型環を計算する．
G = Gal(k/k) = ⟨τ⟩とする．T̂ = Hom(ker ε,Z)であることが知られている．ここ
で ε : Z[G] −→ Zは augumentaion mapである．ker εの基底として τi − τi−1 (i =
1, . . . , n − 1)をとると，行列の形で計算する．[K : k] − 1次行列

S =



−1 −1 . . . . . . −1
1 0 . . . . . .

0 1 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0


で定義すると，G = Gal(K/k)として，

EndG(T̂) � Z[S]

となることがわかる．したがって，求める T̂の自己同型は (2.1)の形の多項式P(t)
を使って，Λ =P(S)とかける．Λの余核を計算すると，

CokerΛ �
⊕
r∈R(n)

Z[ζr]/(P(ζr)) (2.6)

となることがわかる．定理の条件 (iii), (iv)により，余核は⊕r∈RZ/mrZに同型であ
り，(ii) とmr たちが互いに素であることから，この群は位数mの巡回群になる．
λを Λに対応する End(T)の元とすると，λは k上定義された次数mの巡回同種
写像となり (P1)がみたされる．
ここで基礎体 kを次のように決める．標数がmと素な体 k0をとり，K0 = k0(ζm)
とおく．Gal(K0/k0) を (Z/mZ)× の部分群と同一視する．このとき，この部分群
が十分大きくなるように k0をとっておく．(2.2) の同型での ζr の像を σr とする．
σr (r ∈ R) が ⊕r∈R(Z/mrZ)× � (Z/mZ)× において生成する部分群を Hとする．
すべての rが nの約数であることに注意すると，(i)から，Hの位数は n になる．
k = KH

0 とし，K = k(ζm)とすれば，(2.4)をみたす拡大体K/kがとれたことになる．
n = [K : k]であって n | φ(m)をみたしている．
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λが (P2)をみたすことを示すために，(2.6)を使って，Λの余核を具体的に計算
する．法mでの座標がわかるので，それから λ の核の具体的な表示がえられる．
これから (P2)が成り立つ．

(P3)は次のように示される．完全系列

1 −→ kerλ −→ T λ−→ T −→ 1

のガロア・コホモロジーをとると，

T(k) λ−→ T(k) −→ H1(k,kerλ) −→ ker
(
λ : H1(k,T) −→ H1(k,T)

)
.

一方，完全系列

1 −−−−→ T −−−−→ RK/kGm
NK/k−−−−→ Gm, k −−−−→ 1

から，

RK/kGm(k)
NK/k−−−−→ Gm, k(k) −−−−→ H1(k,T) −−−−→ H1(k,RK/kGm) (完全).

Shapiroの補題とヒルベルトの定理 90から，

H1(k,RK/kGm) � H1(K,Gm,K) = 1.

標準的な同型 RK/kGm(k) � K×のもとで，

H1(k,T) � k×/NK/kK×.

右辺は [K : k]乗で消える群である．一方 m = degλ は nと互いに素だから，
H1(k,T)[λ] = 1をえる． □

補注 2.2. 条件 (2.2)から，P(ζr)の生成する単項イデアルは剰余標数が相異なる次
数 1の素イデアルの積にならなくてはいけない．特にmrおよびmは平方因子を持
たない．
補注 2.3. この定理をスキーム理論を使って述べたものが [26]にある．特に核の決
定に関しては同論文 Remark 3.5が明快な記述を与えているようである．
この定理から，同型 (2.5)が成り立つような [k(ζm) : k] = nをみたす体 k上のm
次巡回拡大が全てクンマー拡大としてえられることになる．それらは T(k)の元で
パラメータづけされていると考えると，T(k) � ker(NK/k : K× −→ k×) だから k上
の n個のパラメータ（そのパラメータには 1つの関係式がはいる）を含む多項式
で定義されることになる．これからわかるように，代数的トーラスの次元が小さ
いほど，パラメータの個数は少なくなる．その方向に議論をすすめると，相対ノ
ルムのトーラスを使った [13]になる．
いろいろな都合があって，論文 [13]にしたがって，定理を述べたが，RK/kGmを
使った [10]が一番定式化が素直で，証明も簡明である．
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3 いくつかの例
この節では定理 2.1が成立するような例をいくつかあげる．

例 3.1 (2次降下 [5, Example 6.1]). mを平方因子を持たない正の奇数とする．n = 2

とする．R(2) = R = {2}とする．P(t) =
m + 1

2
+

1 −m
2

t ∈ Z[t]とすると，P(−1) =

mであるから (2.2)は
Z[−1]/P(−1)Z � Z/mZ

となる．K = Q(ζm)とし，H = ⟨−1 mod m⟩の固定体 Q(ζm + ζ−1
m )を kととって，

T = R(1)
K/kGm とする．Tは 1次元トーラスになる．P(S) = mであるから，λは T

のm乗写像である．よってこのトーラス Tに関してクンマー双対が成立する．こ
れが小松 [15]，小川 [20]で扱われた場合である．最大実部分体上で generic巡回
多項式を簡単な形で書いた [22]もこの文脈で理解される．

1,
√

d = (ζ2
m−ζ−2

m )を基底にとって，T上のm乗写像を計算すると，本質的にチェ
エビシェフ多項式が座標に現れる．
例えばm = 3とすると，k = Qとなり，クンマー拡大を定義する多項式が (u1 :

u2) ∈ P1(Q)をパラメータとして

4x3 − 3x =
u2

1 − 3u2
2

u2
1 + 3u2

2

と求められる．（詳細については [5, Example 6.1]を見よ）．パラメータ u1,u2にQ
の元を代入すれば Q上の巡回 3次拡大が得られ，逆に任意のQ上の巡回 3次拡大
はこの形で得られる．

例 3.2 (基礎体として有理数体が取れる場合). 例 3.1のm = 3の場合以外にも，次
の場合には基礎体としてQが取れることがわかる．すべて，R = {m− 1}ととれば
よい．

P(t) m
2t + 1 5
t + 2 7

2t3 − t2 + t 11

例 3.3 (|R| ≥ 2の場合 [13, Example 4.4]). n = 6とする．R(6) ⊃ R = {3, 6}をとる．
多項式P(t) = t4 + t3 + 2t2 + 3t + 2は

P(−1) = 1, P(ζ3) = 2ζ3 + 1, P(ζ6) = 4ζ6 − 1

をみたすから，

Z[ζ3]/(2ζ3 + 1) � Z/3Z, ζ3 7→ 1,

6
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Z[ζ6]/(4ζ6 − 1) � Z/13Z, ζ6 7→ 10.

となり定理 2.1の諸条件がみたされる．kを Q(ζ39)の部分体で ζ39 7→ ζ39
10 で固定

されるものとする．計算により x4 + x3 − 11x2 + 9x + 3が kの定義多項式であるこ
とがわかる．P(t)できまる T = R(1)

Q(ζ39)/kGm の同種写像の逆像により，4次体 kを
含む体上の 39次巡回拡大がすべてえられる．

このようなクンマー拡大では，体の生成元Q = λ−1(P)へのガロア群の作用はQ
に kerλの元をかけることで得られる．これを利用すると，Qの座標を根に持つよ
うな多項式を具体的に計算することができる．詳細は [7]をみよ．

4 クンマー拡大の数論
古典的なクンマー拡大は単純な生成元をもち，そのガロア作用も 1の冪根のか
け算という形でよくわかる．このことから，特に基礎体が代数体である場合に，そ
の数論的な性質が詳しく調べられ，クンマー拡大は代数拡大体の構成において基
本的なツールになっている．これらが，われわれのクンマー理論の場合にどのよ
うに一般化されるかをみるのがこの節の目的である．

4.1 分岐の記述
kを代数体とする．クンマー拡大 k( n

√
a)/kで nまたは aをわる kの素イデアル以

外は不分岐であることはよく知られている．nが素数の場合はHeckeの理論とし
て知られる詳細な分岐理論がある（例えば [1, Theorem 10.2.9]を見よ）．
トーラスを使ったクンマー拡大の場合も，P ∈ T(k)に対応するクンマー拡大

k(λ−1(P))においては，標準的な同一視で P ∈ K× とみたときに，Pまたはmをわ
る kの素イデアルしか分岐しないことが示されている ([10, Proposition 6.3])．

Heckeの理論に対応する分岐理論は 1次元のノルムトーラスの場合に小松 [15]
で研究が行われた．一般の場合は，小野 [21]のアイディアに基づいて，局所体上
のトーラスの指標加群にフィルター付けを行い，それを使って，局所体の巡回拡
大の導手の付値を求めることができる．詳細は島倉 [23]を見ていただきたい．

4.2 Artin map

ふたたび kを代数体とする．クンマー拡大 k( n
√

a)/kのArtin写像は具体的に計算
することができる ([1, Proposition 5.4.1]).
Q上の巡回 3次拡大を 1次元のノルムトーラスからくるクンマー拡大とみて，

Artin mapを計算したのが，小松 [16]である．

7

117



4.3 Equivariant Kummer theory

k0を通常のm次のクンマー理論が成り立つ体とする．このとき k0の任意の拡大
体 kでクンマー理論が成り立つ．k/k0がガロア拡大であればGal(k/k0)が k×/(k×)m

に作用し，この作用で不変な部分空間に対応するクンマー拡大は k0上のガロア拡
大になる．これが節題の equivariant Kummer theoryである ([2, Theorem 1.26])．

k/k0をその次数がmと素なアーベル拡大にとると，Gal(k/k0)の指標で k×/(k×)m

を固有空間に分解できる．この場合に，上の定理の特別な場合が [1, Theorem 5.3.5
(1)]にのっている．この定理の一般化を使ってQ上のいろいろなmetacyclic拡大
を構成したのが [19]である．ここで群Gがmetacyclicであるとは，Gが巡回群の
巡回群による拡大になること，すなわち，ある u, v ∈Nに対して完全系列

1 −→ Cu −→ G −→ Cv −→ 1

が存在することである．上記の論文 [19]では，クンマー理論で構成した体を冪根
を含まない体に落とす際に，トレイスが使われている．これは [1, Theorem 5.3.5
(2)]を素直にならった構成だが，トレイスを使うとクンマー生成元のもつ乗法的な
情報が欠落してしまう．
そこで，トーラスを使ったクンマー理論を使ってmetacyclic拡大を構成する試

みを行ったのが [12]である．(2.5)にあらわれる，T(k)/λT(k)を上と同様にアーベ
ル群の作用で不変部分空間にわける．適用範囲が狭くなるものの，metacyclic拡
大が Kummer 拡大として得られ，しかもその部分体の情報を含んだ形で得られ
る．とくにQ上のクンマー理論が存在するm = 3, 5, 7, 11に対して，二面体群Dm

やフロベニウス群 Fm(m−1)などの群をガロア群にもつ拡大体がクンマー拡大で実現
される．日韓シンポジウムの報告集に掲載された [11]にこの方法で計算した S3ク
ンマー多項式の例がある．

4.4 代数的トーラスを楕円曲線に取り替える
代数的トーラス Tを他の代数群に取り替えることは容易に思いつくアイディア

であろう．たとえば楕円曲線に取り替えると，自己同種写像だけを考えていても，
虚数乗法を持たない場合は巡回拡大がえられない．一般の同種写像を考えて，ク
ンマー拡大を作ることは例えば [14]や [9]で行われている．[18]はその先駆的仕事
である．[14]では次のような形の単射準同型が得られている．

Ea,b(Q)/ϕ∗(E∗a,b(Q)) ↪→ Homcont(Gal(k/k),kerλ∗(Q)).

くわしい説明はしないが，Ea,b,E∗a,bはパラメータ a, bをもつ楕円曲線，λ∗, ϕ∗はあ
る同種写像である．この単射の左辺は弱モーデル・ヴェイユの定理から有限群で，
右辺の群のほんの一部の情報しかもっていない．同論文では，パラメータ a, bを動
かすことにより，右辺の群の情報を回復している．
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[18]や [9]では，楕円曲線を使った metacyclic 拡大の構成についても述べられ
ている．

5 いくつかの課題
以上の節で，現在までの研究を振り返ったので，これをふまえて，いくつか今

後の課題を述べよう．

5.1 クンマー生成元を求める
通常のクンマー拡大では， Lagrange resolvent を使って，K = k( m

√
a)となる

a ∈ k×が求められる ([1, Theorem 5.3.5 (4)])．それでは，巡回拡大K/kが巡回同種
写像 λに関するクンマー拡大であることがわかっているとき，K = k(λ−1(P))をみ
たす P ∈ T(k)を求めるにはどうすればよいか．

Artin map が一般の場合にも計算できれば，[1, Section 5.4]で説明されている
方法が使えるかもしれない．

5.2 イデアル類群の鏡映定理
イデアル類群の鏡映定理というのは Scholz によって証明された，Q(

√
d) と

Q(
√
−3d) のイデアル類群の 3-rank の関係を与える定理である ([27, Theorem

10.10]). その証明にはクンマー理論，ガロア理論，類体論が三位一体で使われる．
この場合にはQ(

√
−3)が円分体であるから，クンマー理論が使えるわけだが，こ

こで前節までで説明したクンマー理論を使ったらどうなるだろう．別の体の組で
あったり，3-rankではなく 5-rankであったりというふうに拡張できるだろうか．
[4]の拡張や簡単な証明が得られたりするだろうか．

[20]の第 4節にも同様の問題がのっている．この節にはいろいろな課題がのって
いるがどれも手付かずであろうと推測される．

5.3 代数群を取りかえる
まず，これまで研究されてきた代数的トーラス以外の代数的トーラスをとると，

クンマー理論の適用範囲は広がるだろうか．R(1)
K/kGmと RK/kGmでは適用範囲が変

わらないことが [10, Section 6]で示されている．[17]にリストのある 2次元や 3次
元の代数的トーラスに限って具体的に調べてみてもよいかもしれない．また自己
同種写像だけでなく，一般の同種写像についても調べる価値があるかもしれない．

4.4節で述べたように代数群をアーベル多様体に取りかえるのも一つのアイディ
アである．楕円曲線だけを考えていると，大きい核を持つ同種写像が得られない
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ので，高次元のものも考える必要があろう．その場合でも弱モーデル・ヴェイユの
定理があるので，なんらかの族を考える必要がある．ただし，実際に巡回多項式
を計算することなどは容易ではないであろう．
究極には可換代数群だけではなく，非可換代数群も考えてはどうだろうか．ク

ンマー双対の定式化をどうすればよいのか，私にはよくわからないが，非可換な
ガロア群をもつ拡大が，クンマー拡大として得られれば，とてもおもしろいので
はないだろうか．

6 先行研究に関する覚書
昔から，クンマー理論を冪根のない体に拡張しようとする試みはいろいろある

ようだが，それらをすべて調べ上げ，解説するのは私の手に余る．ここでは第 2節
で解説した研究に直接つながるものだけを覚書風に書いておくことにとどめる．
まずあげなければいけないのは小松 [15]である．橋本・三宅 [3]の仕事をうけ

て，最大実部分体上で簡明な形の generic巡回方程式を作った陸名 [22]の仕事を
「2次降下」クンマー理論として定式化したのがこの小松さんの仕事である．私は，
そのころ活発に研究されていた generic 多項式に関するいろいろな結果の素晴ら
しさは別にして，証明の中で使われる巧妙な式変形，華麗な変数変換に，かなり
近寄りがたい印象を受けていた．小松さんの仕事を知ったとき（それは確か立命
館大学での小規模な研究集会の時であったと記憶する），「こういう風にやる方法
もあるのか」と蒙を啓かれる思いだった．小松さん自身は巡回多項式への興味が
強かったと思うが，私は初めから体の理論としてのクンマー理論の一般化を考え
る方に興味があった．そのような意識を共有していたのが，阪大の小川さんだっ
たように思われる．残念ながら彼のこの方面の論文は [20]しかない．以上が 2002
年の出来事である．
その後，私は 2003年 10月から 2004年 7月にかけて文部科学省長期在外研究員

として，ローマに滞在した．ホストの Schoof さんのもとで非常に楽しい滞在で
あったが，その間，小松さんの仕事を高次元に拡張することを考えた．高次元の
代数群に関する知識はほとんどないに等しかったので，小野先生の [21]などを読
みながら，手探りで拡張を探った．はじめは，小松さんのやり方を踏襲して，冪
乗写像を使っていて，巡回同種写像が必要なことがすぐには気づかなかった．同
種写像を双対である指標加群に構成することができると，あとはいろいろな計算
が，自分でも驚くほど順調に進み，その結果としてできあがったのが [5]である．
帰国後 2004年の数理研の研究集会での講演の記録が [6]である．
小川さんや小松さんの定式化を群スキームの枠組みで拡張したのが，諏訪さん
の [24]で，2004年の上記の数理研の研究集会でも，その内容を講演している．そ
の後，諏訪さんは，今回紹介した定理を含めて，それらを環上に一般化した理論を
群スキームの洗練された言葉で書いたものを論文にしている ([25], [26]など)．幾
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何の達者な方には私の論文よりも諏訪さんの論文の方が読みやすいであろう．

謝辞このサマースクールで講演の機会をいただけたことに対し，世話人の皆様に
深く感謝します．2015年には完成稿ができていたにもかかわらず，諸事情からお蔵
入りになりかけていた [13]を出版するきっかけにもなったことを記しておきます．
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複比の体での有理性問題
角皆 宏

本稿では、Noether問題から派生する有理性問題の一つとして、複比の体での有理性問
題での有理性問題について紹介する。複比への置換の作用の計算法や、5次・6次の場合
の結果やそれから得られる生成的多項式、また、複比の体での有理性問題とNoether問題
との関係について触れる。

1. 有理性問題と生成的多項式

k を無限体（本稿では専ら標数 0の場合を扱う）とし、G を有限群とする。体 k 上で
群 G に関するNoether問題が肯定的であるとき、群 G に関する k 上の生成的多項式が
得られるのであった。
有理関数体 k(x) = k(x1, . . . , xn) への G の作用として、変数への置換作用と限らない

一般の作用を考えた場合の有理性問題「固定体 k(x)G は k 上有理的（純超越的）か？」
を考えた場合、これが肯定的であれば k 上の助変数付き G 多項式を得るが、一般には生
成的とは限らない。

例 1.1. 有理数体 Q 上で 8 次巡回群 G = C8 に関する有理性問題を考える。Q 上の生
成的 C8 多項式が存在しないことが知られている (Wang [W], Lenstra [Len])。従って、8
つの変数を巡環する C8 作用に関するNoether問題は、Q 上では否定的である。（勿論、
Q(ζ8) = Q(

√
−1,
√
2) 上では Noether問題は肯定的で、Q(ζ8) 上の生成的 C8 多項式は

X8− t である。）しかしながら、Q 上で固定体が有理的になるような C8 作用も知られて
いる（橋本-星-陸名 [HHR, Theorem 6.2]）：2変数有理関数体 Q(x, y) への C8 = ⟨α⟩ の作
用を

α : x 7−→ y, y 7−→ 1 + x

1− x
で定めるとき、固定体 Q(x, y)⟨α⟩ は Q 上有理的である。これより 2 助変数の Q 上の C8

多項式が得られるが、それは Q 上生成的ではない。

とは言え、置換作用と限らない一般の作用の場合でも、生成的多項式が得られることは
ある。

定理 1 (Kemper-Mattig[KM], Theorem 3). K を体、有限群Gが有理関数体K(x1, . . . , xn)
に変数の置換で作用しているとし、F が K(x1, . . . , xn)/K の G 安定な中間体で、G の
F への作用が忠実であるとする。固定体 FG が K 上純超越的であるとき、G に対する
K 上の生成的多項式が存在する。
φ1, . . . , φm ∈ FG をminimal basisとし、G 安定な有限集合M⊂ F で F = FG(M) な

るものを選んで、
f(X) :=

∏
y∈M

(X − y) ∈ FG[X]

とすると、f(X) = g(φ1, . . . , φm, X) となる g ∈ K(t1, . . . , tm)[X] があって、g はG に対
する K 上の生成的多項式である。

[KM, Theorem 7] にもあるように、これが適用できる典型例の一つは忠実線型作用の

場合である。n変数有理関数体 F = k(x1, . . . , xn) の 部分 k 線型空間 V =
n⊕
i=1

kxi 上へ

の G の忠実な線型作用が与えられているとき、V の k 上の対称テンソル代数 T (V ) =

第 27回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」報告集原稿.
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⊕
i≥0

SymiV ≃ k[x1, . . . , xn]、さらにその商体 Frac(T (V )) ≃ k(x1, . . . , xn) = F にも G が

自然に作用する。そこで、固定体 FG が k 上有理的であると、上記の定理が適用できて
生成的多項式が得られる。
本稿では、他の典型例として、複比の体への群作用を考える。

2. 複比の体

k 上の n 変数有理関数体 L = Ln := k(x1, . . . , xn) を考える。L には n 次対称群 Sn が
変数の添字の置換で作用している：σ(xi) = xσ(i). 一方、L には k 上の 2 次の射影一般線
型群 PGL(2, k) が一次分数変換で作用する：(

a b

c d

)
· xi :=

axi + b

cxi + d
(i = 1, . . . , n).

各変数について同様に作用することから、この両者の作用は可換である。従って、PGL(2, k)
の作用に関する L の固定体 K = Kn = LPGL(2,k) にもSn が作用する。n ≥ 5 のとき、こ
の作用が忠実になる（注 1参照）。そこで、Sn の部分群 G の K への作用の固定体 KG

の有理性を考えよう、というのである。これは定理 1に適合（Kが定理でのF に相当）す
るので、KG が有理的であれば、生成的 G 多項式が得られることになる。
ところで、定理 1では F が有理的であることは必要ないが、この場合は K 自身が再

び有理的であるので、有理関数体 K への一般の（非線型な）作用に関する有理性問題と
も見られる。実際、K は変数 xi たちの複比

xi − xj
xi − xl

/
xk − xj
xk − xl

で生成され、(n− 3) 変数有理関数体と同型である：

K = k

(
xi − xj
xi − xl

/
xk − xj
xk − xl

∣∣∣∣1 ≤ i, j, k, l ≤ n,全て相異なる
)

= k

(
xi − xn−2
xi − xn

/
xn−1 − xn−2
xn−1 − xn

∣∣∣∣1 ≤ i ≤ n− 3

)
.

(n− 3) 変数有理関数体と見るときの生成系の取り方は色々あるが、考えている群の作用
に合わせた取り方をすると計算がしやすい。次節で触れる。

注 1. n = 4 のときには、K への S4 の作用は忠実ではない。実際、

K = k(λ), λ :=
x1 − x2
x1 − x3

/
x4 − x2
x4 − x3

であり、λ は V4 = ⟨(1 2)(3 4), (1 3)(2 4)⟩◁S4 で固定されるので、S4 の作用はS4 −→
S4/V4 ≃ S3 を経由する。1 変数なので、Lürothの定理により固定体はすべて有理的であ
る。この S3 作用による λ の軌道は、

OrbS3(λ) =

{
λ, 1− λ, 1

λ
,

1

1− λ
,

λ

λ− 1
,
λ− 1

λ

}
である。尚、このとき、A4 の作用は、A4 −→ A4/V4 ≃ A3 = C3 を経由し、その軌道は

OrbC3(λ) =

{
λ,

1

1− λ
,
λ− 1

λ

}
で、この C3 作用から得られる多項式∏

w∈OrbC3
(λ)

(X − w) = X3 − tX2 + (t− 3)X + 1

（ここに、t =
1− 3λ+ λ3

λ(1− λ)
）は Shanksの巡回 3次多項式 [S]に他ならない。
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3. 複比の体への置換群の作用の計算

n変数の複比の体 K = Kn は、(n− 3)個の代数的独立な複比で生成される有理関数体
で、例えば生成元として次の yi (i = 1, . . . , n− 3) が取れる：

yi :=
xi − xn−2
xi − xn

/
xn−1 − xn−2
xn−1 − xn

この yi たちへの σ ∈ Sn の作用を計算したい。勿論

σ(yi) =
xσ(i) − xσ(n−2)
xσ(i) − xσ(n)

/
xσ(n−1) − xσ(n−2)
xσ(n−1) − xσ(n)

∈ K = k(y1, . . . , yn−3)

であるから、σ(yi) を y1, . . . , yn−3 で表わすべく、これらの関係式から x1, . . . , xn を消去
すればよいのであるが、幾何的な背景を考えて、より簡明に計算する方法がある。
複比の体 K = LPGL(2,k) は (P1)n ∖ ∆ 上の PGL(2, k) 不変な有理関数体であり、従っ

て、M0,n = ((P1)n∖∆)/PGL(2) の k 上の関数体であった。点 (x1, . . . , xn) ∈ (P1)n∖∆
の PGL(2) 作用による同値類を [x1, . . . , xn] = (x1, . . . , xn) mod PGL(2) と書くとき、複
比 yi は次で定まる関数と見ることができる：点 P = [x1, . . . , xn] ∈ M0,n に対し、P =
(∗, . . . , ∗, 0, 1,∞) mod PGL(2) の形の代表元が唯一に定まるので、その第 i 成分への射影
を yi とする。即ち、P = [x1, . . . , xn] = [y1, . . . , yn−3, 0, 1,∞] により定まる。

yi : M0,n = ((P1)n ∖∆)/PGL(2)
∼−→ (P1 ∖ {0, 1,∞})n−3 ∖∆

pri−→ P1

[x1, . . . , xn] = [y1, . . . , yn−3, 0, 1,∞] 7−→ (y1, . . . , yn−3) 7−→ yi

さて、σ ∈ Sn の xi への置換作用 σ(xi) = xσ(i) は、xi を (P1)n ∖ ∆ 上の座標関数
xi : (P

1)n∖∆
pri−→ P1と見做すとき、σ(xi) = xi◦σ−1と書ける。ここに、Snは (P1)n∖∆に

成分の入れ替えで（左から）作用するものとする。（非可換群の作用を扱いたいので、作用の
右左には充分注意を払う必要がある。）従って、P = [x1, . . . , xn] = [y1, . . . , yn−3, 0, 1,∞]に
対し、σ−1(P ) = [xσ(1), . . . , xσ(n)] = [yσ(1), . . . , yσ(n)]（ここに、yn−2 = 0, yn−1 = 1, yn =∞
とおいた）を [∗, . . . , ∗, 0, 1,∞]の形に再正規化した際の第 i成分として σ(yi)が得られる：

σ−1(P ) = [xσ(1), . . . , xσ(n)] = [σ(y1), . . . , σ(yn−3), 0, 1,∞]

例 3.1. n = 5 として、P = [x1, x2, x3, x4, x5] = [y1, y2, 0, 1,∞] により y1, y2 を定める。

正規化の際の一次分数変換は ξ 7−→ ξ − x3
ξ − x5

/
x4 − x3
x4 − x5

であるので、

y1 =
x1 − x3
x1 − x5

/
x4 − x3
x4 − x5

, y2 =
x2 − x3
x2 − x5

/
x4 − x3
x4 − x5

であり、これが複比の体 F の生成元である：F = k(y1, y2). 5次巡換 α = (1 2 3 4 5) ∈ S5

の作用は次のようにして求められる：

α−1(P ) = [y2, 0, 1,∞, y1] =
[
y2 − 1

y2 − y1
,
1

y1
, 0, 1,∞

]
（ここに正規化は ξ 7−→ ξ − 1

ξ − y1
による）であるから、

α(y1) =
y2 − 1

y2 − y1
, α(y2) =

1

y1
.

例 3.2. n ≥ 5 に対し、

P = [x1, . . . , xn] = [0, y1 · · · yn−3, y1 · · · yn−2, . . . , y1y2, y1, 1,∞]

により定まる y1, . . . , yn−3 を取ることもしばしばある。これは幾何的には、M0,n の標準
的な接基点に対応するものと捉えられる（例えば伊原 [Ih], 角皆 [T1]など）。変換 ξ 7−→
(y1 · · · yi−1)−1ξ により再正規化すると、P = [0, . . . , yi, 1, . . . ,∞] となるので、

yi =
xn−1−i − x1
xn−1−i − xn

/
xn−i − x1
xn−i − xn
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であり、F = k(y1, y1y2, . . . , y1 · · · yn−3) = k(y1, · · · , yn−3) であるので、これも複比の体 F
の生成系になる。例えば、n = 5 のとき、α = (1 2 3 4 5) ∈ S5 の作用は次のようにして
求められる：

α−1(P ) = α−1([0, y1y2, y1, 1,∞]) = [y1y2, y1, 1,∞, 0] = [0, 1− y2, 1− y1y2, 1,∞]

（ここに正規化は ξ 7−→ ξ − y1y2
ξ

による）であるから、

α(y1) = 1− y1y2 , α(y2) =
1− y2
1− y1y2

.

となる。

次節・次々節では、橋本-角皆 [HT1, HT2]の結果を中心に、Q 上で n = 5, 6 の場合の
複比の体に関する固定体の有理性問題の結果を紹介する。多くの場合は、具体的な計算に
より固定体の生成系を得ることによって、肯定的な結果を得ている。群によって計算や得
られる多項式が簡潔になるものとそうでもないものとがある。簡潔な多項式は代数的整数
論などへの応用も大きいので、本稿では簡潔になる場合（つまり凄くうまく行っている場
合）を中心に紹介する。

4. 複比の体の有理性問題：5 次の場合

5 次対称群 S5 の可移部分群の共役類は次の表に挙げる 5 個である (cf. [B-MK, HT1])。

[B-MK] 位数 偶奇 構造 生成元

5T1 5 + C5 ≃ Z/5Z α

5T2 10 + D5 ≃ {±1}⋉Z/5Z α, β

5T3 20 F20 ≃ (Z/5Z)× ⋉Z/5Z α, γ

5T4 60 + A5 D5, ω

5T5 120 S5 A5, δ

α = (12345), β = (13)(45), γ = (1534), ω = (154), δ = (14)

先に述べたように、複比の体 K := K5 = Q(x1, . . . , x5)
PGL(2,Q) の生成元の取り方は色々

あるが、ここでは、前節の例3.2で挙げた取り方を採用して（更に簡単のためy1 = x, y2 = y
とおいて）、P = [x1, . . . , x5] = [0, xy, x, 1,∞] = [0, y, 1, x−1,∞] ∈M0,5 によって定まる

x =
x3 − x1
x3 − x5

/
x4 − x1
x4 − x5

, y =
x2 − x1
x2 − x5

/
x3 − x1
x3 − x5

を選ぶことにする。（後で消去する変数になるので、他の取り方でも、得られる多項式に
変わりはない。）

4.1. 5次二面体群 D5・5次巡回群 C5・Frobenius群 F20. α = (12345), β = (13)(45) ∈ S5

で生成される 5次二面体群 D5 = ⟨α, β⟩ による固定体を考えよう1。
生成元 α = (12345), β = (13)(45) の x, y への作用は次で与えられる：

α :


x 7−→ 1− xy

y 7−→ 1− y
1− xy

,
β :


x 7−→ x

y 7−→ 1− y
1− xy

.

1群を表わす D5 などの記号は、抽象群としての同型類や置換群としての共役類を表わすこともあるが、
ここでは以下、上記の元で生成される置換群そのものを表わすものとする。

4

128



α の作用による x の軌道 S1 = OrbC5(x) は、w0 := x,wi := αi(w0)（添字は i ∈ Z/5Z
とみる）とおくと、

S1 = {wi|i ∈ Z/5Z} =
{
x, 1− xy, y, 1− y

1− xy
,
1− x
1− xy

}
である。
S1 の元を根とする多項式

f(X) :=
∏
u∈S1

(X − u) =: X5 + c4X
4 + c3X

3 + c2X
2 + c1X + c0

を作ると、f ∈ KC5 [X] となるので、各係数 ci は C5 不変であり、Q(c) := Q(c0, . . . , c4)
とおくと、Q(c) ⊂ KC5 となることまではすぐわかる。そこで、

(1) Q(c) = KC5 であるか。
(2) もしそうなら、Q(c)が Q上有理的であるか。即ち、Q(c) = Q(a, b)となる a, b ∈

KC5 が存在するか。
(3) もしそうなら、f の各係数 ci を a, b で書き表すことにより得られる f(X) ∈

KC5 [X] = Q(a, b)[X] は、2 助変数の Q 上の生成的 C5 多項式である。

の手順で考察を進めて、うまくいくと生成的 C5 多項式が得られるであろう。
しかしながら、今の場合にはそうならない。実は、S1 は α だけでなく β の作用でも安

定であり、xの D5 軌道になっている：S1 = OrbD5(x)。（実際、α(wi) = wi+1, β(wi) = w−i
となっていて、まさに D5 の置換作用を実現している。）従って、f ∈ KD5 [X] であり、
ci ∈ KD5 ⊊ KC5 となっている。そこで、目標を C5 から D5 に切り替えて、

(1) Q(c) = KD5 であるか。
(2) もしそうなら、Q(c)が Q上有理的であるか。即ち、Q(c) = Q(a, b)となる a, b ∈

KD5 が存在するか。
(3) もしそうなら、f の各係数 ci を a, b で書き表すことにより得られる f(X) ∈

KD5 [X] = Q(a, b)[X] は、2 助変数の Q 上の生成的 D5 多項式である。

の手順で考察を進めることにする。うまくいくと生成的 D5 多項式が得られる。
まず、Q(c) ⊂ KD5 は構成から既に言えていた。逆向きの包含もStabAut(Q(x,y)/Q)(S1) =
{σ ∈ Aut(Q(x, y)/Q)|σ(S1) = S1} = D5 から従うので Q(c) = KD5 がわかるが、実質的
には、これは次のような考察で [F : Q(c)] ≤ #D5 = 10 を示すのと同等である。まず、x
は Q(c) 上の 5 次多項式 f の根なので、[Q(c, x) : Q(c)] ≤ 5 である。次に、∏

u∈S

u =
xy(1− x)(1− y)

1− xy
= −c0

より、y が Q(c, x) 上 2 次の関係式を満たすため、[Q(c, x, y) : Q(c, x)] ≤ 2 となり、併
せて、

[F : Q(c)] = [Q(c, x, y) : Q(c)] = [Q(c, x, y) : Q(c, x)][Q(c, x) : Q(c)] ≤ 2 · 5 = 10

が言えて、Q(c) = KD5 が判明した。同時に、f が KD5 上既約であることもわかる。
KD5 の有理性を見るためには、c0, . . . , c4 の間の関係式を調べる必要がある。各 ci は

x, y で書けているので、それらから x, y を消去すれば良い。ここはなにがしかの計算代
数ソフトウェアの力を借りよう。すると、

c2 = c20 − c0 − 1− 2c1, c3 = c1 − c0 + 3, c4 = c0 − 3

が得られる。そこで c0 = a, c1 = b とおけば2、KD5 = Q(a, b) であると同時に、Q 上の 2
助変数生成的 D5 多項式

fD5(a, b;X) = X5 + (a− 3)X4 + (b− a+ 3)X3 + (a2 − a− 1− 2b)X2 + bX + a

2とするのは自然に見えるが、c0 = −a として、根のノルムが a になる方が良かったような気もする。
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が得られた。これは Brumer[B], 橋本 [H]が得た多項式の再構成である。尚、判別式は
D(fD5) = a2D1(a, b)

2、ここに

D1(a, b) =

− 4b3 + (a2 − 30a+ 1)b2 + 2a(12a2 − 17a− 7)b− a(4a4 − 4a3 − 40a2 + 91a− 4)

である。

注 2. S1 の元 wi たちの間には、wi−1wi+1 = 1 − wi という注目すべき関係式があり、
これが S1 を特徴づけている。実際、Z を添字とする（両側に延びた）数列 w = (xi)i∈Z
が関係式 wi−1wi+1 = 1−wi を満たすとき、w は周期 5 の数列となり、添字を Z/5Z と
考えたとき、上記の関係式を保つ 5 元の置換全体は 5 次二面体群 D5 をなすことがわか
る (Kihel[Ki])。この関係式をうまく用いると、ci たちの間の上記の関係式は、手計算程
度でも得られる。

さて、C5 固定体 KC5 や C5 多項式が得たいならば、ある元 v ∈ Q(x, y)の C5 軌道で、β
で不変でないものを考える必要がある。例えば上で使った wi たちを用いて v := w1−w0 =
1− x− xy とすれば、その C5 軌道 S2 = OrbC5(v) については、β(S2) = {−u|u ∈ S2} と
なるので、同様に S2 の元を根とする多項式

f(X) :=
∏
u∈S2

(X − u) =: X5 + c4X
4 + c3X

3 + c2X
2 + c1X + c0

（但し、c4 = 0）を作って、Q(c) := Q(c0, . . . , c3) とおくと、Q(c) = KC5 となって C5 多
項式が得られないだろうか。
まず、f ∈ KC5 [X] であり、Q(c) = KC5 もわかるが、c0, . . . , c3 の間の関係式が容易に

は見つからない。実際、

c := −c0 =
∏

i∈Z/5Z

αi(v) =
∏

i∈Z/5Z

(wi+1 − wi)

について、α(c) = c, β(c) = −cなので、c ∈ KC5∖KD5 かつ c2 ∈ KD5、従って、KD5(c) =
Q(a, b, c) = KC5 となる。c2 ∈ KD5 = Q(a, b) を実際に a, b で表わすと、

c2 = D1(a, b)

である。これが表わす曲面は有理楕円曲面で、特異点解消により実際に KC5 の有理生成
系が得られ、これより Q 上 2助変数の生成的 C5多項式も得られる。それは [HT1]にあ
るように非常に複雑な形であり、代数的整数論への応用は困難なようだが、Kummer理論
との関連付けなどが試みられてはいる（[KRY]）。
次に D5 から更に 2 次進めて F20 の固定体に進むには、γ = (1534) の作用を考えるこ

とになる。F20 ▷D5 なので、γ の作用で KD5 = Q(a, b) は安定であり、γ の x, y への作
用が x, y で書けるだけでなく、a, b への作用も a, b で書ける：

γ :


x 7−→ x

x− 1

y 7−→ x− 1

x(1− y)
,


a 7−→ −1

a

b 7−→ 5a+ b

a2
.

そこで、A := a+ γ(a) = a− 1

a
,B := b+ γ(b) =

b+ 5a+ a2b

a2
とおくと、A,B ∈ KF20 で、

KD5 = Q(a, b) = Q(a,B) と [Q(a,B) : Q(A,B)] = 2 から、KF20 = Q(A,B) が従う。ま

た、x は γ2 = β で不変であるから、u0 := x+ γ(x) =
x2

x− 1
が γ 不変となり、その F20

軌道

S3 := OrbF20(u0) = Orb⟨α⟩(u0)

=

{
x2

x− 1
,−(1− xy)2

xy
,
y2

y − 1
,− (1− y)2

y(1− x)(1− xy)
,− (1− x)2

x(1− y)(1− xy)

}
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を根とする多項式

f(X) :=
∏
u∈S3

(X − u) =: X5 + c4X
4 + c3X

3 + c2X
2 + c1X + c0

の各係数 ci ∈ KF20 を A,B で表わすことによって、Q 上 2 助変数の生成的 F20 多項式

fF20(A,B;X) = X5 − (A− 6)X4 − (3A−B − 8)X3 − (A2 − A− 3B + 5)X2

−
(
2A− 2− B2 − 5AB − 25

A2 + 4

)
X − 1

が得られる。これは（若干の変数変換の下に）Lecacheux[Lec]が楕円曲線の 5等分点を用
いて構成した F20 多項式

fLec(s, t;X) = X5 +

(
t2(s2 + 4)− 2s− 17

4

)
X4 +

(
(3t+ 1)(s2 + 4) +

13s

2
+ 1

)
X3

−
(
t(s2 + 4) +

11s

2
− 8

)
X2 + (s− 6)X + 1

の再構成となっている。

4.2. 5次交代群 A5・5次対称群 S5. 5次交代群 A5 は、ガロア群の理論にとって歴史的に
も重要な対象である。位数最小の非可換単純群であり、是非とも挑戦してみたい。
ω = (154) とすると、A5 = ⟨D5, ω⟩ となる。また、ω の F への作用は次のようになる：

ω :


x 7−→ 1

1− x

y 7−→ 1− x
1− xy

.

A5 内での x の固定群はKleinの四元群 V4 = ⟨(1 3)(4 5), (1 4)(3 5)⟩ であり、OrbA5(x)
は 15個の元からなる。ω は V4 を正規化し、⟨ω⟩⋉ V4 = StabA5(2) ≃ A4 である。そこで、

v0 := x+ ω(x) + ω2(x) =
1− 3x+ x3

x(x− 1)
とすると、StabA5(v0) = ⟨ω⟩⋉ V4 で、v0 の A5 軌

道 S4 := OrbA5(v0) への A5 の作用が自然な置換作用を実現する。実際、

S4 = Orb⟨α⟩(v0)

=

{
1− 3x+ x3

x(x− 1)
,
1− 3x2y2 + x3y3

xy(1− xy)
,
1− 3y + y3

y(y − 1)
,

1− 3xy − 3y2 + 6xy2 + y3 − 3x2y3 + x3y3

y(1− x)(1− y)(1− xy)
,

1− 3xy − 3x2 + 6x2y + x3 − 3x3y2 + x3y3

x(1− x)(1− y)(1− xy)

}
であり、S4 の元を根とする 5 次多項式

f(X) :=
∏
u∈S4

(X − u) =: X5 + c4X
4 + c3X

3 + c2X
2 + c1X + c0

を作ると、前節のような目論見がうまくいく。
ū := c4 =

a2 − 10a+ 1− b
a

v̄ := c2 =
(2a5 + 18a4 − 140a3 + 13a2 − 2a)− (4a3 + 20a2 + 6a)b− (a2 + 1)b2

a3
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とおく3 と、KA5 = Q(ū, v̄) であることがわかり、Q 上の 2助変数生成的 A5 多項式

fA5(ū, v̄;X) = X5 + ūX4 + (−6ū− 10)X3 + v̄X2

+ (−ū2 + 12ū+ 25− 3v̄)X + (ū3 + 24ū2 + 27ū− 24 + 9v̄)

を得る。判別式は D(fA5) = D̄2(ū, v̄)
2、ここに

D̄2(ū, v̄) := (24000− 109600ū− 54720ū2 + 91032ū3 + 68280ū4 + 13624ū5 + 840ū6 + 16ū7)

+ (−28400 + 36240ū+ 44284ū2 + 9240ū3 + 332ū4)v̄

+ (6480 + 1386ū− 90ū2 − 4ū3)v̄2 − 27v̄3

である。但し、これは係数が若干大きい。次の段階である 5 次対称群 S5 の作用も考慮
すると、以下の変数変換を施した表示にも想到する。

5 次対称群 S5 の作用を考えるには、任意の互換、例えば δ = (14) の作用を考えれば
良い。S5 ▷ A5 なので、δ の ū, v̄ への作用も ū, v̄ で書ける：

δ :


x 7−→ 1− x

y 7−→ 1− xy
1− x

,

{
ū 7−→ −ū− 15

v̄ 7−→ −v̄ − 180 .

そこで、u := ū+ 8, v := −(v̄ + 90)− 12(1− 2u) = −v̄ + 24ū− 102 とすれば、{
u 7−→ 1− u
v 7−→ −v

であり、この方が S5 の作用が簡明なのは明白である。fA5 を u, v で表したものを次小
節で用いるために改めて fA5

5 と書くと、

fA5
5 (u, v;X) = X5 − (8− u)X4 + (38− 6u)X3 − (v − 24u+ 102)X2

+ (3v − u2 − 44u+ 171)X − (9v − u3 − 51u+ 134)

と係数は余り簡明にならないが、判別式は D(fA5
5 ) = D2(u, v)

2、ここに

D2(u, v) = (16u7 − 56u6 + 472u5 − 1040u4 + 216u3 + 688u2 + 5000u− 2648)

+ (−140u4 + 280u3 − 916u2 + 776u+ 596)v

+ (−4u3 + 6u2 + 114u− 58)v2 + 27v3

とやや係数が小さくなっている。
U := uδ(u) = u(1 − u), V :=

v

u− δ(u)
=

v

2u− 1
とすれば、S5 固定体は、KS5 =

Q(u, v)⟨δ⟩ = Q(U, V ) となり有理的である。S5 多項式も得られるが、特筆すべきでもあ
るまい。

4.3. 5次交代群 A5 再び. 前小節で得た 5次の A5 多項式

fA5
5 (u, v;X) = X5 − (8− u)X4 + (38− 6u)X3 − (v − 24u+ 102)X2

+ (−u2 − 44u+ 171 + 3v)X + (u3 + 51u− 134− 9v)

は、その構成から A5が5根の置換として自然に作用するので、A5拡大K = Q(x, y)/KA5 =
Q(u, v) において、1根の固定体たる根体はA5 の部分群 A4 の固定体 KA4 である。この
A4 が A5 の極大部分群であることに注目して、A5 の他の極大部分群の固定体やそれを根
体とする多項式を得ることを考えよう。KA5 = Q(u, v) 上の分解体 K = Q(x, y) を共有
するので、こうして得られた多項式も生成的 A5 多項式になるはずである。以下、[T2]で
の結果を紹介する。

A5 の極大部分群の共役類は、A4, D5, (S3 ×S2) ∩ A5 ≃ S3 の 3種である。

3[HT1]では u, vとしているが、本稿では後で別の助変数に取替えてそちらを u, v としたい。
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極大部分群 群指数 固定するもの

A4 5 1 点

D5 6 数珠順列

(S3 ×S2) ∩ A5 ≃ S3 10 2 点の非順序対

A5 の極大部分群の共役類

複比の体 K = Q(x, y) のD5 固定体 Q(x, y)D5 = Q(a, b) の生成元 a, b と、A5 固定体
Q(x, y)A5 = Q(u, v) の生成元 u, v との間の関係は、前小節で得られた結果より次のよう
になる：

u =
a2 − 2a+ 1− b

a
,

v =
(−2a5 + 6a4 − 10a3 + 11a2 + 2a) + (4a3 − 4a2 + 6a)b− (a2 + 1)b2

a3
.

D5 は A5 の極大部分群なので、Q(u, v) と Q(a, b) との間に中間体はなく、また、a は
A5 不変でないので、Q(a, b) = Q(u, v)(a) となる。上式から b を消去して a の Q(u, v)
上の最小多項式を求めれば、Q(x, y)D5 を根体とする 6 次の生成的 A5 多項式

fA5
6 (u, v;X) = X6 − 2(u+ 1)X5 + (u2 + 1)X4 − vX3 + (u2 − 2u+ 2)X2 − 2(u− 2)X + 1

を得る。
この多項式には顕著な性質が幾つかある：
まず、fA5

6 (X) ∈ Z[u, v][X] である上、係数が小さく、特に v が中間次数 3 次の係数に
単独で現れるのみなので、他の係数と無関係に 3 次の係数が自由に動かせる。これは珍
しい。
次に、判別式は D(fA5

6 ) = D(fA5
5 ) = D2(u, v)

2 で余計な因子が現れない。一般に、5 次
多項式に対して、その 6 次分解式を作ると分解体を共有するが、判別式に余計な因子が
現れ、係数も大きくなってしまうのが普通である。
さらに、fA5

6 は Q上生成的 A5-多項式で、係数・判別式が小さいのみならず、fA5
6 (X) ∈

Z[u, v][X] で、かつ定数項が 1 である。このことから u, v ∈ Z に特殊化することにより、
すべての根が単数である Q 上の A5-多項式が得られる。明示的な単数を持った代数体は、
代数的整数論の顕著な例を提供する（[T∗]参照）。

注 3. Brumer の D5 多項式と呼ばれている

fD5(a, b;X) = X5 + (a− 3)X4 + (b− a+ 3)X3 + (a2 − a− 1− 2b)X2 + bX + a

は、実はもっと大きな 6 次の A5 多項式族

H(a, b, c;X) = X6 − (4 + 2b+ 3c)X5 + (2 + 2b+ b2 − ac)X4

− (6 + 4a+ 6b− 2b2 + 5c+ 2ac)X3

+ (1 + b2 − ac)X2 + (2− 2b)X + (1 + c)

が D5 に退化した場合である [B, AK, H]。A5 は H(a, b, c;X)の 6根に 6次可移置換群 6T12
（次節参照）として作用し、この作用の 1点固定群が D5 である。c = −1 とすると、

H(a, b,−1;X) = X(X5 − (1 + 2b)X4 + (2 + 2b+ b2 + a)X3

− (1 + 2a+ 6b− 2b2)X2 + (1 + b2 + a)X + (2− 2b))

で、X = 0 が根となり、Galois群で固定されるので、残りの 5次の因子が D5 多項式を与
える。係数を変換すれば、

fD5(a, b;X) =
1

X
H

(
−2 + a− a2

4
+ b, 1− a

2
,−1;X

)
9
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であることが確かめられる。一方、

fA5
6 (u, v;X) = H

(
v + 2u2 − 10u+ 2

4
, u− 1, 0;X

)
であることも直接確かめられるので、H(a, b, c;X) が生成的であることがわかる。

もう一つの極大部分群 (S3 ×S2) ∩ A5 ≃ S3 についても、固定体 KS3 が Q 上有理的
であることがわかり、その一つの生成元の KA5 = Q(u, v) 上の最小多項式として、次の
10 次の Q 上生成的 A5 多項式が得られるが、流石に大きく、判別式にも余計な因子が現
れる：

fA5
10 (X) = X10 + (4u− 2)X9 + (6u2 − 6u+ 19)X8 + (4u3 − 6u2 + 38u+ 2v − 18)X7

+ (u4 − 2u3 + 21u2 + 4uv − 20u− 2v + 29)X6

+ (8u3 + 2u2v − 12u2 − 2uv − 4u− 9v + 4)X5

+ (2u4 − 4u3 − 40u2 + 42u+ v2 − 10)X4

+ (−12u3 + 2u2v + 18u2 − 2uv + 30u+ 2v − 18)X3

+ (u4 − 2u3 + 9u2 − 4uv − 8u+ 2v − 4)X2 + (−4u+ v + 2)X + 1 .

応用も困難かと思われるので詳細は略。

5. 複比の体の有理性問題：6 次の場合

6 次対称群 S5 の可移部分群の共役類は次の表に挙げる 16 個である。

[B-MK] 位数 偶奇 非原始性 構造 生成元 解決

6T1 6 ☆ C6 α ○

6T2 6 ☆ S3(6) α2, β ○

6T3 12 ☆ D6 α, β ○

6T4 12 + ○ A4 α2, τ1, τ2 ○

6T5 18 △ S3×C3 6T2, γ1 ○

6T6 24 ○ A4×C2 6T4, θ ○

6T7 24 + ○ S4
(+)

6T4, βθ ○

6T8 24 ○ S4
(−)

6T4, β ○

6T9 36 △ V4 ⋉ (C3×C3) 6T3, γ1 ○

6T10 36 + △ C4 ⋉ (C3×C3) α2, αβ, γ1, δ ○

6T11 48 ○ S4×C2 6T4, β, θ ○

6T12 60 + A5(6) 6T4, φ ？

6T13 72 △ D4 ⋉ (C3×C3) 6T9, δ ○

6T14 120 S5(6) 6T8, φ ○

6T15 360 + A6 6T7, φ ？

6T16 720 S6 6T15, β ○

非原始性の欄は、○：(2, 2, 2)非原始的、△：(3, 3)非原始的、☆：その両方

α = (123456), β = (14)(23)(56), θ = α3 = (14)(25)(36),

γ1 = (135), γ2 = (246), δ = (14)(2563),

τ1 = (14)(25), τ2 = (14)(36), φ = (15243).
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橋本-角皆 [HT2]では、6T12 = A5, 6T15 = A6 の 2 種を除いて、複比の体の固定体が有
理的であることを示した。
n = 5 のときと異なり、n = 6 だと 6 = 2× 3 であることから、可移部分群に (3, 3) お

よび (2, 2, 2) の非原始性を持つものがある。実際、n = 6 の場合には、可移部分群が原始
的であることと非可解であることが同値になっている。ここでは、それぞれの非原始性を
持つ中で極大な可移部分群について、複比の体の固定体を決定し、その有理性を示す。こ
れより 6 次の生成的多項式が得られるが、Galois閉包が所望のGalois群である 6次体は、
2次拡大と 3次拡大との積み重ねで得られるので、本節では生成的多項式の明示的な構成
には拘らないことにする。

5.1. 6次二面体群 D6. (3, 3) と (2, 2, 2) との両方の非原始性を持つ極大な部分群は、6次
二面体群 D6 = ⟨α, β⟩ = 6T3 （ここに、α = (123456), β = (14)(23)(56)）であり、分割
{1, 3, 5} ⊔ {2, 4, 6} および {1, 4} ⊔ {2, 5} ⊔ {3, 6} を保つ。簡明な計算のためには、複比
の体の生成元を選ぶときに、この対称性を反映した取り方にしておくと都合が良い。そ
こで、

[x1, x2, x3, x4, x5, x6]

=

[
0, a, 1,

1

1− b
,∞, c− 1

c

]
=

[
∞, a− 1

a
, 0, b, 1,

1

1− c

]
=

[
1,

1

1− a
,∞, b− 1

b
, 0, c

]
.

によって、a, b, c ∈ K := K6 を定めることにする。K = Q

(
a,

1

1− b
,
c− 1

c

)
= Q(a, b, c)

である。a, b, c を x1, . . . , x6 で表わすと、

a =
x2 − x1
x2 − x5

/
x3 − x1
x3 − x5

, b =
x4 − x3
x4 − x1

/
x5 − x3
x5 − x1

, c =
x6 − x5
x6 − x3

/
x1 − x5
x1 − x3

となる。6 次巡換 α = (123456) の作用は、

α−1(P ) = [x2, x3, x4, x5, x6, x1] =

[
a, 1,

1

1− b
,∞, c− 1

c
, 0

]
=

[
0,

(1− a)(1− b+ bc)

1− a+ ab
, 1,

1− b+ bc

c(1− a+ ab)
,∞, −a(1− b+ bc)

(1− c)(1− a+ ab)

]
（ここで、再正規化は

ξ 7→ ξ − a
ξ − c−1

c

/
1

1−b − a
1

1−b −
c−1
c

=
(1− b+ bc)(ξ − a)

(1− a+ ab)(1− c+ cξ)

で行なう）であることから、

α :



a 7→ (1− a)(1− b+ bc)

1− a+ ab

b 7→ (1− b)(1− c+ ca)

1− b+ bc

c 7→ (1− c)(1− a+ ab)

1− c+ ca

となる。また、β = (14)(23)(56) についても同様に、

β :



a 7→ b(1− c+ ca)

1− a+ ab

b 7→ a(1− b+ bc)

1− c+ ca

c 7→ c(1− a+ ab)

1− b+ bc
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である。α2 = (135)(246) および αβ = (15)(24) の作用は特に簡潔になる：

α2 :


a 7→ b

b 7→ c

c 7→ a ,

αβ :


a 7→ 1− b
b 7→ 1− a
c 7→ 1− c .

ここで、
x := a(1− b), y := b(1− c), z := c(1− a), p := abc

とおこう。x, y, z はそれぞれ正規化

[0, x, ∗, 1,∞, ∗] , [∞, ∗, 0, y, ∗, 1] , [∗, 1,∞, ∗, 0, z]
により定まり、p は p2 + (x + y + z − 1)p + xyz = 0 を満たす。Q(x, y, z) はD6 の中心
Z(D6) = ⟨α3⟩ の固定体で、K = Q(x, y, z)(p) となる。Q(x, y, z) への D6/Z(D6) ≃ S3

の作用は、ちょうど x, y, z への置換

α :


x 7→ z

y 7→ x

z 7→ y

p 7→ (1− a)(1− b)(1− c) = 1− (x+ y + z)− p ,

β :


x 7→ y

y 7→ x

z 7→ z

p 7→ p

になるので、x, y, z の基本対称式を s := x+ y+ z, t := xy+ yz + zx, u := xyz とおけば、
KD6 = Q(s, t, u) となる。

6T2 = ⟨α2, β⟩ ≃ S3 は、6元集合 {x1, . . . , x6}への S3 の正則置換表現である。p2−(1−
s)p+ u = 0 および α(p) ̸= p, α2(p) = p より、K6T2 = K6T3(p) = Q(s, t, u, p) = Q(t, u, p)
となり、6T2 の固定体 K6T2 も有理的である。

5.2. (3, 3)非原始可移群. 分割 {1, 3, 5} ⊔ {2, 4, 6} を保つ (3, 3) 非原始性を持つ極大な部
分群は、6T13 = ⟨6T3, γ1, δ⟩ ≃ D4 ⋉ (C3 × C3) （ここに、γ1 = (135), δ = (14)(2563)）で
ある。

6T13 の指数 2 の部分群 6T9 = ⟨6T3, γ1⟩ ≃ V4 ⋉ (C3 × C3) は 6T2 を正規部分群として
含み、6T9/6T2 ≃ ⟨γ2, α3⟩ ≃ S3 である。K6T2 = Q(s, t, u, p) = Q(t, u, p) への γ2, α3 の作
用は、

γ2 :



s 7→ −s
p

t 7→ t

p2

u 7→ − u
p3

p 7→ − u
p2

,

θ :


s 7→ s

t 7→ t

u 7→ u

p 7→ 1− s− p = u

p

であり、さらに γ2(1− s+ t− u) = 1− s+ t− u
p2

であることから、

r1 :=
p

1− s+ t− u
, r2 := −

u

1− s+ t− u
, r3 :=

1− s− p
1− s+ t− u

とおくと、K6T2 = Q(r1, r2, r3) であり、r1, r2, r3 への作用が

γ2 :


r1 7→ r2

r2 7→ r3

r3 7→ r1 ,

θ :


r1 7→ r3

r2 7→ r2

r3 7→ r1

と置換になっている。従って、6T9 による固定体 K6T9 は、r1, r2, r3 の基本対称式

s9 := r1 + r2 + r3 , t9 := r1r2 + r3r1 + r2r3 , u9 := r1r2r3

で生成され有理的である：K6T9 = Q(s9, t9, u9) 。
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6T13 = ⟨6T9, δ⟩ については、6T13/6T9 = ⟨δ⟩ ≃ C2 の K6T9 = Q(s9, t9, u9) への作用が、

δ :


s9 7→ 1− s9
t9 7→ t9

u9 7→ −u9

となるので、s13 :=
2s9 − 1

u9
, t13 := t9, u13 := u29 とおくと、K6T13 = Q(s13, t13, u13) とな

り、有理的であることがわかる。

5.3. (2, 2, 2)非原始可移群. 分割 {1, 4} ⊔ {2, 5} ⊔ {3, 6} を保つ (2, 2, 2) 非原始性を持つ
極大な部分群は、6T11 = ⟨6T3, τ1, τ2⟩ ≃ S3 ≀ C2 = S3 ⋉ (C2)

3 ≃ S4 × C2 （ここに、
τ1 = (14)(25), τ2 = (14)(36)）である。6T11 の中心は Z(6T11) = ⟨α3⟩ ≃ C2, であり、その
固定体は前小節の Q(x, y, z)であった。6T11/Z(6T11) = ⟨α2, αβ, τ1, τ2⟩ ≃ S4 の KZ(6T11) =
Q(x, y, z) への作用を考えよう。

α2 = (1 3 5)(2 4 6) :


x 7→ y

y 7→ z

z 7→ x ,

αβ = (1 5)(2 4) :


x 7→ x

y 7→ z

z 7→ y ,

τ1 = (1 4)(2 5) :


x 7→ x

y 7→ 1− y
z 7→ 1− z ,

τ2 = (1 4)(3 6) :


x 7→ 1− x
y 7→ y

z 7→ 1− z .

このままでも簡明だが、さらに見易くするために、x′ := 2x−1, y′ := 2y−1, z′ := 2z−1
とおこう。Q(x, y, z) = Q(x′, y′, z′)である。この変数変換は次の正規化から来る：

[0, x, ∗, 1,∞, ∗] = [−1, x′, ∗, 1,∞, ∗] ,
[∞, ∗, 0, y, ∗, 1] = [∞, ∗,−1, y′, ∗, 1] ,
[∗, 1,∞, ∗, 0, z] = [∗, 1,∞, ∗,−1, z′] .

（標数 2 だと不可能なことに注意しよう。）すると、x′, y′, z′ への作用は次のようになる：

α2 :


x′ 7→ y′

y′ 7→ z′

z′ 7→ x′ ,

αβ :


x′ 7→ x′

y′ 7→ z′

z′ 7→ y′ ,

τ1 :


x′ 7→ x′

y′ 7→ −y′

z′ 7→ −z′ ,
τ2 :


x′ 7→ −x′

y′ 7→ y′

z′ 7→ −z′ .

特筆すべきことに、この作用が 6T11/Z(6T11) ≃ S4 の正八面体群としての 3次元空間への
標準的な作用に他ならない。これより、6T11 による固定体は有理的で、

s11 = x′
2
+ y′

2
+ z′

2
, t11 = x′

2
y′

2
+ y′

2
z′

2
+ z′

2
x′

2
, u11 = x′y′z′

とおけば、K6T11 = Q(x′, y′, z′)S4 = Q(s11, t11, u11) となることは古典的な結果である。

5.4. 6次対称群 S6. 現在のところ、ここまでのような直接的な計算では、6次対称群 S6

まで掘り進められてはいない。S6 固定体の有理性は、Siegelモジュラ関数体の有理性に
関する結果（例えば井草 [Ig]など）を援用して得られている。手法が異なるので詳述はし
ないが簡単に触れておく。
P = [t1, . . . , t6] ∈M0,6 に対し、X = ti で分岐する 2 次被覆 C : Y 2 =

∏6
i=1(X − ti) を

対応させ、その Jacobi多様体 JC を考えることにより、レベル 2構造付きの主偏極アーベ
ル曲面のモジュライ空間 A2[2] への射M0,6 −→ A2[2] が定まるここでM0,6 の点の順番
付けと A2[2] のレベル 2構造とが対応するので、それを忘れることにより、可換図式

M0,6 −−−→ A2[2]y y
M0,6/S6 −−−→ A2[2]/Sp(4,F2) = A2
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が得られる。ここに群同型 S6 ≃ Sp(4,F2) が現れていることにも注意しよう。こうして、
M0,6/S6 の関数体 KS6 の有理性が、Siegelモジュラ関数体の有理性に帰着されて示さ
れる。

6. 複比の体の有理性問題とNoether問題との関係

置換群 G ⊂ Sn の作用に関する、Noether問題（n変数有理関数体 L = Ln の固定体
LG の有理性）と複比の体 K = Kn の固定体 KG の有理性との間には、両方向とも自明
な含意はないが、ある条件の下で KG の有理性から LG の有理性が従うことが知られて
いる。
角皆 [T3]による部分的な結果の後、Reichsteinにより次の結果が得られている：

定理 2 (Reichstein[R]). n > 5 とする。G を n 次対称群 Sn の部分群とするとき、次
は同値：

(1) LG が KG 上純超越的
(2) LG が KG 上 unirational
(3) G の {1, . . . , n} への作用が、奇数位数の軌道を持つ

特に、n が 5 以上の奇数のとき、n 次置換群 G ⊂ Sn に関する複比の体の固定体 KG

が有理的ならば、LG も有理的、即ち、G に関するNoether問題が肯定的に解決される。

例 6.1. n = 5 のとき、5 次可移置換群 G に関する複比の体の固定体 KG は有理的で
あり、従って、5 次可移置換群 G に関するNoether問題は肯定的である。特に、G = A5

のときも含まれ、これは前田 [M]の結果の別証明となる。
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有限単純群の分類問題

田中康彦（大分大学）

1 素数 2 の役割
単純群とは、正規部分群が自明な部分群に限られる群をいう。Jordan-

Hölder の定理によれば、すべての有限群は単純群を積み重ねたような構
造をしている。有限単純群を分類するという問題は、有限群論において
基本的・中心的な位置を占めてきた。有限群が数学の対象として認識さ
れたのは、 Abel、 Galois による方程式の可解性問題にかかわる置換群
論が最初と思われる。そのころにはすでに小さい単純群として、交代群、
有限素体上の線型群などがすでに知られていた。
歴史的な歩みを正確にたどることは到底できないが、現在へと連なる有
限群論のマイルストーンとして二点だけ述べておきたい。第一は Burnside

予想およびその肯定的解決である Feit-Thompson の定理であり、第二は
有限単純群の構造が位数 2 の中心化群の構造によってほぼ決まってしま
うと主張する Brauer-Fowler の原理である。

Theorem (Burnside 予想 [14]・Feit-Thompson の定理 [16]). 奇数位数の
群は可解である。（注意：　現在では、Bender-Glauberman による証明の
簡易化 [11] も知られている。）

このように端的に述べられる予想・定理は、たいていは奥深い理論を内
包しているものである。Burnside 予想は 20 世紀初頭にまでさかのぼる。
有名な「有限群論」もそのころに出版された。置換群論の全盛期から指標
理論による表現論の発展を見ながら抽象代数学としての群論へと、時代の
流れを感じさせる（もしくは主張する）一冊であった。当時 Burnside は
位数 40,000 未満の群において予想が正しいと確認していたらしい。した
がって、漠然としながらもおおよそ正しいと信じられていたのであろう。
しかしながら予想が解決されるまでに 50 年の年月が過ぎ去った。放っ
ておいたわけではないし、日本人の多大な貢献もあったのだが、結局の

1

141



ところ天才の出現を待たざるを得なかったということであろう。Feit と
Thompson による論文は「Odd Order Paper」と呼ばれ、250 ページに
も及ぶ、長大かつ難解な論文である。その意義を以下のようにまとめて
みた。

まとめ. Burnside 予想の解決には以下の意義が認められる。

現象論 Sylow の定理とあわせて、有限単純群は位数 2 の元を含むことが
わかった。

方法論 局所解析、すなわち、局所部分群（中心化群もその一種）の構造
を調べるためのさまざまな技術的指針を示した。

将来展望 のちの位数 2 の元による特徴づけと併せ、単純群の分類問題の
解決に対して一つの方向性を示した。

有限単純群が位数 2 の元を必ず含むとわかったとはいえ、そのままで
は次の一歩が踏み出せなかったであろう。時間的には多少前後するが、そ
こに登場したのが、次の Brauer-Fowler の定理であった。

Theorem (Brauer-Fowler の定理 [10]). 有限単純群の位数は、位数 2 の
元の中心化群の位数のある関数で押さえられる。

これにより有限単純群の位数は、位数 2 の元の中心化群の位数を指定
すれば、高々有限の可能性に限られる。もちろん位数が限定されれば（乗
積表が有限とおりなので）同型類は有限個に限られてしまう。Brauer の
優れたところは、単に位数の問題では済ませず、位数 2 の元の中心化群
の構造を指定したときに、有限単純群の構造までほとんど決めてしまえ
るという可能性を、簡単な実例をもって示したことである。
次の命題は、簡単な行列の計算によって示される。

Proposition. 有限単純群 G∗ = PSL3(q)（q ≡ 3 (mod 4)）と位数 2 の
元 t = diag(−1,−1, 1) に対しては、 CG∗(t) ∼= GL2(q) が成り立つ。

Brauer はこの命題の逆を考え、位数 2 の元による特徴づけの例を与
えた。

Theorem (Brauer [12]). 有限単純群 G とその位数 2 の元 t に対して、
CG(t) ∼= GL2(q) （q ≡ 3 (mod 4)）であると仮定する。このとき、以下
のいずれかが成り立つ。
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(1) q > 3 のときは、 G ∼= PSL3(q) である。

(2) q = 3 のときは、 G ∼= PSL3(3) または G ∼= M11 である。

最初の q > 3 のときは元の命題の逆が成立している。ここでは q = 3

の場合が真の例外となる。実際線型群とは関係のなさそうな群が現れる。
これは古くから知られている Mathieu群（のうち最も小さい群）である。
これらの結果について、その意義を以下のようにまとめてみた。

まとめ. Brauer-Fowler による位数 2 の元の中心化群への着目には以下の
意義が認められる。

方法論 位数 2 の元の中心化群の位数を指定すれば、単純群の構造は有限
個に限られ、その同型類を決定する方法がありうること、その際に
想定していない単純群（もしかすると未知の単純群）が現れる可能
性もありうることを示した。

将来展望 問題を、「有限単純群の位数 2 の元の中心化群はどのような構
造をもつか調べること」、「位数 2 の元の中心化群の構造を指定し
たときに単純群を分類すること」の二点に集約し定式化した。

以上により、単純群の分類に向けての方針が定まった。これまでしばし
ば登場してきたのが「位数 2 の元」である。これを奇素数 p にして「位
数 p の元」と置き換えることはできない。さてそれではなぜ位数 2 なの
か。有限単純群においては、素数 2 は奇素数に比して特別や役割を期待
されているように見える。それで、次に素数 2 の特殊性について考えて
みたい。
ここで取り上げるのは、素数 2がみたす三つの性質

「2 = 1 + 1」、「2 は偶数」、「2 は最小の素数」

である。それぞれ簡単に見てみよう。

1.1 2 = 1 + 1

群 G の元に対して、位数が 2 であることと、逆元が自分自身に一致す
ることとは同値である。さて素数 p に対して、単位元以外の元がすべて
位数 p である p 群を考えよう。このとき以下の定理が成り立つ。
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Proposition. p を素数とする。p 群 P は単位元以外の元はすべて位数
p であるとする。もし p = 2 ならば、 P は可換群（基本可換 p 群）で
ある。

Proof . 任意の元 x, y ∈ P を取る。このとき、 x−1y−1xy = xyxy =

(xy)2 = 1 である。よって、 xy = yx となる。

奇素数 pに対しては反例がある。実際、 p 元体上の 3 次元一般線型群
GL3(p) において、対角成分がすべて 1 の上三角行列全体のつくる部分群
を考えよう。この群は位数 p3 の非可換群であり、単位元以外のすべての
元の位数が p である。
次に素数位数の自己同型をもつ群を考えよう。群 G の自己同型 a が

xa = x （x ∈ G）をみたすとき、固定点 x をもつという。単位元はつね
に固定点である。もし単位元以外に固定点をもたないならば、 a は固定
点なしに作用するという。このとき以下の定理が成り立つ。

Proposition. p を素数とする。群 G は固定点なしに作用する位数 p の
自己同型をもつとする。もし p = 2 ならば、 G は奇数位数の可換群で
ある。

Proof . 群 G の固定点なしの位数 2 の自己同型を a とする。もし G が
偶数位数とすると、 G は a 不変なシロー 2－部分群 T をもつが、 a は
T の中に単位元と異なる固定点をもってしまい矛盾が生じる。よって G

は奇数位数である。G の部分集合 S を S = { x−1xa | x ∈ G } とおく。
もし x−1xa = y−1ya ならば、 (xy−1)a = xy−1 である。a は固定点なし
なので、 x ̸= y ならば x−1xa ̸= y−1ya である。よって元の個数を比べ
て G = S となる。したがって、 a は G の各元をインバートする（逆元
にうつす）。よって、任意の x, y ∈ G に対して、 xy = (x−1)a(y−1)a =

(x−1y−1)a = ((yx)−1)a = yx が成り立つ。

奇素数 p に対しては反例がある。例えば、 4 元体上の 3 次元一般線型
群 GL3(4) において、対角成分がすべて 1 の上三角行列全体のつくる部
分群 G を考えよう。この群は位数 43 の非可換群である。4 元体の乗法
群の生成元 α により、 a = diag(α, α−1, 1) とおき、x ∈ G に対して x の
a による共役を、 xa = a−1xa と定義する。これにより、 a は G 上に位
数 3 の自己同型を引き起こす。行列の計算により a の G 上の固定点は
単位元に限ることがわかる。
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ところが奇素数の場合には Thompson の大定理があり、実際、固定
点なしの素数位数の自己同型をもつ群はべき零群であることが証明され
た（[23]）。この定理により、 Frobenius の問題（Frobenius 群における
Frobenius 核のべき零性）が解決された（[24]）。ついでに（といっては大
変失礼だが）言及すると、Thompson は 1970 年にフィールズ賞に輝いて
いるが、その主たる業績として、「奇数位数の群の可解性（[16]）」「固定
点なしの素数位数の自己同型をもつ群のべき零性（[23]）」「すべての局所
部分群が可解群である単純群の分類（[25]）」が挙げられる。

1.2 2 は偶数

置換に関して次の命題は易しい。

Proposition. p を素数とする。長さ p の巡回置換は、 p > 2 ならば偶
置換、 p = 2 ならば奇置換である。

Proof . (1, 2, . . . , p) = (1, 2)(1, 3) · · · (1, p) のように、長さ p のサイクル
は p− 1 個の互換の積で表される。

さて偶数 2k は 2 で割り切れてその商は k になる。小学校でやるよう
にこれには、「大きさが k のもの 2 個に分ける」、「大きさが 2 のもの k

個に分ける」の二通りの意味がある。それぞれの意味に応じて、素数 2

に特有の命題が知られている。

Proposition. 指数 2 の部分群は正規部分群である。

Proof . 【証明】群 G の指数 2 の部分群を H とする。このとき、 G =

H ∪ (G−H)が H に関する左かつ右剰余類分解になる。よって、H に関
する左剰余類と右剰余類は一致する。（注意：有限群でなくても成り立つ。）

Proposition. 有限群 Gは指数 2k （k は奇数）の部分群 M をもつとす
る。もし G が位数 2 の元で M のどの元とも共役でないものをもてば、
G は指数 2 の正規部分群をもつ。（よって G は単純群ではない。）

Proof . 【証明】群 G は M に関する右剰余類の集合 Ω 上に作用する。
位数 2 の元 t を取る。任意の x ∈ G に対して、 tx = x−1tx ̸∈M なので、
Mxt ̸= Mx となる。ゆえに、 t は Ω 上に固定点をもたないが、これは
t が k 個の互換の積に対応する置換を引き起こすことを示している。し
たがって、 H = { Ω 上に偶置換を引き起こす G の元 } とすると、H は
G の指数 2 の部分群となる。
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最後の命題は、単純群においては位数 2 の元が共役という操作によっ
てあちらこちらに動き回ることを示している。

1.3 2 は最小の素数

ここでは、 Burnside の定理に触れる。先に言及した「有限群論」にも
すでに出ている。

Definition. 有限群 G とその位数を割り切る素数 p に対して、 p′ 部分
群 N で指数 |G : N | が p の累乗であるものを p 補部分群（p 補群）と呼
ぶ。特に正規部分群であるとき、正規 p 補部分群（正規 p 補群）という。

Proposition (Burnside [14]). 有限群 G に対して、その位数を割り切る
最小の素数を p とする。もし G の Sylow p 部分群が巡回群ならば、 G

は正規 p 補部分群をもつ。（よって G は単純群ではない。）

Proof . ここでは、 Higman [19] による移送の理論を使った証明を概略
だけ示す。G の Sylow p 部分群を P とする。P の焦点部分群を P ∗ =

⟨x−1y | x, y ∈ P は G において共役 ⟩ と定義すると、 P ∗ = P ∩ G′ とな
ることが知られている。ここで、 G′ は G の交換子群を表す。以上を認
めると、

(1) NG(P ) = CG(P ) となる。（p の最小性より）

(2) 異なる x, y ∈ P は NG(P ) において共役でない。

(3) 異なる x, y ∈ P は G において共役でない。

(4) P ∗ = 1.

(5) G′ ̸= G.

Burnside の定理により、有限単純群の Sylow 2 部分群は巡回群ではな
い。もちろん奇素数に対しては反例がある。例えば五次交代群は、位数
60 = 22 × 3× 5 なので、Sylow 3 部分群と Sylow 5 部分群は巡回群であ
る。また、有限素体上の二次元射影特殊線型群 PSL2(p)（p ≥ 5）は、位
数 p(p− 1)(p+ 1)/2 なので、 Sylow p 部分群は巡回群である。
有限単純群 G の Sylow p 部分群を P とすると、その焦点部分群 P ∗

は上述のように P ∗ = P ∩G′ をみたす。ここで、 G′ は G の交換子群を
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表す。よって単純群の Sylow 部分群においては、共役という操作によっ
て元が十分にあちらこちらに（焦点部分群が小さくならないように）動
き回らないといけない。単純群でいるためには、周囲の監視の目が厳し
くて結構ハードルが高いのである。
以上述べてきたように、有限単純群を具体的に解析するためには、素
数 2 に対する特別な取り扱いが常に必要となる。

2 有限単純群の分類定理
まずは分類定理を述べておく。

Theorem. 有限単純群は次の知られている単純群のリスト K に載って
いる群のいずれかと同型である。

(1) 素数位数の群

(2) 五次以上の交代群

(3) 有限体上で定義された Lie型の群（Chevalley群、Steinberg群など）

(4) 散在型の群（26 個）

以下では研究者たちが、この定理をどのような方針で証明しようと考
え、それが実行されたかについて簡単に紹介する。群の演算と有限性だ
けから出発するので、証明が位数に関する帰納法によるのはおおよそ予
想されることであろう。有限単純群が自己同型として作用する数学的な
（例えば幾何学的な）対象を構築しそちらの方を分類するという考え方も
あるが、現在のところ新しい分類が成功したという話は聞かない。
これ以後は、単純群といえばすべて非可換単純群を指す。リスト K を
見るとわかるように、ターゲットとなる単純群の大部分が「奇数標数の
有限体上で定義された Lie型の群」である。それで、乱暴ではあるが定理
の結論を大雑把に二つに分けて、「奇数標数の有限体上で定義された Lie

型の群」または「それ以外の群」のいずれかに同型であることを示そう
と考える。当初は「それ以外の群」として未知の単純群が現れる可能性
もあった。その場合は新しい群を付け加えてリスト K を更新し、もう一
度やり直すという考えであった。
すでに見たように、 Feit-Thompson の定理、および、 Brauer-Fowler

の原理を出発点にするならば、問題は以下の二つに分けられる。
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(1) 有限単純群の位数 2の元の中心化群にはどのような構造が可能かを
調べる。

(2) 位数 2 の元の中心化群の構造を指定したときに、そのような位数 2

の元を含む有限単純群を分類する。

はじめの問題は、位数 2 の元の中心化群になりうる群を確定すること
である。例えば、明らかに中心の位数は偶数でないといけない。これを
「選別の問題」と呼ぶことにする。あとの問題は、部分の性質によって全
体を統制することである。Brauer の実例がその一例である。これを「特
徴づけの問題」と呼ぶことにする。
有限単純群における素数 2 の役割に関しては、 Sylow 2 部分群に着目
する流儀もあるので、少し言及しておく。巡回群である 2 群が有限単純
群の Sylow 2 部分群になれないことはすでに見たとおりである。一般に
有限単純群の Sylow 2 部分群は、構造が著しく制限されてしまう。した
がって、位数 2 の元の中心化群の場合と同様に、 Sylow 2 部分群の選別
と決定の問題が生じてくるのは自然なことである。
交代群や有限体上で定義された線型群を観察してみると、例えば、「基
本可換 2 群」、「二面体群」、「準二面体群」、「環積型の 2 群」は、有限単
純群の Sylow 2 部分群になれることがわかる。逆にこれらの 2 群による
有限単純群の特徴づけも知られている（[26], [8], [18], [9], [5]）。それ以外
にも多数の結果が知られているが、この方向ですべての有限単純群を網
羅するには至らなかった。（すべては使わずに済んだ。）

2.1 特徴づけの問題

位数 2 の元の中心化群による特徴づけに関しては、Brauer の実例を出
発点として、さまざまな結果が得られている。リスト K に載っている群
に対しては、位数 2 の元による特徴づけが少なくとも一つはある。
有名な例をもう一つ紹介してみよう。言葉と記号を整理しておく。例外
型と呼ばれる Lie 型の単純群 G2(q) は、定義体の標数が 3 で Frobenius

自己同型が平方根をもつときに、 Coxeter グラフの対称性に起因する自
己同型をもつ。この自己同型で不変な元の全体がなす部分群を 2G2(q) と
表す。このとき、 q は 3 の奇数乗であり、 2G2(q) は q = 3 の場合を除
いて単純群になる。
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Proposition. 有限単純群 G∗ = 2G2(q) （q = 32m+1 （m ≥ 1））は位数
2 の元 t で、CG∗(t) = ⟨t⟩ × L、L ∼= PSL2(q) をみたすものを含む。

Brauer にならってこの命題の逆を考えると、以下の命題が得られる。

Theorem (Janko [20]). 有限単純群 G とその位数 2 の元 t に対して、
CG(t) = ⟨t⟩ × L, L ∼= PSL2(q) （q は 5 以上の奇素数べき）であると仮
定する。このとき、以下のいずれかが成り立つ。

(1) q > 5のときは、 q = 32m+1（m ≥ 1）、L ∼= PSL2(q)、G ∼= 2G2(q)

である。

(2) q = 5 のときは、 L ∼= PSL2(5) ∼= A5、 G ∼= J1 である。

最初の q > 5 のときは元の命題の逆が成立していて、真の例外となる
のが q = 5 の場合である。その際に現れる群 J1 は、 Mathieu 群以来初
めて発見された線型群や交代群の系列に属さない単純群である。これが
端緒となって、散在型と呼ばれる単純群（Mathieu 群以外に 21 個）が
次々と現れるようになった。

Definition. 有限単純群 G がリスト K に含まれているある群 G∗ に似て
いるとは、知られている特徴づけを利用すれば G ∼= G∗ であることを示
すに足るだけの情報が得られていることをいう。

分類定理は、次の定理に帰着される。

Theorem. 有限単純群は知られている単純群のリスト K に載っている
群のいずれかに似ている。

2.2 選別の問題

「奇数標数の有限体上で定義された Lie 型の群」に分類される単純群
と、「それ以外の群」に分類される単純群はどこが違うであろうか。実例
を調べるために、言葉を用意する。

Definition. 有限群 L が準単純群であるとは、 L′ = L であり、かつ、
L/Z(L) が単純群であることをいう。有限群 N が半単純群であるとは、
N ′ = N であり、かつ、N/Z(N)が単純群の直積であることをいう。有限
群 G の部分群 S が連正規部分群であるとは、部分群の列 G0, G1, . . . , Gn
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で、 G0 = G、 Gn = S、 Gi � Gi−1 （1 ≤ i ≤ n）となるものがあるこ
とをいう。有限群の成分とは、連正規準単純部分群をいう。有限群 G の
2-rankとは、基本可換 2部分群の rankの最大値をいい、m2(G)と表す。

例えば線型群 G∗ = PSLn(q)（n ≥ 4、 q は奇素数の累乗で q > 3）と
する。位数 2 の元 t = diag(−1,−1, 1, . . . , 1) に対して、 CG∗(t) はおお
よそ SL2(q)× SLn−2(q) と同型である。よってこの同型により、 SL2(q)

および SLn−2(q) に対応する部分群が CG∗(t) の成分である。あるいは交
代群 G∗ = An （n ≥ 9）と位数 2 の元 t = (1, 2)(3, 4) に対して、 CG∗(t)

は D8×Sn−4 の指数 2 の部分群と同型である。よって CG∗(t) は An−4 同
型な成分をもつ。このように、一般に、奇数標数の有限体上で定義され
た高次元の線型群や大きい次数の交代群においては、位数 2 のある元の
中心化群が成分をもつ。
有限単純群は、位数 2 のある元の中心化群が成分をもつとき成分型で

あると定義したい。しかしながら、技術的な理由により 2-rank が十分
大きいこと（少なくとも 3 以上、できれば 4 以上）が望まれる。それで
2-rank に関する条件を付け加えて、以下のように定義する。

Definition. 有限単純群 G が成分型であるとは、m2(G) ≥ 3 であり、か
つ、位数 2 のある元の中心化群が成分をもつことである。

以上により、奇数型の群の概念に到達する。

Definition. 有限単純群 G が奇数型であるとは、 m2(G) ≤ 2 である
（Odd Small）か、もしくは、成分型の群である（Odd Large）かのいず
れかであることとする。

これによりわれわれの目標は次の定理の形に定式化される。

Theorem. 有限単純群が奇数型であれば、リスト K に含まれる単純群
（奇数標数の有限体上で定義された線型群、もしくは、少数の例外の群）
に似ている。

われわれの方針では、 2-rank が小さい単純群は別に扱わなければなら
ない。幸いなことに、すでに知られている Sylow 2 部分群となりうる 2

群の選別、および、 Sylow 2 部分群による特徴付けの結果を利用するこ
とができる。

Theorem (Burnside [14], Brauer-Suzuki [13], Alperin-Brauer-Gorenstein

[6], Gorenstein-Walter [18], Alperin-Brauer-Gorenstein [5], Lyons [21]).

有限単純群 G が m2(G) ≤ 2 であるとする。このとき以下が成り立つ。
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(1) m2(G) = 2 である。

(2) G の Sylow 2 部分群は、「二面体群」、「準二面体群」、「環積型の 2

群」、「4 元体上の 3 次元射影特殊ユニタリ群 PSU3(4) の Sylow 2

部分群と同型な 2 群」のいずれかである。

(3) G はリスト K に含まれる群に似ている。

（注意：　位数 4 の基本可換群は位数 4 の二面体群と考えている。また
二面体群の場合の特徴づけに関しては、 Bender による証明の簡易化 [9]

が知られている。）

2.3 標準成分問題

有限単純群 G が成分型の群であるとする。すると位数 2 のある元 t

に対して、 CG(t) は成分をもつので、それを L としよう。このとき、
|L/Z(L)| < |G| である。われわれは帰納法によって分類定理を証明しよ
うとしているので、 L/Z(L) はリスト K に含まれている群に同型である
と考えてよい。それで、ある位数 2 の中心化群が指定された構造の成分
をもつときに、有限単純群の構造を決定するという問題が生じてくる。
しかしながらこれだけでは単純群の構造を決定することはできなかっ
た。位数 2 の中心化群の成分についての情報が大ざっぱすぎたのである。
その後、 Aschbacher が成分の概念を精密化した標準成分の概念を提案
し, 成分型の単純群は少数の例外（例外の定義は省略）を除いて標準成分
をもつことを示した。

Theorem (Aschbacher [1]). 有限単純群 G は成分型であり、例外の場合
には該当しないとする。このとき、位数 2 のある元 t の中心化群 CG(t)

の成分 L と部分群 Q = CG(L) が、おおよそ次の条件をみたす。

(1) 任意の x ∈ G に対して、 [L,Lx] ̸= 1 である。

(2) Q = CG(L) とおくと、任意の x ∈ G−NG(Q) に対して、 Q ∩Qx

は奇数位数である。

この定理の条件をみたす成分 L を標準成分と呼ぶ。また、部分群 Q は
ぴったりと埋め込まれているという。イメージとしては、 L は G の中
でも大きな部分を占め、Q は CG(t) において L のカバーできなかった
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部分をしっかり補う感じである。多くの場合は、位数 2 の元 u, v ∈ G と
それぞれの中心化群に含まれる成分 K,L が、G = ⟨K,L⟩ であり、かつ、
K ∩ L が大きい部分群であるように取れることを使う。その場合は、 K

と L に対する生成元と関係式から、 G に対する生成元と関係式が得ら
れるのである。
Aschbacher は標準成分問題の応用として、奇数標数の有限体上で定義
された Lie 型の単純群の特徴づけを与えた。

Theorem (Aschbacher [2]). 有限単純群 G は成分型であるとする。もし
G がぴったりと埋め込まれた部分群 Q を含み、 Q が適切な付加条件を
みたせば、奇数標数の有限体上で定義された Lie 型の単純群、もしくは、
Mathieu 群 M11、 M12 のいずれかに似ている。

例えば、G∗ = PSLn(q) （n ≥ 6、 q は奇素数の累乗）としよう。位
数 2 の元として、 t = diag(−1,−1, 1, . . . , 1) をとる。このとき中心化群
CG∗(t) は、 SLn−2(q) とおおよそ同型な標準成分、および、 SL2(q) とお
およそ同型なぴったりと埋め込まれた部分群をもつ。上の定理は、Brauer

が最初に方向性を示した定理（n = 3、 q ≡ 3 (mod 4) の場合にあたる）
の拡張になっている。

2.4 非成分型の単純群

この段階で残っている有限単純群は、位数 2 のどの元の中心化群も成
分をもたないものである。

Definition. 有限単純群が非成分型であるとは、位数 2 のどの元の中心
化群も成分をもたないこととする。有限群の 2 local 部分群とは、単位群
でない 2 部分群の正規化群をいう。有限群 G と素数 p に対して、最大の
正規 p 部分群を Op(G) と表す。有限単純群 G が標数 2 型であるとは、
任意の 2 local 部分群 L に対して、 CL(O2(L)) ⊆ O2(L) が成り立つこと
とする。

標数 2の有限体上で定義された線型群を考えよう。例えばG∗ = PSLn(q)

（n ≥ 3、 q は 2 の累乗）とする。位数 2 の元 t の Jordan 標準形はサイ
ズ 2 の Jordan セルを k 個もつとしよう。このとき、 C = CG∗(t) は以
下の構造をもつ。

(1) C は成分をもたない
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(2) O2(C) は単位群でない

(3) C/O2(C) は SLk(q)× SLn−2k(q) とほとんど同型である。

(4) CL(O2(L)) ⊆ O2(L) が成り立つ

Definition. 有限単純群 G は標数 2 型であるとする。奇素数 p に対し
て、 G の 2 local p-rank とは、すべての 2 local 部分群に対する p-rank

の最大値をいう。有限単純群 G の rank（Thompson rank）とは、p が奇
素数全体を動くときの 2 local p-rank の最大値をいい、 e(G) で表す。

標数２の有限体上で定義された Lie 型の単純群においては、いくつか
の小さい群を除けば Thompson rank は Lie rank と一致する。
さて成分型の単純群の分類の主要部分は、位数 2 の元の中心化群の構
造を解析することであった。非成分型の単純群の分類においては、概念
的に似た手法を取り入れる。位数 2 の元の中心化群の代わりに、適当な
奇素数 p に対する位数 p の元の中心化群を考えるのである。その際には
標準成分の類似物として、奇数型の標準成分なども現れる。そうすると
奇数型の群の解析をした場合と同様に、 rank が小さいときに障害が生じ
る。そのためには rank が十分大きいこと（少なくとも 3 以上、できれ
ば 4 以上）が望ましい。それで標数 2 型の定義に rank に関する条件を
付け加えて、以下のように改めて定義しなおす。

Definition. 有限単純群 G においては、任意の 2 local 部分群 L に対
して、 CL(O2(L)) ⊆ O2(L) が成り立っているとする。この群 G が標数
2 型であるとは、 e(G) ≥ 3 であることをいい、ほぼ薄い群であるとは、
e(G) ≤ 2 であることをいう。

以上により、偶数型の群の概念に到達する。

Definition. 有限群 G が偶数型であるとは、ほぼ薄い群である（Even

Small）か、もしくは、標数 2 型の群である（Even Large）かのいずれか
であることとする。

これによりわれわれの目標は次の定理の形に定式化される。

Theorem (Gorenstein-Lyons [17], Aschbacher [4], ...). 有限単純群が標
数 2 型であれば、リスト K に含まれる単純群（標数 2 の有限体上で定
義された線型群、もしくは、少数の例外の群）に似ている。
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Theorem (Aschbacher-Smith [7], Aschbacher [3] (Mason [22])). 有限単
純群 G がほぼ薄い群であれば、リスト K に含まれる単純群（標数 2 の
有限体上で定義された線型群、もしくは、少数の例外の群）に似ている。

以上により、単純群分類の過程における主たる場合分けと、それぞれ
の場合に最も重要な問題を紹介することができた。それぞれの場合を一
つもしくはごく少数の定理の形にして紹介したが、実際には非常に多く
場合分けが必要であり、多くの研究者による成果の集大成であることに
注意しておく。

Classification Grid

Odd Even

Small Small 2 rank Problems Quasithin Problems

Large Standard Component

Problems

Odd Standard Compo-

nent Problems

3 実例：交代群と線型群
以下の表は、交代群 An （n ≥ 5）と射影特殊線型群 Ln(q) = PSLn(q)

（n ≥ 2、 q は素数の累乗）が、これまでに延べてきた 4 つのカテゴリー
（Odd Small）、（Odd Large）、（Even Small）、（Even Large）のうちのど
の部分に現れるかを示したものである。

Alternating Groups

Odd Even

Small A5, A6, A7 A5, A6, A8

Large An (n ≥ 9) none
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Linear Groups

Odd Even

Small L2(4), L3(2);

L2(q), L3(q) (q is odd);

L4(q) (q ≡ 1(mod8))

L2(5), L2(7), L2(9);

L2(2
n), L3(2

n), L4(2
n);

L5(2), L6(2), L7(2)

Large Other than above groups

of odd characteristic

Other than above groups

of even characteristic

しかしながら、この場合分けの境界はいろいろな意味でかなりあいま
いである。
まず以下の例が示すように、いくつかの小さい群は複数のブロックに
現れる。

• A5
∼= PSL2(5) ∼= PSL2(4)

• PSL2(7) ∼= PSL3(2)

• A6
∼= PSL2(9)

他の Lie 型の群を加えてよければもっと例がある。（ユニタリ―群や斜
交群については、例えば [15] を参照せよ。）

• A6
∼= PSL2(9) ∼= PSp4(2)

′

• 2G2(3)
′ ∼= PSL2(8)

• PSU3(3) ∼= G2(2)
′

• PSp4(3) ∼= PSU4(2)
′

このことは、奇数型の群と偶数型の群の境界が必ずしも絶対的ではな
いことを示唆している。実はこの現象は小さい群以外においても生じう
る。上では偶数型の群として標数 2 型という定義を採用したが、これを
別の定義に取り換えると、偶奇のカテゴリー間を移動する群が現れる。あ
くまでも分類定理の証明における技術的な理由による分け方であり、最
善の定義になっているかは明らかではない。
さらに、 PSL2(2

n)（標数 2 で rank 1 の Lie 型の単純群のうちの一系
列）は、上のリストでは小さい群に含めているが、実際の分類では「強く
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埋め込まれた部分群をもつ群」としてあらかじめ別に分類される。よく
知られているように、 Lie 型の群は再帰的な構造をもつ。その意味で基
盤としての rank 1 の群を、どのように取り扱うかはとても重要である。
標数 p の Lie 型の群では、 Sylow p 部分群の正規化群が Borel 部分群に
なる。よって特に rank 1 の群では、「Sylow p 部分群はただ一つの極大部
分群（それが Borel 部分群）に含まれる」という性質が成り立つ。例え
ばこの性質を、抽象的な rank 1 の群の定義として採用してみよう。分類
定理の証明では、 Sylow 2 部分群がただ一つの極大部分群に含まれる単
純群は別に取り扱われる。さて単純群が標数 p の Lie 型の群に似ている
ならば、放物型部分群（放物型部分群は p local 部分群である）からなる
束の構造を持つはずである。よってある Sylow p 部分群に着目したとき、
それを含むいくつかの local部分群で全体が生成されていることが望まれ
る。その意味で、 Sylow 部分群がただ一つの極大部分群に含まれる場合
は別に考える必要がある。他の多くの場合とあわせてのちに Uniqueness

Case と呼ばれる場合の一部になっている。これらは、すでに述べてきた
意味での小さい単純群とは違った、例外的な意味での小さい群である。こ
れを念頭に置いて Classification Grid を再点検したうえで、もう少し詳
しく表現すると以下のようになっている。

Classification Grid (revisited)

Odd Even

Uniqueness Case

Small Small 2 rank Problems Quasithin Problems

Large Standard Component

Problems

Odd Standard Compo-

nent Problems

このように、小さい群というと、位数から受ける印象により一見何と
なくくみしやすそうにみえるものの、実はいろいろと厄介な現象を引き
起こすのである。これが有限単純群の分類を複雑怪奇なものと感じさせ
ている主要な原因の一つである。
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ガロワの逆問題と剛性の方法について

京都大学数理解析研究所　佐久川憲児

1 導入

本原稿は第２７回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」におけ

る同名講演*1の報告です.

2 研究の出発点とこのお話の目標

k を体とし, その分離閉包 k̄ を一つ固定する. また k の絶対ガロワ群 Gal(k̄/k)を Gk で表すこ

とにする. 本サマースクールで我々が考えている問題は次のものであった:

問題 2.1 (k に対するガロワの逆問題 (IGP(k))). 任意の有限群 Gは位相群 Gk の商として現れ

るか? 言い換えれば, 任意の有限群 Gに対し, Gal(k′/k) ∼= Gを満たす k の有限次ガロワ拡大 k′

は存在するか?

任意の有限群が Gk の商として現れるときに, IGP(k)は肯定的に解決できる, ということにし

よう. この問題は任意の体に対し考察できるが, 勿論一般的には肯定的に解決できるとは限らない.

例 2.2. IGP(k)が肯定的に解決できない例を見よう.

(1) k̄ = k の時 Gk = {1}なので, 自明群以外の有限群は Gk の商として現れない.

(2) k を有限体とすると, Gk ∼= Ẑである, 従って, 仮に有限群 Gに対して連続全射 Gk ↠ Gが

存在すれば, 自動的に G は巡回群となる. 従って IGP(k) は肯定的に解決されない. G が

アーベル群であったとしても, 巡回的でない場合にはこのような全射は決して存在しないこ

とに注意しておこう.

(3) pを素数とし, k が p進体の場合を考える. このときよく知られているように任意の k の有

限次ガロワ拡大は可解拡大となる ([3]). 従って IGP(k)は肯定的には解決できない. それ

では問題に現れる群 Gを可解群に制限してはどうだろう? 実はこれでも問題は肯定的に解

決できない. 実際局所類体論によれば

Gab
k
∼= Ẑ×O×

k

となっており, 従って Gab
k は位相的に有限生成である. 従って Gがアーベル群であったと

しても, その生成元の数が Gab
k の位相的生成元の数より多い時には決して全射 Gk ↠ Gは

存在しない.

このような例を色々考えてみると, IGP(k)が肯定的に解けるような体 k というのは中々特別な

体であるように思える. 少なくとも Gk が有限生成であってはいけない (例 2.2 (2), (3)). 根拠が

あるか筆者は知らないが*2, 次が予想されている:

*1 ここだけワ=アと定義します.
*2 興味深いことに k が有限体上の関数体の最大アーベル拡大のときに IGPは肯定的に解決されている.
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予想 2.3. k がQ又はQab の有限次拡大であるならば, IGP(k)は肯定的に解決できるだろう.

我々（私）が最も興味を持っている問題は k = Qの場合であるので, 以下この場合を中心に考

えるという意味で IGP(Q)を単に IGPと書くことにしよう.

少しだけ確認できる分を見てみる. k = Qの時, Kronecker-Weberの定理により,

Gab
Q
∼= Ẑ× ∼=

∏
p:素数

Z×
p

が成立する. 従って, 有限生成アーベル群の基本定理と算術級数定理により, 任意のアーベル群は

GQ の商として現れることが分かる.

上の証明は, Gab
Q の構造と有限生成アーベル群の構造双方がよくわかっているという事情に依っ

ている. このような証明は明解で素晴らしいが, 現状 GQ の構造も有限群の構造もどちらもよくわ

からないので, そのまま一般化することはどうも難しそうである.

ではどうするか? 一つのアイデアは, Gk が良く分かっているような k から話を始めるというも

のである. 我々は次の二つの定理を研究の出発点としよう:

定理 2.4 (Hilbert の既約性定理の帰結). Q(t) を Q 上の一変数代数関数体とする. もし

IGP(Q(t))が肯定的に解決できるならば, IGPもまた肯定的に解決できる.

定理 2.5. GQ(t) は可算濃度の元で位相的に生成される自由副有限群である. 特に, IGP(Q(t))は

肯定的に解決される.

ヒルベルトの既約性定理は既に幾度か現れているので, ここでは認めることにする. 二つ目の定

理は次の章に於いて証明の概略をあたえることとし, この章では先に我々の基本的な戦略とこの講

演のゴールを設定することを急ぐことにしよう.

Q(t)はQ(t)のガロワ拡大で, そのガロワ群は自明に GQ と同型であるから, 次の完全列が存在

することに注意しておこう:

1→ GQ(t) → GQ(t) → GQ → 1. (1)

我々のこの講演でみる IGPへのアプローチは, 次の問題を考えることである:

問題 2.6. Gを有限群とし, 連続全射準同型 f : GQ(t) ↠ Gを一つとる (存在は定理 2.5による).

この f がいつ GQ(t) に伸びるかを問題とせよ. 即ち, GQ(t) に制限したとき f と一致するような

群準同型 f̃ : GQ(t) ↠ Gがいつ存在するかを調べよ.

この講演の目標は雑に言えば以下の通りである:

目標 2.7. 有限群 Gを一つ固定する.

(1) 適当な連続全射準同型 f : GQ(t) ↠ Gを一つとる. このとき, f が GQ(t) に「伸びる」*3た

めの, 純群論的な充分条件を与える.

(2) (1)で与えた純群論的な判定法を用いて, GQ の商として現れる有限群のかなり非自明な例

を幾つかみる.

*3 実際には Gをその中心で割ったところで考えることが多い.
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(1)を遂行するためにはそもそも f を群論的に表しておく必要があるが, それは次の章で実行さ

れる. また, 純群論的の意味であるが, より具体的には「Gに対し・・・を満たす共役類が存在す

れば Gは GQ の商として現れる」というタイプの定理を証明することをさすことにする.

3 GQ(t) の構造定理

この章では定理 2.5の証明を行う. 証明は幾何の助けを必要とする.

3.1 C(t)の場合

まずは代数的な分岐・不分岐の定義を確認しておこう.

定義 3.1. K を C(t)の有限次拡大体とする. このとき, K が x ∈ Cで不分岐であるとは, 同型

K ⊗C(t) C((t− x)) ∼= C((t− x))[K:C(t)]

が成立するときに言う. また, ∞で不分岐であるとは,

K ⊗C(t) C((1/t)) ∼= C((1/t))[K:C(t)]

が成立するときに言う. そうでないときに,K/C(t)は xで分岐する,という. Σ := {a1, . . . , an} ⊂
C ∪ {∞} に対し, C(t)Σ で C(t) の Σ 外最大不分岐拡大を表すことにする. 即ち, 任意の

C(t)Σ/C(t) の有限次部分拡大 K/C(t) は Σ 以外の点では不分岐であり, C(t)Σ はこのような性

質を持つ拡大の中で最大のものとする.

C(t)Σ が C(t)のガロワ拡大となることは容易に示せる.

補題 3.2. 任意の有限次拡大K/C(t)は C ∪ {∞}の有限集合を除いて不分岐である. 特に∪
Σ⊂C∪{∞}:有限集合

C(t)Σ

は C(t)の代数閉包である.

Proof. K はある C(t)係数多項式 F (u) = un + An−1u
n−1 + · · ·+ A0 の最小分解体としてよい.

この方程式の根 α1, . . . , αn 達の判別式

∆ :=
∏
i ̸=j

(αi − αj)

を考えると, 明らかに∆ ∈ C(t)× であり, 各 Ai に代入可能な点 x ∈ P1(C)を∆に代入して得ら

れる値 ∆(x) ∈ Cが 0でない時に方程式

0 = F |t=x(u) := un +An−1(t)u
n−1 + · · ·+A0(x)

は相異なる n個の根をもつ. Henselの補題により, F は C[[t − x]][u]で互いに素な一次式の積に
分解されるので, そのようなことにならない xの有限性と合わせて主張は示された.

この小節の目標は次の定理の証明の概略を与えることである:
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定理 3.3. Σ = {x1, . . . , xr}を C ∪ {∞}の有限集合とし, その任意の元 xに対し tx を t − xま
たは 1/tと取ることにしよう. C(t)上の埋め込み

C(t)Σ ↪→ C((tx)) = C{{tx}} := ∪n≥1C((t1/nx )) (2)

を一つ固定し, 対応するガロワ群の埋め込み

Ẑ ∼= Gal(C{{txi
}}/C((txi

))) ↪→ Gal(C(t)Σ/C(t))

による 1の像を σi と書くことにする*4. このとき, Gal(C(t)Σ/C(t))は {σx}x∈Σ で生成され, さ

らに埋め込みと Σの順序ををうまくとればその関係式は

σ1 · · ·σr = 1

のみであるようにとれる. 特に Gal(C(t)Σ/C(t))は自由副有限群であってその階数は |Σ| − 1と

なる.

系 3.4. GC(t) は非可算階数の副自由群である. 特に, IGP(C(t))は肯定的に解決される.

Proof. 最初の主張から二つ目が導かれるのは自明であろう. 最初の主張は, 同型

GC(t)
∼−→ lim←−

Σ

Gal(C(t)Σ/C(t))

から従う.

証明に於いて重要であるのは, 次の事実である:

事実 3.5 (リーマンの存在定理). 任意のコンパクトリーマン面上には定数でない有理型関数が存

在する. 別の言い方をすれば, 任意のコンパクトリーマン面 X に対し, リーマン面の全射

X → P1(C)

が存在する.

一般に, 一変数関数体 C(t)上の有限次拡大体のことを C上の一変数代数関数体とよぶ. 誤解を

招く恐れは恐らくないので, しばらくは単に一変数代数関数体と呼ぶことにしよう. 上の事実から

次が直ちに従う:

定理 3.6. 連結コンパクトリーマン面 X に対し, C(X) で X 上の有理型関数のなす体を表すこ

とにする. このとき, C(X)は一変数代数関数体である. 更に対応 X 7→ C(X)は連結コンパクト

リーマン面の圏と一変数代数関数体の圏の間の同値を引き起こす. 但し, 連結コンパクトリーマン

面の射は定数でない正則写像のみを考えることとする.

Proof. ここでは, この函手が実際定義されていることの証明と擬逆函手の構成のアイデアについ

てのみ述べる*5. X を連結コンパクトリーマン面とし, t : X → P1(C)を定数でない有理型関数

とする. tは C(X)の元とみなせることに注意しよう. 逆関数定理から, 有理型関数 tが局所同相

*4 実際には ±1の曖昧さがあるが, あまり細かいことは気にしないでおこう.
*5 残りの部分は演習とする.
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でない点は離散的であり, 更に X がコンパクトであることから有限個であることがわかる. 従っ

て tはほとんどすべての点で局所同相であるわけであるが, tでの逆像の位数は P1(C)上殆ど定

数であり, 再び X のコンパクト性より有限であることがわかる. それを n ∈ Z≥1 とかくことにし

よう. さて X 上の定数でない有理型関数 f をとる. P ∈ P1(C)の tでの逆像を Q1, . . . , Qn と書

き (重複度も込めて数える), Si を T1, . . . , Tn の i次基本対象式としたとき, 対応

Ai : P
1(C) ∋ P 7→ Si(f(Q1), . . . , f(Qr)) ∈ P1(C)

は well-definedであり P1(C)上の有理型関数を定めることがわかる. 明らかに

n∑
i=0

Ai(t)f
n−i = 0

が成立するので, C(t)(f)/C(t) は拡大次数が n 以下である. f ∈ C(X) は任意だったので,

C(X)/C(t) の拡大次数も n 以下であることがわかる. 従って C(X) は代数関数体で函手が

well-definedであることが示された.

代数関数体 K/C(t) が与えられているとしよう. F ∈ C[t, u] をこの体のモニックとは限ら

ない定義方程式とするとき, F の定める P2(C) の解析空間を X ′ とおくことにする. 定義から

X ′ → P1(C) が存在し, X ′ は一次元である. X は X ′ の特異点を解消して得られるリーマン面

X → X ′ とすると, K 7→ X が擬逆函手の対象の間の対応を定義する. 射の対応まで自然に伸びる

ことは読者の演習としたい.

注意 3.7. 証明から, 任意の連結コンパクトリーマン面は C上の非特異射影的代数曲線の C値点

とみなせることがわかる. より詳しく言えば, 連結コンパクトリーマン面の圏と C上の非特異射

影的代数曲線の圏は同値であることがわかる.

さて, t : X → P1(C)を全射な連結コンパクトリーマン面の射とし, f ♯ : C(t) → C(X)を対応

する代数関数体の射としよう. tが x ∈ P1(C)で不分岐点であるとは, 集合 f−1(x)の位数が体の

拡大次数 [C(X);C(t)]と等しくなるときに言う. 不分岐でない点のことを, 分岐点という. xが不

分岐な点であるならば, 任意の t−1(x)の点 y に対し, tは y の十分小さな近傍で局所同相であると

ことに注意しよう. これについては「逆」も成立し, 即ち xに対し任意の y ∈ t−1(x)の近傍で tが

局所同相であれば, xは不分岐点である. この概念が圏同値を通して既に定めた代数関数体におけ

る分岐・不分岐という概念と定理 3.6における圏同値を介することにより同一視できることを見

よう.

補題 3.8. コンパクトリーマン面の射 t が x ∈ P1(C) で不分岐であることと, 体の拡大

C(X)/C(t)が xで不分岐であることは同値である.

Proof. 以前と同じ記号を使おう. xがコンパクトリーマン面サイドにおける不分岐点であるなら

ば, Henselの補題によりC(X)/C(t)の定義方程式はC[[tx]][u]に於いて一次式の積に分解し, 従っ

て代数関数体側における不分岐点であることがわかる. 逆に xがコンパクトリーマン面サイドにお

ける分岐点であるとき, 局所的には tは z 7→ zn, n ≥ 2と同型となる. 従ってC(X)⊗C(t)C((tx))

には t
1/n
x , n ≥ 2が含まれており, 従って代数側でもこれは分岐していることがわかる. 以上で証

明が終了した.
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P1(C) の有限集合 Σ に対し, FinCovRS
S (P1(C)) で P1(C) 上のコンパクトリーマン面 X →

P1(C)であり Σの外不分岐であるもののなす圏を表し*6, FinExtΣ(C(t))の有限次拡大であって

Σの外不分岐であるものなす圏*7を表すことにすると, 上の補題から以下が直ちに導かれる:

系 3.9. 対応 [X 7→ C(X)]は圏同値

FinCovRS
Σ (P1(C))

∼−→ FinExtΣ(C(t))

を誘導する

さて, 一般の連結位相空間 T に対し T の被覆とは局所同相な連結位相空間の射 f : S → T のこ

ととし, Cov(T )で T の被覆のなす圏のことをあらわすことにする. 被覆 f に対し f−1(x)の位数

のことを f の次数と呼ぶことにする. FinCov(T )で Cov(T )の次数有限な被覆のなす忠実充満部

分圏をあらわすことにしよう.

補題 3.10. 次の自然な圏同値が存在する:

FinCovRS
Σ (P1(C))

∼−→ FinCov(P1(C) \ Σ)

[f : X → P1(C)] 7→ [f−1(P1(C) \ Σ)→ P1(C) \ Σ].

Proof. 忠実充満函手であることはほぼ明らかであろうから, 本質的に全射であることを示す.

t : T → P1(C) \ Σを位相的な有限次被覆とし, T にはこの被覆を用いてリーマン面の構造を導入

しておく. D× で穴あき開円盤 {z ∈ C× | |z| < 1}を表すことにしよう. すると, x ∈ Σの十分小

さな開近傍 U をとると, T |U → U は

D× → D×; z 7→ zi

と同相な被覆の有限直和となっている*8. そこで, T |U のコンパクト化を D× の穴を埋めて, そこ

に自然に複素構造を入れることによって定義する. この操作を全ての Σの元に対して行えば, 自然

にこれらは張り合いコンパクトリーマン面 T ∗ が T に有限個の点を付け加えることにより構成さ

れた. この対応 T 7→ T ∗ が擬逆函手を定める.

一般の位相空間 T に対し,

T̃ → T

で T の普遍被覆を表すことにし, π1(T, T̃ )で T̃ の T 上の同型のなす群を表すことにする*9. 定義

から π1(T, T̃ )は T̃ に T 上作用している. そこで T の有限次被覆の pro-system T̂ → T を

T̂ := {T̃ /N | N : π1(T, T̃ )有限位数正規部分群 } → T

*6 射は P1(C)上の射を採用する. また, RSは Rieman surfaceの略.
*7 射は C(t)上の環準同型を採用する.
*8 このことは π1(D×) ∼= Zからわかる.
*9 T̃ → T を基点とした基本群である. 本当は普遍被覆からの射も情報として持たなければならないが, ここでは省略
する.
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で定めることにし, π̂1(T, T̃ )で T̂ の T 上の同型のなす群を表すことにする. ここで T̃ /N は T̃ を

N の作用で割った集合に T̃ → T̃ /N が局所同相となるような位相を入れた位相空間のこととしよ

う. 定義から
π̂1(T, T̃ ) := AutT (T̂ ) := lim←−

N

AutT (T̃ /N) ∼= lim←−
N

π1(T, T̃ )/N

であるので, π̂1(T, T̃ )は π1(T, T̃ )の副有限完備化に自然に同型である.

補題 3.11. T := P1(C) \ Σとしたとき, 次の自然な同型が存在する:

Gal(C(t)Σ/C(t)) ∼= π̂1

(
T, T̃

)
.

Proof. まず, 自然な同型

Gal(C(t)Σ/C(t))
∼−→ lim←−

K:Σの外不分岐な C(t) の有限次ガロワ拡大

Gal(K/C(t)) (3)

があることに注意しておこう. また, 系 3.9から自然な同型

lim←−
X∈FinCovRS

Σ (P1(C))

Aut(X/P1(C))
∼−→ lim←−

K:Σの外不分岐な C(t) の有限次ガロワ拡大

Gal(K/C(t)) (4)

が存在することが容易にわかる. ここで左辺の Autはコンパクトリーマン面としての自己同型全

体をさす. さらに補題 3.10から同型

lim←−
X∈FinCovRS

Σ (P1(C))

Aut(X/P1(C))
∼−→ lim←−

Y ∈FinCov(P1(C)\Σ)

Aut
(
Y/(P1(C) \ Σ)

)
(5)

が従う. ここで右辺の Aut は位相空間としての自己同型全体をさす. 式 (5) の右辺は定義から

π̂1
(
P1(C) \ Σ, (P1(C) \ Σ)

)̃
と同型であるので, (3), (4)と合わせて主張が示せた.

定理 3.3の証明. 補題 3.10から, π1
(
P1(C) \ Σ, (P1(C) \ Σ)̃

)
が表示

π1

(
P1(C) \ Σ, (P1(C) \ Σ)̃

)
=

⟨
σx, x ∈ Σ

∣∣∣∣∣ ∏
x∈Σ

σx = 1

⟩

を持つことを示せばよい. ここで, b ∈ P1(C) \ Σと bの普遍被覆への持ち上げ b̃を取ると, 群の

同型

π1

(
P1(C) \ Σ, (P1(C) \ Σ)̃

)
∼←− π1

(
P1(C) \ Σ, b

)
が bでのファイバーを取る操作から誘導される. ここで右辺の群は通常の bに基点を持つ基本群で

ある. そこで, bを始点に持つ道 σx を bから xのごく近傍までの直線と xの周りを半時計周りに

一周する道との合成から定まる元としよう. すると, σx たちは基本群を生成し, さらに適切に x達

の順序を取れば σx の積は 1となり, それしか関係式は無いことが知られている (読者への演習問

題とする. Van Kampenの定理を用いるとよい). 以上で証明は完了した.

最後に一つ問題を挙げておこう. 筆者の知る限り, これは未解決問題なはずである*10.

問題 3.12. 定理 3.3の, ある種の幾何を用いないような純代数的証明は存在するか*11?

*10 興味深さは保証しない.
*11 pro-p版ならば証明は易しい. C(t)の Brauer群の計算に帰着される.
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3.2 CからQへ

以下Qの Cへの埋め込みを一つ固定しておく:

σ0 : Q ↪→ C.

K をQ(t)の有限次拡大としたとき, この拡大が x ∈ P1(Q)で分岐/不分岐であるとは, 体の拡大

K ⊗Q C/C(t)が xで分岐/不分岐であるときに言うことにしよう. これは埋め込み σ0 の取り方

によらない概念である (証明は読者の演習問題とする). この小節では次の定理の証明の概略を与

え, 定理 2.5の証明を完結させる:

定理 3.13. Σを P1(Q)の有限部分集合とする. このとき, 固定した埋め込みによる制限は同型

Gal(C(t)Σ/C(t))
∼−→ Gal(Q(t)Σ/Q(t))

を誘導する.

証明の概略. 明らかにQ(t)Σ ⊗Q C ⊂ C(t)Σ が成立しており, またQ(t)は C(t)の中で代数的に

閉じているので, 全射は直ちにわかる. 単射性を示すには, 次の主張を示せばよい:

主張 3.14. K/C(t)を有限次拡大体で Σの外不分岐であるとする. このとき, ある Σの外不分岐

な有限次拡大 L/Q(t)と C(t)上の単射準同型

K ↪→ L⊗Q C

が存在する.

主張から単射性が導かれるのはほぼ明らかであると思われるので, 以下この主張の証明の概略を

与えることにしよう.

K/C(t)を主張と同様とし, f : X → P1
C を対応する非特異射影的代数曲線の射とする. ここで,

X や f を定義する方程式は代数的で係数は有限個しか現れないことから, Cの部分代数 R で Q

上有限生成であるものと f のモデルであるQ上のスキームの射

f̃ : X → P1
Q
×Spec(Q) Spec(R)

が存在する. Spec(R) をその開部分集合に取り換えることにより, f̃ は有限で Σ の外でエター

ル*12であるようにとれることに注意しておこう. そこで, 次の事実を用いる:

事実 3.15 (cf. [9, Corollaire 1.7]). (P1
Q
\ Σ)×Spec(Q) Spec(R)上のエタール被覆は,

Y × Z → (P1
Q
\ Σ)×Spec(Q) Spec(R)

の形の被覆の商である. ここで Y → (P1
Q
\ Σ)と Z → Spec(R)はともにエタール被覆. *13

*12 局所同相のスキーム論的類似物. 定義は「局所有限表示で平坦且つ不分岐な射」.
*13 証明は若干複雑である. 方針としては Abyankerの補題を用いて片方を固有スキームのケースに帰着させる.
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この事実から, あるエタール被覆

Y ×Spec(Q) Z → X

が存在することが直ちに従う. O(Z)の商体は Rの商体の有限次拡大体であり従って Cの部分体

と取れるので, Lとして Y の関数体Q(Y)を取ればよい. これで主張は示された.

定理 2.5の証明. まず明らかに

GQ(t)
∼−→ lim←−

Σ⊂P1(Q)

Gal(Q(t)Σ/Q(t))

が成立している. 従って定理 2.5は定理 3.13と定理 3.3の直接の帰結である.

4 剛性の方法

以下しばらく有限群 Gを一つ固定しよう. この章では本講演の主定理について述べる.

4.1 集合 E inr (G), E in(C)

まず大事な集合 E inr (G) を定義しよう. Int(G) で G の内部自己同型群 (inner automorphism

group) を表すことにする. また, int : G→ Int(G)は自然な群準同型とする.

定義 4.1. r を正の整数とする. このとき集合 Er(G)を

Er(G) := {(g1, . . . , gr) ∈ Gr | g1 · · · gr = 1, ⟨g1, . . . , gr⟩ = G}

で定義する. Int(G)の Er(G)への作用を

int(g)(g1, . . . , gr) := (int(g)(g1), . . . , int(g)(gr))

で定義する. このとき, 集合 E inr (G)を

E inr (G) := Int(G)\Er(G)

で定義する. E inr (G)の, (g1, . . . , gr)で代表される元を [g1, . . . , gr]で表すことにする.

さて, Σ = {x1, . . . , xr}をP1(Q)の位数 rの有限部分集合とする. また σi ∈ Gal(Q(t)Σ/Q(t))

を xi を反時計回りに回る道に対応する元とする. このとき, 適当に xi 達の順序を入れ替えておく

ことにより, 定理 2.5の証明で見たように等式

Gal(Q(t)Σ/Q(t)) = ⟨σ1, . . . , σr|σ1 · · ·σr = 1⟩̂

が成立する. 位相群 π と有限群 Gに対し, Surj(π,G)で π から Gへの連続全射準同型のなす集合

を表すことし, Gの内部自己準同型群 Int(G)は写像の合成で Surj(π,G)に左から作用していると

見做すことにする.
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補題 4.2. 記号は上と同じものを使うことにする. このとき, 全単射

αΣ : Int(G)\Surj(Gal(Q(t)Σ/Q(t)), G)
∼−→ E inr (G); [f ] 7→ [f(σ1), . . . , f(σr)]

が存在する.

Proof. これは左辺に現れるガロワ群の具体的表示から明らか.

さて, ここで次の仮定を考えることにしよう:

(St): Σは GQ の作用で安定である.

仮に条件 (St)が成り立っているならば, Q(t)Σ は Q(t)上のガロワ拡大となる. 従って, 導入で見

たように次の短完全列が存在する:

1→ Gal(Q(t)Σ/Q(t))→ Gal(Q(t)Σ/Q(t))→ GQ → 1. (6)

これからよく知られた外部作用

ρΣ : GQ → Out(Gal(Q(t)Σ/Q(t))) (7)

が次で定義される*14:

ρΣ(σ) := int(σ̃) mod Int(Gal(Q(t)Σ/Q(t))).

但し σ̃ は σ の任意の持ち上げとする. Out(Gal(Q(t)Σ/Q(t))) は自然な方法で有限集合

Int(G)\Surj(Gal(Q(t)Σ/Q(t)), G) に作用することに注意しておこう. よって, ρΣ を通して GQ

が自然に Int(G)\Surj(Gal(Q(t)Σ/Q(t)), G) に作用していることがわかる. 具体的にはこの作

用は
σ[f ] := [τ 7→ f(σ̃τ σ̃−1)], σ ∈ GQ (8)

と書けている. 補題 4.2から, αΣ を用いることにより E inr (G)に GQ の作用が定まることが分か

る. この作用を aΣ と書くことにしよう:

aΣ : GQ → Aut(E inr (G)); σ 7→ [g 7→ αΣσα
−1
Σ (g)].

補題 4.3. aΣ で固定点が存在すれば, 全射

Gal(Q(t)Σ/Q(t))↠ G/Z(G) ∼= Int(G)

が存在する. ただし Z(G)は Gの中心とする.

Proof. まず, 短完全列 (6)は分裂することに注意しておく. 例えば以下のようにする*15:

Q(t)Σ をピュイズ―級数体

Q{{t}} :=
∪
n≥1

Q((t1/n))

の部分体ととる*16. GQ は Q{{t}} の係数に作用すると思えば, この作用で Q(t)Σ は保たれる.

即ち
GQ → Aut(Q(t)Σ/Q(t))

*14 一般に群 H に対し, Out(H) := Aut(H)/Int(H).
*15 局所座標 tの定める接ベクトル基点に対応する分裂である.
*16 既に使っている事実であるが, Q{{t}}は代数閉体となる. 従って自然にQ((t))の代数閉包とみなせる.
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が得られる.

そこで分裂
Gal(Q(t)Σ/Q(t)) ∼= Gal(Q(t)Σ/Q(t))⋊GQ

を一つとって固定しよう.

さて, [g] ∈ E inr (G)を作用 aΣ での固定点とし, f : Gal(Q(t)Σ/Q(t)) ↠ Gを [g]に対応する全

射準同型とする. 仮定より, 任意の σ ∈ GQ に対し,

aΣ(σ)(f) = int(gσ) ◦ f

を満たす gσ がモジュロ Z(G)で一意的に存在する. この一意性から, σ, σ′ ∈ GQ に対し等式

int(gσσ′) = int(gσ)int(gσ′) = int(gσgσ′)

が従う. そこで写像 f̃ : Gal(Q(t)Σ/Q(t))⋊GQ → G/Z(G)を

f̃(τ, σ) := f(τ)gσmod Z(G)

で定めると, これは well-defined であり, 更に群準同型であることが上の等式からわかる. 明らか

に f̃ は全射であるので, 主張は示された.

さて, 補題 4.3はある意味では Gに対する IGPの成否に関する判定法を与えているわけではあ

るが, これは単に難しい問題を難しい問題に言い換えただけである. なぜならば, 問題は短完全列

(6)の構造があまりにも複雑で*17, 結局作用 aG を直接解析することは殆どの場合不可能だからで

ある. 一方で, (6)を理解することは大変難しいが, その「部分アーベル化」

1→ Gal(Q(t)abΣ /Q(t)) := Gal(Q(t)Σ/Q(t))ab → Gal(Q(t)abΣ /Q(t))→ GQ → 1 (9)

は比較的容易に理解できる. 二つ目の群をアーベル化しているので, GQ が

ρabΣ : GQ → Out(Gal(Q(t)abΣ /Q(t))) = Aut(Gal(Q(t)abΣ /Q(t)))

で作用していることに注意し, これを位相 GQ 加群とみなす. Ẑ(1)でQの 1のべき根の逆極限が

定める GQ 加群を表すことにする:

Ẑ(1) := lim←−
n

µn(Q).

Ẑ(1) の位相群としての自己同型群は自然に Ẑ× と同型となるので, GQ の作用はこの群から Ẑ×

への連続全射群準同型を定めるが, これを円分指標とよび χで表すことにする:

χ : GQ ↠ Aut(Ẑ(1)) ∼= Ẑ×.

補題 4.4. 次の位相 GQ 加群としての同型が存在する:

Gal(Q(t)abΣ /Q(t)) ∼= Ẑ[Σ]/Ẑ⊗Ẑ Ẑ(1).

ここで Ẑ[Σ]は集合 Σを基底に持つ自由 Ẑ加群であり, Ẑは Ẑ[Σ]の対角部分加群と見做している.

*17 そこがとても面白い所でもある.
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Proof. 複素数 z に対し, e(z) := exp(2π
√
−1z) と置く. この関数 e を以下の方法により,

Af := Ẑ⊗Z Qの指標とみなそう:

Af ↠ Af/Ẑ
∼←− Q/Z

e−→ C×.

x ∈ ΣがQ有理点であるとき, Ẑσx ⊂ Gal(Q(t)abΣ /Q(t))は

σx : Q{{tx}}
∼−→ Q{{tx}}; tαx 7→ e(α)tαx

で定まっていた. 一方 GQ の作用は係数への作用として定まっているので,

σσxσ
−1(tαx) = σσx(t

α
x) = σ(e(α)tαx) = e(αχ(σ))tαx

が成立し, これは
σσxσ

−1 = σχ(σ)x

を意味する. Q有理点でないときにはこの作用と Σの置換が混ざったものとなることは明らかで

あるので, 主張は示された.

さて, σx ∈ Gal(Q(t)Σ/Q(t))は一般的には体の埋め込み (2)に依存しており, 共役を除いてし

か定義されていないことに注意する. Cx := C(σx) ⊂ Gal(Q(t)Σ/Q(t))で σx を含む共役類をあ

らわすことにすると, これは埋め込み (2)の取り方に依存していないことに注意しておこう. 一般

に群 H に対して, Conj(H)で H の共役類のなす集合を表すことにする. H の自己同型群は自然

に Conj(H)に作用し, 且つその作用は外部自己同型群を経由することに注意しておこう. 従って,

ρΣ は群準同型
ρconjΣ : GQ → Aut

(
Conj(Gal(Q(t)Σ/Q(t)))

)
を誘導する. 次の系は補題 4.4から直ちに従う:

系 4.5. χ : GQ → Ẑ× を円分指標としたとき, 次の等式が成立する:

ρconjΣ (σ(Cx)) = C
χ(σ)
σ(x) .

定義 4.6. C = (C1, . . . , Cr)を Gの共役類の組とする. このとき, E inr (G)の部分集合 E in(C)を

E in(C) := {[g1, . . . , gr] ∈ E inr (G) | gi ∈ Ci}

で定める*18.

sΣ : GQ → Aut(Σ) = Sr を GQ の Σ への自然な作用とする. σ を GQ の元とし C =

(C1, . . . , Cr)を Gの共役類の組としとき, 新たな共役類の組 aΣ(σ)C を

aΣ(σ)C := (C
χ(σ)
sΣ(σ)(1)

, . . . , C
χ(σ)
sΣ(σ)(r))

で定める.

*18 この集合は空となることも当然ある.
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補題 4.7. GQ の E inr (G)への作用 aΣ(σ)は全単射

E in(C) ∼−→ E in(aΣ(σ)C)

を誘導する.

Proof. これは系 4.5から明らか.

4.2 剛性の方法

いよいよ幾何的部分から離れて, 純粋に群論的な IGPの成否に関する判定法を与えることにし

よう. 記号を用意する. C = (C1, . . . , Cr)を Gの共役類の組としたときに, ⟨C⟩で C の順序を忘れ
て定まる集合のこととする:

⟨C⟩ := {C1, . . . , Cr}.

また, 整数 nに対し Cn で各成分を n乗して定まる共役類の組をさすことにする:

Cn := (Cn1 , . . . , C
n
r ).

ここで二つ重要な群論的概念を導入しよう.

定義 4.8. C = (C1, . . . , Cr)を Gの共役類の組とする. C が有理的であるとは, 任意の |G|と互い
に素な整数 nに対し,

⟨C⟩ = ⟨Cn⟩

が成立するときに言う.

定義 4.9. 共役類の組 C が準剛性を持つとは, E in(C)が一点集合となるときに言う. 剛性を持つ,

とは更に Gの中心が自明であるときに言う.

次が本稿の主結果である:

定理 4.10 (剛性の方法). 有限群 Gに対し, 有理的かつ準剛性を持つ共役類の組 C が存在すれば,

全射準同型
GQ(t) ↠ G/Z(G)

が存在する. 特に C が剛性を持てば, Gと同型なガロワ群を持つQのガロワ拡大が存在する.

実のところ証明は殆ど終わっているのであるが, より明確にするために二つ補題を準備しよう.

補題 4.11. C = (C1, . . . , Cr)を有理的な Gの共役類の組とし,

α : Ẑ× → Aut(⟨C⟩)

を α(n)(Ci) := Cni で定める. このとき, ある有限集合 Σ ⊂ P1(Qab)が存在して, Ẑ× 集合の同型

Σ ∼= ⟨C⟩

が存在する. 但しここで左辺の Ẑ× 集合としての構造は円分指標の (-1)乗 χ−1 : Gal(Qab/Q)
∼−→

Ẑ× の逆写像で定まるものとする.

13

171



Proof. {Si}mi=1 を ⟨C⟩の Ẑ× 軌道とし, 全射

pri : Ẑ
× ↠ Hi

を軌道 Si に対応するものとしよう. 即ち Ẑ× 作用付きの有限集合としての同型

Hi
∼−→ Si

が存在する (ここで Hi には自然に左からの掛け算で作用させる). ここで Ki を Qのアーベル拡

大でガロワ群が Hi と自然に同型であるものとする. 藤井さんの講演 ([1]) であったように, Ki は

Q[Hi]加群として自由かつ階数 1であることに注意しておこう:

Ki
∼= Q[Hi].

そこで, Q[Hi]加群としての生成元 ei ∈ Ki と任意の a ∈ Q× に対し, aiei のHi 軌道は自然とHi

と Hi 集合として同型であるので, 従って Si と Ẑ× 集合として同型である. Qは無限体なので, ai

を各軌道 Si 毎にうまくとれば, それらの定める各々の軌道は全てQab の相異なる元であるように

とれる. これらのなす集合を Σと置けば補題の条件を満たすことは容易に確かめられる. 以上で

証明が完了した.

補題 4.12. C, Σ を補題 4.11 でとったものとする. このとき, Σ の順序をうまくとれば, E inr (G)

の部分集合 E in(C)は GQ の aΣ による作用で安定である.

Proof. 補題 4.7から,
aΣ(C) = C

を示せば十分である. この式の左辺は

aΣ(C) := (C
χ(σ)
sΣ(σ)(1)

, . . . , C
χ(σ)
sΣ(σ)(r))

で定義されていたことを思い出す. また, 補題 4.11から, Σ = {x1, . . . , xr}は任意の σ ∈ GQ に

対し等式
Cχ

−1(σ)
xi

= Cσ(xi)

を満たしており, これから, xi 達の順序をうまくとれば C
χ(σ)
sΣ(σ)(i)

= Ci が満たされることがわか

る. 以上で補題の証明が完了した.

定理 4.10の証明. C を有理的かつ剛性をもつ Gの共役類の組とし, Σ ⊂ P1(Qab)を補題 4.11で

とったものとする. このとき, 補題 4.12により E in(C)は GQ の作用で安定である. しかも, 剛性

の定義によりこれは一点集合であるので, その元 g は GQ の作用で固定される. 従って補題 4.3に

より主張は示された.

次の章に於いてこのような共役類の組が存在するような群の例を見てみよう.
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5 興味深い例

5.1 SL2(Fp), PSL2(Fp)

ここではまず SL2(Fp)を見てみよう. 本小節は [8, Section 3.3.6]を参考にした. まず, 任意の

零でない α, β ∈ Fp に対し定まる二つの行列(
1 α
0 1

)
,

(
1 0
β 1

)
は SL2(Fp)を生成することは直ちにわかる. 生成系の候補はここからとった方が紛れが無く良さ

そうであるが, その前に共役類の分類をしてみよう. g ∈ SL2(Fp)に対し, C(g)で gを含む共役類

を表すことにする. また, α ∈ Fp に対し, Cα で SL2(Fp) \ {E2}のトレースが αとなる元からな

る部分集合をあらわすことにする:

Cα := {g ∈ SL2(Fp) \ {E2} | tr(g) = α}.

明らかに Cα は共役作用で安定なので, これはいくつかの共役類の和集合として書けている.

補題 5.1. 以下の主張が成立する.

(1) α ̸= ±2ならば, Cα はただ一つの共役類からなる.

(2) α = ±2 ならば, Cα は二つの異なる共役類の和集合として書ける. 具体的には, −c が Fp

に於ける平方数でないような c ∈ F×
p に対し,

C±2 = C

(
±
(
1 1
0 1

))⨿
C

(
±
(
1 0
c 1

))
となる. より精密に, 上半三角冪単行列でなく更に最初の共役類に含まれない行列式 ±2の
元 g ∈ SL2(Fp) が与えられたとすると, ある平方数でない −cに対して等式

ugu−1 =

(
1 0
c 1

)
を満たすような上半三角冪単行列 uが存在する.

Proof. まず最初の主張を示そう. g =

(
a b

c d

)
を Cα の元とする. αは ±2でないので, この行列

は SL2(Fp)の中で対角化可能であることに注意しておこう. 従って g′ をまた Cα の元とすると,

ある h ∈ SL2(Fp)であって
hgh−1 = g′

を満たすものが存在する. 従って任意の σ ∈ GFp
に対して, σ(h)h−1 は gの SL2(Fp)における中

心加群に入る. 再び g が対角化可能であることから, ある k ∈ SL2(Fp)が存在して

ZSL2(Fp)
(g) = kTk−1

が成立することに注意しよう. 但し T は対角行列がなす SL2(Fp) の部分群とする. 明らか

に ZSL2(Fp)
(g) は GFp

の作用で安定であり, しかも GFp
の作用付きで Fp

×
と同型な群となっ
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ていることが分かる. したがって Hilbert の定理 90 から, ある ξ ∈ ZSL2(Fp)
(g) が存在して

σ(ξ)ξ−1 = σ(h)h−1 が任意の σ ∈ GFp
に対して成立する. 作り方から h′ := hξ−1 は Fp 係数行

列であり, h′gh′−1 = g′ を満たす. 従って主張は示された.

次に二つ目の主張を示そう. g は上と同じ記号とし, 今度はトレースが 2で且つ上半冪単行列で

ないものとしよう. 仮定から cはゼロではない. ここで次の等式が成立することに注意する(
1 c−1(1− a)
0 1

)
g

(
1 c−1(a− 1)
0 1

)
=

(
1 0
c 1

)
.

gと

(
1 1

0 1

)
は共役でないという仮定を付けていたので, 自動的に −cは平方数でないこともわか

り, 主張は示される.

以下 α ∈ Fp を一つ固定しよう. さてここで g1, g2, g3 を

g1 :=

(
1 1
0 1

)
, g2 :=

(
1 0

α− 2 1

)
, g3 := (g1g2)

−1 =

(
1 −1

2− α α− 1

)
で定める. また, 共役類の組 C を

C := (C(g1), C(g2), C(g3))

で定める. αが 2でないならば g1, g2 は SL2(Fp)を生成するので, E in(C)は空集合でないことを
注意しておこう.

命題 5.2. 次が成立する

(1) 2− αが平方数でないのであれば, C は剛性を持つ.

(2) 上の仮定が成立し, 更に g3 の位数が 3または 4であれば C は有理的である.

Proof. まずはじめの主張を示す. [g′1, g
′
2, g

′
3] ∈ E in(C)を一つとろう. g1 = g′1 と仮定してかまわな

い. また, g1, g2 は SL2(Fp)を生成するので g2 は上半三角冪単行列でない. 従って, 前の補題から

ある g1 の中心化群の元 uが存在して

ug′2u
−1 =

(
1 0
c 1

)
を満たす. uが g′1 と可換であることから

Tr(g′3) = Tr(ug′3u
−1) = Tr((g′1ug

′
2u

−1)−1) = c+ 2

がわかり, 即ち c = α− 2, 又は ug′2u
−1 = g2 となる. 従って E in(C)はただ一つの元からなる.

二つ目の主張を示す. 最初の仮定から C(g1)と C(g2)は相異なる共役類で,

C2 = C(g1)
⨿

C(g2)

が成立する. 任意の SL2(Fp) の位数と互いに素な整数 n に対し Cn2 = C2 なので,

{C(g1)n, C(g2)n} = {C(g1), C(g2)} が成立する. もう一つの仮定から C(g3)
n = C(g3)

が成立するのは明らかであろう. 従って主張は示せた.
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定理 5.3. pが 24を法として ±1と合同でないならば, 連続全射準同型

GQ ↠ PSL2(Fp)

が存在する.

Proof. 上の命題の主張の二つ目に現れた条件を満たす αが存在することを示せばよい. まず 2が

Fp で平方数でないときには α = 0と置けばよく, 次に 3が Fp で平方数でないときには α = −1
と置けば良い. これらが満たされる条件は明らかに p ̸≡ ±1 (mod p) であるので主張は示され

た.

この方法だと, どうしても素数 pについて合同条件がついてしまう. PSL2(Fp)に対するガロワ

の逆問題の完全な解決については, 後の講演でお話しする予定である. 方法は全く異なる.

5.2 散在型単純群

ここでは単に結果を述べるにとどめる. 証明やそのレファレンスに関しては, [2] を参照され

たい.

本サマースクールの田中氏の講演 [5]に於いても述べられたように, 有限単純群は以下の四つに

大別されていた:

1. 素数位数の群

2. 五次以上の交代群

3. 有限体上定義された Lie型の群

4. 散在型の群.

前小節で見た PSL2(Fp)はリストの三つ目, つまり Lie型単純群である (p ≥ 5は仮定する). この

小節ではリストの四つ目の単純群, 即ち散在型単純群について知られていることをまとめる.

注意 5.4. リストの最初の二つについてはガロワの逆問題は容易である. 一つ目は結局アーベルで

あるので, 既に導入部分で示してある. 二つ目もネーター問題が肯定的に解けることから既に示さ

れている. 従って有限単純群に対する IGPで問題となるのは後の二つのクラスである.

散在型有限単純群は具体的には以下のように完全に分類されている:

• Mathieu群, M11, M12, M22, M23, M24

• Janko群, J1, J2, J3, J4

• Conway群, Co1, Co2, Co3

• Fischer群, Fi22, Fi23, Fi
′
24

• Higman-Sims群 HS

• McLaughim群 McL

• Held群 He

• Rudvalis群 Ru

• 鈴木群 Suz

• O’Nan群 O′N
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• 原田・Norton群 HN

• Lyons群 Ly

• Thompson群 Th

• ベビーモンスター群 B

• モンスター群 M.

この分類の方法や歴史については [5], [6]やそこに含まれる引用文献を参照して頂きたい.

定理 5.5 ([2, Theorem 10.3, (o)]). M23 以外の散在型有限単純群に対し, IGPは肯定的に解ける.

Proof. マシュー群M23,M24 以外の散在型単純群 Gに対しては, 有理的かつ剛性を持つ共役類の

組が存在することを示すことが出来る. M24 については「組みひも剛性」を用いるのであるが, 本

稿の範囲を超えるものであるので, ここでは詳細は述べない. 証明を知りたい方は [2, Theorem

III. 7.12]を参照されたい.

この結果により, 単純群に対する IGP はほぼリー型単純群の場合に帰着されることがわかる.

驚くべきことに, 近年まで古典リー型単純群の基礎体を動かして得られる系列にたいして, 一様に

IGPが解決された例は知られていなかった. 例えば前節の結果にしても, 素数 pに合同条件が必要

だった. 次の講演に於いて, その初めての例である Zywinaの結果を紹介したいと思う ([7]).
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Résumé: Exposition of “The simplest cubic fields
are non-isomorphic to each other”

岡崎龍太郎

September 5, 2019

1 総実 3次体

K :総実 3次体, D(K) = Kの判別式 > 0.

•(0), •(1), •(2) : K ↪→ R

Minkowski 埋込

α ∈ K 7−→ α⃗ =

 α(0)

α(1)

α(2)

 ∈ R3

対角的埋込

a ∈ Q 7−→

 a

a

a

 = a⃗1 ∈ R3.

1
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岡崎龍太郎 “The simplest Cubic fields are non-isomorphic each other” 2

2 類体論による総実 3次体の枚挙

K :総実 3次体, D(K) = Kの判別式 > 0.

巡回 3次体:

Hasse [19], M.-N.Gras [15, 16],

Ennola-Turunen [13] など.

K/Q :巡回 3次拡大
導手を指定:

f = p∗1p2 · · · pr,
p2 ≡

3
p3 ≡

3
· · · pr ≡

3
1,

p∗1 =

9 if p1 = 3

p1 if p1 ≡
3
1

位数 3の Dirichlet 指標を指定:

χ : Z/fZ −→ C

Gaussian period∑
j∈Z/fZ
χ(j)=1

e2π
√
−1j/f

で K を生成する.

f =
a2 + 3b2

4
, a, b ∈ Z

方程式 (上: 3 ∤ f , 下: 3 | f )

X3+X2+
1− f
3

X+
(a− 3)f + 1

27

X3 − f

3
− af

27

非正規 3次体:

Hasse [18], Reichardt [36], Scholz

[37] など.

K/Q(
√
D) :巡回 3次拡大

Kummer 拡大を使用:

α ∈ O(Q(
√
−3D)),

αO(Q(
√
D)) = a3

∏
i

pip̄
2
i

a = N
Q(
√
−3D)/Q

a, pi = N
Q(
√
−3D)/Q

pi,

p2i |D, pi ̸≡
3
−1,

(
−3D
pj

)
̸= −1.

として,

Q
(√
−3,
√
−3D

) (
3
√
α
)

の部分体

Q

(
3
√
α +

a
∏

i pi
3
√
α

)
を試す.

(3の分岐の条件のため, うま
くいかないαもある. 従って, α

をスクリーニングすることにな
る.)
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岡崎龍太郎 “The simplest Cubic fields are non-isomorphic each other” 3

3 Reduction Theory による総実3次体の枚挙 (体→方程式)

Davenport [7, 8], Davenport-Heilbronn [9, 10], Ennola-Turunen [12]

Belabas [2] ( 新谷 [39], 大野 [34], 中川 [33] に繋がる流れ.)

K :総実 3次体, D(K) = Kの判別式 > 0.

Kの整数底 (1, α, β)

O(K) = Z + αZ + βZ.

に線型形式
L(Z,X, Y ) = Z +Xα + Y β, L(X, Y ) = Xα + Y β

を結びつけて, 3次形式を定義する.

∆(α, β;X,Y ) =

2∏
i=0

(
L
(i)
K − L

(i+1)
K

)
· · ·
√
Discriminant Form

I(α, β;X,Y ) =
1∣∣∣( 1, α⃗, β⃗

)∣∣∣
2∏
i=0

(
L(i) − L(i+1)

)
· · · Index Form

整数底の間の関係式
I(α)β = α2+c1α+c0, (c0, c1 ∈ Z), I(α)

∣∣∣( 1, α⃗, β⃗
)∣∣∣ = ∣∣( 1, α⃗, α⃗2

)∣∣
より,

I(α, β;X,Y ) = I(α)

2∏
i=0

(
X +

α(i) + α(i+1) + c1
I(α)

Y

)
はKを生成する代数的数の方程式である. また,

D(I(α, β;X, Y )) = D(K).

Davenport-Heilbronn [9]は仮因子の理論を使って, I(α, β;X, Y )が
primitive だと結論している.

この方法はこのままだと 3次体のオーダーを枚挙する. 3次体
の枚挙に必要な篩は Davenport-Heilbronn [10] を参照.
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岡崎龍太郎 “The simplest Cubic fields are non-isomorphic each other” 4

4 Reduction Theory による総実3次体の枚挙 (方程式→体)

K :総実 3次体, D(K) = Kの判別式 > 0.

O(K) = Z + αZ + βZ.

I(α, β;X,Y ) =

2∏
i=0

((
α(i) − α(i+1)

)
X +

(
β(i) − β(i+1)

)
Y
)

∣∣∣( 1, α⃗, β⃗
)∣∣∣

α, βの取り方から来る I(α, β;X,Y )の変化は 2元 3次形式の Re-

duction Theory で吸収する. Cremona [4] の Reduction Theory が
仕組を掘り下げている. Ennola-Turunen [12] は3次体の枚挙用に
GL2(Z)による Reduction Theory をTuning している.

2元 3次形式
F (X,Y ) = aX3 + bX2Y + cXY 2 + dY 3

の共変 2次形式は Hessian のみである.

H(F ;X, Y ) = − 1

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2F (X, Y )

∂X2

∂2F (X, Y )

∂X∂Y

∂2F (X, Y )

∂X∂Y

∂2F (X, Y )

∂X2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b2 − 3ac)X2 + (bc− 9ad)XY + (c2 − 3bd)Y 2

=: AX2 +BXY + CY 2

F : reduced⇐⇒ H(F ;X, Y ) : reduced

⇐⇒ −A ≤ B < A < C ∨ 0 ≤ −B < A = C

|a| ≤ 2D(F )1/4

3
√
3

, |b| ≤ 2D(F )1/4√
3

, |bc| < D1/2, |ad| < 4D1/2

27

注) Llorente-Oneto [26]とLlorente-Quer [29]は3次体の方程式に
別の正規化 X3 + aX + b を用いている.
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岡崎龍太郎 “The simplest Cubic fields are non-isomorphic each other” 5

5 2元 3次形式F (X, Y ) = aX3 + bX2Y + cXY 2 + dY 3 の不変
式論

判別式:

D = D(F ) = b2c2 − 4ac3 − 4b3d + 18abcd− 27a2d2

共変 2次形式:

H(F ;X, Y ) = − 1

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2F (X, Y )

∂X2

∂2F (X, Y )

∂X∂Y

∂2F (X, Y )

∂X∂Y

∂2F (X, Y )

∂X2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b2 − 3ac)X2 + (bc− 9ad)XY + (c2 − 3bd)Y 2

=: AX2 +BXY + CY 2

D(H) = B2 − 4AC = −3D(F ).

FとH(F )のJacobian =　共変 3次形式:

J(F ;X, Y ) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F (X,Y )

∂X

∂F (X,Y )

∂Y

∂H(F ;X,Y )

∂X

∂H(F ;X, Y )

∂Y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2b3 − 9abc + 27a2d)X3 + 3(b2c− 6ac2 + 9abd)X2Y

− 3(bc2 − 6b2d + 9acd)XY 2 − (2c3 − 9bcd + 27ad2)Y 3.

D(J) = 729D(F )3.

また
J(J(F )) = −729D(F )2F

Syzygy

4H3 = J2 + 27DF 2.
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岡崎龍太郎 “The simplest Cubic fields are non-isomorphic each other” 6

6 2元 3次形式の因数分解の正規化

O. [35]

総実 2元 3次形式
F (X,Y ) = aX3 + bX2Y + cXY 2 + dY 3 ∈ R[X, Y ], D(F ) > 0.

因数分解

F (X,Y ) =

2∏
i=0

(αiX + βiY ) , α =

 α0

α1

α2

 ,β =

 β0
β1
β2

 ∈ R3.

基底の外積

δ = α×β =

 δ0
δ1
δ2

 , δi =

∣∣∣∣ αi+1 βi+1

αi+2 βi+2

∣∣∣∣ , (添字は mod3 で読む).

平面格子の正規化 (記号が無い積は成分毎の積)

αX + βY ⇝ δαX + δβY

外積の性質より,

δα, δβ ⊥ 1⃗.

また, δαとδβはCanonicalに決まる. 即ち,

ξ = (ξi)
2
i=0 , ξ0ξ1ξ2 = 1 =⇒ (ξα × ξβ) ξα, (ξα × ξβ) ξβ

は ξに依存しない.

平面格子の正規化の計量

Q(X, Y ) =
1

2
∥δαX + δβY ∥2 = H(F ;X,Y ).

2元 3次形式の因数分解の正規化

F (X, Y ) =
1

δ0δ1δ2

2∏
i=0

(δiαiX + δiβiY ) .
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7 2元 3次形式の自己同型

Ayad [1], [39]

判別式が正 (D(F ) > 0)の総実 2元 3次形式F :

F (X, Y ) = F

(
X

Y

)
= aX3 + bX2Y + cXY 2 + dY 3 ∈ R[X,Y ],

左の式を中央の式の略記と見る.

変数変換
T =

(
t11 t12
t21 t22

)
∈ GL2(Z)

を定義:

(F ◦ T )
(
X

Y

)
= F

(
T

(
X

Y

))
= F

(
t11X + t12Y

t21X + t22Y

)
解釈を変える:

F (X, Y ) = N ((α,β) ;X, Y ) =

2∏
i=0

(αiX + βiY ) · · ·Norm Form

見方:

F
ほぼ←→ Zα +Zβ.

(F ◦ T )(X,Y ) = N((α,β)T ;X,Y )

見方:

変数変換←→格子の基底の取り換え

Aut(H(F )) = {T ∈ GL2(Z) : H(F ) ◦ T = H(F )};
Aut(Zα,Zβ, ∥ • ∥) = Aut(H(F )); (見方)

Aut(F ) = {T ∈ GL2(Z) : F ◦ T = F} ⊂ Aut(H(F ));

但し, (α,β)によるFの因数分解が正規化済だとする.
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8 2元 3次形式の非自明な自己同型

判別式が正 (D(F ) > 0)の総実 2元 3次形式F :

F (X, Y ) = F

(
X

Y

)
= aX3 + bX2Y + cXY 2 + dY 3 ∈ R[X,Y ]

Fの自明な自己同型：

T =

(
1 0

0 1

)
, F ◦ T = F.

Fの自己同型でないものの例:

F ◦
(
−1 0

0 −1

)
= −F.

自己同型
T ∈ Aut(F ) ∩ SL2(Z) ⊂ Aut(H(F )) ∩ SL2(Z)

の一般論. (簡単のため正規化済の (α,β)について.)

(α,β) , (α,β)T, (α,β)T 2, (α,β)T 3, . . . :有界 ∴周期的.

T ℓ =

(
1 0

0 1

)
, ℓ :最小周期.

Tの固有値は 1の巾根で, Tのサイズ 2× 2より, それら固有値は
2次まで. よって, Tの固有値は次の複素数に限られる.

±1,±
√
−1,±−1 +

√
−3

2
,±1 +

√
−3

2
.

T j ̸=
(
−1 0

0 −1

)
, (j = 1, 2, 3, . . .).

より, F の非自明な自己同型の固有値の集合は次のものに限ら
れる. {

−1 +
√
−3

2
,
−1−

√
−3

2

}
, (周期 3)
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9 非自明な自己同型を持つ 2元 3次形式

判別式が正 (D(F ) > 0)の総実 2元 3次形式F :

F (X, Y ) = F

(
X

Y

)
= aX3 + bX2Y + cXY 2 + dY 3 ∈ R[X,Y ]

Fが非自明な自己同型を持つとする.

T ∈ Aut(F ) ∩ SL2(Z), 1 + T + T 2 = 0 ∴ T 3 = 1.

すると, Zα+Zβの逐次最小の集合(M)の濃度は3の倍数となる.

また, 簡単のため, (α,β)が正規化済とする.

さらに, F が reduced だとする.

#M =



2 if ∥α∥ < ∥β∥ ∧ α · β ̸= 0

4 if ∥α∥ < ∥β∥ ∧ α · β = 0

4 if ∥α∥ = ∥β∥ ∧ α · β /∈
{
0,−1

2∥α∥
2
}

8 if ∥α∥ = ∥β∥ ∧ α · β = 0

12 if ∥α∥ = ∥β∥ ∧ α · β = −1
2∥α∥

2

より,

H(F ) =
∥α∥2

2
(X2 −XY + Y 2)

T =

(
0 −1
1 −1

)
,

(
−1 1

−1 0

)
となる. (F : reduced という設定の効果で相似変形が見えない.)

この下で F = F ◦ Tを係数の 1次方程式として解くと
F = Ga,b(X,Y ) = aX3 + bX2Y + (−b− 3a)XY 2 + aY 3

D(F ) = (b2 + 3ab + 9a2)2, 分解体は巡回 3次体
となる.

注) GL2(Z)の場合はX3 − 2XY 2が (X, Y ) 7−→ (X,−Y )で
不変となる事情で煩雑になる.
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10 巡回 3次体から 2元 3次形式の自己同型へ (目標設定)

K :巡回 3次体, D(K) = f 2 > 0, 0 < f ∈ Z.

⟨σ⟩ = Gal(F/Q).

•(0) : K ↪→ R

•(i) : α ∈ K 7−→
(
ασ

i
)(0)
∈ R

O(K) = Z +Zα +Zβ

「3次体⇝ Index Form」の理論と「2元3次形式⇝格子の正規化」
の理論を組み合せたい. α(0)

α(1)

α(2)

 7−→
 α(1) − α(2)

α(2) − α(0)

α(0) − α(1)


は 1⃗Rを消して, 1⃗⊥上では回転を含む相似拡大になっている.

Z
1

6
√
D(K)

(
α⃗σ − α⃗σ2

)
+Z

1
6
√
D(K)

(
β⃗σ − β⃗σ2

)
は共変な2次形式 (格子の計量)と3次形式 (Norm Form)を与える.

後者がKの Index Formになっている.

共変な2次形式と3次形式を巡回3次体の幾何的な構造から直
接につくることはできないだろうか？
巡回 3次体の場合, R3内のK, そしてO(K)は座標 3個の巡回

置換で不変である. そこで, O(K) ∖ Zの元でR1⃗からの距離が
最小のものをαとして, β = ασと置こう.

dist
(
α⃗,R1⃗

)
= dist

(
O(K)∖Z,R1⃗

)
, β = ασ

すると, (1, α, β)がKの整数底となる.

O(K) = Z +Zα +Zβ
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11 巡回 3次体から 2元 3次形式の自己同型へ (格子発見)

K :巡回 3次体, D(K) = f 2 > 0, 0 < f ∈ Z.

⟨σ⟩ = Gal(F/Q).

dist
(
α⃗,R1⃗

)
= dist

(
O(K)∖Z,R1⃗

)
, β = ασ

O(K) = Z +Zα +Zβ

このデータに格子を結びつける.

Z
(
α⃗σ − α⃗σ2

)
+Z

(
β⃗σ − β⃗σ2

)
計量は数論的に正規化するなら

Q(α, β;X,Y ) =
1

2
∥X
(
α⃗σ − α⃗σ2

)
+ Y

(
β⃗σ − β⃗σ2

)
∥2

= tr
K/Q

(
α2 − ασ+σ2

)
·
(
X2 −XY + Y 2

)
となる. 但し, R3から誘導される計量は補正因子を取る. また,

•⊥ : R3 7−→ (R1⃗)⊥ · · ·直交射影
を使うと,[

Z
(
α⃗⊥
)
+Z

(
β⃗⊥
)
: Z
(
α⃗σ − α⃗σ2

)
+Z

(
β⃗σ − β⃗σ2

)]
= 3.

となるから,

f = covol(O(K)) = tr
K/Q

(
α2 − ασ+σ2

)
となる. 他方,

f |
2∏
i=0

(α(i+1) − α(i+2))

より,

α(i+1) − α(i+2) ∈
∏
p|f

p1+ch(3∈p)
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12 巡回 3次体から 2元 3次形式の自己同型へ (到着)

K :巡回 3次体, D(K) = f 2 > 0, 0 < f ∈ Z.

⟨σ⟩ = Gal(F/Q).

dist
(
α⃗,R1⃗

)
= dist

(
O(K)∖Z,R1⃗

)
, β = ασ

O(K) = Z +Zα +Zβ

Z
(
α⃗σ − α⃗σ2

)
+Z

(
β⃗σ − β⃗σ2

)
このデータから 2元 3次形式を作ってある.

I(α, β;X, Y ) = ±1

f

2∏
i=0

((
α(i) − α(i+1)

)
X +

(
β(i) − β(i+1)

)
Y
)

α←→

 α

ασ

ασ
2

 , ασ ←→

 ασ

ασ
2

α


を横目に見て  x0

x1
x2

σ

=

 x1
x2
x3


とσを拡張する. すると,

α⃗
σ7−→ β⃗

σ7−→ −α⃗− β⃗(
α⃗σ, β⃗σ

)
=
(
α⃗, β⃗

)
T, T =

(
0 −1
1 −1

)
となる. 従って,

I(α, β;X,Y ) = I(ασ, βσ;X,Y ) = I((α, β)T ;X,Y )

I(α, β;X, Y ) = aX3 + bX2Y + (−b− 3a)XY 2 + aY 3

D(I(α, β;X,Y )) = (b2 + 3ab + 9a2)2, a, b ∈ Z.
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13 巡回 3次体の族 (要約)

巡回 3次体Kは
F (X,Y ) = I(α, ασ;X,Y ) = Ga,b(X,Y )

= aX3 + bX2Y + (−b− 3a)XY 2 + aY 3

D(I(α, ασ;X, Y )) = (b2 + 3ab + 9a2)2, a, b ∈ Z

によってパラメトライズされる.

注) 先に方程式を与えた場合は, F の分解体の退化が起こりえ
る. 実際

a = tuv(v − u), b = tu3 − 3tuv2 + tv3, t, u, z ∈ Z

のとき
F (u, v) = 0

となる. また, a = 0の場合は, bを自由にしても
F (X,Y ) = bXY (X − Y )

となり, Fの分解体は退化する.

見つけ方: 0 ̸= a, b, u, v ∈ Z, gcd(u, v) = 1 の下で
au3 + bu2v − (b + 3a)uv2 + av3 = 0

となったとする. u, v, v − uを法とする合同式の考察から,

a = tuv(v − u), ∃t ∈ Z

が分かる. 次に方程式をa = uv(v − u)で除すると
tu3 − b− 3tuv2 + tv3 = 0.

となる.　 (若林 [41]は既約性の少し弱い十分条件を証明してい
る.)

注) この族はQ上では1変数 b/aでパラメトライズされている.
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14 巡回 3次体とThue方程式

M.Bennett [3], O. [35]

Ga,b(X,Y ) = aX3 + bX2Y + (−b− 3a)XY 2 + aY 3

D(I(α, ασ;X, Y )) = (b2 + 3ab + 9a2)2, a, b ∈ Z

M.Bennett の衝撃的な結果 [3] にはThue 方程式
Ga,b(X,Y ) = 1

の解の個数R(a, b)が 0, 3, 6 か 9に限られるいう系がある. 同じ
論文でパラメーターk ∈ Z入りで
G2k+1,−3k−1(2, 1) = G2k+1,−3k−1(−1,−2) = G2k+1,−3k−1(−1, 1) = 0.

という現象が指摘されている.

G2k+1,−3k−1(2, 1) = X3−X2Y−2XY 2+Y 3+k(X−2Y )(2X−Y )(X+Y )

また,

G2k,b(X,Y ) = 2kX3+bX2Y +(−b−6k)XY 2+2kY 3 ≡
2
bXY (X−Y )

について, R(2k, b) = 0という現象も指摘されている. G2k,bの分
解体で 2が完全分解することから, 素イデアルの分解とThue方
程式の関連に興味が湧く.

講演者の定理 [35, Theorem 1.3]はD(Ga,b) ≥ 2.56 · 108の下で,

R(a, b)が 0か 3に限られることを示した.

若林 [41]はD(Ga,b)に関する条件を外して, R(a, b)が 0か 3に
限られることを示した. また 若林 [42]はThue不等式

|Ga,b(X, Y )| ≤ 2b + 3a

を解いた.

Thue 方程式
G1,n−1(X, Y ) = 1

は更に有名である.
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15 Simplest cubic field とThue 方程式

D.Shanks [38], E.Thomas [40], Mignotte [31], 若林 [41, 42], 星 [22]

D.Shanks [38] の simplest cubic field Kn の定義方程式は

Pn = G1,n−1(X, 1) = X3 + (n− 1)X2 − (n + 2)X + 1, n ∈ Z

であり, Pnの判別式
(n2 + n + 7)2

が平方数であることから数体Knは巡回 3次体である.

パラメーターの交換n ←→ −n − 1 が中間の項の係数の交換
を起こすから,

K−n−1 = Kn

という体の重復がある. この重復をnの範囲の制限n ≥ 0によっ
て除こう.

n ≥ 0の範囲では n2 + n + 7が増加函数になるから, G1,n−1は
互いに同値ではない.

E.Thomas [40] はn ≥ 1.365× 107の下でThue 方程式

G1,n−1(X, Y ) = 1

の解が (1, 0), (0, 1), (−1,−1)に限られることを示した. nに関す
る条件を落とすことができるという E.Thomasの予想をMignotte

[31] が証明した. これはBaker理論を使う証明だったが, 超幾何
函数を使う研究もあり右辺をnの言葉で小さい数に置き換えた
Thue方程式やThue不等式まで発展している. この方向の研究は
若林 [41, 42] の研究が究極の結果となっている.

他方, 講演者はCIRMの講演で Knの重複を研究した. 星 [22]

はこの研究を発展させて, 右辺がn2 + n+ 7の約数の場合を完全
に解いた.
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16 Simplest cubic field の重複問題

Kn : Pn = G1,n−1(X, 1) = X3+(n−1)X2− (n+2)X+1, n ∈ Z

しかし, simplest cubic field の重復が他にもあることが知られ
ている:

K0 = K6 = K13 = K1260; K1 = K4 = K55; K2 = K67; K3 = K2390.

ここで, 自然に次の疑問が湧いてくる:

Problem: simplest cubic fieldの重復は以上で全てなのではな
いだろうか?

Diophantine Analysis から解答が出てきた: Thue 方程式

X3 + (n− 1)X2Y − (n + 2)XY 2 + Y 3 = 1.

から自明な解 (1, 0), (0, 1), (−1,−1)以外の解を排除する研究の分
析から我々の疑問の検証が出てきた.
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ガロア群の構成問題の明示解の活用
～明示的な多項式があると出来ること～

角皆 宏

Galois群の構成問題では所望のGalois群を持つ多項式を明示的に得ることを目標の一
つとするが、既に存在が証明されている群に対する多項式の明示的構成や、既に多項式が
明示的に構成されている群に対するより簡明な多項式の構成については、既存の結果の
後追いのように見られて、低い評価をされがちである。そこで本稿では、明示的構成の意
義、明示的で簡明な多項式を利用して出来ることの一部を紹介したい。具体的には、

• 整数環の決定（特に、単生 (monogenic)な代数体の構成）
• 単数群の決定（まで行かなくても明示的な単数を持つ代数体の構成）
• 2次不分岐拡大の明示的構成（による類数の可除性）

などを扱う。

1. Shanks の巡回 3 次式

先立つ稿 [T∗, 注 1]でも現れたように、

f(t;X) = X3 − tX2 + (t− 3)X + 1 ∈ Q(t)[X]

は、Q 上の 1 助変数の生成的 C3 多項式である。X → −X, t → −t と変数変換した多
項式

fSh(t;X) = X3 − tX2 − (t+ 3)X − 1 ∈ Q(t)[X]

を用いることも多く1、Shanksの巡回 3次式と呼ばれる。特に、t ∈ Z に特殊化した場合に
は常にQ上既約で、その根体（＝分解体）である巡回3次体K = Ktは、基本単数などの数
論的な重要な情報が明示的に求まりやすい特徴があり、最簡 3次体 (simplest cubic fields)

と呼ばれる (Shanks[Sh])。
有理関数体 Q(t) 上の多項式として成り立っていることをまとめておく。fSh の判別式

は D(fSh) = ∆2 （∆ = ∆(t) := t2 + 3t + 9）であり、Gal(fSh/Q(t)) = ⟨σ⟩ ≃ C3 の根へ

の作用は σ(θ) = − 1

1 + θ
で、θi+1 = σ(θi) となるように、3 根 θi (i ∈ Z/3Z) の番号付け

を決めておく。尚、fSh(t;X) = −X3fSh(−t− 3;X−1) であるので、t を −t− 3 に変えて
も根体は変わらない。

1.1. 冪基底. n 次代数体 K の整数環 OK がΘ = (1, θ, . . . , θn−1) の形の整数基を持つと
き、即ち、OK = Z[θ] となる θ ∈ OK が存在するとき、K は単生 (monogenic)といい、
このときの Θ を冪基底、θ ∈ O をその生成元と呼ぶ。一般に、θ ∈ OK に対し、そのモ
ニックな最小多項式を f(X) ∈ Z[X] とすると、D(f) = DK · (OK : Z[θ])2 が成り立つ。
θ が K の冪基底の生成元である必要十分条件は、DK = D(f) である。特に、D(f) が平
方無縁 (square-free)であれば、D(f) = DK かつ OK = Z[θ] となり、θ は冪基底の生成
元となる。しかし、冪基底は常に存在するとは限らない。
さて、t ∈ Z に対し、fSh(t;X) の根体（分解体）K = Kt の判別式を DK = DKt、整

数環を O = Ot、fSh の根の 1 つを θ = θt とするとき、θ が O の冪基底を生成するか、
即ち、O = Z[θ] ≃ Z[X]/(fSh(t;X)) であるかどうかを考えよう。上で見たように、

D(fSh) = ∆2 = DK · (O : Z[θ])2

第 27回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」報告集原稿.
1こうすると、根のノルムが +1 になる。
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であり、∆ の素因数分解によっては、O ̸= Z[θ] となる場合もあるが、PARI/GP などで
実験してみると、O = Z[θ] となる場合も多いことがわかる。
実際、次が示せる：

命題 1.1 (Cusick[Cu, Lemma 1]). t ∈ Z で、∆ = t2 + 3t + 9 が平方無縁のとき、p|∆
なる素数は K/Q で分岐する。特に、p|DK となることから、O = Z[θ]、即ち、O は冪基
底 (1, θ, θ2) を持つ。

証明 . p|∆ とする。∆ が平方無縁なので、p||∆ である。3|∆⇐⇒ 3|t⇐⇒ 32|∆ より、

p ̸= 3 が言える。Y = X − t

3
と変数変換（立方完成）して、

fSh(t;Y +
t

3
) = Y 3 − 1

3
∆Y − 1

27
(2t+ 3)∆ ∈ Zp[X]

がEisenstein型になるので（或いは p進Newton多角形（Appendix A参照）を考えれば）、

fSh(t;Y +
t

3
)のすべての根の付値が

1

3
であり、pが根体 K で完全分岐することが分かる。

従って、p2|DK で p ∤ (OK : Z[θ]) となる。これが p|∆ なるすべての p で成り立つので、
(OK : Z[θ]) = 1 となる。 □
最も簡単な場合は ∆ = t2+3t+9 =: pが素数のときである2。この場合は、p2 = DK ·(O :

Z[θ])2 なので、DK = 1 または DK = p2 であり、数の幾何を用いたMinkowskiの定理：
DK = 1 ⇐⇒ K = Q を援用して、DK > 1 から DK = p2 および O = Z[θ] が従う、と
いっても良い。
さて、このとき、DK = D(fSh) = p2 であるから、K/Q では p のみが分岐するので、

K は p 分体 Q(ζp) の唯一の 3次巡回部分体である3。円分体論からは、むしろGaussの 3
項周期と結びつけるのが自然であろう (Lehmer[L])。
p を p ≡ 1 (mod 3) なる素数とし、g を modp の原始根とするとき、Gaussの 3項周

期 ηi は次で与えられる：

ηi :=

p−1
3
−1∑

k=0

ζg
i+3k

p (i = 0, 1, 2).

これを根とする多項式は

F (X) = X3 +X2 − p− 1

3
X − (L+ 3)p− 1

27
∈ Z[X]

（ここに、L は 4p = L2 + 27M2, L ≡ 1 (mod 3) で定まる。）であり4、その判別式は、
D(F ) = p2M2 である。F の根体 K は Q(ζp) の唯一の 3次巡回部分体で、DK = p2 であ
るから、(O : Z[η0]) =M となり、ηi が冪基底を与えるのは M = 1 の場合に限る。これ
が最簡 3次体の場合である。実際、4p = 4(t2 + 3t + 9) = (2t + 3)2 + 27 なので、必要な
ら t を −t− 3 に置き換えて t ≡ 2 (mod 3) に取れば、L = 2t+ 3 ≡ 1 (mod 3) となり、

fSh(t;X) = X3 − tX2 − (t+ 3)X − 1 = X3 − L− 3

2
X2 − L+ 3

2
X − 1

で、X = Y +
L− 1

6
と変換すると、

F (Y ) = fSh(
L− 3

2
;Y +

L− 1

6
)

であることがわかる。従って、fSh の根 θ0 = θ, θ1, θ2 とGaussの 3項周期 ηi との関係は、

θi = ηi +
L− 1

6
2このような p, t が無限個あるかどうかは勿論知られていないが、実験的には結構ある。
3従って p ≡ 1 (mod 3) である筈だが、それは p = t2 + 3t+ 9 であることからもわかる。
42 次の係数は容易にわかる。1 次の係数も工夫して計算すると何とかなる。定数項を直接計算しようと

すると Jacobi和になるのでその決定は難しいが、F が 3 次巡回多項式であることから、判別式が平方数に
なることを用いて決定することも出来る。
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である。

1.2. 単数群. Shanksの巡回 3次式

fSh(t;X) = X3 − tX2 − (t+ 3)X − 1 ∈ Q(t)[X]

の 3根 θ0, θ1, θ2 の間には、その構成から、

θi+1 = −
1

1 + θi
, θ0θ1θ2 = 1

という関係があるのであった。t ∈ Z の場合には根体 K = Kt の単数であり、θi のうち
の任意の 2つは独立な単数となる。総実 3次体 K の単数群の階数は 2なので、まずはこ
れで階数の分だけの独立な単数を得たことになる。では、これが基本単数系を成すだろ
うか。
一般に、数の幾何や二次形式の簡約理論（Appendix B 参照）により、判別式を用いて

単数規準の下からの評価が得られる（Appendix C 参照）。一方、実二次体の場合を考え
ても分かるように、一般論による単数規準の上からの評価は非常に困難である。そこで単
数が明示的に得られることが非常に重要になる。
さて、今の総実 3次体の場合には、判別式を用いた単数規準の下からの評価として、次

が得られる（Appendix C 参照）：

定理 1.2 (Cusick[Cu, Theorem 1]). 総実 3次体 K の判別式を DK、単数規準を RK と
するとき、

RK ≥
1

16
(log

DK

4
)2

である。

では、fSh(t;X) の 3 根 θ0, θ1, θ2 のうちの任意の 2つを取ると、基本単数系をなすだろ
うか。少なくとも、∆ = t2 + 3t+ 9 が平方無縁かつ充分大きい t ∈ Z については、これ
が成り立つことが示せる。
fSh(t;X) の 3 根のうち、唯一の正の根を θ = θ0 とすると、θ2 < −1 < θ1 < 0 < θ0 と

なっており、さらに θ > t+ 1 である。t が小さいときにも結果を得ようとすると、誤差
項まで含めた精密な評価や細かい議論、さらに小さいところの有限個を潰すための個別
計算などが必要であるが、簡単のため、本稿では t ∈ Z が充分大きいとき（特に t > 0）
のみ考え、t −→ +∞ での漸近挙動だけを見よう。このとき、θ = t(1 + o(1)) である。

θi+1 = σ(θi) = −
1

1 + θ
であることに注意すると、θ1 = −t−1(1 + o(1)), θ2 = −1+ o(1) で

あることがわかる。
Θ = (θ0, θ1) とし、

R(Θ) = R(θ0, θ1) :=

∣∣∣∣∣det
(
log |θ0| log |σ(θ0)|
log |θ1| log |σ(θ1)|

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣det

(
log |θ0| log |θ1|
log |θ1| log |θ2|

)∣∣∣∣∣
とする。単数系 Θ が ±1 とともに生成する部分群 U = U(Θ) := ⟨−1, θ0, θ1⟩ ∈ O×K につ
いて、群指数を i(Θ) := (O×K : U(Θ)) と書くと、R(Θ) = i(Θ)RK である。RK の下から
の評価は得られている。R(Θ) を計算して R(Θ) < 2RK なら、R(Θ) = RK で Θ が基本
単数系を成すことが言える。
R(Θ) の t −→ +∞ での漸近挙動を見ると、

R(Θ) =

∣∣∣∣∣det
(

log |t(1 + o(1))| log | − t−1(1 + o(1))|
log | − t−1(1 + o(1))| log | − 1 + o(1)|

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣det
(

log t+ o(1) − log t+ o(1)

− log t+ o(1) o(1)

)∣∣∣∣∣
= (log t)2 + o(log t)
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となる。一方、DK = ∆2 = (t2 + 3t+ 9)2 = t2(1 + o(1)) より、

(log
DK

4
)2 = (2 log(t2(1 + o(1))− log 4)2

= (4 log t− log 4 + o(1))2

= 16(log t)2 + o((log t)2)

となるので、
R(Θ)

(log
DK

4
)2

=
(log t)2 + o(log t)

16(log t)2 + o((log t)2)
−→ 1

16

が従う。特に、十分大きい t に対し、

R(Θ) <

(
1

16
+ ε

)
(log

DK

4
)2 < 2RK

となり、Θ が基本単数系をなすことが言える。また併せて、定理の不等式の定数 1/16 が
（下限としても下極限としても）best possibleであることもわかる。

2. Lehmer の巡回 5 次式

前節の Shanksの巡回 3次式の 5次の類似として、p ≡ 1 (mod 5) なる素数 p に関する
Gaussの 5項周期をずらして巡回 5次体の単数を得ようという狙いから、p = t4 + 5t3 +
15t2 + 25t+ 25 の形の素数に対して、E. Lehmer は次の巡回 5次多項式を得た：

fLeh(t,X) = X5 + t2X4 − 2(t3 + 3t2 + 5t+ 5)X3

+ (t4 + 5t3 + 11t2 + 15t+ 5)X2 + (t3 + 4t2 + 10t+ 10)X + 1.

これは実際、p = t4 + 5t3 + 15t2 + 25t+ 25 が素数かどうかに関わりなく、Q(t) 上の C5

多項式となっている（生成的ではない）。
有理関数体 Q(t) 上の多項式として成り立っていることをまとめておく。fLeh の判別

式は

D(fLeh) = ∆0(t)
2∆1(t)

4

（ここに、∆0 = ∆0(t) := t3 + 5t2 + 10t+ 7,∆1 = ∆1(t) := t4 + 5t3 + 15t2 + 25t+ 25）で
あり、残念ながら ∆1 の冪だけではないが、

(t3 + 5t2 + 10t+ 18)∆0(t)− (t2 + 5t+ 5)∆1(t) = 1

となることから、この 2つの因子が（t ∈ Z に特殊化した後でも）互いに素であることに
注意しておこう。Gal(fLeh/Q(t)) = ⟨σ⟩ ≃ C5 の根への作用は

σ(θi) =
(t+ 2) + tθ − θ2

1 + (t+ 2)θ

である（[ScWa] 5）。θi+1 = σ(θi) となるように、5 根 θi (i ∈ Z/5Z) の番号付けを取るこ
とにする。
以下、本節では、最終節を除いて、t ∈ Z に特殊化したときの根体（＝分解体）K = Kt

を考える。t ∈ Z のときは、mod2 で既約なことから、fLeh(t,X) ∈ Z[X] は常に既約で
ある。また、根 θ = θt は K の単数になる。

5小さい n について数値計算して係数を求めて帰納した、と書いてある。わかってしまえば確かめるの
は（計算代数ソフトウェアを使えば）簡単。
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2.1. 判別式・整数環. t ∈ Z に特殊化し、その根 θ = θt および根体（分解体）である巡回
5次体 K = Kt = Q(θt) を考える。判別式 DK を決定するため、p|D(f) = ∆0(t)

2∆1(t)
4

なる素数 p での分岐状況を見よう。K で素数 p が分岐するとき、完全分岐（分岐指数 5）
であるから、p4|DK （p ̸= 5 なら p4||DK）である。
まず、p|∆0(t) の場合には、vp(∆0(t)) = a 即ち pa||∆0(t) とおいて、

fLeh(t;Y − (t2 + 3t+ 4))

= Y 5 − (4t2 + 15t+ 20)Y 4 − 2(t2 + 4t+ 5)(3t2 + 11t+ 15)Y 3

− (4t6 + 48t5 + 251t4 + 733t3 + 1261t2 + 1215t+ 515)Y 2

+ (t5 + 13t4 + 63t3 + 156t2 + 200t+ 110)∆0(t)Y −∆0(t)
3 ∈ Z[X]

の p進Newton多角形を考えると、根の付値が 0, 0, 0, a, 2a であることがわかり、付値が
すべて整数なので、p は K/Q で不分岐である。特に、p ∤ DK であり、p|(OK : Z[θ]) と
なる。従って、fLeh を用いて冪基底に関する結果を得るのは難しい。これだけでも、前
節の Shanksの巡回 3次式が非常に簡明で有難かったことがわかるだろう。

一方、p||∆1(t)の場合には、5|∆1(t) =⇒ 5|t =⇒ 52||∆1(t)より p ̸= 5であり、Y = X+
t2

5
と変数変換（5乗完成）して、

fLeh(t;Y − t2

5
) = Y 5 − 2

5
∆1(t)Y

3 +
1

25
(4t2 + 10t+ 5)∆1(t)Y

2

− 1

125
(3t4 + 15t3 + 20t2 − 50)∆1(t)Y

− 1

3125
(4t6 + 30t5 + 65t4 − 200t2 − 125t+ 125)∆1(t) ∈ Zp[X]

が Eisenstein型になるので（或いは p進Newton多角形を考えれば）、根の付値が 1/5で
あり、p が K で完全分岐する。従って、∆1(t) が平方無縁であれば、DK = ∆1(t)

4 かつ
(O×K : Z[θ]) = ∆0(t) とわかる。

i

vp(ai)

0 1 2 3 4 5

a

2a

3a

fLeh(t;Y − (t2 + 3t+ 4)), pa||∆0(t)
の p進Newton多角形

i

vp(ai)

0 1 2 3 4 5

1

2

3

fLeh(t;Y − t2

5
), p||∆1(t)

の p進Newton多角形

元々の p = ∆1(t) = t4+5t3+15t2+25t+25 が素数の場合には、p ≡ 1 (mod 5) であっ
て、K は円分体 Q(ζp) の唯一の 5 次巡回部分体である。その構成から、根 θi とGauss
の 5項周期

ηi :=

p−1
5
−1∑

k=0

ζg
i+5k

p (i = 0, . . . , 4)

（g は mod pの原始根）との間には、（適切な番号付の下に）次の関係がある (Lehmer[L])：

θi =

(
t

5

)
ηi −

1

5

(
t2 −

(
t

5

))
.

尚、正規整数基に関しては、次の結果がある (Spearman-Williams[SpWi])：
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定理 2.1 (Spearman-Williams). n ∈ Z とする。5 ∤ n かつ ∆1(n) が平方無縁のとき、

K は θ +
1

5

(
t2 −

(
t

5

))
の共役系からなる正規整数基をもつ。

2.2. 単数群. t ∈ Z に特殊化したとき、fLeh(t,X)の根 θ = θ0, θ1, . . . , θ4 は K の単数であ
り、そのうち任意の 4つは独立な単数となる。従って、単数群 O×K の階数一杯（階数 4）の
部分群を生成する。では、これが基本単数系を成すだろうか。Schoof-Washington[ScWa]
の結果を紹介する。

定理 2.2 (Schoof-Washington). p = ∆1(t) = t4 + 5t3 + 15t2 + 25t + 25 が素数のとき、
fLeh(t,X) の根は単数群 O×K を生成する。特に、単数規準 RK は、

RK = | det(log |θi+j|)1≤i,j≤4| .

注 2.3. この結果を用いて、[ScWa] では、類数公式

hKRK =
1

16

∏
χ ̸=1

√
pL(1, χ)

（ここに χ は非自明な指標 Gal(K/Q) −→ C× を亘る）、および RK = R(θ) と L(1, χ) の
数値計算から、K の類数 hK を計算している。L(1, χ)の計算にはGauss和（Gauss周期の
線型結合）が現れるが、そこでもGauss周期を計算する代わりに fLeh(t,X)の根を用いて
いる。特に、この場合には RK が小さいので、大きい hK が現れる。例えば、p = 641491
(t = 27) のとき、hK = 1566401（素数）であり、p 分体 Q(ζp) の最大実部分体 Q(ζp)

+ の
類数 h+p = hQ(ζp)+ が pより大きい素数で割れる例を提供している ([ScWa, Theorem 4.1])。
これより、h+p の素因子の大きさを上から評価するだけでは、Vandiver予想 p ∤ h+p が証明
できないことがわかる。

さて、上の定理を示すために、まず、巡回 5次体の単数規準に関する次の下からの評価
を示す：

命題 2.4 ([ScWa, Corollary 2.7]). 巡回 5次体 K の導手を fK 、単数規準を RK とする
とき、

RK ≥
1

52
(log

fK
2
)4 .

（尚、判別式 DK で書くと、DK = f 4
K なので、RK ≥

1

2852
(log

DK

24
)4 である。）

そのために、格子の最短ベクトルの大きさを評価する（Appendix B 参照）：

定理 2.5 ([ScWa, Theorem 2.2]). V = R4 を 4次元実 Euclid空間（| · |）、L ⊂ V を V
の格子とし、5次巡回群 G = ⟨σ⟩ が V に等距離的に作用して、L が G 作用で安定とし、
ノルム N =

∑
τ∈G

τ が V を消す（N(V ) = {0}）とする。このとき、

|x| ≤ 2
1
25−

1
8 det(L)

1
4

となる x ∈ L∖ {0} が存在する。

注 2.6. K が単なる総実 5次体でなく、巡回 5次体であることから、Galois群 G =
Gal(K/Q) が等距離的に作用することを念頭に置いた設定にして、一般の格子に対する

Hermite定数による評価 |x| ≤ γ
1
2
4 det(L)

1
4 よりも良い評価を得ている。実際、2

1
25−

1
8 =

1.156 · · · < γ
1
2
4 = 2

1
4 = 1.189 · · · である。

さて一方、fLeh(t,X) の根 θ = θ0, θ1, . . . , θ4 のうち任意の 4つを取ると K の基本単数
系を成すだろうか。ここでも前節と同様に、本稿では充分大きい t のみ考えることにし
て、t −→ +∞のときの漸近挙動だけを見るに留める。根の増大度を調べるため、Q(t) ↪→
Q((t−1)) と埋込んで、t−1 進Newton多角形を見ると、根の t−1 進付値が 3, 1,−1,−1,−2
であることがわかる。
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i

v(ai)

0
1 2 3 4 5

1

−1

−2

−3

−4

fLeh(t,X) の t−1 進Newton多角形

t

θ

0−2 −1 1 2

−4

−2

2

4

θ0

θ1

θ2

θ3

θ4

fLeh(t, θ) = 0 のグラフ

ここで

θi+1 = σ(θi) =
(t+ 2) + tθi − θ2i
1 + (t+ 2)θi

であるので、これらの根が C5 = ⟨σ⟩ の作用に関して移る順番は、根の付値が 1→ −2→
−1→ 3→ −1→ 1 の順であることがわかり、付値が 1 のものを θ = θ0 に選べば、

θ0 = t−1(−1 + o(1)), θ1 = t2(−1 + o(1)), θ2 = t(1 + o(1)),

θ3 = t−3(−1 + o(1)), θ4 = t(1 + o(1))

となることがわかる。これより、log |θ0| = − log t+o(1), log |θ1| = 2 log t+o(1), log |θ2| =
log t+o(1), log |θ3| = −3 log t+o(1), log |θ4| = log t+o(1)であるので、Θ = (θ0, θ1, θ2, θ3)
に対するR(Θ) の漸近挙動は、

R(Θ) = | det(log |θi+j|)0≤i,j≤3|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det


− log t+ o(1) 2 log t+ o(1) log t+ o(1) −3 log t+ o(1)

2 log t+ o(1) log t+ o(1) −3 log t+ o(1) log t+ o(1)

log t+ o(1) −3 log t+ o(1) log t+ o(1) − log t+ o(1)

−3 log t+ o(1) log t+ o(1) − log t+ o(1) 2 log t+ o(1)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det


−1 2 1 −3
2 1 −3 1

1 −3 1 −1
−3 1 −1 2



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· (log t)4 + o((log t)4)

= 71(log t)4 + o((log t)4)

となる。
また、p = ∆1(t) = t4+5t3+15t2+25t+25が素数のとき、導手は fK = p = t4(1+o(1))

であるから、

(log
fK
2
)4 = (log(t4(1 + o(1))− log 2)4

= (4 log t− log 2 + o(1))4

= 28(log t)4 + o((log t)4)
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となるので、
R(Θ)

(log
fK
2
)4

=
71(log t)4 + o((log t)4)

28(log t)4 + o((log t)4)
−→ 71

28

が従う。
一方、

RK

(log
fK
2
)4
≥ 1

52

であったので、充分大きい t に対し、
R(Θ)

RK

≤ 52 ·
(
71

28
+ ε

)
< 7

が言える6。Hermite定数の改良など頑張ったが、言えたのは i(Θ) = (O×K : U(Θ)) =
R(Θ)

RK

< 7 までで、i(Θ) < 2 までは絞れていない。そこで、O×K/U(Θ) へのGalois作用か

らZ[C5]/N ≃ Z[ζ5] 加群の構造が入るので、その位数 i(Θ) に制約がかかることを利用し
て、i(Θ) = 1 まで絞り込んでいる。

2.3. 不分岐 2次拡大. t ∈ Z のとき fLeh(t,X) の根 θ = θt は単数なので、K(
√
θ)/K は奇

素数 pの上で不分岐である。従って、あとは 2と無限素点の上で不分岐、かつ K(
√
θ) ̸= K

であれば、K の不分岐 2 次拡大が得られ、特に、K の類数 hK について 2 による可除性
2|hK が得られる。しかしながら、PARI/GPを用いて実験的に相対判別式 D(K(

√
θ)/K) =

DK(
√
θ)D

−2
K を計算してみると、（|t| < 100くらいまで計算した範囲では7）D(K(

√
θ)/K) =

−210 となって、K(
√
θ)/K で 2が分岐してしまうようである。ここで、D(K(

√
θ)/K) < 0

となって気付くのは、無限素点については、そもそも trK/Q(θ) = −t2 ≤ 0, NK/Q(θ) = −1 <
0なので、総正ではあり得なかった。しかしそこで K(

√
−θ)/K を考えて計算してみても、

同じ t の範囲で D(K(
√
−θ)/K) = 210 となってしまい、不分岐 2 次拡大が得られない。

そんな状況の中で、特殊化する t の値の範囲を t ∈ Q まで拡げることで、中野 [N]は
次を示した：

定理 2.7. 無限に多くの t ∈ Q に対し、K(
√
θ(θ − t− 1)) は K 上の不分岐 2 次拡大

であり、これにより、不分岐 2 次拡大を持つ巡回 5次体の無限族を得る（即ち、相異なる
ものが無限個現れる）。

実際には、t ∈ Qは次のように取れる：楕円曲線 E : U2 = T 3+5T 2+10T+7（Cremona
リストの 368e1）の Mordell-Weil rank は 1 で、E(Q) = ⟨P ⟩ ≃ Z （ここに P = (−1, 1)）
であり、P の奇数倍点 (t, u) ∈ E(Q) ∖ [2]E(Q) の t 座標 t ∈ Q を取ればよい。ここに
∆0(T ) = fLeh(T, T + 1) = T 3 + 5T 2 + 10T + 7 であることに注意する（というかそのよ
うにして現れる）。
まず、K(

√
θ)/K, K(

√
θ − t− 1)/K ともに奇素数の上のすべての有限素点で不分岐

であることを示す。t の分母を割らない奇素数 p については、根 θ は p 進単数なので、
K(
√
θ)/K で不分岐。また、θ − t− 1 は

fLeh(t,X + t+ 1) =

X5 + (t2 + 5t+ 5)X4 + 2t(t2 + 4t+ 5)X3 + (t4 + 3t3 − t2 − 15t− 15)X2

− (t4 + 7t3 + 18t2 + 20t+ 5)X + (t3 + 5t2 + 10t+ 7)

の根なので、(t, u) ∈ E(Q) であることから付値が偶数であり、K(
√
θ − t− 1)/K でも不

分岐。t の分母を割る奇素数 p については、t の分母が平方数であることと、Newton多
角形（Appendix A 参照）を見て根の付値が偶数であることを見る。無限素点の不分岐性

6[ScWa]では、小さい t にも通用するように誤差項も含めた評価を考えているため、ここの評価が 11 未
満に留まっている。

7一般的にも決定できそうなので、良い演習問題であろう。
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のために組み合わせて、総正な元 θ(θ− t− 1) を考える。2 の上での不分岐性には P の奇
数倍点であることが効いている。以上により、K(

√
θ(θ − t− 1))/K は不分岐で、これが

真に 2 次拡大 (K(
√
θ(θ − t− 1)) ̸= K)となるためには、ここで惰性する素数を見つけれ

ば良い。無限性にはChebotarevの密度定理を用いる。以上を併せて所望の結果を得る。

3. Brumer の二面体型 5 次式

前節までは、巡回拡大体（特にGaloisであり abel）であったので、円分体から外に出
ない話であった8。もっと野趣溢れる非Galois・非 abel拡大の場合にも、明示的な多項式
の力を借りて、“密林・迷宮の探検”([H2])に出掛けよう、というのである。
まずはじめに、[T∗, §4.1]を振り返って、Brumer の D5 多項式

fD5(a, b;X) = X5 + (a− 3)X4 + (b− a+ 3)X3 + (a2 − a− 1− 2b)X2 + bX + a

について、a, b を不定元とした有理関数体 k := Q(a, b) 上の多項式として成り立つ基本的
な性質をまとめておこう。判別式は D(fD5) = a2D1(a, b)

2 で、ここに

D1(a, b) =

− 4b3 + (a2 − 30a+ 1)b2 + 2a(12a2 − 17a− 7)b− a(4a4 − 4a3 − 40a2 + 91a− 4)

であった。また、有理関数体 k = Q(a, b) 上の分解体（根体 K = k(θ) のGalois閉包）K̃
は k の D5 拡大であり、G = Gal(K̃/k) = D5 の唯一の 5次巡回部分群 C5 の固定体（K̃
に含まれる唯一の k の 2 次拡大）が k(

√
D1(a, b)) であることが、C5 不変体の考察から

わかる9。
さて、a = ±1 に特殊化した多項式

f1,b(X) := fD5(1, b;X) = X5 − 2X4 + (b+ 2)X3 − (2b+ 1)X2 + bX + 1

f−1,b(X) := fD5(−1, b;X) = X5 − 4X4 + (b+ 4)X3 − (2b− 1)X2 + bX − 1

は、判別式が簡明かつ b ∈ Z のとき根が単数になるので、興味深い上に計算がしやすい
場合である。以下、本節では専らこの場合に得られている結果を紹介する。最終節を除い
て、b ∈ Z に特殊化したときの根体 K = Kb を考える。

3.1. 判別式・整数環. a = 1 に特殊化した多項式 f1,b の根を θ = θb 、根体を K = Kb 、
分解体を K̃ = K̃b としよう。f1,b の判別式は、

D(f1,b) = D1(1, b)
2, D1(1, b) = −4b3 − 28b2 − 24b− 47

であり、D1(1, b) が平方数なら K̃ = K で 5次巡回拡大に退化するが、そうでなければ、
K̃ は D5 拡大で、その唯一の 2 次中間体 F は F = Q(

√
D1(1, b)) である。D1(1, b) ≡ 1

(mod 4) なので、2 は F/Q で不分岐。

命題 3.1. p が K/Q で不分岐ならば、F/Q でも不分岐。D1 = D1(1, b) が平方無縁で
あれば、逆も成り立つ。

証明 . D1 = d2∆（∆ は平方無縁）とすると、p：K/Q で不分岐=⇒ p：K̃/Q で不分岐
=⇒ p：F/Q で不分岐=⇒ p ∤ ∆ で、D1 が平方無縁であれば、d = 1 なので p ∤ D1 =⇒
p ∤ DK =⇒ p：K/Q で不分岐、まで戻れる。

注 3.2. D1(1, b)が平方因子 p2 で割れるときは、pが K/Qで完全分岐して、F/Qでは
不分岐、ということがある。例：b = 4のとき f−1,4(X) = X5−2X4+6X3−9X2+4X+1

で、D1(f−1,4) = −7 · 112 である。F = Q(
√
−7 · 112) = Q(

√
−7) で 11 は不分岐。一方、

f−1,4(Y − 4) = Y 5− 11(2Y 4− 18Y 3 +83Y 2− 196Y +189) が 11 に関してEisenstein型な
ので、K/Q で 11 は完全分岐。7 は K/Q, F/Q の両方で分岐し、K̃/Q での分岐指数は
2 。

8だからこそ Gauss周期とも関連して面白かった、とも言えるが。
9この意味で D1(a, b) の符号の選択は標準的なものが定まっていると言える。
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定理 3.3 (Lavallee-Spearman-Williams-Yang [LSWY]). 無限に多くの b ∈ Z に対し、
f1,b の根体 K = Q(θ) は相異なる単生な二面体型 5次体である。

証明 . D1(1, b) が平方無縁であれば、p|D1(1, b) なる素数は F = Q(
√
D1(1, b)) で分岐

し、従ってK でも分岐するので、p|DK となる。p2||D1(1, b)
2 = D(f1,b) = DK ·(OK : Z[θ])2

より、p ∤ (OK : Z[θ])が言えて、これがすべての p|D(f1,b)で言えるので、(OK : Z[θ]) = 1
となり、θ が K の冪基底の生成元になる。D1(1, b)が平方無縁になる b ∈ Z は、Erdös[E]
により無限にある（Appendix D 参照）。 □
3.2. 単数群. K の単数群について、総実代数体のときの [ScWa]の方法の類似を辿り、
Kihel[Ki]は次を示した10：

定理 3.4 (Kihel[Ki, Théorème 3.6, Corollaire 3.2]). D1(1, b) が平方無縁であるような
充分大きい b ∈ Z （従って K の符号数は (r1, r2) = (1, 2) で K̃ は総虚）に対し、f1,b の
根 θ = θ0, θ1, . . . , θ4 のうち任意の 4 つの成す系 Θ は K̃ の基本単数系となる。また、こ
のとき、(θ, 1− θ) は K の基本単数系となる。

前節の巡回 5次体における基本単数系の決定と同様な方法で、総虚D5拡大体 K̃ の単
数規準の下からの評価と、O×

K̃
/U(Θ) の Z[ζ5] 加群構造による i(Θ) = (O×

K̃
: U(Θ)) の値

の制約とを併せて、この結果を得る。

3.3. 不分岐 (2, 2)拡大. 前節で紹介したLehmerの巡回 5次式に関する中野 [N]の結果に触
発され、fD5 の根 θ の平方根添加により、根体 K = Q(θ)上の不分岐 2次拡大 K(

√
θ)/K

が得られないか、と考えたことから得た結果（加藤,角皆 [Ka, T]）を紹介する。
ここでは、a = −1 に特殊化した多項式

f−1,b(X) = fD5(−1, b;X) = X5 − 4X4 + (b+ 4)X3 − (2b− 1)X2 + bX − 1

を考える。判別式はD(f−1,b) = D1(−1, b)2（ここに、D1(−1, b) = −4b3+32b2−44b−127）
であり、D1(−1, b) は唯一の実根 β = −1.346 · · · を持つ。b < β のとき、fb は 5 実根を持
ち K は総実だが、b > β のとき、fb は 1 実根と 2対の虚根を持ち符号数 (r1, r2) = (1, 2)
で単数群の階数は r1 + r2 − 1 = 2 である。
b ∈ Z のとき f(X) = f−1,b(X) の根 θ = θb は単数なので、K(

√
θ)/K は奇素数 p の

上で不分岐である。b > β であれば f は実根がただ一つで正（実際 0 < θ < 1）なの
で、θ は総正11。で、無限素点も K(

√
θ)/K で不分岐。後は 2 の上の素点も不分岐かつ

K(
√
θ) ̸= K であれば、K の不分岐 2 次拡大が得られ、特に、K の類数 hK について 2

による可除性 2|hK が得られる。しかしながら、PARI/GPを用いて実験的に相対判別式
D(K(

√
θ)/K) = DK(

√
θ)D

−2
K を計算してみると、（|t| < 100 くらいまで計算した範囲で

は12）D(K(
√
θ)/K) = 210 となって、K(

√
θ)/K で 2 が分岐してしまうようであった。

ここまでは b ∈ Z で考えてきたが、ここからは探索範囲を b ∈ Qに拡げざるを得ない。

但し奇素数と無限素点での状況を変えたくないので、b > β かつ b ∈ Z[
1

2
]即ち b =

m

2ν
の形

で試すことを考えた。加藤 [Ka]による精力的な実験観察により、ν = 4n+2, n ≥ 1, m ≡ 1

(mod 8)のときに D(K(
√
θ)/K) = 1即ち K(

√
θ)/K が不分岐になることが観察された13。

さらに、1−θ = α(θ)α−1(θ)も K 内の単数であることから、最終的には次の結果に至った：
10[Ki]にある多項式 p(x) = x5−Sx4+(T +S+5)x3−(S2+S−2T −5)x2+(T +2S+5)x−(S+3)と本

稿の fD5 との関係は、p(x) = −fD5(S+3, T +2S+5;−x) である。従って、[Ki]で扱っている S = −2,−4
の場合は、それぞれ fD5 では a = 1,−1 に相当し、fD5 の根 θ に対し、−θ が p(x) の根になる。多項式
の明示形を用いる場合、この手のことがしばしばあるので要注意。

11総実 (b < β)の場合に出来ると面白いのだが、このときは負の根が 2個、0 < θ < 1 なる根が 1 個、
θ > 1 なる根が 2 個なので、うまく組み合わせても総正な単数を得るのは難しい。

12一般的にも決定できそうなので、良い演習問題であろう。
13中野 [N]の結果を勉強した後だったので、合同条件で明快に規定されてしまうのは衝撃的な観察結果

であった。その後、修論完成に向けての共同研究で、未整理ながら証明までは辿り着いたが、進学せずに数
学の研究から離れてしまったため、証明の道筋の整理や結果の改良には加われず、[T]を共著論文に出来な
かったのは残念であった。彼の貢献を特にここに記しておきたい。
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定理 3.5 (角皆 [T, Theorem A]). n を正整数、m ∈ Z を m ≡ 1 (mod 8) なる整数で、
m

24n+2
> β を満たすものとする。f(X) := fD5(−1, m

24n+2
;X) とおくと既約で、その根を

θ とし、根体を K = Kn,m = Q(θ) とする。このとき、L = K(
√
θ,
√
1− θ) とすると、

(1) K は二面体型 5 次体で、L/K は不分岐。
(2) さらに m ≡ 9 (mod 16) ならば14、L/K は (2, 2) 型。
(3) n を固定する毎に、族

{Kn,m |m ≡ 9 (mod16),m > 0}
は不分岐 (2, 2) 拡大を持つ二面体型 5 次体の無限族を成す。

また、定理の状況下で K のGalois閉包 K̃ を考えると、L のGalois閉包 L̃ は K̃ 上不
分岐であり、さらに L̃♯ := L̃(

√
−1) とおくと、

定理 3.6 (角皆 [T, Theorem B]). n を正整数、m ∈ Z を m ≡ 9 (mod 16) なる整数で、
m

24n+2
> β を満たすものとする。このとき、L̃♯ は K̃ の不分岐 (Z/2Z)5 拡大。従って、

K̃ のイデアル類群の 2-rank は 5 以上で、K̃ の類数は 32 で割れる。
さらに、 n を固定する毎に、族{

K̃n,m

∣∣∣m ≡ 9 (mod16),m > 0
}

は、不分岐 (Z/2Z)5 拡大を持つ D5 拡大の無限族を成す。

4. Brumer の A5 型 6 次式

先立つ稿 [T∗, 注 3]でも触れたように、Brumer は 3 助変数で 6 次の生成的 A5 多項式
を得ているが、我々は複比の体での有理性問題に関する考察から、その部分族ながら生成
的な 2 助変数の 6 次生成的 A5 多項式

fA5
6 (u, v;X) = X6 − 2(u+ 1)X5 + (u2 + 1)X4 − vX3

+ (u2 − 2u+ 2)X2 − 2(u− 2)X + 1

を得た。非可換単純群 A5 をGalois群に持つ多項式としては充分に簡明であって、しかも
fA5
6 (u, v;X) ∈ Z[u, v][X] かつモニックで定数項が 1 なので、u, v ∈ Z に特殊化すると、
根 θ = θu,v が単数になる。諸々の実験的考察や実例の提供に役立てたいところであるが、
まだ計算例などは余り多くないようであり、今後の活用が待たれる15。

4.1. 判別式・整数環. fA5
6 の判別式は D(fA5

6 ) = D2(u, v)
2、ここに

D2(u, v) = (16u7 − 56u6 + 472u5 − 1040u4 + 216u3 + 688u2 + 5000u− 2648)

+ (−140u4 + 280u3 − 916u2 + 776u+ 596)v

+ (−4u3 + 6u2 + 114u− 58)v2 + 27v3

であった。

定理 4.1 (Spearman-Watanabe-Williams [SpWaWi]). 無限に多くの t ∈ Z に対し、
Ft(X) := fA5

6 (1, 3t;X) = X6 − 4X5 + 2X4 − 3tX3 +X2 + 2X + 1 の根体 K = Q(θ) は相
異なる単生なA5型 5次体である。

t ∈ Z に対し、Ft は、t = 1 のときを除いては既約で、Galois群は A5 ≃ PSL(2, 5) で
ある。判別式 D(Ft) = D2(1, 3t)

2 = (729t3 + 522t2 + 1788t+ 2648)2で、D2(1, 3t) が平方
無縁なら Ft の根 θ が冪基底を生成する。

14m ≡ 1 (mod 16) のときも大体大丈夫だが、L = K となる例（b = −47

64
,
127

64
）がある。

15特に単数群については、A5 が S6 の偶な部分群であることから、根体の符号数は (r1, r2) = (6, 0)（総
実）あるいは (2, 2) であって、単数群の階数 r1 + r2 − 1 = 5 または 3 であり、総実でない階数 3の場合に
独立な単数を明示的に 3個与えるだけでも、容易ではなさそうである。
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4.2. 不分岐 2次拡大. 前節のように、u, v ∈ Z に対し、根体 K = Q(θ) の上に不分岐 2

次拡大 K(
√
θ)/K が乗らないだろうか。PARI/GPを用いて実験してみると、K(

√
θ)/K

の相対判別式が自明（すべての有限素点が不分岐）になる場合も多く見つかり、u, v に関
する合同条件で規定されるようである。現状では観察に留まる。

5. 他の例

生成的ではないが、より次数の大きい例としては、LaMacchia[LaM]による PSL(2, 7)
型 7次多項式

f(a,A;X) = X7 + 2(1− 3a)X6 + (−3 + 4a+ 8a2)X5 + (−2 + 6a− 14a2)X4

+ (2− 4a+ 6a2 − 8a3)X3 + 8(2 + a)a2X2 + 4(−3 + 2a)a2X − 8a3

+ Ax3(1− x)

の部分族

fPSL(2,7)(b;X) := f(
1

2
, b− 5

2
;−X)

= X7 +X6 +X5 + bX4 + (b− 2)X3 − 5X2 − 2X + 1

（判別式は D(fPSL(2,7)) = (b2− 5b− 25)2(27b2− 135b+769)2）に関しても、冪基底に関す
る結果が得られている：

定理 5.1 (Lavallee-Spearman-Yang[LSY]). 無限に多くの b ∈ Z に対し、fb(X) は相異
なる単生な PSL(2, 7)型 7次体を与える。

Appendix A. Newton多角形

多項式の係数の付値から根の付値の情報を得るために用いられるのがNewton多角形
(Newton polygon)である。Rosen[R, pp. 210–215], 橋本 [H2, 第 7章：多項式の樹林と
Newton] などを参考に基本事項や例を紹介する。
K を完備離散付値体、v をその付値とする。多項式 f(X) = anX

n + an−1X
n−1 + · · ·+

a1X + a0 ∈ K[X] で a0an ̸= 0 なるものに対し、ai ̸= 0 なる i に対して点 Pi = (i, v(ai))
を座標平面上にプロットして、P0 から Pn までの点の凸包を作り、その境界のうち線分
P0Pn の下側の部分の折れ線 Lを、f の（v に関する）Newton多角形と呼ぶ。Newton多
角形を構成する各線分を辺、その両端の x座標の差を辺の幅と呼ぶ。f のNewton多角形
を構成する辺を左側から L1, . . . , Lt とし、Li の傾きを si とすると、凸性から (si)

t
i=1 は

単調増加な有理数列を成す。
K の代数閉包 K̃ を固定し、v の K̃ への延長も同じく v で表わす。このとき、K̃ での

f の根の付値について、次が成り立つ：

定理 A.1. K を完備離散付値体、v をその付値とする。f(X) = anX
n + an−1X

n−1 +
· · ·+ a1X + a0 ∈ K[X] について、a0an ̸= 0 とする。f のNewton多角形 L = (Li)

t
i=1 の

各辺 Li に対し、その幅を wi 、傾きを si とする。
(1) i = 1, . . . , t に対し、f は K̃ 内に付値 −si の根を（重複度を含めて）wi 個持つ。
(2) f は K 内で f(X) = f1(X) · · · ft(X) と分解される。ここに、deg fi = wi で fi の
根の付値はどれも −si である。（fi が K 上既約とは限らない。）特に、L が 2 本
以上の線分から成るとき、f は K 上可約。

(3) Li が両端以外に格子点を通らないとき、fi は K 上既約。

(1)は、係数（＝根の対称式）の付値と根の付値とを注意深く比べれば（やや細かい議論
だが初等的に）得られる。(2)は、K 上共役な根 xが付値 v(x) = [K(x) : K]−1NK(x)/K(x)
を共有することから、(3) は、fi の幾つかの根の積の付値が整数になるのが全ての根の積
の場合のみであることから、それぞれ従う。
次のような良く知られた結果も、上記の定理の系として直ちに得られる：
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命題 A.2. K, v, f を上記の定理の通りとする。

(1) (Eisensteinの判定法) v(an) = 0, v(ai) > 0 (1 ≤ i ≤ n− 1), v(a0) = 1 ならば、f
は K 上既約。

(2) v(a0) = v(an) = 0 かつ或る 1 ≤ i ≤ n − 1 に対し v(ai) < 0 ならば、f は K 上
可約。

例 A.3. (1) f(X) = Xn+ an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ K[X] がEisenstein多項式（即

ち、v(ai) > 0 (1 ≤ i ≤ n − 1), v(a0) = 1）のとき、点 P1, . . . , Pn−1のあり得る場所は白
丸の所で、凸包の内部に入り、Newton多角形は下左図のようになる。f は K 上既約で、

n 個の根の付値はすべて
1

n
であり、根体 K(θ) は K 上完全分岐。

(2) p を素数とし、f(X) = X5+ p−1X2+1 ∈ Q[X] を考える。Q ⊂ Qp とみたときの p
進Newton多角形は下左図のようになるので、Qp 上での既約分解は f(X) = f1(X)f2(X)

の形になる。ここに、deg f1 = 2 で根の p進付値は
1

2
、deg f2 = 3 で根の p進付値は −1

3
である。実は、f は Q 上既約であり、根体 k = Q(θ) において、pOk = p21p

3
2 （p1, p2 は

1次の素イデアル）と分解・分岐する。

i

v(ai)

0 1 n− 1 n

1

2

(1) f : Eisenstein 多項式

i

v(ai)

0
1 2 3 4 5

1

−1

(2) f(X) = X5 + 1
p
X2 + 1

Appendix B. 数の幾何

Minkowski の凸体定理は、数の幾何 (geometry of numbers)の全ての源泉である、と
Cassels[Ca]Chapter IIIの冒頭に書いてある。

B.1. 凸体定理. n次元実Euclid空間 Rn 内の集合 X が、原点を内点として含み、原点対
称かつ凸であるとき、凸体 (convex body)と呼ぶことにする。（予めコンパクト性を課す
こともある。）

定理 B.1 (Minkowskiの第 1凸体定理). 凸体 X ⊂ Rn について、vol(X) > 2n ならば、
X は原点 0 以外の格子点x ∈ X ∩ (Zn∖ {0}) を含む。特に、X がコンパクトであれば、
vol(X) ≥ 2n でもよい。

Rn の部分 Z 加群 L が離散かつ R 上では Rn を張るとき、格子 (lattice)であるとい
う。このとき、Rn/L はコンパクトで体積有限なので、その体積を det(L) := vol(Rn/L)
と書く。標準的な格子 Zn を一般の格子 L に変えると、次のようになる：

定理 B.2 (Minkowskiの第 1凸体定理・格子版). Rn の凸体 X ⊂ Rn について、格子
L に対して vol(X) > 2n det(L) ならば、X は原点 0 以外のLの点x ∈ X ∩ (L∖ {0}) を
含む。特に、X がコンパクトであれば、vol(X) ≥ 2n det(L) でもよい。

Rn の格子 L に対して、0 以外の元の大きさ |x| の最小値を λ1 = λ1(L) と書く：

λ1 = λ1(L) := min
x∈L∖{0}

|x| = min {r | ∃x ∈ L∖ {0} : |x| ≤ r} .

凸体定理で X として原点中心で半径 λの n次元球体を取ると、vol(X) = λnVn（ここに、

Vn は n次元単位球体の体積で、Vn = π
n
2Γ
(
1 +

n

2

)−1
）であるから、λnVn = 2n det(L) の
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とき、X 内に非零格子点 x ∈ L∖ {0} が存在する。これより

λ1(L) ≤ 2

(
det(L)

Vn

) 1
n

= 2
√
π det(L)

1
nΓ
(
1 +

n

2

)− 1
n

を得る。

B.2. 逐次最小. λ1(L) の定義を拡張して、更に 1 ≤ j ≤ n なる各 j に対し、L に
含まれる j 個の線型独立系 (x1, . . . ,xj) で長さ |xi| が高々 r であるようなものが存
在する r の最小値を、λj = λj(L) と書き、この λ1, . . . , λn を L の（| · | に関する）
逐次最小 (successive minima)と呼ぶ。定義により、0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn <∞ である。上で
得た λ1(L) の評価の改良（精密化）として次が成り立つ：

定理 B.3 (Minkowskiの第 2凸体定理・逐次最小定理). Rn の格子 L に対して

2n

n!

det(L)

Vn
≤ λ1 · · ·λn ≤ 2n

det(L)

Vn
.

B.3. 正定値 2次形式の格子点での最小値. Rn 上の正定値 2次形式 Q を考える。Q は正
定値 n次実対称行列 A によりQ(x) = QA(x) :=

txAx と表せる。Q に関する正規直交基
底 (x1, . . . ,xn) を取り、B = (x1 · · · xn)−1 とすれば、Bxi = ei であるから、A = tBB

となり、特に det(Q) := det(A) = det(B)2 および vol{x ∈ Rn|Q(x) ≤ 1} = det(A)−
1
2Vn

である。Zn 上で 2次形式 Q を考えることは、行列 B で移せば、格子 L := B−1Zn 上で
標準的な 2次形式 |x|2 = x21 + · · ·+ x2n を考えることと同じである。
さて、正定値 2次形式 Q の非零格子点 x ∈ Zn ∖ {0} での値 Q(x) の最小値

m = m(Q) := min
x∈Zn∖{0}

Q(x)

を考えよう。n 次元回転楕円体X = X(Q,µ) := {x ∈ Rn|Q(x) ≤ µ} に対して凸体定理
を適用することにより、vol(X) = µ

n
2 det(Q)−

1
2Vn = 2n のとき、X ∩ (Zn ∖ {0}) ̸= ∅ と

なるので、

m(Q) ≤ 4

(
det(Q)

Vn
2

) 1
n

を得る。しかし、2次形式の簡約により、より良い評価が得られる。

定理 B.4 (see Cassels[Ca, Chapter II.3.2, Theorem I]). n 変数の正定値 2 次形式 Q に
対し、

m(Q) ≤
(
4

3

)n−1
2

det(Q)
1
n .

ここまでなら証明は初等的である。しかしながら、定数 (4/3)
n−1
2 が best possible なの

は n = 2 のときのみである。

B.4. Hermite定数. そこで、一般の n に対し、best possible な値、即ち、

γn := sup
{
mQ det(Q)−

1
n

∣∣∣Q：Rn 上の正定値 2次形式
}

= sup
{
λ1(L)

2 det(L)−
2
n

∣∣∣L：Rn の格子
}

をn次のHermite定数 (Hermite constant)と呼ぶ。上のことから、γn の上からの評価 γn ≤(
4

3

)n−1
2

が得られる。一般の nに対する γn の値は決定されていないが、小さい nに対す

る値は求められている（[Ca, Appendix]）：

n 1 2 3 4 5 6 7 8

γn 1 2 · 3− 1
2 2

1
3 2

1
2 2

3
5 2 · 3− 1

6 2
6
7 2

これを用いれば、定義により、m(Q) ≤ γn det(Q)
1
n , λ1(L) ≤ γ

1
2
n det(L)

1
n である。
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Appendix C. 判別式を用いた単数規準の下からの評価

C.1. 基本単数系・単数規準. K を n 次代数体で、その符号数を (r1, r2) とし、ι(i) を K
の C への非同値な埋込み（無限素点）で、1 ≤ i ≤ r1 が実、r1+1 ≤ i ≤ r1+ r2 が虚とす
る。Dirichletの単数定理により、単数群の階数は r = r1+r2−1である。1 ≤ i ≤ r1（実）
のとき ci = 1、r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2 （虚）のとき ci = 2 として、ℓi(α) := ci log |ι(i)(α)|
とおく。また、r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2 に対して、ι(i+r2) を ι(i) の複素共役としておこう。す
ると、ι(i) (1 ≤ i ≤ r1 + 2R2 = n) がK の C への相異なる埋込み全体となる。
K の階数一杯 (full rank) の単数系 E := (ε1, . . . , εr) （r は単数群の階数）に対し

て、R(E) = R(ε1, . . . , εr) := | det(ℓ(i)(εj))i,j| と書こう。E が基本単数系、即ち、O× :=
O×/(torsion) の Z 加群としての基底を成すとき、R(E) は E に依らず一定で、K の
単数規準 (regulator)と呼び、RK と書く。E が階数一杯のとき、⟨E⟩ = ⟨ε1, . . . , εr⟩ ⊂ O×

は有限指数で、R(E) = RK · (O× : ⟨E⟩) となる。従って、RK の何らかの下からの評価 B
に対し、明示的に得られた階数一杯の単数系 E := (ε1, . . . , εr) がR(E) < 2B を満たせば、
RK = R(E) が言えて、E が基本単数系を成すことがわかる。K が Q 上Galoisであると
きには、G = Gal(K/Q) の作用を考えると、E が G 不変（例えば或る単数 ε の共役系）
であれば、商加群 O×/⟨E⟩ に G 作用が入ることから、群指数 (O× : ⟨E⟩) に制約が付き、
もう少し大きい k に対して R(E) < kB で良いこともある。

C.2. 単数規準の下からの評価. さて、判別式を用いた単数規準の下からの評価の常套手
段を紹介しよう16。記述の簡単のために以下 K は総実とし、K/Q には非自明な中間体が
ないものとする。

命題 C.1. n 次総実代数体 K について、K/Q には非自明な中間体がないものとする。
このとき、

RK ≥ C

(
log

DK

M

)n−1
（ここに C,M は n のみに依る定数）の形の下からの評価が存在する。

まず、次を示す：

補題 C.2. K の±1以外の任意の単数ε ∈ O×K\{±1}に対し、εの共役を εj (j = 1, . . . , n)
とするとき、

log
DK

M
≤ C

(
n∑
j=1

(log |εj|)2
) 1

2

となるような n のみに依る定数 C,M が存在する。

証明 . K の単数 ε ∈ O×K \ {±1} を取ると、仮定から K = Q(ε) となる。

D(ε) :=
∏

1≤i<j≤n

(ε(i) − ε(j))2

を考えると、D(ε) = DK · (OK : Z[ε])2 であり、特に DK ≤ D(ε) である。さらに、ε の
共役 ε(i) たちに、|ε1| ≤ · · · ≤ |εn| となるように番号を付けると、

D(ε) =
∏

1≤i<j≤n

(εi − εj)2 =

( ∏
1≤i<j≤n

(
1− εi

εj

))2

·
n∏
j=1

|εj|2(j−1)

である。

16K の次数のみによる評価もあるが、それは所定の次数で単数規準の最小のものを決定するようなとき
に使うものである。ここでは個々の K に対して議論するので、判別式や符号数などを用いた評価を考える
のである。
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ここで、第 1因子については、zi := εi/εi+1 とおけば、

f(z1, . . . , zn−1) :=
n−1∏
k=1

n−k∏
i=1

(
1−

k−1∏
j=0

zi+j

)2

であり、|zi| ≤ 1なので、この（コンパクトな）範囲での f の最大値Mn で上から押さえら
れる。自明な（細かい計算不要な）Mn の上界としては、Mn ≤ 2n(n−1) が得られる。より詳
しくは、例えば n = 3のとき、f(z1, z2) = ((1−z1)(1−z2)(1−z1z2))2 の |z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1

での最大値 M3 は、M3 = f(0,−1) = f(−1, 0) = 4 である。一般に Mn ≥ 22[
n
2 ] であるが、

n ≤ 11 ならば実際 Mn = 22[
n
2 ] であることが知られている (Pohst[P])。例えば、M5 = 16

である。初等的で具体的な最大値計算であるが、一般には煩わしいようである17。

一方、第 2因子については、ε ∈ O×K であるから、
n∏
i=1

|εi| = 1 なので、Cauchy-Schwarz

の不等式を使って、

log

(
n∏
j=1

|εj|2(j−1)
)

= log

(
n∏
j=1

|εj|2(j−1)−(n−1)
)

=
n∑
j=1

(2j − n− 1) log |εj|

≤

(
n∑
j=1

(2j − n− 1)2

) 1
2
(

n∑
j=1

(log |εj|)2
) 1

2

≤ Cn

(
n∑
j=1

(log |εj|)2
) 1

2

となる。ここに Cn =

√
1

3
n(n+ 1)(n− 1) である。

以上より、

log
DK

Mn

≤ log
D(ε)

Mn

≤ Cn

(
n∑
j=1

(log |εj|)2
) 1

2

となり、補題の形の不等式が得られた。 □

ところで、ℓ = (ℓi)ni=1 : O×K −→ Rn の像 L := ℓ(O×K) は、(n − 1) 次元超平面 W0 :=
{x = (xi)

n
i=1 ∈ Rn|x1 + · · · + xn = 0} 内の格子であって、（W0 を (n − 1)個の成分に射

影せずに Rn のEuclidノルムで測ったとき）det(L) = vol(W0/L) =
√
nRK である。従っ

て、Hermite定数を用いた λ1(L) の上からの評価 λ1(L) ≤ γ
1
2
n−1 det(L)

1
n−1 により、(

n∑
j=1

(log |εj|)2
) 1

2

≤ γ
1
2
n−1 det(L)

1
n−1

を満たす単数 ε ∈ O×K ∖ {±1} が存在する。K/Q に非自明な中間体が存在しないという
仮定から、K = Q(ε) である。以上より、

log
DK

Mn

≤ Cn

(
n∑
j=1

(log |εj|)2
) 1

2

≤ Cnγ
1
2
n−1(
√
nRK)

1
n−1

17Cusick[Cu]でも tediousと書かれている。
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となり、これより DK を用いた RK の下からの評価

RK ≥
1

√
nCn−1

n γ
n−1
2

n−1

(
log

DK

Mn

)n−1
が所望の形で得られた。

注 C.3. n = 3 のときには、C3 = 2
√
2, γ2 =

2√
3
, M3 = 4 より、定理 1.2を得る。

注 C.4. K/Q がGalois拡大であれば、O×K の G = Gal(K/Q) 作用による格子 L の対
称性（Z[G]加群構造）を利用して、さらに良い評価が得られる。n = 5のときに、定理 2.5
は、G 作用の条件下で改良した上限を γ4 の代わりに用いた上で、C5 = 2

√
10, M5 = 16

により得られる。

Appendix D. 多項式の値の平方無縁性

整数環や冪基底の考察においては、判別式やその因子が平方無縁 (square-free)の場合
に良い結果が得られた。整数係数多項式 f(X) ∈ Z[X] の X = n ∈ Z での値が充分多く
の場合に平方無縁たりうるか、という問題に対しては、次のErdösの結果 [E]が良く用い
られる：

定理 D.1 (Erdös). Let f(x) ∈ Z[x] be a polynomial of degree l ≥ 3 whose coefficients
are integers with highest common factor 1. Assume that l ≥ 3 and that f(x) is not
divisible by the (l − 1)-th power of a linear polynomial with integral coefficients. (When
l is a power of 2, we require an additional assumption that f(n) ̸≡ 0 (mod 2l−1) for some
integer n.) Then there are infinitely many positive integers n for which f(n) is (l− 1)-th
power free.

特に l = 3 の場合として、原始的（係数の最大公約数が 1）である整数係数 3次式
f(X) ∈ Z[X] は、多項式として平方因子を持たなければ、無限に多くの正整数値 X =
n ∈ Z>0 に対し、f(n) が平方無縁な整数となる。n −→ ∞ のとき、筆頭係数の符号に
応じて f(n) −→ ±∞ であるから、無限に多くの平方無縁な整数値を取ることもわかる。
（同じ値は有限回しか取らないから、と言っても良い。）
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PSL2(Fp)に対するガロワの逆問題について

京都大学数理解析研究所　佐久川憲児

1 導入

本原稿は第２７回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」におけ

る同名講演の報告です.

2 目標と方法

この文章では素数を pで表すことにする. 講演の目標は次の定理を証明した論文 [7]を紹介する

ことである.

定理 2.1. ([7, Theorem 1.1]) 有限群 PSL2(Fp) に対するガロワの逆問題は肯定的な解を持つ.

p ≥ 11ならば, より詳しく次のことがわかる:

ガロワ群が PSL2(Fp)と同型で, 2pの外不分岐なQのガロワ拡大K が存在する.

幾つか定理について注意点を述べておこう.

注意 2.2. (1) pが 5以上のとき, PSL2(Fp)は単純群である. このように代数群から来る有限

単純群を Lie型の有限単純群というが, 定理 2.1は [7]でも述べられているように, 一つの

古典 Lie型有限単純群の系列に対してガロワの逆問題を解決した最初の場合である.

(2) [4]では剛性の方法による部分的な解決を解説した. その方法では, 基本的には構成したガ

ロワ拡大の分岐をコントロールすることはできない. 従って, 仮に剛性の方法で PSL2(Fp)

のガロワの逆問題が解決できたとしても, その主張は定理 2.1より分岐のコントロールとい

う意味では弱くなる可能性が高い. 一方で定理 2.1における K は Q(t)の「幾何的に連結

な」ガロワ拡大の特殊化として実現できるかはわからない (正則実現という). この点に関

しては剛性の方法のほうがより優れている.

(3) pが小さい場合のガロワの逆問題は肯定的に解けるので, 以下では pは 11以上の場合を考

える.

定理 2.1の証明におけるガロワ拡大の構成方法は [4]に於ける方法とはかなり異なる. [4]に於い

て我々はエタール基本群上の商として拡大の存在を保証したが, ここではエタールコホモロジー由

来の線型表現を利用してガロワ拡大を構成するのである.

この講演は [7]を解説することが目的であるが, 議論を短縮する為に次の仮定を設けて定理を証

明することとする:

(仮定) 素数 pは 11, 23, 29, 31ではない.

11, 29, 31に関しては IGPは既に剛性の方法を用いてとかれている ([4]参照). 23だけが例外的に

このサマースクールで証明を与えることが出来ないのであるが, この場合も勿論 [7]ではカバーさ

れている. 例外的な場合も含めた完全な証明については元論文を参照されたい.

本原稿では, エタールコホモロジーに関する予備知識は仮定します. この話題に関する日本語で
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読める良い文献として, [3]がありますので, 必要ならば適宜参照しながら読まれると良いかと思い

ます.

3 PSL2(Fp)の極大部分群について

まず PSL2(Fp) の極大部分群について思い出す. PSL2(Fp) のボレル部分群とは, 上半三角行

列のなす部分群と共役となるもののことをさす. PSL2(Fp) の非分裂カルタン部分群 C とは,

PSL2(Fp)の巡回部分群で位数が
1+p
2 となるもののことをさす. より具体的には, 以下のようにし

て構成される:

Fp 加群としての同型
Fp2 ∼= F2

p

を一つ固定し, これから得られる射

ι : F×
p2 ↪→ GL2(Fp)

を考える. すると, C は C̃ := Im(ι) ∩ SL2(Fp)の PSL2(Fp)における像と共役である. 構成から,

F2
p は C̃ 加群として絶対既約ではない. N を C の正規化群としたとき, C の N における指数は 2

となっていることがわかる.

定理 3.1 ([5, 2.4, 2.5, 2.6]). PSL2(Fp)の極大真部分群 H は次の三つのうちの何れかである:

(1) H は PSL2(Fp)のボレル部分群である.

(2) H は PSL2(Fp)のカルタン部分群の正規化群である.

(3) H は A4, S4, A5 の何れかと同型である.

この定理から, PSL2(Fp)の部分群 Gが PSL2(Fp)と一致する事を示したければ, 次の三つの事

柄を示せばよい:

(1) Gはボレル部分群に含まれない.

(2) Gは非分裂カルタン部分群の正規化群に含まれない.

(3) Gは A4, S4, A5 に含まれない.

これらの命題及び仮定等を, 簡単の為にボレルケース, カルタンケース, 例外ケースと呼ぶことに

しよう.

4 あるガロワ表現の構成とその性質

U をアファインスキームA1
Z[1/2] \ {0,±1}とし, E を以下の方程式で定義される U 上の楕円曲

線*1とする:
E : t(t2 − 1)y2 = x(x+ 1)(x+ t2).

*1 S をスキームとしたとき, S 上の楕円曲線とは幾何的に連結な射影的かつ滑らかな種数 1 の曲線 E → S と切断
S → E の組のこととする. 通常の楕円曲線の場合と同様に E は S 上の可換群スキームとなる.

2

218



但し E の U スキームとしての構造は t成分への射影として定め, これを f で表すこととしよう:

f : E → U ; (x, y, t) 7→ t.

さて, E[p]でこの U 上の楕円曲線の pねじれ点がなすエタール層を表すことにする. 具体的には

任意の U 上のエタールスキーム T → U に対し E[p]の T 値点は

E[p](T ) := E(T )[p] := MorS(T,E)[p]

で定める*2. 同様に TpE によって E の p進テイト加群の定める U 上の滑らかな Zp 層をあらわ

すことにしよう.

定義 4.1. 連続 GQ 表現 VFp
, VZp

を

VFp
:= H1

et,c(UQ, E[p]), VZp
:= H1

et,c(UQ, TpE)

により定める. ここで各々の右辺はコンパクト・サポートエタールコホモロジーを表す.

TpE は重さが 1の純な Zp 層であるので, VZp
は重さ 0のガロワ表現であることに注意してお

こう. 即ち, 不分岐な素点に於ける幾何的フロベニウスの固有値は全て「絶対値 1」である. 定義

よりガロワ表現の自然な射 VZp → VFp が得られるが, 計算によりこれが同型

VZp
⊗Zp

Fp
∼−→ VFp

(1)

を誘導することが分かる. この VFp
が欲しいガロワ表現である. これは次の性質を満たす:

命題 4.2. ([7, Lemma 2.1])

(1) VZp , VFp は階数 4である.

(2) GQ の作用と両立する非退化対称形式

⟨ , ⟩ : VFp
⊗Fp

VFp
→ Fp

が存在する. 但し GQ は Fp に自明に作用しているとする.

(3) GQ 表現 VZp , VFp は 2pの外不分岐である.

Proof. 簡単に証明のアイデアだけを述べるにとどめる. まず (1) は Ogg-Grothendieck-

Shafarevichの公式と呼ばれる, エタール層のオイラー標数の計算から従う. (2)は E に定まって

いるWeilペアリングと U の Poincareペアリングを合わせて得られるペアリングである. これら

は両方とも交代的なので, 二つ合わせて対称形式を与えることがわかる. 最後に (3)であるが, こ

れは E の Z[1/2]上の滑らかなコンパクト化X があることと, VZp
がX の 2次のエタールコホモ

ロジーの部分商となることから従う.

*2 E が S 上の楕円曲線のとき, 任意の S スキーム T に対しその T 値点のなす集合MorS(T,E) には自然にアーベ
ル群の構造が入る (E は S 上の可換群スキームである). MorS(T,E)[p]はアーベル群MorS(T,E)の pねじれ部
分群のことである. 「局所的」にはこれは S 上の定数層 (Z/pZ)2 と同型である.
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定義 4.3. ℓを 2pを割り切らない素数とし, Frobℓ ∈ GQ で ℓでの幾何的フロベニウス元をあらわ

すことにする. 多項式 ch
(n)
ℓ (X)を

ch
(n)
ℓ (X) := det

(
1− FrobnℓX | VZp

)
で定める.

命題 4.2 (3)からこれは well-defined であることに注意しておこう. また, Deligneの定理 (Weil

予想) により, ch
(n)
ℓ (X) ∈ Z[1/ℓ][X]である. さらに全射 (1)から, 等式

ch
(n)
ℓ (X) mod p = det

(
1− FrobnℓX | VFp

)
(2)

が成立していることにも注意しておこう. 小さな素数 ℓに対してこの多項式を計算しておくこと

が後に重要となる:

命題 4.4. ([7, Lemma 2.4]) 次の等式が成立する:

ch
(1)
3 (X) = 1− 2

9
X2 +X4, ch

(1)
5 (X) =

(
1− 2

5
X +X2

)2

.

Proof. Lefschetz の跡公式により, この固有多項式の計算は楕円曲線 E の Fℓ,Fℓ2 有理点の個数

の計算に帰着される. 例えば [7, Lemma 2.3]を参照されたい. ℓが 3, 5の時は十分手で計算可能

であるので, その部分は読者の演習問題としておく.

さて, O(VFp)により VFp とその上の対称形式から定まる直交群を表すことにしよう:

O(VFp) := {g ∈ AutFp(VFp) | ⟨gv, gw⟩ = ⟨v, w⟩, ∀v, w ∈ VFp}.

良く知られているように, この直交群は VFp
のある 3次元超平面に対する鏡映変換で生成されて

いる. そこでその元 g に対し, Sp(g) ∈ {±1}を

Sp(g) :=

{
1 , g が偶数個の鏡映変換の積で書けるとき,

−1 , g が奇数個の鏡映変換の積で書けるとき,

と定めると, これは well-definedであり, シュピノールノルムと呼ばれる群準同型

Sp: O(VFp
)↠ {±1}

を定める. この核と SO(VFp)との共通部分を Ω(VFp)と書くことにしよう:

Ω(VFp) := KerSp ∩ SO(VFp) = {g ∈ SO(VFp) | g は偶数個の鏡映変換の積で書ける }.

事実 4.5. Ω(VFp
) は Ω+

4 (p) と同型である. 即ち, 直行形式 ⟨ , ⟩ の極大アイソトロピック部分空
間*3の次元は 2である.

*3 アイソトロピック部分空間とは, 任意の二つの元が直交するような部分空間のことである.
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Ω+
4 (p)について一言述べておく. 良く知られているように, V が標数が 2でない有限体上の 2m

次元ベクトル空間とすると, V 上の非退化直交形式は同値なものを除いて二種類ある. 一つは

m∑
i=1

x2i−1x2i

に同値なもので, もう一つは ϵが考えている有限体の非平方数としたとき

m−1∑
i=1

x2i−1x2i + x22m−1 − ϵx22m

と同値となるものである. これらから定まる直交群をそれぞれ O+(V ), O−(V )と書く. V ∼= F2m
q

のときこれらは O+(q), O−(q)と書かれることもある. Ωについても同様である.

命題 4.2から我々はガロワ表現
ρFp

: GQ → O(VFp
)

を得た. より詳しく次の補題が成立している:

補題 4.6. ([7, Lemma 5.2]) ρFp
の像は Ω(VFp

)に含まれる.

補題 4.7. 次の例外同型が存在する:

SL2(Fp)× SL2(Fp)/⟨(−E2,−E2)⟩
∼−→ Ω(VFp

).

特に ρFp
と i番目の射影とを合成することにより, 連続群準同型

ρ
(i)
Fp

: GQ

ρFp−−→ Ω(VFp)↠ PSL2(Fp)

を得る.

Proof. 同型の構成についてだけ述べることにする. (V, ( , )) を Fp 上の二次元斜交空間とする.

このとき, W := V⊗2 上の直交形式を

⟨v ⊗ w, v′ ⊗ w′⟩W := (v, v′)(w,w′)

で定めることにする. 明らかにW の極大アイソトロピック部分空間の次元は 2であるので, 同型

(VFp , ⟨ , ⟩) ∼= (W, ⟨ , ⟩W)

が存在する. SL2(Fp)は斜交形式 ( , )を保つので, 自然な作用により射

SL2(Fp)× SL2(Fp)→ O(VFp
)

が得られる. この射が補題における同型を与える.

5 GQ(
√
−1) 上への制限

ここでは, VFp
の GQ(

√
−1) 上への制限について調べる. W をこの制限として得られる表現の部

分既約表現とする. 次を示すことを目標とする:

5
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命題 5.1. W の次元は 2であり, GQ(
√
−1) 加群としての同型

VFp
∼=W ⊕W

が存在する. 更に, もしW が GQ(
√
−1) 加群として, 絶対既約でなければ, ρFp

(Ip)はアーベル群

であり, その位数は p2 − 1を割り切る.

証明の為には幾ばくかの準備が必要である. Qで四元数群を表すことにする:

Q = {±1,±i, ±j, ±k} ⊂ H×.

ここで Hは四元数体としている.

補題 5.2. GQ(
√
−1) の作用と可換となる Qの VFp 上への作用が存在する. また, −1 ∈ Qの作用

は −1倍写像と一致する.

Proof. i, j ∈ Qの E/Q(
√
−1)上の作用を

i; (x, y, t) 7→ (x,
√
−1y,−t), j; (x, y, t) 7→ (t−2x,

√
−1t−1y, t−1)

で定義することにすると, 簡単にこの作用は Qの作用まで伸びることがわかる. 更に, 明らかにこ

の作用は E[p]上に U 上同変な作用を引き起こすものであるので, 最初の主張は示された. 二つ目

は易しい.

補題 5.3. W は VFp
と等しくない. 即ち VFp

の GQ(
√
−1) への制限は既約でない.

Proof. Z := EndGQ(
√

−1)
(W )と置くと, W が既約なので Z は有限可除環であり, 従って可換体で

ある. 若し VFp = W ならば当然W に Qが作用し, Z が可換であるので Qの Z× での像もまた

可換である. 一方で任意の Qの {1}と異なる正規部分群は必ず −1を含むので, Q→ Z× は単射

である. これは Z の可換性に反する.

QW は 3 次元でないことは W の既約性と QW ̸= W (これは上の証明から明らか) からわか

る. 従ってW の次元は 1又は 2である. 命題 5.1を示したいのであるから, 以下W の次元が 1で

あると仮定して矛盾を導こう. GQ(
√
−1) の指標 β を一次元空間W により定義されるものである

とする:
β : GQ(

√
−1) → AutFp(W ) ∼= Fp

×.

また, χp で mod p円分指標を表すことにする:

χp : GQ → F×
p .

指標 β は 2pの外不分岐であったが, その分岐をコントロールする次の二つの補題が鍵となる:

補題 5.4. ([7, Proposition 4.3 (1), Lemma 7.5]) ある e ∈ {0,±1}が存在して, 指標 βχep は任意

の奇素数で不分岐となる.

補題 5.5. ([7, Proposition 6.1]) 任意の 2での惰性群の元 σ ∈ I2 に対し, σ12 は VFp
上冪単であ

る. 但しここで I2 は GQ の 2に於ける惰性群を表すことにする.
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この原稿ではこれらの証明の詳細には踏み込まないことにし, 最後の章に於いて証明方針につい

てのみ述べる. まずはこれらを認めて命題 5.1を証明してみよう.

命題 5.1の証明. p ⊂ Z[
√
−1] で 2 の上にある素イデアルを表すことにし, Ip で p での惰性群

を表すことにする. 補題 5.4 で存在が保証された e に対し, β′ := βχep と置く. Q(
√
−1) の類

数が 1 であることより, β′(GQ(
√
−1)) = β′(Ip) であることに注意しよう. 特に補題 5.5 より,

β′(GQ(
√
−1))

12 = 1であることに注意しておく.

Q2(
√
−1)のアーベル拡大であって, 分岐指数が 3で割り切れるものは, 局所類体論から直ちに

その非存在性が言える. つまり, β′(Ip)
4 = 1であり, 故に

β′(GQ(
√
−1))

4 = 1 (3)

が従う.

5はQ(
√
−1)で分裂するので, Frob5 ∈ GQ(

√
−1)であることに注意すれば, (3)より, ch

(4)
5 (54e)

は p で割り切れることが分かる. これが矛盾を導くことを見よう. 特性多項式の対称性により,

e = 0, 1の場合のみ計算すればよい. すると, 補題 4.4と簡単な対称式の計算により, 等式

ch
(4)
5 (1) = 21432/58, ch

(4)
5 (54) = 214325272292

を得る. これらは最初に置いた pに対する仮定から pで割り切れないので, 矛盾が導かれ, 最初の

主張の証明が完了した.

W の次元が 2で且つ絶対既約でないならば, GQ(
√
−1) の表現はある指標

ψ : GQ(
√
−1) → F×

p2

から定まっていることがわかる. このことから二つ目の主張は直ちに従う.

系 5.6. 任意の σ ∈ GQ(
√
−1) に対し, det(1− ρFp(σ)T )は 1, T 2 の係数が 1であるような二次多

項式の平方である.

Proof. 命題 5.1から, Qの作用を考えて GQ(
√
−1) 加群としての同型 V ∼= W ⊕W が存在するこ

とがわかる. この系はその明らかな帰結である.

さて, もう少し詳しく VFp
の GQ(

√
−1) 加群としての構造を見てみよう. 直交形式空間としての

同型
(VFp , ⟨ , ⟩) ∼= (W, ⟨ , ⟩W)

があったことを思い出す. また例外同型により Ω(VFp) を SL2(Fp)
2 の商と同一視する. 任意の

σ ∈ GQ(
√
−1) に対し, この同一視を用いることにより,

ρFp
(σ) = [(Aσ, Bσ)], Aσ, Bσ ∈ SL2(Fp)

と書くことにしよう. 定義から, 明らかに Aσ の PSL2(Fp)での像は ρ
(1)
Fp

(σ)と一致し, 同様に Bσ

の PSL2(Fp)での像は ρ
(2)
Fp

(σ)と一致する.

補題 5.7. Aσ または Bσ のどちらかのトレースは ±2である. 特に何方かは必ず位数が 2pを割り

切る.
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Proof. a, a−1 を Aσ の, b, b−1 を Bσ の固有値とする. このとき定義と VFp
の自己双対性から

det(1− ρFp
(σ)T )の根は {ab, ab−1, a−1b, a−1b−1}となる. 系 5.6から, abはその他の三つのどれ

かと等しくなくてはならない. 仮に ab = ab−1 ならば b = ±1となり, ab = a−1bならば a = ±1
なのでこれらの場合は補題の主張が示される. 一方 ab = a−1b−1 ならば 5.6から ab−1 = a−1bが

成立しなくてはならないので, ある ϵ ∈ {±1}により a = bϵと書けている. 従って a2 = a−2 が成

立し, これから a4 = 1を得る. a2 = 1ならば補題の主張は成立する. 一方 a2 = −1ならば, 簡単

な計算により
det(1− ρFp(σ)T ) = (1− T 2)2

を得るがこれは系 5.6と矛盾する. 従って主張は示せた.

系 5.8. ρ
(1)
Fp

(GQ(
√
−1))と ρ

(2)
Fp

(GQ(
√
−1))のいずれかは位数が pである PSL2(Fp)の部分群に含

まれる.

Proof. 系の主張が成立していないとすると, ある二つの元 σ, σ′ ∈ GQ(
√
−1) が存在して, Aσ, Bσ′

は位数が 2pと互いに素であるが Aσ′ , Bσ は位数が 2pを割り切るものが存在する. σ, σ′ をそれぞ

れ 2p乗に置き換えることにより, Bσ と Aσ′ がそれぞれ 1としてよい. しかしこのとき Aσ,σ′ と

Bσσ′ の位数は双方ともに 2pをわりきらないので, これは補題 5.7に矛盾する.

以下では ρ
(2)
Fp

(GQ(
√
−1))の位数が pで割り切れると仮定しておこう. 特に V の一次元部分空間

であり, 任意の σ ∈ GQ(
√
−1) に対し Bσ で固定されるものがある. これを V1 とすると, GQ(

√
−1)

加群の単射
V ⊗ V1 ↪→W ∼= VFp

(4)

を得る. 命題 5.1よりこの像はW と一致する.

6 証明

この章で次の定理を証明する:

定理 6.1. ρ(1) は全射である.

以前に注意したように, ρ(1) の像が極大部分群に含まれないことを示せばよい. それぞれ三つの

ケース毎に証明していこう.

6.1 ボレルケース

まずボレルケースから始める. このとき構成から, 任意の σ ∈ GQ(
√
−1) に対し Aσ ∈ SL2(Fp)

は SL2(Fp)のあるボレル部分群に含まれる. 従ってこれらはある一次元部分空間を固定する. こ

れは W の GQ(
√
−1) 加群としての既約性に反する. つまり ρ

(1)
Fp

(GQ) はボレル部分群に含まれ

ない.
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6.2 カルタンケース

次にカルタンケースを考える. C を PSL2(Fp)のカルタン部分群として, N を C の PSL2(Fp)

における正規化部分群とする. 以下 ρ
(1)
Fp

(GQ) ⊂ N を仮定しよう.

補題 6.2. ρ
(1)
Fp

(Ip)は自明であるか C と一致する.

Proof. これは命題 5.1の直接の帰結である.

N/C は位数 2であるので, 我々は二次指標

ε : GQ → {±1} (5)

を得る. 対応するQの高々二次の拡大体を Lと書くことにする.

補題 6.3. Lは 2の外不分岐である. 従って, Q, Q(
√
2), Q(

√
−2), Q(

√
−1)のいずれかである.

Proof. まず, 2pの外不分岐であることは命題 4.2からわかる. また補題 6.2から pでも不分岐で

あることがわかる.

補題 6.4. 任意の g ∈ N \ C と任意のその持ち上げ g̃ ∈ SL2(Fp)に対し,

Tr(g̃) = 0

が成立する.

命題 4.4から, ρ
(1)
Fp

(Frob3)と ρ
(1)
Fp

(Frob5)の (持ち上げの) トレースは 0ではない*4. 従って, 補

題 6.4から
ε(Frob3) = 1, ε(Frob5) = 1

を得る. 即ち 3, 5は Lに於いて分裂する. しかし, 補題 6.3から, L ̸= Qならばいずれの場合もこ

のようなことは起こらないことがわかる. 実際, L = Q(
√
2)の場合は 3, 5双方とも惰性しており,

L = Q(
√
−1)ならば 3が惰性, L = Q(

√
−2)の場合には 5が惰性する. 上の議論により εが自明

指標であることがわかり, 結局 ρ
(1)
Fp

(GQ) ⊂ C がわかる.

補題 6.5. ρ
(1)
Fp

(Ip) = 1が成立する.

Proof. これは局所類体論と C の位数が 1+p
2 であることから従う.

上の補題から, ρ
(1)
Fp
は 2の外不分岐な指標であり, (ρ

(1)
Fp

)4 = 1をみたすことが前小節と同様の議

論からわかる. 故に, 構成から ρFp
(Frob43)の固有値として ±1が現れることがわかる. 一方命題

4.4から, 次の等式を得る:

ch
(4)
3 (1) =

212 × 52

38
, ch

(4)
3 (−1) = 24

38
.

これらは明らかに pで割り切れないので, 以上でカルタンケースの証明が完了した.

*4 Frob3 に関しては補題 5.7と同様の議論を繰り返す必要がある. 詳しくは [7, Proposition 5.6]参照.
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6.3 例外ケース

最後に例外ケースの証明を行う. M を A4,S4.A5 のいずれかと同型である PSL2(Fp)の部分群

とする. ここでは次の群論的補題が重要である.

補題 6.6 ([5, Section 2.6]). g ∈ M に対し, g の持ち上げ g̃ を取り u := Tr(g̃)2 と置く. このと

き, uは 0, 1, 2, 4の何れかであるか, 又は u2 − 3u+ 1 = 0を満たす.

さて, ρ
(1)
Fp

(Frob3)の持ち上げ g̃ を一つとり, u5 := Tr(g̃)2 と置こう. 命題 4.4から, u5 = 4/25

である. 従って, u5 はまず Fp の中で零ではない. また, u5 = 1 となる必要十分条件は 4 = 25,

即ち p = 23 であるが, これは最初に設けた仮定から除外されている. 同様に最初の仮定から

u5 = 2, 4もあり得ないことがわかる. 更に

u25 − 3u5 + 1 =
11× 31

54

であるので, 再び仮定からこれは Fp の中で零ではない. 以上の計算と補題 6.6から, ρ
(1)
Fp

(GQ)は

決してM の部分群とはならないことが示せた.

7 分岐のコントロール

以上で証明が完了したが, ポイントはガロワ表現 ρFp の 2 と p に於ける分岐を調べることで

あった (補題 5.4, 補題 5.5). この章ではこの二つの補題の証明の方針について述べる.

7.1 pでの分岐について

ここでは補題 5.4の証明の方針を述べる.

まず, 従分岐重さ (tame inertia weights) と呼ばれる概念を思い出すことにする. Ip ⊂ GQp
を

分岐群とし, Itp でその従分岐商を表すことにする. つまり, Itp は Ip を野性分岐群 Pp で割った群

である. 良く知られているように, 自然な同型

Itp
∼−→
∏
ℓ ̸=p

Zℓ(1)

が存在する. ここで pの冪 q = pm を一つとると, 自然な同一視 Z/(q − 1)Z(1) = F×
q と上の自然

な同型から群準同型
ϵ : Itp ↠ F×

q

が得られる. ϵ1, ϵ2, . . . , ϵm を上の ϵ と Fq の自己同型との合成により得られる準同型たちを表す

ことにすると, これら m個の準同型のことを Itp のレベル mの基本指標と呼ぶ. さて, V を既約

Fp[Ip]加群とする. このとき, Pp は V に自明に作用していることが比較的容易に証明できる ([5,

Proposition 4]参照). ここで Z を V の Fp[Ip]加群としての自己準同型環を表すことにすると, V

の既約性より Z は有限体となっている. そこで, 同型 Z ∼= Fq, q = pm を一つ固定すると, V へ

の Itp の作用から指標
α : Itp → F×

q
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を得る. このとき, α = ϵe11 · · · ϵemm を満たす整数 e1, . . . , em が pを法として一意的に存在するが,

この e1, . . . , em ∈ {0, 1, . . . , p− 1}を V の従分岐重さと呼ぶ. 一般の Fp[Ip]加群についてはその

既約成分の従分岐重さとして現れる整数のことを, V の従分岐重さと定めることにする. 補題 5.4

は次の Carusoによる定理と我々の楕円曲面 E が Zp 上半安定モデルを持つことから直ちに得ら

れる:

定理 7.1 ([2, Théorem̀e 1.2]). X を Zp 上の固有且つ安定還元を持つスキームとする*5. また,

i を p − 1 より小さな非負整数とする. このとき, Fp[Ip] 加群 Hiet(XQp
,Fp)

∨ の従分岐重さは

{0, 1, . . . , i}に属する.

この定理の証明は雑に言って

Step1 Fp 係数の「半安定」GQp
表現の線形データによる言い換え ([1])

Step2 半安定還元を持つスキームに対する整 p進ホッジ比較定理 ([2])

という二つのステップからなっている. まず最初のステップで, Caruso はMr という Fp 上の

「半安定」GQp
表現を分類するような線型データの圏を導入し ([1, Chapter 2])*6, 続いてその圏

の単純対象の分類を行っている ([1, Theoreme 1.0.2]). [2]では, 半安定還元を持つ場合に Z/prZ

係数のエタールコホモロジーと対数クリスタルコホモロジーに対し p 進ホッジ比較定理を証明

し*7, それに Step 1に於いて行った分類を適応することにより証明を完結させている・・・よう

である. 大変申し訳ありませんが, 時間の都合上筆者はこの証明をフォローすることが出来ません

でした. 興味を持たれた読者はぜひこの二つの論文を参照ください. 多分面白いと思います.

7.2 2での分岐について

最後に補題 5.5の証明について簡単に方針を述べる*8. まず, X → P1
Q を E → U の Q上の射

影的で滑らかなコンパクト化で相対的に極小であるものとする.

事実 7.2 ([7, A.5]). ある 4次元部分空間 Vp ⊂ H2
et(XQ,Qp(1))が存在して, GQ 表現の同型

H2
et(XQ,Qp(1)) = Vp ⊕Q30

p

が存在する. また, T := H2
et(XQ,Zp(1)) は自由 Zp 加群で, Vp = (T ∩ Vp) ⊗Zp

Fp は VFp
と

Fp[GQ]加群として同型である.

さて, pは 2でないので, I2 の Vp 上への表現は準冪単*9である. 任意の σ ∈ I2 に対し, 正の整

数mσ を, σmσ の Vp 上への作用が冪単となるようなものの中で, 最小であるものとする.

命題 7.3. mσ は pに依存しない.

*5 実際の定理は Zp だけでなく, より一般の局所体の整数環上で述べられている. 但し, その局所体の絶対分岐指数は
「素数 pに比して比較的小さい」というタイプの仮定が設けられている.

*6 「S」上のフィルター付きフロベニウス加群のようなものである.
*7 これによりガロワ表現を Step 1で考えた線型データの話に帰着できる.
*8 筆者はこの証明は大変面白いと感じた. ある意味汎用性が高い証明であるようにも思われる.
*9 つまり, ある開部分群へ制限すれば, 冪単表現である.
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Proof. Ṽp := T ⊗Qp と置く. まず, σ が Vp に冪単に作用する必要十分条件は TrVp
(σ) = 4とな

ることに注意しておく (ここでガロワ表現の重さが 0 であることを使う). 事実 7.2 から, これは

TrṼp
(σ) = 34と同値であることに注意しておく. X は曲面なので, TrṼp

(σ)が pに依存しないこ

とが落合により示されており ([6]), これで証明が完了する.

補題 7.4. T を Zp 上の有限階数自由加群で, g を T の Zp 線型変換とする. また, g と g mod p

は両方とも準冪単であると仮定する. 正整数m,nを gm, gn mod pが冪単となるような最小のも

のとしよう. 仮にmが pで割り切れなければm = nである.

Proof. まず, AutZp
(T )→ AutFp

(T ⊗Zp
Fp)の核は副 p群であることに注意しておく. この注意

から gn が生成する AutZp
(T )の位相的部分群は副 p群であることに注意しておく. 従ってある p

冪 pr があって gnp
r

が冪単となるが, mの最小性と pと互いに素であることから m|nがわかる.

逆の可除性はあきらかであろう.

補題 7.4と命題 7.3から次が得られる:

系 7.5. pが十分大きければmσ は σmσ が VFp 上冪単となるような正整数のなかで最小のもので

ある.

σ ∈ I2 を一つとる. PSL2(Fp) の任意の元の位数は p 又は 1+p
2 , p−1

2 を割り切ることに注意

しよう. 従って, 例外同型を思い出してみると, ρFp
(σ) の Ω(VFp

)/±1 に於ける像の位数は 4p,

lcm(4, p − 1), lcm(4, p + 1)のいずれかを割り切ることがわかる. ここで系 7.5から, pが十分大

きなときにmσ もまた 4p, lcm(4, p− 1), lcm(4, p+ 1)のいずれかを割り切る. 今 pとmσ は互い

に素としてよいので, 結局我々は

mσ| lcm(4, p− 1), 又は mσ| lcm(4, p+ 1), ∀p >> 0

を得た. 言い換えれば, 任意の十分大きな素数 pは, ある整数 aが存在して,

p = amσ ± 1,
amσ

2
± 1

と書けている. これは等差数列となっている（!）ことに注意しよう. Dirichletの算術級数定理に

より, この四つの等差数列で素数が全てカバーできるような公差はあまりないことがわかるが, 実

際にそのためにはmσ が 12で割り切れることが必要となる. 以上で証明のスケッチが完了した.
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Rationality problem for algebraic tori

長谷川　寿人 (新潟大学)

本稿は第 27回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体の有理性問題」における講

演「Rationality problem for algebraic tori」 の原稿です．本稿では，まず代数的トーラスの基本

事項を確認し，代数的トーラス，とくにノルム 1トーラスの有理性問題についての結果を紹介しま

す．

1 代数的トーラスの有理性問題

定義. X を k 上の代数多様体とする．

・X が n次射影空間 Pn に双有理同型であるとき，X は k 上有理的であるという．

・ある r ≥ 1に対して X ×k Pr が k 上有理的であるとき，X は k 上安定有理的であるという．

・有理射 f : X → Pr, g : Pr → X があり g ◦ f = idX となるとき，X は k 上レトラクト有理的で

あるという．

・あるm ≥ 1に対して支配的射 Pm 99K X があるとき，X は k 上単有理的であるという．

注意. 上の定義は，関数体の言葉で言えば X の k 上の関数体が有理的 (resp. 安定有理的，レトラ

クト有理的，単有理的)であるとき，X は有理的 (resp. 安定有理的，レトラクト有理的，単有理

的)であるということである．

まず，代数的トーラスの定義と基本事項について確認しておく．詳細については [Vos98]，

[Swa83, Section 12]を参照．

定義. T を k 上定義された代数群とする．このとき T が k 上の代数的トーラスであるとは，自然

数 nが存在して T ⊗ k̄ ≃ k̄×n となるときをいう．

命題 1.1. T を k 上の代数的トーラスとする．このとき k の有限次ガロア拡大 K が存在して

T ⊗k K ≃ K×n となる．このようなK の中で最小のものが存在する．

定義. k 上の代数的トーラス T に対し，T ⊗k K ≃ K×n が成り立つとき T は K で分裂するとい

1
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う．T が分裂する最小の k の拡大体を最小分裂体という．

K を k 上の有限次ガロア拡大とし G = Gal(K/k)とする．K で分裂する k 上の代数的トーラ

ス T に対し，指標群X(T ) = Hom(T,K×)を考える．T ⊗kK ≃ K×n により T ⊗kK をK×n と

同一視することにより，Hom(T ⊗k K,K×)は次の vi : K
×n → K× で生成される自由アーベル群

とみなせる：
vi : K

×n ∋ (x1, x2, . . . , xn) 7→ xi ∈ K×

これを加法的にかくと

Hom(T ⊗k K,K×) =
n⊕
i=1

Zui (∗)

となる．ガロア群 Gは Hom(T ⊗k K,K×)に次のように作用する：

(σf)(x) = σ−1f(σx).

これにより X(T )は G格子とみれる．

また，次の定理が成り立つ．

定理 1.2 (小野 [Ono61, Proposition 1.2.4]参照). K/k を有限次ガロア拡大，G = Gal(K/k)と

する．このとき G格子M に対して，K で分裂し X(T ) ≃ M となる k 上の代数的トーラス T が

k 同型を除きただ 1つ存在する．

これにより，K で分裂する代数的トーラスと G格子は一対一に対応する．

T を k 上の n 次元代数的トーラスとする．指標群 X(T ) = Hom(T ⊗k k̄, k̄×) は加群として

Z⊕n と同型であり，k の絶対ガロア群 G = Gal(k̄/k) が作用することから，T に対して連続準同

型 h : G → GLn(Z)が定まる．このとき G はコンパクトであり，GLn(Z)は離散的であることか

ら，G の像 h(G)は GLn(Z)の有限部分群になる．k上の n次元代数的トーラス T は，連続準同型

h : G → GLn(Z)の共役類によって決まる．ただし，G の像 h(G)は GLn(Z)の有限部分群．

K/k をガロア拡大，G = Gal(K/k)，M = Zu1 ⊕ Zu2 ⊕ · · · ⊕ Zun を G格子とする．ただし，

{u1, u2, . . . , un}はM の Z基底．このとき，有理関数体 K(x1, x2, . . . , xn)に Gの作用を次のよ

うに定める：σ ∈ GのM への作用が σ(ui) =
∑n
j=1 Zuj , aij ∈ Zであるとき，

σ(xi) =
n∏
j=1

x
aij
j . (1)

この作用をともなう体K(x1, x2, . . . , xn)をK(M)とかく．

有限次ガロア拡大 K/k で分裂する k 上の代数的トーラス T，M = X(T ) =
∑n
i=1 Zui とする．

T ⊗k K ≃ K×n により T ⊗k K と K×n を同一視すると T ⊗k K の関数体は，(∗) における ui
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を超越基底とする有理関数体 K(u1, u2 . . . , un)となる．このとき，代数的トーラス T の関数体は

K(M)G と同一視できる．

次に，代数的トーラスの有理性について知られている結果を述べる．

1次元代数的トーラスは k 上有理的である．2次元，3次元の代数的トーラスの有理性について

はそれぞれ Voskresenskii [Vos67], Kunyavskii [Kun90]によって与えられた：

定理 1.3 (Voskresenskii [Vos67]). すべての 2次元代数的 k トーラスは k 上有理的．

定理 1.4 (Kunyavskii [Kun90]). すべての 3次元代数的 k トーラスは [Kun90, Theorem 1]の 15

の例外を除いて k 上有理的．15の例外は k 上非レトラクト有理的．

4次元，5次元の安定 (レトラクト)有理的な代数的トーラスの分類については，星-山崎 [HY17]

により GAPを用いてあたえられた．

定理 1.5 (星-山崎 [HY17, Theorem 1.8]). L/k を体のガロア拡大，有限部分群 G ≃ Gal(L/k) ≤

GL4(Z) は L(x1, x2, x3, x4)に式 (1)によって作用するとする．

(i) L(x1, x2, x3, x4)
G は k 上安定有理的 ⇔ Gは [HY17, Tables 2, 3, 4]に含まれない 487個の群

と共役．

(ii) L(x1, x2, x3, x4)
G は k 上非安定有理的かつレトラクト有理的 ⇔ G は [HY17, Table 2] の 7

個の群と共役．

(iii) L(x1, x2, x3, x4)
G は k 上レトラクト有理的 ⇔ G は [HY17, Tables 3, 4] の 216 個の群と

共役．

定理 1.6 (星-山崎 [HY17, Theorem 1.11]). L/kを体のガロア拡大，有限部分群G ≃ Gal(L/k) ≤

GL4(Z) は L(x1, x2, x3, x4, x5)に式 (1)によって作用するとする．

(i) L(x1, x2, x3, x4, x5)
G は k 上安定有理的 ⇔ Gは [HY17, Tables 11, 12, 13, 14, 15]に含まれ

ない 3051個の群と共役．

(ii) L(x1, x2, x3, x4, x5)
G は k 上非安定有理的かつレトラクト有理的 ⇔ G は [HY17, Table 11]

の 25個の群と共役．

(iii) L(x1, x2, x3, x4, x5)
G は k 上レトラクト有理的 ⇔ G は [HY17, Tables 12, 13, 14, 15] の

3003個の群と共役．
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2 ノルム 1トーラスの有理性問題

K/kを n次分離拡大，L/kをK/kのガロア閉包とする．G = Gal(L/k)を n次対称群 Sn の部

分群とみなし，H = Gal(L/K)とする．このとき，次の Z[G]加群の完全系列がある：

0 −→ IG/H −→ Z[G/H]
ϵ−→ Z −→ 0.

ここで ϵ : Z[G/H]→ Z,
∑n
i=1 aiei 7→

∑n
i=1 ai, ei = giH は Z[G/H]の Z基底．この完全系列の

双対をとると，次の完全系列をえる：

0 −→ Z −→ Z[G/H] −→ JG/H −→ 0.

とくに，JG/H = HomZ(IG/H ,Z)は Z階数 n − 1の G格子となる．この JG/H に対応する k 上

の代数的トーラスのことを，K/k のノルム 1トーラスといい R
(1)
K/k(Gm,K)とかく．

このとき，拡大K/k に対するノルム写像から誘導される k 上の代数的トーラスの完全系列

1 −→ R
(1)
K/k(Gm,K) −→ RK/k(Gm,K)

NK/k−−−→Gm −→ 1

をえる．ここで RK/k(Gm,K)は拡大K/k による乗法群 Gm,K のヴェイユ制限．

次にノルム 1トーラス R
(1)
K/k(Gm)の有理性問題に関して知られている結果を述べる．

K/k がガロア拡大のとき，以下の結果が知られている．

定理 2.1. K/k をガロア拡大，G = Gal(K/k)とする．

(1) (遠藤-宮田 [EM75, Theorem 1.5], Saltman [Sal84, Theorem 3.14])

R
(1)
K/k(Gm)が k 上レトラクト有理的⇔ Gのすべてのシロー群は巡回群．

(2) (遠藤-宮田 [EM75, Theorem 2.3]) R
(1)
K/k(Gm) は k 上安定有理的 ⇔ G = Cm または G =

Cn × ⟨σ, τ : σk = τ2
d

= 1, τστ−1 = σ−1⟩ (d ≥ 1, k ≥ 3, n, k は奇数で gcd{n, k} = 1).

K/k が非ガロア拡大の場合に関しても，K/k のガロア閉包のガロア群が特定の群 (例えば，Sn,

An, べき零群など)に対しての結果が知られているが，一般の場合についてはほとんどわかってい

ない (本サマースクールの星明考氏の「半単項式作用と有理性問題」の代数的トーラスの有理性問

題の節を参照)．そこで，星-山崎 [HY]と長谷川-星-山崎 [HHY]において低い次元のノルム 1トー

ラスの安定（レトラクト）有理性について，GAPを用いて分類を行った．

以下 K/k を n次分離拡大，L/k を K/k のガロア閉包，G = Gal(L/k)を n次対称群 Sn の可

移部分群とみなし, H = Gal(L/K)とする．

星-山崎 [HY]では，n = p (奇素数)， n ≤ 10に対して，安定 (レトラクト)有理的な n− 1次元

のノルム 1トーラス T = R
(1)
K/k(Gm)の分類を，以下の安定有理性を除き，あたえた：
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• G = PSL2(F2e) (n = 2e + 1 : フェルマー素数)，

• G ≃ 9T27 ≃ PSL2(F8) (n = 9)，

• 10T11 ≃ A5 × C2 (n = 10)．

定理 2.2 (星-山崎 [HY, Theorem 1.9]). n = p (奇素数)に対して，p − 1次のノルム 1トーラス

T = R
(1)
K/k(Gm)はレトラクト有理的である．安定有理性は次のようになる：

(1) G ≃ Cp ≤ Sp, G ≃ Dp ≤ Sp のとき，T が k 上安定有理的；

(2) G ≃ Cp ⋊ Cm ≤ Sp (3 ≤ m | p− 1)のとき，T は k 非安定有理的；

(3) G ≃ Sp (p ≥ 5)のとき，T は k 上非安定有理的；

(4) G ≃ A5 ≤ S5 のとき，T は k 上安定有理的，

G ≃ Ap ≤ Sp (p ≥ 7)のとき，T は k 上非安定有理的;

(5) G ≃ PSL2(F11) ≤ S11 のとき，T は k 上非安定有理的；

(6) G ≃M11 ≤ S11， G ≃M23 ≤ S23 のとき，T は k 上非安定有理的;

(7) PSLd(Fq) ≤ G ≤ PΓLd(Fq) ≃ PGLd(Fq) ⋊ Ce のとき，T は k 上非安定有理的．ここで

d ≥ 3, p = qd−1
q−1 , q = le；

(8) PSL2(F2e) < G ≤ PΓL2(F2e) ≃ PSL2(F2e) ⋊ Ce のとき，T は k 上非安定有理的．ここで

p = 2e + 1 はフェルマー素数．

定理 2.3 (星-山崎 [HY, Theorem 1.11]). n = 8, 9, 10 に対して，n − 1 次のノルム 1 トーラス

T = R
(1)
K/k(Gm)の安定有理性，レトラクト有理性は次のようになる：

(1) G = 8Tmのとき (1 ≤ m ≤ 50).

(i) G = 8T1 ≃ C8 のとき，T は k 上安定有理的；

(ii) G = 8Tm (2 ≤ m ≤ 50)のとき，T は k 上非レトラクト有理的．

(2) G = 9Tmのとき (1 ≤ m ≤ 34).

(i) G = 9T1 ≃ C9，9T3 ≃ D9 のとき，T は k 上安定有理的；

(ii) G = 9T27 ≃ PSL2(F8)のとき，T は k 上レトラクト有理的;

(iii) G = 9Tm (2 ≤ m ≤ 34 かつ m ̸= 3, 27)のとき，T は k 上非レトラクト有理的．

(3) G = 10Tmのとき (1 ≤ m ≤ 45).

(i) G = 10T1 ≃ C10, 10T2 ≃ D5, 10T3 ≃ D10 のとき，T は k 上安定有理的；

(ii) G = 10T11 ≃ A5 × C2 のとき，T は k 上レトラクト有理的;

(iii) G = 10T4 ≃ F20, 10T5 ≃ F20 × C2, 10T12 ≃ S5, 10T22 ≃ S5 × C2 のとき，T は k 上非

安定有理的だがレトラクト有理的；

(iv) G = 10Tm (6 ≤ m ≤ 45 で m ̸= 11, 12, 22)のとき，T は k 上非レトラクト有理的．

さらに長谷川-星-山崎 [HHY] では，従来用いていた flabby resolution を構成するためのプロ
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グラムを改良し，上で例外となっていた G = 10T11 ≃ A5 × C2 の安定有理性について解決

し，さらに 12 ≤ n ≤ 15 に対して，安定 (レトラクト) 有理的な n − 1 次元のノルム 1 トーラス

T = R
(1)
K/k(Gm) の分類について与えた．論文の中で用いている flabby resolution を構成するプ

ログラム FlabbyResolutionFromBase.gapは山崎愛一氏のウェブページのアルゴリズムのページ

(http://www.math.h.kyoto-u.ac.jp/ yamasaki/Algorithm/)からダウンロードできる．

定理 2.4 (長谷川-星-山崎 [HHY, Theorem 1.2]). n = 10, 12, 14, 15に対して，n− 1次のノルム

1トーラス T = R
(1)
K/k(Gm)の安定有理性，レトラクト有理性は次のようになる：

(1) G = 10T11 ≃ A5 × C2 のとき，T は k 上安定有理的．

(2) G = 12Tmのとき (1 ≤ m ≤ 301).

(i) G = 12T1 ≃ C12, 12T5 ≃ C3 ⋊ C4, 12T11 ≃ C4 × S3 のとき，T は k 上安定有理的；

(ii) G = 12Tm (1 ≤ m ≤ 301かつm ̸= 1, 5, 11)のとき，T は k 上非レトラクト有理的．

(3) n = 14Tmのとき (1 ≤ m ≤ 63).

(i) G = 14T1 ≃ C14, 14T2 ≃ D7, 14T3 ≃ D14 のとき，T は k 上安定有理的；

(ii) G = 14T4 ≃ F42, 14T5 ≃ F21 × C2, 14T7 ≃ F42 × C2, 14T16 ≃ PSL3(F2) ⋊ C2,

14T19 ≃ PSL3(F2)× C2, 14T46 ≃ S7, 14T47 ≃ A7 × C2, 14T49 ≃ S7 × C2 のとき，T は k 上

非安定有理的だがレトラクト有理的；

(iii) G = 14Tm (6 ≤ m ≤ 63 かつ m ̸= 7, 16, 19, 46, 47, 49)のとき，T は k 上非レトラクト有

理的.

(4) n = 15Tmのとき (1 ≤ m ≤ 104).

(i) G = 15T1 ≃ C15, 15T2 ≃ D15, 15T3 ≃ D5 × C3, 15T4 ≃ S3 × C5, 15T5 ≃ A5,

15T7 ≃ D5×S3 15T16 ≃ A5×C3 ≃ GL2(F4), 15T23 ≃ A5×S3 のとき，T は k上安定有理的；

(ii) G = 15T6 ≃ C15 ⋊ C4, 15T8 ≃ F20 × C3, 15T10 ≃ S5, 15T11 ≃ F20 × S3, 15T22 ≃

(A5 ×C3)⋊C2 ≃ GL2(F4)⋊C2, 15T24 ≃ S5 ×C3, 15T29 ≃ S5 × S3 のとき，T は k 上非安定

有理的だがレトラクト有理的；

(iii) G = 15Tm (9 ≤ m ≤ 104 かつ m ̸= 10, 11, 16, 22, 23, 24, 29)のとき，T は k上非レトラク

ト有理的．

例 (10T11 ≤ S10 の場合の計算例).

gap> Read("FlabbyResolutionFromBase.gap");

gap> J:=Norm1TorusJ(10,11);

<matrix group with 3 generators>

gap> StructureDescription(J); # 10T11=C_2 × A_5

"C2 x A5"

gap> IsInvertibleF(J); # 10T11は retract k-rational

6
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true

gap> T:=TransitiveGroup(10,11);

A(5)[x]2

gap> F:=FlabbyResolutionLowRankFromGroup(J,T).actionF;

<matrix group with 3 generators>

gap> Rank(F.1); # Fの階数は 31

31

gap> F2:=FlabbyResolutionLowRankFromGroup(F,T).actionF;

<matrix group with 3 generators>

gap> Rank(F2.1); # [F]^flの階数は 13

13

gap> F3:=FlabbyResolutionLowRankFromGroup(F2,T).actionF;

# 10T11は stably k-rational

Group([ [ [ 1 ] ], [ [ 1 ] ], [ [ 1 ] ] ])
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Norm one tori and Hasse norm principle

金井 和貴　 (新潟大学)

概要

本稿は第 27 回整数論サマースクール「構成的ガロアの逆問題と不変体の有理性問題」にお

ける講演「Norm one tori and Hasse norm principle」のレジュメである．

Hasse norm principle(HNP)とは代数体の拡大に対して局所的な normの束ね合わせと大

域的な normの “ずれ”が存在しないことを表す原理であり，Hasseにより巡回拡大に対して

成立することが示された．しかしながら一般には未解決である．本講演ではまずノルム 1トー

ラスを用いた HNP の不変量のコホモロジカルな表示を与える．その後，HNP の近年の進展

とトーラスの有理性問題の関係について述べる．

1 Hasse principle (HP)と Hasse norm principle (HNP)

代数体 k 上で定義された方程式が k に解を持つかという問題は古くから考えられてきた．一般

に与えられた方程式が k に解を持つかを判定する問題は難しく有力な方法は確立されていない．

しかしながら，特定の方程式に対しては，k に解を持つかという問題が，より易しい k の任意の

素点による完備化で解を持つかという問題に帰着されることがある．特に，二次形式に対しては

Hasse-Minkowskiの定理と呼ばれる次の定理が成立する．

定理 1.1 (Hasse-Minkowskiの定理 1921). k を代数体とし，f を k 上の二次形式とする．このと

き以下は同値:

(i) f = 0が k に非自明解を持つ．

(ii) f = 0が任意の k の素点 v による完備化 kv に非自明解を持つ．

このように，“方程式が k に解を持つこと”と “方程式が k の任意の素点による完備化で解を持

つこと”が同値になるときに Hasse principle (HP)が成立すると呼ぶ*1．しかしながら，3次以上

の形式に対しては一般に HPが成立しないことが知られている:

定理 1.2 (Selmer [Sel51]). f = 3x3 + 4y3 + 5z3 とする．このとき，f = 0は任意の Qの素点 v

による完備化 Qv(すなわち任意の p進数体 Qp と実数体 R)に非自明な解を持つが，Qに非自明解
を持たない．

一般の n次形式に対して HPを考えることは二次形式に比べはるかに難しい．本稿では切り口

*1 この原理は局所大域原理とも呼ばれる.
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を変え，一般の n 次形式へ向かうのではなく，代数体の拡大のノルムから定まる形式に対しての

HPとも言える “Hasse norm principle (HNP)”を主題にする．

HNPの定義を与えよう．F/k を代数体の有限次拡大とする．このとき，NF/k : F → k をノル

ム写像とする．Jk を k のイデール群とする．k のイデール Jk と F のイデール JF に対してもノ

ルム写像が

NF/k : JF −→ Jk;　 (aw)w 7−→

∏
w|v

NFw/kv (aw)


v

により定義される．また，Jk は
∏
v k

×
v の部分群であり，k の素点 v に対して k ↪→ kv であること

から，k× は Jk に対角的に埋め込まれる．このとき

X(F/k) := (NF/k(JF ) ∩ k×)/NF/k(F×)

と置く．これは局所的なノルムの像の束ね合わせと大域的なノルムの像の “ずれ” を表している．

つまり

X(F/k) =
{a ∈ k× | 任意の局所的なノルム写像の像 }

{a ∈ k× | 大域的なノルムの像 }

である．X(F/k) = 0となるとき，F/k に対して HNPが成立するという Hasseは巡回拡大に対

して HNPが成立することを示した：

定理 1.3 (Hasse のノルム定理 [Has31, Satz, page 64]). L/k を代数体の巡回拡大とする．この

とき
X(L/k) = 0.

証明は次節において，ガロア拡大 L/k に対するX(L/k)の考察を行うことによって与える．

注意 1.4. Hasse-Minkowskiiの定理から二次拡大に対して HNPが成立することがわかる：

L/k を二次拡大とする．このとき，L = k(
√
d) となる平方因子を持たない整数 d が存在する．

したがって，二次拡大 L/k から Norm形式 f = X2 + dY 2 が定まる．a ∈ k に対して，f = aの

斉次化 F = X2 + dY 2 − aZ2 = 0を考えれば二次形式となるため，Hasse-Minkowskiiの定理よ

り，k の任意の局所化において解を持つことと k において解を持つことが同値となる (このとき

Z = 0となる解は，dが平方因子を持たないことから自明解となってしまうことに注意する)．す

なわち二次拡大 L/k に対する HNPが成立する．

Hasse [Has31]では双二次拡大 Q(
√
−39,

√
−3)/Qに対してX(L/k) 6= 0となることも述べて

いる．しかしながら，双二次拡大であれば必ずX(L/k) 6= 0となるというわけでもない. 例えば

Q(
√
2,
√
−1)とすればX(L/k) = 0となる．これらの例の差はなんであろうか．

本稿の前半においては，X(F/k)を代数的 k トーラスの視点から見直すことにより，コホモロ

ジーを用いて記述し，この疑問への解答を与えることを目標とする．

また，後半においては，代数的トーラスの有理性問題と HNPの関係を明らかにすることを目標

とする．
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2 ノルム 1トーラスと HNP

本節ではいくつかのコホモロジーについての事実を証明なしに用いることで，ガロア拡大 L/k

に対してX(L/k)の Zの群コホモロジーを用いた記述を与える．Tate [Tat67]では類体論の文脈

でX(L/k)のコホモロジーを用いた記述を与えているが，本節では主に [PR94, Chapter 6.3]と

[Vos98, Chapter 4.11]に基づき代数的トーラスの立場からこれを与える．また代数的トーラスの

基本的な性質については本サマースクール長谷川氏の稿を参照されたい．

記号の準備を行う．T を代数的 k トーラスする．T に対して k の有限次ガロア拡大である分解

体 Lが存在する．G := Gal(L/k)とする．T (k)で T の k 有理点を表す．k のアデールを Ak で

表し*2，T のアデール環上の点を T (Ak)とする*3．また，Ck := Jk/k
×, Ck(T ) := T (Ak)/T (k)

と置く．T の指標加群を X(T ) := Hom(T,Gm)とし，X∗(T ) := Hom(Gm, T )とする．

以降 L/k のガロア群 G と G 加群M に対するガロアコホモロジー Hi(G,M) を Hi(L/k,M)

でも表す．また，k の絶対ガロア群 Gk に対するコホモロジー Hi(Gk,M)を Hi(k,M)で表す．

代数群 M の k 点 M(k) には絶対ガロア群が自然に作用する．したがって Hi(k,M) :=

Hi(Gk,M(k))により，ガロアコホモロジーを考えることができる．

必要となる群コホモロジーに関する定理を述べよう．まず，次の定理が重要となる．

定理 2.1 (Tate [Tat66]). G を有限群，M を G 加群，u ∈ H2(G,M) とする．Gp を G の各シ

ロー p部分群とする．このとき，M が次の条件を満たすとする:

(i) 任意の素数 pに対して，H1(Gp,M) = 0,

(ii) H2(Gp,M)は Gp と同じ位数の巡回群であり，Res
G
Gp

(u)により生成される．ここで ResGGp

は H2(G,M)から H2(Gp,M)への制限写像．

このとき，任意の有限生成かつ tosion-freeな G加群N，Gの任意の部分群H，任意の整数 iに対

して，uとカップ積により定義される写像

Ĥi(H,N) −→ Ĥi+2(H,M ⊗N); a 7−→ u ∪ a

は同型写像となる．ここで Ĥ は Tateコホモロジーを表す．

k を局所体，L/k を有限次ガロア拡大とすると，局所類体論から，M = L× に対して uL/k ∈
H2(L/k, L×)が一意的に定まり，定理 2.1の仮定を満たすことが知られている. また，k を代数体

のときも，大域類体論から，M = CL のとき uL/k ∈ H2(L/k,CL)が一意的に定まり，定理 2.1の

仮定を満たす (詳細は [Tat67]参照). これらのことから，定理 2.1より次が成り立つ．

*2 S をすべての無限素点を含む k の素点の有限集合とする．AS :=
∏

v∈S kv ×
∏

p/∈S Op と置くと位相環となる．

ここで，Ak :=
∪

S AS は S の包含関係による帰納極限で再び位相環となる．これを k のアデールと呼んでいた．
*3 k 上の代数多様体のアデール環上の点 (アデール多様体)V (Ak) は k のアデールの定義と同様の手続きで得られる．
すなわち，S をすべての無限素点を含む k の素点の有限集合とし，V (AS) :=

∏
v∈S V (kv)×

∏
p/∈S V (Op)と置

き，V (Ak) :=
∪

S V (AS)に対して，S の包含関係に関しての帰納極限により位相を定義すればよい．

3

241



定理 2.2 (Nakayama-Tate). T を代数的 k トーラスとし，Lを T の分解体とし，G := Gal(L/k)

とする．iを任意の整数とすると次が成立する．

(i) k を局所体とする．このとき

Ĥi(G,T ) ' Ĥ2−i(G,X∗(T )).

(ii) k を代数体とする．このとき

Ĥi(G,CL(T )) ' Ĥ2−i(G,X∗(T )).

ここで，L/k を体 k の有限次ガロア拡大

P i(L/K, T ) := ker(Ĥi(L/k, T )→
∏
v

Ĥi(Lw/kv, T ))

と置き，特に i = 1のときX(T ) := P 1(L/K, T )と置く．

補題 2.3 ([Vos98, Theorem, page 120], [PR94, Proposition 6.7, page 298]). k を代数体，T を

代数的 k トーラス，L/k を有限次ガロア拡大とする．このとき，整数 i ≥ 1に対して

Hi(L/k, T (AL)) '
⊕
v

Hi(Lw/kv, T ).

注意 2.4. 補題 2.3は代数体 k 上の可換代数群に対しても成立する．

この補題と定理 2.2を用いれば P i(L/K, T )の Zのコホモロジーを用いた表示が得られる：

定理 2.5. k を代数体，T を代数的 k トーラス，L/k を有限次ガロア拡大である T の分解体とし，

G := Gal(L/k)とする．このとき

P i(L/K, T ) ' ker(Ĥ3−i(L/k,X(T ))
ResGGw−−−→

∏
v

Ĥ3−i(Lw/kv, X(T ))).

ここで Gv は v の分解群である．

証明. 完全系列
1→ T (L)→ T (AL)→ CL(T )→ 1

に対して，コホモロジーの長完全系列を取れば

· · · → Ĥi−1(L/k, T (AL))
g→ Ĥi−1(L/k,CL(T ))→ Ĥi(L/k, T )

f→ Ĥi(L/k, T (AL))→ · · ·

となる．このとき，補題 2.3から

Ĥi(L/k, T (AL)) '
⊕
v

Ĥi(Lw/kv, T )
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である．今，Gv := Gal(Lw/kv)を v の分解群とすると，g =
⊕

v Cor
G
Gv
となる (詳細は [PR94,

Proposition 6.8, page 304])．したがって，P i(L/K, T ) = ker f となる．また，完全性から ker f =

coker g であるから，補題 2.3と定理 2.2から

P i(L/K, T ) = ker f = coker(
⊕
v

Ĥi−1(Lw/kv, T (AL))
g→ Ĥi−1(L/k,CL(T )))

= coker(
⊕
v

Ĥi−3(Lw/kv, X∗(T ))
g→ Ĥi−3(L/k,X∗(T ))).

双対性から，

P i(L/K, T ) = ker(Ĥ3−i(L/k,X(T ))

∏
v ResGGv−−−→

∏
v

Ĥ3−i(Lw/kv, X(T )))

を得る．

X(T )とX(F/k)には以下のような関係がある．

定理 2.6. F/k を代数体の有限次拡大，T をノルム 1トーラス T := R
(1)
F/k(Gm)とする. このとき

X(F/k) 'X(T )

証明. S := RF/k(Gm)とすれば、完全系列

1→ T → S
NF/k→ Gm → 0 (1)

がある．コホモロジーの長完全系列をとれば，

P× NP/k→ k× → H1(k, T )→ H1(k, S)

となり，Shapiroの補題と Hilbertの定理 90より

H1(k, S) ' H1(F,Gm) = 1

であるから
H1(k, T ) ' k×/NF/k(F×)

を得る．(1)より

1→ T (Ak̄)→ S(Ak̄)
NF/k→ A×

k̄
→ 1

が完全となるから，再びコホモロジーの長完全系列と Hilbertの定理 90より

A×
F

NF/k→ A×
k → H1(k, T (Ak̄))→ H1(K,S(Ak̄)) ⊂ lim−→

∏
v

H1(Fw/Kv, S) = 1

となる (最後の包含の詳細は [PR94, Proposition 6.6, page 297])． したがって

H1(k, TAk̄
) ' Jk/NF/k(JF )
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を得る．したがって，

X(T ) = P 1(F/k, T )

= ker(H1(F/k, T )→
∏
v

H1(Fw/kv, T ))

= ker(H1(F/k, T )→ H1(k, T (Ak̄)))

= ker(k×/NF/k(F
×)→ Jk/NF/k(JF ))

= (NF/k(JF ) ∩ k×)/NF/k(F×)

= X(F/k).

L/k がガロア拡大ならばより具体的な公式が得られる．

定理 2.7 (Tate [Tat67]). L/k を代数体の有限次ガロア拡大とし，G := Gal(L/k)とする．この

とき

X(L/k) ' ker(H3(G,Z)
∏

v ResGGv−−−→
∏
v

H3(Gv,Z)).

証明. 定理 2.6より，

X(T ) = ker(H3(G,Z)
∏

v ResGGv−−−→
∏
v

H3(Gv,Z))

を示せば良い．

ノルム 1トーラス T := R
(1)
L/k(Gm)に対して，

X(R
(1)
L/k(Gm)) ' JG

より，完全系列
0→ Z→ Z[G]→ X(T )→ 0

が存在する．コホモロジーの長完全系列を取れば

H2(G,Z[G])→ H2(G,X(T ))→ H3(G,Z)→ H3(G,Z[G])

となる．Z[G]は G誘導加群だから n ≥ 1に対して Hn(G,Z[G]) = 0．したがって

H2(G,X(T )) ' H3(G,Z)

となる．定理 2.5において i = 1とすれば

X(L/k) ' ker(H3(G,Z)
∏

v ResGGv−−−→
∏
v

H3(Gv,Z)).
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したがって，巡回拡大 L/k，G := Gal(L/k)に対して，H3(G,Z) = H1(G,Z) = 0であること

から，Hasseのノルム定理 (定理 1.3)が成立することがただちにわかる．

系 2.8. L/k を代数体の有限次ガロア拡大とする．このとき，k の素点 v の分解群がすべて巡回群

ならば，
X(L/k) = H3(G,Z).

証明. 定理 3から，k の素点 v の分解群がすべて巡回群ならば，∏
v

H3(Gv,Z) =
∏
v

H1(Gv,Z) = 0

より
X(L/k) = H3(G,Z)

となる．

これらのことを踏まえると，前節の最後の疑問の答えが得られる．

例 2.9 (V4 拡大の HNP). k = Qとし，L1 = Q(
√
−39,

√
−3), L2 = Q(

√
2,
√
−1)とする．この

とき，Gal(Li/k) ' V4 ' Z/2Z× Z/2Zである．それぞれの分解群について考えよう．Hilbertの

分岐理論から，“素数 pが不分岐”⇔“pの分解群が巡回群”であることに注意しておく．また，い

ずれの場合も Q上総虚な 4次拡大であるから，無限素点は 2個に分解しいずれも分岐指数 2とな

る．すなわち，無限素点の分解群は位数 2の巡回群となる．

・L1 の場合 : L1 = Q(
√
−39,

√
−3) = Q(

√
13,
√
−3)であり 13と −3はmod4で 1だから，絶

対判別式は 132 · (−3)2 となる．したがって，分岐する素数は 13, 3のみである．

平方剰余記号を用いれば
(
13
3

)
=
(

3
13

)
= 1 となるから，3 は Q(

√
13) において分解，13 は

Q(
√
−3)において分解することがわかる．分岐指数を e, 惰性次数を f , 分解の個数を g とすると，

4 = [L : k] = efg であり，分解群の位数は ef である．g ≥ 2であるから, ef ≤ 2となる．位数 2

の群は巡回群であるから，任意の分解群が巡回群となることがわかる．

したがって系 2.8より，

X(L/k) = H3(V4,Z) = Z/2Z

・L2 の場合 : L1 = Q(
√
2,
√
−1) = Q(ζ8)より，分岐する素数は 2のみであり，2は完全分岐

している．したがって 2の分解群 D2 ' V4 となる．したがって∏
v

H3(Gv,Z) ' H3(G,Z)

となる．制限写像の定義より ResGG は同型になる．すなわち

X(L/k) = 0.
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3 非ガロア拡大の HNP

前節を踏まえて，非ガロア拡大の HNPに対する Drakokrust-Platonov [DP87]のアプローチを

紹介する．

F/kを代数体の有限次拡大とする．ノルム 1トーラス T := R
(1)
F/k(Gm)に対して，T が分裂する

ような F を含むガロア拡大 L/k で T が存在する．G := Gal(L/k),H := Gal(L/F ) とする．こ

のとき，X(T ) ' JG/H より，完全系列

0→ Z→ Z[G/H]→ X(T )→ 0

が存在する．このとき，前節の定理 2.7の議論を踏襲し，上の系列のコホモロジーの長完全系列を

取り，次の可換図式を考える：

H2(G,Z) ϕ1−−−−→ H2(G,Z[G/H])
ϕ2−−−−→ H2(G,X(T ))yα1

yα2

yα3∏
vH

2(Gv,Z)
ψ1−−−−→

∏
vH

2(Gv,Z[G/H])
ψ2−−−−→

∏
vH

2(Gv, X(T ))

ϕ3−−−−→ H3(G,Z) ϕ4−−−−→ H3(G,Z[G/H])yα4

yα5

ψ3−−−−→
∏
vH

3(Gv,Z)
ψ4−−−−→

∏
vH

3(Gv,Z[G/H])

(2)

定理では Z[G]が G誘導加群であることから，n ≥ 1に対して Hn(G,Z[G]) = 0となっていた

が，今回の系列では Z[G/H]となっており，G誘導加群ではないため，定理と同様の結果が得られ

ない．

この図式においてX(T ) = P 1(L/K, T ) ' kerα3 である．ここで

Obs1(L/F/k) := α−1
2 (Imψ1)/ Imφ1

と置けば，Obs1(F/k)はX(T )に埋め込まれる．

実際には，Obs1(L/F/k) 'X(F/k)/(k× ∩NL/k(JL))となることもわかる．証明には次の可
換図式を用いる：

Ĥ0(H,CF )
µ1−−−−→ Ĥ0(G,CF )xδ1 xδ2

Ĥ0(H, JF )
µ2−−−−→ Ĥ0(G, JF )

ここで，µi = CorHG = NL/K，δi は JF → CF から誘導されるとする．この可換図式が後述する

定理 3.1における可換図式 (3)と等しいことから主張が従う．詳細は [DP87].

Obs1(F/k)は群のアーベル化を用いて書くことができ，X(T )に比べ遥かに計算しやすい．
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定理 3.1 (Drakokhrust-Platonov [PD85a, page 350], [PD85b, pages 789–790], [DP87, Theorem

1]). F/k を代数体の有限次拡大とし，L/k を F を含むガロア拡大，G := Gal(L/k),H :=

Gal(L/F )とする．このとき，

Obs1(L/F/k) ' Kerµ1/δ1(Kerµ2)

ここで

H/[H,H]
µ1−−−−→ G/[G,G]xδ1 xδ2

⊕
v∈Vk

⊕
w|v

Hw/[Hw,Hw]

 µ2−−−−→
⊕
v∈Vk

Gv/[Gv, Gv]

(3)

であり，µ1, δ1, δ2 はそれぞれ包含 H ⊂ G, Hw ⊂ H,Gv ⊂ G から定義され，µ2 は

h ∈ Hw = H ∩ x−1hx[Gv, Gv] (x ∈ G)に対して

µ2(h[Hw,Hw]) = x−1hx[Gv, Gv]

で定義される．

証明. 可換図式 (2) を書き換えていく．Z[G/H] = IndGH(Z) である．ここで Ind は誘導加群を表

す．Shapiroの補題より，
H2(G,Z[G/H]) ' H2(H,Z)

となる．

また，k の各素点 v に対して，v の Lへの延長 w をとり，Gv := Gal(Lw/kv)を v の Lに対す

る分解群，v の F への延長のなす集合Wv とすれば，

Gv \G/H →Wv ; GvσH 7→ w ◦ σ |F

により 1 対 1 対応が得られる．G は両側剰余類分解により G = ⊕rvi=1Gvx
v
iH となる．よっ

て，Z[G/H] ' ⊕rvi=1Z[Mv
i /H], Mv

i = Gvx
v
iH (i = 1, . . . , rv) と Gv 加群の直和に分解できる．

Hv
i := xviH(xvi )

−1 ∩Gv と置くと，Z[Mv
i /H] = IndGv

Hv
i
(Z)となる．Shapiroの補題から

H2(Gv,Z[G/H]) '
rv⊕
i=1

H2(Hv
i ,Z)

となる．H2(G,Z) ' H1(G,Q/Z) = Hom(G,Q/Z)であるから，可換図式 (2)は

H1(G,Q/Z) φ−−−−→ H1(H,Q/Z)yβ1

yβ2∏
v

H1(Gv,Q/Z)
ψ−−−−→

∏
v

rv⊕
i=1

H1(Hv
i ,Q/Z)

(4)
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と等しい．すなわち Obs1(L/F/k) ' Kerβ−1
2 (Imψ)/ Imϕ である．有限群 F に対して，

H1(F ,Q/Z) は F のアーベル化 Fab = F/[F ,F ] の双対であるから，可換図式 (4) の双対を取

れば

G/[G,G]
µ1←−−−− H/[H,H]xδ2 xδ1

⊕
v∈Vk

Gv/[Gv, Gv]
µ2←−−−−

⊕
v∈Vk

⊕
w|v

Hw/[Hw,Hw]


が得られる．

[DP87]ではこの定理と，F/k の拡大次数 nが pq(p, q は互いに素な素数)であるときに F を含

むガロア拡大 L に対して Obs1(L/F/k) = X(F/k) となることを用いて，n = 6 の場合に HNP

が成立するための必要十分条件を与え，n = 10の場合の実例も扱っている．

本稿では証明は述べられないが，Obs1(L/F/k)とX(F/k)の関係について述べた次の定理は非

常に重要である．

定理 3.2 (Drakokhrust[Dra89, Theorem 1, page 32], Opolka [Opo80, Satz 4]). F/k を代数体

の有限次拡大とし，L/k を F を含むガロア拡大，G := Gal(L/k),H := Gal(L/F )とする．さら

に，L̃/k を Lを含むガロア拡大で，G̃ = Gal(L̃/k)が中心拡大

1→ M̃ → G̃→ G→ 1

で M̃ ∩ [G̃, G̃] ' Ĥ3(G,Z) を満たすとする (このような G̃ を G の Schur cover と呼ぶ)．また，

H̃ = Gal(L̃/F )と置く．このとき，

X(F/k) = Obs1(L̃/F/k).

すなわち，任意の有限次拡大のX(F/k)の計算は特別なガロア拡大 L̃の Obs1(L̃/F/k)を求め

ることに帰着される．しかしながら，実際に G̃を求めることは容易ではないことに注意しておく．

4 トーラスの有理性問題と HNP

kを代数体，T を代数的 kトーラスとする．T (k)で T (k)の
∏
v Tkv での閉包を表す．このとき

A(T ) := (
∏
v

Tkv )/T (k)

と置く．A(T ) = 0のとき T は弱近似性を持つと言う.

次の定理は HNPと弱近似性とトーラスの有理性問題の関係を示唆する．
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定理 4.1 (Voskresenskii [Vos69, Theorem 5, page 1213], [Vos70, Theorem 6, page 9], see also

[Vos98, Section 11.6, Theorem, page 120]). kを代数体，T を代数的 kトーラスとし，X を T の

非特異な k コンパクト化とし，X := X ×k k とする．このとき，次の完全系列が存在する：

0→ A(T )→ H1(k,PicX)∨ →X(T )→ 0

ここで M∨ = Hom(M,Q/Z) はM のポントリャーギン双対である.

注意 4.2. 定理 4.1は Sansuc [San81]により，線形代数群の場合まで一般化されている．

すなわち

“H1(k,PicX) = 0” ⇔ “A(T ) = 0 かつX(T ) = 0”

であることがわかる．さらに次が成立する．

定理 4.3 (Voskresenskii [Vos69, Section 4, page 1213]). k を代数体，T を代数的 k トーラスと

し，X を T の非特異な k コンパクト化とし，X := X ×k k とする．このとき，次の G格子の完

全系列が存在する：

0→ X(T )→ Q̂→ PicX → 0

ここで Q̂は置換格子であり，Pic X は flabbyである.

したがって，代数的 k トーラス T に対して

“T がレトラクト有理的” ⇔ “[X(T )]fl = [PicX]が可逆” ⇒ “H1(k,PicX) = 0”

が成立する．

前節の定理 3を思い出せばトーラスの有理性問題と HNPの関係が明らかになる．

系 4.4. F/k を代数体の有限次拡大，T をノルム 1トーラス T := R
(1)
F/k(Gm)とする．このとき，

T がレトラクト有理的ならばX(F/k) = 0.

すなわち，ノルム 1 トーラスがレトラクト有理的であるならば HNP が成立することを意味す

る．非レトラクト有理的であっても H1(k,PicX) = 0となる，すなわち HNPが成立することが

あることを注意しておく．ノルム 1トーラスの有理性については多くの研究がなされており，非ガ

ロア拡大に対してもレトラクト有理的となるものが得られている (ノルム 1トーラスの有理性につ

いては本サマースクールの星明考氏の「半単項式作用と有理性問題」の代数的トーラスの有理性問

題の節参照されたい)．

Kunyavskii [Kun90]によって，3次元代数的 k トーラスの有理性問題は解決されている．その

分類において 3次元の代数的 k トーラスは GL3(Z)の有限部分群の 73個の Z共役類に対応して
73ケースに分類され，そのうち非レトラクト有理的である 15個を除き有理的であることが示され

ている．さらに，Kunyavskii [Kun84]では以下の結果が得られている：
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定理 4.5 (Kunyavskii [Kun84, Proposition 1]). kを代数体，T を 3次元代数的 kトーラスとし，

X を T の非特異な k コンパクト化とする．また，F1/k (resp. F2/k) を 4 次拡大でガロア閉包

L1/k (resp. L2/k)が Gal(L1/k) ' V4 (resp. Gal(L2/k) ' A4)であるものとする．このとき 15

個の非レトラクト有理的なケースに対して,

H1(k,PicX) =

{
Z/2Z (T = R

(1)
F1/k

(Gm) または R
(1)
F2/k

(Gm)),

0 (otherwise).

特に, T = R
(1)
F1/k

(Gm)と R
(1)
F2/k

(Gm)のケースを除き A(T ) = X(T ) = 0である.

非レトラクト有理的な 15ケースのうち 2ケースのみが H1(k,PicX) 6= 0となり，この 2ケー

スには V4 の場合も含まれていることを述べている．これは前節の例 2.8において V4 拡大で HNP

が成立しない場合があったことと符合する．

最後に非ガロア拡大の HNPについて知られている結果を以下にまとめる．

F/k を有限次拡大，F のガロア閉包を L/k とし，G := Gal(L/k) とする．すなわち，G は

[F : k] = nとすれば，対称群 Sn の可移部分群となる．以下の場合に対して成り立つ．

• [F : k] = p : 素数 (Bartels [Bar81a])

• [F : k] = nかつ G ' Dn (Bartels [Bar81b])

• [F : k] = n ≥ 5かつ G ' An (Macedo arXiv 2017 [Mac])

• [F : k] = nかつ G = Cm ×Dn(m,n ≥ 3 : 奇数で gcd(m,n) = 1) (遠藤 [End11])

• [F : k] = nかつ G ' Sn (Voskresenskii-Kunyavskii [VK84])

Bartelsによるもの以外はすべて有理性問題から従っている．また HNPが成立するための必要十

分条件としては以下が知られている：

• (Kunyavskii [Kun84]) [F : k] = 4 のとき，G ' V4, A4 の場合を除き HNP が成立する．

G ' V4, A4 の場合は以下が成立する：

(i) X(F/k) = Z/2ZまたはX(F/k) = 0,

(ii) X(F/k) = 0 ⇔ k の (分岐する)素点で分解群が V4 を含むものが存在する．

• (Drakokhrust-Platonov [DP87]) [F : k] = 6のとき，G ' A4, A5 の場合を除き HNPが成

立する．G ' A4, A5 の場合は以下が成立する：

(i) X(F/k) = Z/2ZまたはX(F/k) = 0,

(ii) X(F/k) = 0 ⇔ k の (分岐する)素点で分解群が V4 を含むものが存在する．

最後の Drakokhrust-Platonov [DP87]における A5 は S6 に含まれる 6点に作用する A5 であるか

ら，Macedo [Mac]の結果には反しないことを注意しておく．

また，星-金井-山崎 [HKY]では [F : k] = n ≤ 15かつ n 6= 12の場合に対して HNPが成立す

るための必要十分条件を与えている．これらの中には上記の “分解群が V4 を含むものが存在する”

以外のより複雑な条件を持つケースも現れている．

例 4.6. S10 に含まれる S6 と同型な可移部分群 Gに対して次の (i), (ii)が成立する：
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(i) X(F/k) = Z/2ZまたはX(F/k) = 0,

(ii) X(F/k) = 0 ⇔ kの (分岐する)素点で分解群Gv が (a)または (b)を満たすものが存在する：

(a) D4 ≤ Gv ≤ A4

(b) V4 ≤ Gv かつ任意の 1 ≤ i ≤ 10に対して | OrbV 4(i) |= 2.

Gの V4 と同型な部分群 135個のうち (b)の条件を満たすものは 45個である．
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un corps de nombres, J. Reine Angew. Math. 327 (1981) 12–80.

[Sel51] E. S. Selmer, The diophantine equation ax3 + by3 + cz3 = 0, Acta Math. 85 (1951)

203–362.

[Tat66] J. Tate, The cohomology groups of tori in finite Galois extensions of number fields,

Nagoya Math. J. 27 (1966) 709–719.

[Tat67] J. Tate, Global class field theory, Algebraic Number Theory (Proc. Instructional

Conf., Brighton, 1965), 162–203, Thompson, Washington, D.C., 1967.

[Vos67] V. E. Voskresenskii, On two-dimensional algebraic tori II, (Russian) Izv. Akad. Nauk

SSSR Ser. Mat. 31 (1967) 711–716; translation in Math. USSR-Izv. 1 (1967) 691–696.

[Vos69] V. E. Voskresenskii, The birational equivalence of linear algebraic groups, (Russian)

Dokl. Akad. Nauk SSSR 188 (1969) 978–981; erratum, ibid. 191 1969 nos., 1, 2, 3,

vii; translation in Soviet Math. Dokl. 10 (1969) 1212–1215.

[Vos70] V. E. Voskresenskii, Birational properties of linear algebraic groups, (Russian) Izv.

Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 34 (1970) 3–19; translation in Math. USSR-Izv. 4 (1970)

1–17.

[Vos74] V. E. Voskresenskii, Stable equivalence of algebraic tori, (Russian) Izv. Akad. Nauk

SSSR Ser. Mat. 38 (1974) 3–10; translation in Math. USSR-Izv. 8 (1974) 1–7.

[Vos88] V. E. Voskresenskii,Maximal tori without affect in semisimple algebraic groups, (Rus-

sian) Mat. Zametki 44 (1988) 309–318; translation in Math. Notes 44 (1988) 651–655.

[Vos98] V. E. Voskresenskii, Algebraic groups and their birational invariants, Translated from

the Russian manuscript by Boris Kunyavskii, Translations of Mathematical Mono-

graphs, 179. American Mathematical Society, Providence, RI, 1998.

[VK84] V. E. Voskresenskii, B. E. Kunyavskii, Maximal tori in semisimple algebraic groups,

Kuibyshev State Inst., Kuibyshev (1984). Deposited in VINITI March 5, 1984, No.

1269-84 Dep. (Ref. Zh. Mat. (1984), 7A405 Dep.).

15

253



254



不分岐BRAUER群と不変体の有理性問題

谷本　祥

Abstract. このノートは 2019年度第 27回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と
不変体の有理性問題」で筆者が担当した講演の講義ノートである。前半は不分岐 Brauer群を
定義して、不変体の有理性問題（Noetherの問題）への応用に焦点を当てている。後半は有限
群の不分岐コホモロジーについて、Bogomolov-Böhningの最近の結果を紹介している。
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1. 導入

kを標数 0の代数閉体とする。k上定義された代数多様体Xが有理的とは、ある空でない
Zariski開集合 U ⊂ X が存在して、U は射影空間 Pnの開集合に同型になることをいう。言
い換えると、Xの函数体 k(X)が kの純超越拡大 k(t1, · · · , tn)に同型になることである。代
数多様体Xが安定有理的とは、ある 0以上の整数 nが存在してX × Pnが有理的になること
をいう。
与えられた多様体が有理的かという問題は古典的な問題である。特に有名なのが Lüroth

の問題であろう:

Lürothの問題: 代数多様体Xが射影空間からの支配的な有理写像を認めるとき（つまり単
有理的のとき）、Xは有理的かという問題。

1次元及び 2次元では肯定的に解かれたが、3次元では反例が提出されている。([IM71],
[CG72], [AM72]) 同様に古典的な問題として不変体の有理性問題が挙げられる:

Noetherの問題: Gを簡約群とし、k上の線形空間 V にGが線形に作用するとする。さら
に、一般点の固定群は自明と仮定する。このとき、V//Gは有理的か？言い換えると k(V )の
不変体 k(V )Gは kの純超越拡大に同型かという問題。

Date: September 16, 2019.
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この問題は、Gが連結群のときは、未だ未解決の問題になっている。しかし、Gが有限群
のときは、Saltmanが最初にこの問題への反例を見つけた。([Sal84]) 商空間 V/Gは明らか
に単有理的なので Saltmanの反例は Lürothの問題への反例にもなっている。Saltmanの結
果は双有理不変量である不分岐Brauer群を使っている。不分岐Brauer群は安定有理的な多
様体に対しては自明になるので、不分岐 Brauer群が自明でない多様体は自動的に非安定有
理的ということになる。Saltmanの反例提出後、Bogomolovや Saltmanが不分岐 Brauer群
を計算するための一連の公式を用意し、1986年から 88年にかけてColliot-Thélèneや Sansuc
などがBogomolovと Saltmanの結果に関するセミナーを開催し、88年にチリで行われた the
IX Escuela Latinoamericana de Mathemáticasで講演した。その講義に基づいて講義ノート
[CTS07]が作成、流布された。このノートの前半はこの講義ノート [CTS07]の解説に終始し
ている。
後半では、[Bog92]でBogomolovによって導入された安定コホモロジーや不分岐コホモロ

ジーを概観する。不分岐コホモロジーは安定有理性の障害となるコホモロジーなので、有理
性問題にとって非常に重要であり、Lürothの問題やNoetherの問題への反例を構成するため
のキーとなる不変量である。さらに、この不分岐コホモロジーの輪積を使った計算方法を紹
介する。([BB13])
それでは、このノートの概要を説明する。このノートのセクション 2から 4は [CTS07]の

セクション 5, 6, 7に忠実に基づいている。なので、オリジナリティは全くと言っていいほ
どない。ただ、もしこのノートにミスがあれば、それは筆者の責任である。セクション 2で
不分岐Brauer群を定義し、安定有理多様体に対して不分岐Brauer群が自明になることを見
る。セクション 3では一連の不分岐Brauer群を計算するためのBogomolovの公式 ([Bog87])
を解説する。セクション４では上で挙げた有限群の不変体の有理性問題（Noetherの問題）
への SaltmanやBogomolovの反例を紹介する。これはクラス 2の冪零群として構成される。
セクション５では安定コホモロジー及び不分岐コホモロジーを導入し、それに関する結果を
概観する。さらにセクション６ではBogomolov–Böhningの結果（[BB13]）を解説する。

謝辞: 整数論サマースクールでの講演の機会をくださった世話人の方々に心から御礼を申
し上げます。また初稿に対してコメントを付けてくださった阿部健先生と星明考先生に感謝
します。筆者は日本学術振興会科研費若手研究 19K14512、稲盛財団、文科省卓越研究員制
度からの助成を受けています。

2. 不分岐Brauer群

このセクションでは函数体の不分岐Brauer群を定義し、さらに有理函数体に対して不分岐
Brauer群が自明となることを見る。このセクションは [CTS07, Section 5]に基づいている。
Kを標数 0の体とする。Kの絶対Galois群をGal(K/K)と表記する。まずは体のBrauer群
をGaloisコホモロジーを使って定義する。Brauer群は代数幾何や数論幾何の多くの場面で
使われる重要な不変量である。

定義 2.1 (体の Brauer群). 標数 0の体K に対してその Brauer群をK
×
を係数とする 2次

Galoisコホモロジーとして定義する。つまり、

Br(K) := H2(Gal(K/K), K
×
) = H2

ét(SpecK,Gm)

で Brauer群を定義する。体の拡大 L/K が与えられたとき、自然な準同型 Br(K) → Br(L)
が得られることに注意する。

補足 2.2. 一般に体K の Brauer群はK 上の中心的単純環の Brauer同値による同値類のな
す群とみなせるがこのノートではそれには触れない。
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次に体K の離散付値環 Aを考える。このノートでは Aの剰余体 κが標数 0の場合のみ
を考える。環 Aが完備と仮定すると A及び K は κ[[t]]及び κ((t))と同一視できる。この
ことを用いると、KnrがK の最大不分岐拡大体のとき、Gal(Knr/K) ∼= Gal(κ/κ)がいえ、
さらに Gal(K/Knr)と Ẑ := lim

←−
Z/nとの間に同型を構成できる。ところで Ẑのコホモロ

ジカル次元は 1なので H2(Gal(K/Knr), K×) = 0がいえる。また Hilbertの定理 90より、
H1(Gal(K/Knr), K×) = 0も従う。従ってGaloisコホモロジーの膨張写像と制限写像に関す
るHochschild-Serreスペクトラル系列を用いて自然な同型

H2(Gal(Knr/K), K×nr)
∼= H2(Gal(K/K), K

×
) = Br(K)

が得られる。ところで離散付値環 Aは付値 v : K× → Zを誘導するが、これは自然に v :
K×un → Zへと拡張される。従って、この写像は

H2(Gal(Knr/K), K×nr)→ H2(Gal(Knr/K),Z) = H2(Gal(κ/κ),Z)

を誘導する。さらに、完全列 0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0より、上の写像の終域のコホモロジー
はH1(Gal(κ/κ),Q/Z) = Homcont(Gal(κ/κ),Q/Z)と同一視できる。従って、今我々は準同型

Br(K)→ Homcont(Gal(κ/κ),Q/Z)

を得た。この写像を ∂Aと表す。
Aが完備でない場合、Aに付随する付値によるKの完備化を K̂とおくと、∂AをBr(K)→

Br(K̂)と ∂Â : Br(K̂)→ Homcont(Gal(κ/κ),Q/Z)の合成として定義する。
これで不分岐 Brauer群を定義する準備は整った。この群を計算し、不変体の有理性問題

に応用することがこのノートの主題の一つである。

定義 2.3 (不分岐Brauer群). kを標数 0の体とする。Kを k上の函数体とする。つまり、K
は k上体として有限生成と仮定する。今AがKの離散付値環でその剰余体が kを含むもの
全体を走るとする。このとき不分岐Brauer群Brnr(K/k)を

Brnr(K/k) =
∩
A

ker ∂A ⊂ Br(K)

として定義する。

補足 2.4. kが代数閉体の場合、k×の元は何回でも割れるため k ⊂ Aが自動的にいえる。こ
の場合、Brnr(K/k)をBrnr(K)と省略する。

有理函数体の不分岐Brauer群が自明となることを見る。まず、いくつかの補題を準備する。

補題 2.5. 自然な準同型Br(k)→ Br(K)の像はBrnr(K/k)に含まれる。

Proof. κは kを含む体でA = κ[[t]]かつK = κ((t))として良い。vをAの付値とすると、

k
× ⊂ K×nr →v Z

は 0-写像である。従って、付値が誘導する

H2(Gal(k/k), k
×
)→ H2(Gal(Knr/K), K×nr)→ H2(Gal(κ/κ),Z)

も 0-写像である。従って、題意が従う。 □
補題 2.6. L/K を k上の函数体の拡大とする。このとき自然な準同型 Br(K) → Br(L)は
Brnr(K/k)をBrnr(L/k)に写す。

3

257



Proof. BをLの離散付値環とする。A = K ∩Bとおく。A = Kのとき、題意は先ほどの補
題と同様に従う。そこでAも離散付値環とする。πをAの一意元とする。e = vB(π)とおく
と、可換図式

Br(L)
∂B // H2(Gal(κB/κB),Z)

Br(K)

ResL/K

OO

∂A // H2(Gal(κA/κA),Z)

e·ResκB/κA

OO
(2.1)

が成り立つ。従って題意が従う。 □
まず体Kが k上の一変数有理函数体のときの不分岐Brauer群の自明性を見る。

補題 2.7. kを体としK = k(t)を k上の一変数有理函数体とする。このとき自然な準同型
Br(k)→ Brnr(K/k)は同型となる。

Proof. kが代数閉体のとき、Tsenの定理より k(t)はいわゆるC1-体だということがいえ、そ
れよりBr(k(t)) = 0が従う。一般の場合は [CTS07, Lemma 5.6]を参照されたい。 □
次の命題がこのセクションの主結果といえる。

命題 2.8. Kを体 k上の函数体とする。このとき、準同型Br(K)→ Br(K(t))は同型

Brnr(K/k)→ Brnr(K(t)/k)

を誘導する。特にKが有理的なとき（またはより弱く安定有理的なとき）、自然な準同型

Br(k)→ Brnr(K/k)

は同型となる。

Proof. 最初の主張を示せば十分である。L = K(t)とおく。補題 2.7よりBr(K)→ Br(K(t))は
単射であり、補題 2.6より包含写像Brnr(K/k) ⊂ Brnr(L/k)が定まる。任意のα ∈ Brnr(L/k)
は明らかにBrnr(L/K) = Brnr(K(t)/K)に含まれ、Brnr(K(t)/K)はBr(K)と一致する。従っ
て α ∈ Br(K)が Br(K(t))の中で k上不分岐のとき、α ∈ Brnr(K/k)がいえることを示せば
良い。
AをKの離散付値環とする。πをAの一意元とする。BをA[t]の πA[t]による局所化とす

ると κB = κA(t)がいえ、これより

ResκB/κA : Homcont(Gal(κA/κA),Q/Z)→ Homcont(Gal(κB/κB),Q/Z)
は単射がいえる。従って主張は (2.1)より従う。

□
次に不分岐 Brauer群とスキームの Brauer群の関係を見る。一般にスキームの Brauer群

はエタールコホモロジーを使って定義できる。

定義 2.9 (スキームのBrauer群). Xをある環上準射影スキームとする。このときXのBrauer
群をXの２次エタールコホモロジー

Br(X) := H2
ét(X,Gm)

として定義する。

補足 2.10. 上の定義はいわゆるコホモロジカルBrauer群と呼ばれるものである。本来Brauer
群は東屋代数を使って定義されるが二つの定義が一致することは準射影的の仮定の下Gabber
によって示された。
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以下のように不分岐Brauer群とBrauer群の関係は purity theoremで記述される。

定理 2.11 (Purity theorem). kを標数 0の体とする。X を k上の非特異代数多様体とし、
k(X)をXの函数体とする。このとき以下が成り立つ。

(1) 自然な準同型Br(X)→ Br(k(X))は単射である。
(2) 包含関係Brnr(k(X)/k) ⊂ Br(X) ⊂ Br(k(X))が成り立つ。
(3) Xが完備のときBrnr(k(X)/k) = Br(X)がいえる。

この定理が示すように、不分岐 Brauer群とは函数体上のクラスで、完備非特異モデルに
拡張するものたちがなす群と見なせる。またこの定理から完備非特異多様体に対してBrauer
群は双有理不変量であることがわかる。さらに、完備非特異多様体が有理的なとき、Brauer
群は自明となる。Artin-Mumfordは [AM72]で単有理的だがBrauer群が非自明な例をコニッ
ク束として構成して、Lürothの問題への反例を提出した。

3. Bogomolovの公式

このセクションでは、不変体の不分岐Brauer群を計算するためのBogomolovの結果 [Bog87],
[Bog89]を紹介する。このセクションは [CTS07, Section 6, Section 7.1]に基づいている。基
礎体 kは標数 0の代数閉体と仮定する。このノートでは主に群が有限群の場合を扱う。

3.1. 一般公式. まずは最も一般的な形の公式を議論する。

定理 3.1 (一般公式). Lを k上の函数体とする。GをLの k上の自己同型からなる有限群と
する。このとき以下がいえる。

Brnr(L
G) = {α ∈ Br(LG)|全てのH ∈ BGに対してαH ∈ Brnr(L

H)}
ここでBGはGの 2元で生成されるアーベル部分群全体の集合、αHはα ∈ Br(LG)のBr(LH)
への制限である。

Proof. K = LGとおく。α ∈ Br(K)とし、あるKの離散付値環Aに対して ∂A(α) ̸= 0と仮
定する。このとき 2元で生成されるアーベル部分群H ⊂ Gが存在して αH ̸∈ Brnr(L

H)を示
したい。
いくつかGalois理論のおさらいをする。ÃをAの Lの中での整閉包とし、pを Ãの素イ

デアルとする。D ⊂ Gal(L/K)を pの分解群とし、I ⊂ Dを惰性群とする。このとき IはD
の正規部分群である。局所化B = Ãpは離散付値環である。今体の拡大

K = LG ⊂ LD ⊂ LI ⊂ L

があるが、それに対応する環の拡大

A = BG ⊂ BD ⊂ BI ⊂ B

がある。これに対応する剰余体の拡大を

F = F = F ⊂ E = E

とおく。このとき
D/I = Gal(E/F ) = Gal(LI/LD)

がいえ、BI/Aは不分岐がいえる。今 F の標数が 0なので、Iは F に含まれる 1の根の群の
部分群とみなせ、従って Iは巡回群であることがわかる。またF の 1の根はすべて kに含ま
れるため、Dの Iへの共役作用は自明であることがわかる。従って、Dは Iの中心拡大であ
ることがわかる。
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では、証明に移る。仮にαI ̸∈ Brnr(L
I)ならば主張は成り立つので、αI ∈ Brnr(L

I)とする。
BD/Aは不分岐拡大で剰余体が一致しているので ∂A(α) ̸= 0がHomcont(Gal(κBD/κBD),Q/Z)
の中で ∂BD(α) ̸= 0を示す。ところで ∂BI (α) = 0である。BI/BDは不分岐より

Br(LI)
∂B // Homcont(Gal(E/E),Q/Z)

Br(LD)

Res
LI/LD

OO

∂A // Homcont(Gal(F/F ),Q/Z)

ResE/F

OO

は可換である。g ∈ Dでその剰余類g ∈ D/Iが∂BD(α)(g) ̸= 0をみたすものとする。H = ⟨I, g⟩
とおけばHはアーベル群で ∂(αH) ̸= 0は簡単に従う。したがって主張がいえた。 □
生成的に自由な作用を持つ簡約群についても似たような定理が成り立つ。

定理 3.2. [Bog89] Gを k上定義された簡約群とし、XをG-作用があるアフィン多様体とす
る。今、すべての群作用が自由と仮定する。このとき

Brnr(k(X)G) = {α ∈ Br(k(X)G)|全てのH ∈ BGに対してαH ∈ Brnr(k(X)H)}
ここで BGはGの 2元で生成される有限アーベル部分群全体の集合、αH は α ∈ Br(k(X)G)
のBr(k(X)H)への制限である

Proof. [CTS07, Theorem 6.4]を参照されたい。 □
3.2. Bogomolovの公式. 有限群Gがベクトル空間に線形に作用しているとき、その商空間
の不分岐Brauer群を計算するための公式を紹介する。

定理 3.3. [Bog87] Gを有限群とし、k-ベクトル空間V に線形かつ忠実に作用するとする。こ
のとき以下がいえる:

Brnr(k(V )G) ∼= ker

(
H2(G, k×)→Res

∏
A∈BG

H2(A, k×)

)

∼= ker

(
H2(G,Q/Z)→Res

∏
A∈BG

H2(A,Q/Z)

)

∼= ker

(
H3(G,Z)→Res

∏
A∈BG

H2(A,Z)

)
さらにBGをすべてのGのアーベル部分群からなる集合AGで置き換えても同様の公式が成
り立つ。

Proof. まずA ⊂ Gをアーベル部分群とする。AのV への作用は同時対角化可能なので k(V )A

は有理的であることがいえる。(Fischerの定理) したがって Brnr(k(V )A) = 0がいえること
に注意する。
次に任意の部分群H ⊂ Gに対して

0→ H2(H, k(V )×)→ Br(k(V )H)→ Br(k(V ))

が完全となる。したがって定理 3.1を使って

Brnr(k(V )G) ∼= ker

(
H2(G, k(V )×)→

∏
A∈BG

H2(A, k(V )×)

)
6
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がいえる。ところで、k[V ]はUFDで k[V ]× = k×なので

1→ k× → k(V )× → Div(V )→ 0

は完全列である。またDiv(V )は様々な部分群H ⊂ Gに対するZ[G/H]の置換加群の直和な
ので以下の置換加群の性質より、最初の公式が従う: 置換加群M に対して

H1(G,M) = 0

ker

(
H2(G,M)→

∏
g∈G

H2(⟨g⟩,M)

)
= 0

が成り立つ。二つ目の公式は kの 1の根がなす群 µとQ/Zを同一視して k/µがコホモロジ
カルに自明なことを使って証明できる。三つ目は 0 → Z → Q → Q/Z → 0の完全列の長完
全列を考えれば良い。
最後の主張はアーベル部分群A ⊂ Gに対してBrnr(k(V )A) = 0がいえることよりしたがう。

□

4. クラス 2の冪零群について

このセクションではBogomolovの公式をクラス 2の冪零群に適用し、V/Gが非有理的とな
る有限群Gの例（Noetherの問題への反例）を構成する。このセクションは [CTS07, Section
7.2]に基づいている。基礎体 kは標数 0の代数閉体とする。
Γを有限アーベル群とし、Cを別の有限アーベル群とする。ΓのCによる中心拡大

0→ C → G→ Γ→ 0

を考える。そのような群は 2次群コホモロジーH2(Γ, C)によって分類される。ここで Γの
Cへの作用は自明なものを考える。
今 Γはアーベル群なのでH2(Γ,Z) =

∧2 Γがいえ、普遍係数定理より任意の Γ-加群M に
対して、

0→ Ext1(Γ,M)→ H2(Γ,M)→ωM Hom(
2∧
Γ,M)→ 0

は完全列になる。M = Cとおくと、準同型

ωC : H2(Γ, C)→ Hom(
2∧
Γ, C)

は [G]を

λG :
2∧
Γ→ [G,G] ⊂ C, γ1 ∧ γ2 7→ [g1, g2]

に写す。ここで giは γiのGへの持ち上げである。
任意の部分群G′ ⊂ Gに対してG′の Γへの像を Γ′とおき、C ′ = G′ ∩ CとおくとG′は Γ′

のC ′による中心拡大である。そこでSG′を λG′ :
∧2 Γ′ → C ′の核とする。さらに、SbicをSG

の部分群で SGに含まれる γ1 ∧ γ2の形の元で生成されるものとする。言い方を変えれば Sbic

は 2元で生成されるアーベル部分群A ⊂ Gにより定まる SAたちによって生成される部分群
である。

定理 4.1. [Bog87] 今 k-ベクトル空間 V にGが線型かつ忠実に作用しているとする。このと
き、以下がいえる。

Brnr(k(V )G) = ŜG/Sbic.
7
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ここで、アーベル群M に対して M̂ = Hom(M,Q/Z)と定める。

したがって V/Gが安定有理的でないものを見つけるには SG ̸= Sbicとなるクラス 2の冪零
群Gを見つければ良い。

Proof. スペクトル列
Hp(Γ, Hq(C,Q/Z)) =⇒ Hp+q(G,Q/Z)

を用いると
0→ ŜG → ker(H2(G,Q/Z)→ H2(C,Q/Z))→ Hom(Γ, Ĉ)

となる完全列が得られる。我々のゴールは

BG = Brnr(k(V )G) ⊂ H2(G,Q/Z)
を計算することにある。任意のアーベル群に対してBA = 0なので、BGの関手性より

BG ⊂ ker(H2(G,Q/Z)→ H2(C,Q/Z))

が従う。次にBGのHom(Γ, Ĉ)への像が 0となることを見るが、それを示すのに任意の巡回
群 Γ′ ⊂ Γへの制限が 0になることを見れば良い。しかし、このときG′を Γ′の逆像とすると
G′はアーベル群なのでBG′ = 0である。したがって主張が従う。
以上の議論により

BG ⊂ ŜG
を見た。今定理 3.3より

BG = ker

(
H2(G,Q/Z)→

∏
A∈BG

H2(A,Q/Z)

)
だが、言い換えると

BG = ker

(
ŜG →

∏
A∈BG

ŜA

)
だといえる。したがって

BG = ker(ŜG → Ŝbic)

がいえ、我々の主張が従う。 □
例 4.2. 今完全列

0→ Ext1(Γ, C)→ H2(Γ, C)→ Hom(
2∧
Γ, C)→ 0

があるので、
∧2 Γの部分群 Sで Sbic ̸= Sとなるものを見つければ有限群Gで V/Gが安定有

理的にならない例が見つかったことになる。Γ = F4
pとおく。ここで pは任意の素数とする。

このとき、
∧2 Γ ∼= F6

pがいえる。ここで、基底は

e1 ∧ e2, e3 ∧ e4, e1 ∧ e3, e2 ∧ e4, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3
をとる。純テンソルを考えたいので、射影空間 P(

∧2 Γ) = P5で考える。このとき純テンソ
ルベクトルの集合は 2次超曲面Qで与えられる。ここで、Qは上の基底を使って

x1x2 − x3x4 + x5x6 = 0

で定義される。このとき、Sbic ̸= Sとなる Sは P(S) ∩Qが Sを生成しない部分空間として
与えられる。以下のような状況が考えられる。
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(1) Sは 1次元で P(S) ̸∈ Qとなっている場合。#G = p9として取れる。これが Saltman
が初めて見つけた V/Gが安定有理的とならない例である。([Sal84])

(2) Sは 2次元で直線 P(S)はQに接している場合。#G = p8として取れる。
(3) Sは 2次元で直線 P(S)とQの交点は Fp上定義されてない場合。#G = p8として取
れる。

(4) Sは 3次元で平面 P(S)とQは直線に沿って交わる場合。#G = p7として取れる。
(5) Sは 3次元で平面 P(S)とQは一点で交わる場合。#G = p7として取れる。
さらにBogomolovは#G = p6となるGでBG ̸= 0となる例を見つけた。([Bog87]) #G =

pn, n ≤ 4のとき、V Gは安定有理的であることが知られている。([CK01])

5. 安定コホモロジーと不分岐コホモロジー

このセクションではBogomolovによって [Bog92]で導入された安定コホモロジーや不分岐
コホモロジーを概観する。kを標数 0の代数閉体と仮定する。Gを有限群とし、M を有限加
群でGの作用は自明なものとする。k上の線形空間 V がGの忠実な表現として与えられた
とし、V Lを V の開集合でGが自由に作用するものとする。このとき、M は V L/G上の定
数層 FM を誘導し、

H∗(G,M) = H∗ét(V
L/G, FM)

がいえる。[Bog92]でBogomolovはGrothendieckのアイデアに習って、以下の安定コホモロ
ジーを定義した。

定義 5.1 (有限群の安定コホモロジー). 今U ⊂ V Lが V Lの空でないG-不変な開集合全体を
走るとする。Gの安定コホモロジーH∗S(G,M)を以下の自然な写像の像として定義する:

H∗(G,M)→ lim−→H∗ét(U/G,F
M)

この安定コホモロジーH∗S(G,M)は V の取り方に依らないことがわかっている。([Bog92])

次に不分岐コホモロジーを定義する。X = V L/Gとおく。次にDを k(X)の離散付値とす
る。すると、ある正規な双有理モデルXDが存在してDはXD上の因子として実現される。
さらにXDのある開集合はXの開集合 U/Gと同一視される。
a ∈ H∗S(G,M)がDに関して不分岐であるとは、あるXDが存在して aはH∗ét(XD, F

M)の
元の像と一致することをいう。a ∈ H∗S(G,M)が不分岐であるとは任意の離散付値に関して
aは不分岐であることをいう。

定義 5.2 (有限群の不分岐コホモロジー). H∗S(G,M)の不分岐な元全体がなす群を不分岐コ
ホモロジーといい、

H∗nr(G,M)

で表す。

この不変量は安定双有理不変量であることがいえる。さらに以下が言える。

定理 5.3 (不分岐コホモロジーの消滅). V/Gが安定有理的なとき、

H i
nr(G,M) = 0

が任意の i > 0に対して成り立つ。

Colliot-Thélène–Ojangurenは [CTO89]で不分岐Brauer群は自明だが、３次不分岐コホモ
ロジーが非自明な単有理多様体を構成し、Lürothの問題に対する反例を与えた。さらに、
Peyreは [Pey08]で有限群に関するNoetherの問題への反例として不分岐Brauer群が自明だ
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が、3次不分岐コホモロジーが非自明となるものを与えた。Peyreの例は任意の奇素数 pに
対してGの位数が p12となるものである。[HKY16]では Peyreの議論をさらに発展させて、
Gの位数が p9となる例を構成した。

6. 同質族と輪積

最後のセクションでは、[BB13]の解説を簡潔に行い、安定コホモロジーの計算方法を紹介
する。まず、二つの中心拡大が同質関係にある (isoclinic)ということの意味を解説する。

定義 6.1. 二つの群G1, G2とそれぞれの中心Z1, Z2について、G1, G2が同質関係にあるとは
二つの同型写像

ϕ : G1/Z1
∼= G2/Z2, ψ : [G1, G1] ∼= [G2, G2]

が存在して、

G1/Z1 ×G1/Z1
ϕ×ϕ //

[·,·]
��

G2/Z2 ×G2/Z2

[·,·]
��

[G1, G1]
ψ

// [G2, G2]

(6.1)

が可換になることをいう。

この関係はHallによって [Hal40]で初めて提唱されたようである。Hallの目的は p-群の分
類問題のためであった。さらに、この関係はトロイダル関係と呼ばれる関係に同値になる。
([BB13, Theorem 6]) そのことを使って、Bogomolov-Böhningは以下を示した:

定理 6.2. [BB13, Proposition 3, Theorem 6] 二つの群G1, G2が同質関係にあるとき、以下
が言える: 標数 0の代数閉体上のGiの忠実な表現を Viとおくと、V1/G1と V2/G2は安定双
有理同値になる。

この定理は [HKK13]で提出された問題への解になっている。[HKK13]では位数が p5の群
GがいつBG ̸= 0となるかを決定した。具体的にはBG ̸= 0となる位数 p5の群G全体はΦ10

と呼ばれる同質族に一致することを示した。(ここで pは奇素数。) しかし、位数が p5の群
のNoetherの問題は未だ未解決である。
さて、これらの概念や定理たちの応用を紹介しよう。Dを有限群の集合で以下をみたすと

する:

(1) 任意のDに含まれる群Gについて、その忠実な表現の商空間は安定有理的になる。
(2) 任意のDの群G及びGの元について、その中心化もDに含まれる。

さらにクラスDの群に対して、以下の操作を有限回行って得られる群のクラスを Cp(D)と
おく:

• Z/pZとの輪積 (wreath product)をとる: H 7→ H ≀ Z/p
• 有限積を取る: H1, · · · , Hr 7→ H1 × · · · ×Hr

• 群を同質関係にある群と置き換える。
クラス Cp(D)の群は安定有理的な忠実表現の商空間を持つことがいえる。さらに、同質関係
をうまく使って性質 (2)が Cp(D)でも成り立つことがいえる。([BB13, Proposition 10])

例 6.3. pを素数とし、q = pkとく。ℓを pとは異なる奇素数とする。G = GLn(Fq)とおく。
このときGの ℓ-Sylow部分群は

S = Z/ℓr ≀ Z/ℓ ≀ · · · ≀ Z/ℓ
の形でかける。従ってH∗nr(G,Z/ℓ) = H∗nr(S,Z/ℓ)は自明。
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l’exemple d’Artin et Mumford. Invent. Math., 97(1):141–158, 1989.
[CTS07] J.-L. Colliot-Thélène and J.-J. Sansuc. The rationality problem for fields of invariants under linear

algebraic groups (with special regards to the Brauer group). In Algebraic groups and homogeneous
spaces, volume 19 of Tata Inst. Fund. Res. Stud. Math., pages 113–186. Tata Inst. Fund. Res.,
Mumbai, 2007.

[Hal40] P. Hall. The classification of prime-power groups. J. Reine Angew. Math., 182:130–141, 1940.
[HKK13] A. Hoshi, M.-C. Kang, and B. E. Kunyavskii. Noether’s problem and unramified Brauer groups.

Asian J. Math., 17(4):689–713, 2013.
[HKY16] A. Hoshi, M.-C. Kang, and A. Yamasaki. Degree three unramified cohomology groups. J. Algebra,

458:120–133, 2016.
[IM71] V. A. Iskovskih and Yu. I. Manin. Three-dimensional quartics and counterexamples to the Lüroth
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3次不分岐コホモロジー群とネーター問題

新潟大学理学部　星 明考
Akinari Hoshi, Department of Mathematics, Niigata University 1

概要　この原稿は第 27回整数論サマースクール (2019年 9月)の講演のレジメです．この
講演では，論文 星-Kang-山崎 [HKY20] “Degree three unramified cohomology groups

and Noether’s problem for groups of order 243”の内容と証明法の一部を紹介します．

謝辞. 10回目の参加の今回は，世話人としての参加でした．世話人の一人として，参加して下さっ
た皆様に心より感謝申し上げます．また，これまで重要な示唆と数多くのアドバイスを下さった
Ming-chang Kang氏，遠藤静男氏，Jean-Louis Colliot-Thélène氏にこの場を借りて御礼申し上げ
ます．

目 次

1 主結果 1

2 準備：不分岐コホモロジー群と安定コホモロジー群 4

1 主結果

kを体，k(x1, . . . , xn)を k上の n変数有理関数体とする．Lを k上有限生成な体 (k上の代数多様
体X の関数体)とする．Lが k上有理的 (k-rational, rational over k) とは，Lが k上純超越的 (k

上の有理関数体と同型)であることをいう．Lが k上安定有理的 (stably k-rational)とは，L上代数
的独立な元 y1, . . . , ymに対して，L(y1, . . . , ym)が k上有理的であること．kが無限体のとき，Lが
k上レトラクト有理的 (retract k-rational) とは，k代数 (整域)A ⊂ Lが存在して，(i) Lは Aの商
体; (ii) f ∈ k[x1, . . . , xn]と k代数の準同型 φ : A → k[x1, . . . , xn][1/f ], ψ : k[x1, . . . , xn][1/f ] → A

が存在し，ψ ◦φ = 1A，をみたすこと (Saltman [Sal84b], Kang [Kan14]も参照). Lが k上単有理的
(k-unirational)とは，Lが k上有理的な体の部分体となることである．k上有限生成な体 L1と L2

が安定 k同型 (stably k-isomorphic)であるとは，L1上代数的独立な元 y1, . . . , ymと L2上代数的独
立な元 z1, . . . , znに対して，L1(y1, . . . , ym)と L2(z1, . . . , zn)が k同型となること．無限体 kに対し
て，“k上有理的”⇒“k上安定有理的”⇒ “k上レトラクト有理的”⇒“k上単有理的”となる．

定義 1.1. 有限群Gが有理関数体 k(xg : g ∈ G)に変数の置換 h(xg) = xhg (g, h ∈ G)によって，k
自己同型として作用しているとする．この作用による不変体 k(xg : g ∈ G)G = {f ∈ k(xg : g ∈ G) :
σ(f) = f (σ ∈ G)}を k(G)とかく．(k(xg : g ∈ G)/k(G)はGガロア拡大となる)

エミー・ネーター [Noe1913] は，k(G)は k上有理的かという問いを提起し，現在では，この問題
は (Gに対する k上の)ネーター問題 (Noether’s prblem)と呼ばれている．代数幾何学における，い
わゆるリューロー問題 (Lüroth’s problem)の特別な場合である．今回の前半の講義でも紹介があっ
たように，この問題はガロア逆問題，生成的G拡大の存在，生成的Gトーサーの存在と深い関わり
がある (Swan [Swa83], Manin-Tsfasman [MT86], Colliot-Thélène–Sansuc [CTS07], Serre [GMS03,

pages 86–92]参照).

以下，Gは有限群とする．ネーター問題に対して，次のような結果がある．
1本研究は科研費 19K03418の助成を受けています．
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定理 1.2 (Fischer [Fis1915], [Swa83, Theorem 6.1]も参照). Gをアーベル群とし，その指数を eと
する．kが 1の e乗根を含むならば k(G)は k上有理的．とくに，C(G)はC上有理的．

定理 1.3 (Kuniyoshi [Kun56], Gaschütz [Gas59]). kを標数 p > 0の体，Gを p群とする．このと
き，k(G)は k上有理的．

定理 1.4 (Chu-Kang [CK01]). Gを位数≤ p4の p群，その指数を eとする．kが 1の e乗根を含む
ならば k(G)は k上有理的．とくに，C(G)はC上有理的．

定理 1.5 (Chu-Hu-Kang-Prokhorov [CHKP08]). Gを位数 32の群，その指数を eとする．kが 1の
e乗根を含むならば k(G)は k上有理的．とくに，C(G)はC上有理的．

Swan [Swa69]はネーター問題の最初の反例を構成した：Q(C47)はQ上非有理的．ここで，C47は
位数 47の巡回群．アーベル群に対するネーター問題は 1970年代にVoskresenskii,遠藤-宮田, Lenstra

などによって研究された (Swan [Swa83]参照)．しかし，非アーベル群に対する研究は一般に難しい
状況であった．
Saltman [Sal84a]は閉体C上でネーター問題の最初の反例を構成した：位数 p9の p群Gが存在し

て，C(G)はC上非安定有理的．SaltmanはC(G)の不分岐ブラウアー群の非消滅Brnr(C(G)) ̸= 0

を示すことで，これを証明した．実際，C(G)に対して，“有理的”⇒“安定有理的”⇒ “レトラクト有
理的”⇒ Brnr(C(G)) = 0 という関係がある．
不分岐ブラウアー群は Colliot-Thélène–Ojanguren [CTO89] によって，不分岐コホモロジー群に

一般化された．実際，H2
nr(K,Q/Z) ≃ Brnr(K)．また，体Kに対して，“有理的”⇒“安定有理的”⇒

“レトラクト有理的”⇒ H i
nr(K,Q/Z) = 0 (i ≥ 2) という関係となる．

定理 1.6 (Colliot-Thélène–Ojanguren [CTO89, Section 3]). 関数体K/C, trdegCK = 6が存在し
て，H2

nr(K,Q/Z) = 0かつH3
nr(K,Q/Z) ̸= 0をみたす．とくに，K はC上非レトラクト有理的．

不分岐コホモロジー群H i
nr(C(G),Q/Z)を使って，C(G)の有理性問題を考えたい．i = 2の場合

には，Bogomolovの公式 (Bogomolov [Bog88], 定理 2.3参照)，i = 3の場合には，Saltman-Peyre

の方法 (Saltman [Sal95], Peyre [Pey93], 定理 2.15参照) がある．しかしながら，後者の方法は大変
複雑で，これまで特別な群Gに対してしか，適応できていなかった：

定理 1.7 (Peyre [Pey08, Theorem 2]). 位数 p12 (p:奇素数 )の p群Gが存在して，以下をみたす：
(i) 中心拡大 0→ V → G→ U → 0で，U と V は dimFpU = dimFpV = 6なる基本アーベル p群;

(ii) H2
nr(C(G),Q/Z) = 0かつH3

nr(C(G),Q/Z) ̸= 0. とくに，C(G)はC上非レトラクト有理的．

星-Kang-山崎 [HKY16, Theorem 1.4]は，Peyreの方法でGの位数がより小さいものを見つけた：

定理 1.8 (星-Kang-山崎 [HKY16, Theorem 1.4]). 位数 p9 (p:奇素数 )の p群Gが存在して，
(i) 中心拡大 0→ V → G→ U → 0で，U と V は dimFpU = 6, dimFpV = 3なる基本アーベル p群;

(ii) H2
nr(C(G),Q/Z) = 0かつH3

nr(C(G),Q/Z) ̸= 0. とくに，C(G)はC上非レトラクト有理的．

主結果を述べる前に，次のHall [Hal40, page 133]による同質族の概念を導入しておく：

定義 1.9. G を有限群，Z(G) を G の中心，[G,G] を G の交換子群とする．群 G1 と G2 が同質
(isoclinic)であるとは，群同型 θ : G1/Z(G1)→ G2/Z(G2), ϕ : [G1, G1]→ [G2, G2], ϕ([g, h]) = [g′, h′]

(g′ ∈ θ(gZ(G1)), h
′ ∈ θ(hZ(G1)), g, h ∈ G1)が存在して，次の図式が可換となること:

G1/Z1 ×G1/Z1

[·,·]
��

(θ,θ)
//

⟲

G2/Z2 ×G2/Z2

[·,·]
��

[G1, G1]
ϕ

// [G2, G2].

同質による同値類を同質族 (isoclinism family)という．
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例えば，Hall-Senior [HS53]は位数 64の群を 27の同質族Φ1, . . . ,Φ27に分類した (James-Newman-

O’Brien [JNO90, Table I], [星, 12.3節]参照). Bogomolov-Böhning [BB13]は星-Kang-Kunyavskii

[HKK13, Question 1.11]に答える形で以下を示した：

定理 1.10 (Bogomolov-Böhning [BB13, Theorem 6]). 群 G1と G2が同質ならばC(G1)とC(G2)

は安定C同型．とくに，H i
nr(C(G1),Q/Z)

∼−→ H i
nr(C(G2),Q/Z).

ネーター問題に話を戻したい．定理 1.4と定理 1.5より p群Gに対する，C(G)の有理性問題は，
Gが位数 2n (n ≥ 6)および位数 pm (p:奇素数，m ≥ 5)のときを考えればよい．
位数 26 = 64の群Gの場合．(原論文 [CHKK10]の結果を同質族Φiをもちいて書き直しています)

定理 1.11 (Chu-Hu-Kang-Kunyavskii [CHKK10]). Gを位数 64の群とする．
(1) ([CHKK10, Theorem 1.8]) H2

nr(C(G),Q/Z) ̸= 0⇔ G ∈ Φ16.

このとき，H2
nr(C(G),Q/Z) ≃ Z/2Z (Kang [Kan14, Remark, page 424]も参照 );

(2) ([CHKK10, Theorem 1.10]) H2
nr(C(G),Q/Z) = 0かつG ̸∈ Φ13ならばC(G)はC上有理的．

しかし，G ∈ Φ13のとき，C上の有理性はよく分かっていない．
位数 p5(p ≥ 5)の群 (の同型類)は 2p+61+gcd{4, p−1}+2gcd{3, p−1}個，位数 35の群は 67個

あり，同質族Φ1, . . . ,Φ10に分類される (see [Jam80, Section 4]). Moravec [Mor12]は位数 35 = 243

の群Gに対して，H2
nr(C(G),Q/Z) ̸= 0⇔ G ∈ Φ10 (3個) をコンピュータをもちいて確かめた．そ

の一般化および理論的な証明は，星-Kang-Kunyavskii [HKK13]によってあたえられた：

定理 1.12 (星-Kang-Kunyavskii [HKK13, Theorem 1.12], [Kan14, page 424]も参照). Gを位数 p5

(p:奇素数 )の p群とする．H2
nr(C(G),Q/Z) ̸= 0⇔ G ∈ Φ10. このとき，H2

nr(C(G),Q/Z) ≃ Z/pZ.

位数 p5 (p ≥ 5)のG ∈ Φ10なる群は 1+gcd{4, p− 1}+gcd{3, p− 1}個ある ([Jam80, page 621]).

H2
nr(C(G),Q/Z) = 0のとき，C(G)が C上有理的かどうか (ネーター問題)が当然問題になる．

位数 35 = 243の群Gに対して，C上のネーター問題はG ∈ Φ7の場合を除いて，解決された：

定理 1.13 (Chu-星-Hu-Kang [CHHK15, Theorem 1.13]). Gを位数 35の群とする．
H2

nr(C(G),Q/Z) = 0かつG ̸∈ Φ7 ならばC(G)はC上有理的．

しかし，どうしてもG ∈ Φ7の場合には，C上の有理性を示すことができなかった．

星-Kang-山崎 [HKY20]は Saltman-Peyreの方法を改良し，コンピュータ GAP [GAP] をもちい
て計算できるようにした．その主定理は以下のように述べることができる：

定理 1.14 (星-Kang-山崎 [HKY20, Theorem 1.14]). Gを位数 35の群とする．
H3

nr(C(G),Q/Z) ̸= 0⇔ G ∈ Φ7. このとき，H3
nr(C(G),Q/Z) ≃ Z/3Z.

|G| = 35 Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 Φ6 Φ7 Φ8 Φ9 Φ10

H2
nr(C(G),Q/Z) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Z/3Z

H3
nr(C(G),Q/Z) 0 0 0 0 0 0 Z/3Z 0 0 0

定理 1.15 (星-Kang-山崎 [HKY20, Theorem 1.15]). Gを位数 p5 (p = 5, 7)の群とする．
H3

nr(C(G),Q/Z) ̸= 0⇔ G ∈ Φ6,Φ7,Φ10. このとき，H3
nr(C(G),Q/Z) ≃ Z/pZ.

|G| = p5 (p = 5, 7) Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 Φ6 Φ7 Φ8 Φ9 Φ10

H2
nr(C(G),Q/Z) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Z/pZ

H3
nr(C(G),Q/Z) 0 0 0 0 0 Z/pZ Z/pZ 0 0 Z/pZ

定理 1.13と定理 1.14によって，位数 35の群に対するC上のネーター問題が解決される：
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定理 1.16. Gを位数 35の群とする．
C(G)はC上 (安定,レトラクト )有理的⇔ G ∈ Φi (1 ≤ i ≤ 6, 8 ≤ i ≤ 9).

Gの位数が 55, 35のときも同様にして，G ∈ Φi (1 ≤ i ≤ 4, 8 ≤ i ≤ 9) の場合には，C(G)はC上
有理的であることを示せる．しかし，G ∈ Φ5についてのC上の有理性はよく分かっていない．(こ
のとき，Gは extra-special p群となる [HKY20, Section 1]参照)

2 準備：不分岐コホモロジー群と安定コホモロジー群

定義 2.1 (Saltman [Sal84a, Definition 3.1], [Sal85, page 56]). k ⊂ Kを体の拡大とする．Kの k上
の不分岐ブラウアー群 (unramified Brauer group) Brnr(K/k)とは，

Brnr(K/k) =
∩
R

Image{Br(R)→ Br(K)}.

ただし，Br(R)→ Br(K)は自然な埋め込み，Rは k ⊂ R ⊂ K = Q(R)なる離散付置環をうごく．
基礎体 kが文脈から明らかな場合には，Brnr(K/k)を単に Brnr(K)とかく．

命題 2.2 (Saltman [Sal84a], [Sal85, Proposition 1.8]). kを無限体，体Kを k上レトラクト有理的と
する．このとき，自然な射 Br(k)→ Br(K) は同型 Br(k)

∼−→ Brnr(K)を誘導する．とくに，k = k

かつK は k上レトラクト有理的ならば Brnr(K) = 0.

Saltman [Sal84a] は Brnr(K/k) ̸= 0をもちいて，位数 p9の群GでC(G)がC上非有理的な例を
あたえた (1章参照)．Brnr(K/k)はGrothendieckによる (コホモロジカル)ブラウアー群 Br(X)と
一致する．ただし，X は関数体をK とする k上の非特異射影多様体 ([Sal99, page 70, Proposition

10.5]参照). また，Brnr(K) ≃ H3(X,Z)torsion でもある．ただし，X は関数体を K とする C上
の非特異射影単有理多様体 ([Voi14, page 134, Proposition 6.17]参照). Artin-Mumford [AM72]

はH3(X,Z)torsion をもちいて，単有理的であるが有理的でない複素多様体 X をあたえた ([Bog88,

Theorem 1.1, Corollary]参照).

Bogomolov [Bog88]は Brnr(C(G))に対する次の公式をあたえた：

定理 2.3 (Bogomolov [Bog88, Theorem 3.1], Saltman [Sal90, Theorem 12]). Gを有限群，代数閉
体 kを char k = 0または char k = p ̸ | |G|とする．このとき，Brnr(k(G)/k)は次のB0(G)と同型：

B0(G) =
∩
A

Ker{res : H2(G,Q/Z)→ H2(A,Q/Z)}.

ただし，Aは巡回群または 2つの巡回群の直積であるGの部分群をうごく．

B0(G) ≤ H2(G,Q/Z) ≃M(G), M(G)はGの Schur multiplierであることから，B0(G)はGの
Bogomolov multiplierともよばれる (Kunyavskii [Kuny10]参照). とくに，B0(G) ≃ Brnr(C(G))．

定理 2.4. (1) (Saltman [Sal84a, Theorem 3.6]) 位数 p9の p群Gが存在して，B0(G) ̸= 0．とくに，
C(G)はC上非有理的．
(2) (Bogomolov [Bog88, Lemma 5.6]) 位数 p6の p群Gが存在して，B0(G) ̸= 0．とくに，C(G)は
C上非有理的．

Colliot-Thélène–Ojanguren [CTO89]は不分岐コホモロジー群 H i
nr(K/k, µ

⊗j
n ) (i ≥ 1)を以下の

ように定義した．K が非特異射影単有理多様体の関数体のとき，H1
nr(K,Q/Z) = 0 (Peyre [Pey08,

page 192]参照)となるため，i ≥ 2のときを考える．

4

270



K を体，KsepをK の分離閉包，ΓK = Gal(Ksep/K)をK の絶対ガロア群，ΓK 加群M に対し
て，H i(K,M) := H i(ΓK ,M)とおく．
ここで，ΓK加群µ⊗jn の定義を思い出しておく．gcd{char k, n} = 1とし，µnをKsepのn乗根全体と

する．µnはΓK加群とみなせる．j ≥ 1に対して，µ⊗jn はΓKの対角的作用によってΓK加群とみなし，
j = 0に対して，µ⊗0n := Z/nZ (ΓKの作用は自明とする)，j < 0に対して，µ⊗jn := Hom(µ⊗−jn ,Z/nZ)

と定義する．

定義 2.5 (Colliot-Thélène–Ojanguren [CTO89], [CT95, Sections 2–4]も参照). K/kを体の有限生
成拡大，Rを k ⊂ R ⊂ K = Q(R)なる離散付置環，kR を Rの剰余体とする．([GMS03, pages

15–19], [CT95, pages 21–22, page 26]によって)自然な写像

rR : H i(K,µ⊗jn )→ H i−1(kR, µ
⊗(j−1)
n )

が定義でき，RにおけるK の剰余写像 (residue map)という．

定義 2.6 (Colliot-Thélène–Ojanguren [CTO89], [CT95, Sections 2–4]も参照). n ≥ 1に対して，体
kを char k = 0または char k = p ̸ | nとする．K/kを体の有限生成拡大とする．i ≥ 2, 整数 jに対
して，Kの k上の i次不分岐コホモロジー群 (unramified cohomology group) H i

nr(K/k, µ
⊗j
n )とは，

H i
nr(K/k, µ

⊗j
n ) :=

∩
R

Ker{rR : H i(K,µ⊗jn )→ H i−1(kR, µ
⊗(j−1)
n )}.

ただし，Rは k ⊂ R ⊂ K = Q(R)なる階数 1の離散付置環をうごく．
[CT95, Theorem 4.1.1, page 30]によって，さらに, Kを k上の完備非特異多様体の関数体とする

と，H i
nr(K/k, µ

⊗j
n )は

H i
nr(K/k, µ

⊗j
n ) =

∩
R

Image{H i
ét(R,µ

⊗j
n )→ H i

ét(K,µ
⊗j
n )}

とも定義される．ただし，Rは k ⊂ R ⊂ K = Q(R)なる階数 1の離散付置環をうごく．
体 kが char k = 0のとき，nに関する順極限

H i(K/k,Q/Z(j)) = lim
−→
n

H i(K/k, µ⊗jn )

をとれば，K の k上の i次不分岐コホモロジー群 (unramified cohomology group)

H i
nr(K/k,Q/Z(j)) =

∩
R

Ker{rR : H i(K/k,Q/Z(j))→ H i−1(kR,Q/Z(j − 1))}

が定義できる．
基礎体 kが文脈から明らかな場合には，単にH i

nr(K,µ
⊗j
n )やH i

nr(K,Q/Z(j))とかく．
kが標数 0の代数閉体のとき，H i

nr(K/k,Q/Z(j))をH i
nr(K/k,Q/Z)とかく．有限群Gに対して，

H i
nr(C(G),Q/Z) ≤ H i(C(G),Q/Z)である．

定理 2.7. kを代数閉体とする．
(1) (Colliot-Thélène–Ojanguren [CTO89, Proposition 1.2]) 体 kを char k = 0または char k = p ̸ |
nとする．体K と体 Lが安定 k同型ならばH i

nr(K/k, µ
⊗j
n )

∼−→ H i
nr(L/k, µ

⊗j
n ). とくに，K が k上

安定有理的ならばH i
nr(K/k, µ

⊗j
n ) = 0;

(2) (Merkurjev [Mer08, Proposition 2.15], [CTO89, Remarque 1.2.2], [CT95, Sections 2–4]も参照)

K が k上レトラクト有理的ならばH i
nr(K/k, µ

⊗j
n ) = 0;

(3) (Colliot-Thélène [CT95, Proposition 4.2.3, page 34]参照) kを標数0の体とすると，Brnr(K/k) ≃
H2

nr(K/k,Q/Z).
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非特異有理連結な複素射影多様体 X に対して，3次不分岐コホモロジー群 H3
nr(X,Q/Z)は整数

ホッジ予想の障害となる (Colliot-Thélène–Voisin [CTV12], Voisin [Voi14, Section 6.2]参照)：

定理 2.8 (Colliot-Thélène–Voisin [CTV12], Voisin [Voi14, Theorem 6.18]も参照). 非特異複素射影
多様体X に対して，完全列

0→ H3
nr(X,Z)⊗Q/Z→ H3

nr(X,Q/Z)→ Tors(Z4(X))→ 0

が存在する．ただし，
Z4(X) = Hdg4(X,Z)/Hdg4(X,Z)alg

であり，“alg”は代数的なホッジ類をあらわす．とくに，X が有理連結ならば

H3
nr(X,Q/Z) ≃ Z4(X).

定理 2.9 (Asok [Aso13], Asok-Morel [AM11, Theorem 3]も参照).

(1) (Asok [Aso13, Theorem 1]) n ≥ 2 に対して，非特異射影複素単有理多様体 X が存在して，
H i

nr(C(X), µ⊗i2 ) = 0 (1 < i < n), Hn
nr(C(X), µ⊗n2 ) ̸= 0. とくに，X は A1連結ではなく，C上非レ

トラクト有理的;

(2) (Asok [Aso13, Theorem 3]) 素数 lと n ≥ 2に対して，非特異射影複素有理連結多様体 Y が存在
して，Hn

nr(C(Y ), µ⊗nl ) ̸= 0. とくに，Y は A1連結ではなく，C上非レトラクト有理的．

以下，不分岐コホモロジーH3
nr(C(G),Q/Z)を計算する Saltman-Peyreの方法 ([Sal95], [Pey08])

を述べる．まず，体K = C(G)に対して，H i(C(G),Q/Z) = H i(ΓK ,Q/Z) をとる．ただし，ΓK

はK の絶対ガロア群．Gは ΓK の商群であるから，膨張写像

ι : H i(G,Q/Z)→ H i(C(G),Q/Z)

を考えることができる．写像 ιの核と像は大変重要となる．H i
nr(C(G),Q/Z) ≤ H i(C(G),Q/Z)に

注意しておく．
ここから，部分群 H3

p(G,Q/Z) ≤ H3
n(G,Q/Z) ≤ H3

nr(G,Q/Z) ≤ H3(G,Q/Z) を定義してい
く．そして，ι によって，同型 H3

nr(G,Q/Z)/H
3
n(G,Q/Z)

∼−→ H3
nr(C(G),Q/Z) および 2 部分を

除いた同型 H3
nr(G,Q/Z)/H

3
p(G,Q/Z) → H3

nr(G,Q/Z)/H
3
n(G,Q/Z)，すなわち，[H3

n(G,Q/Z) :

H3
p(G,Q/Z)] = 2d が成り立つことを見ていく．ここでH3

p(G,Q/Z)を導入したのは，H
3
n(G,Q/Z)

を直接計算するのは，一般に困難であるからである．

定義 2.10. Saltman [Sal95, page 230, Theorem 5.3]によって，H3
nr(C(G),Q/Z) ≤ ι(H3(G,Q/Z))

となる．そこで，Saltman [Sal95, page 220]にしたがって，

H3
n(G,Q/Z) := Ker{ι : H3(G,Q/Z)→ H3(C(G),Q/Z)}

と定義する．このH3
n(G,Q/Z)の元は geometrically negligible classとよばれる．

一方で，部分群H3
nr(G,Q/Z) ≤ H3(G,Q/Z)は以下の定義2.12のように定義される．Peyre [Pey08,

page 204, Proposition 3]によれば，H3
nr(G,Q/Z) = ι−1(H3

nr(C(G),Q/Z)) である．すなわち，膨
張写像 ιは同型H3

nr(G,Q/Z)/H
3
n(G,Q/Z)

∼−→ H3
nr(C(G),Q/Z)を誘導する．

定義 2.12に必要な以下の定理を準備しておく：

定理 2.11 (Neukirch-Schmidt-Wingberg [NSW08, page 118, Theorem 2.4.6], Jansen [Jan90]も参
照). GとH を有限群，Aを Z[G×H]加群とする．Lyndon-Hochschild-Serreスペクトラル系列

Ep,q
2 = Hp(G,Hq(H,A))⇒ Hp+q(G×H,A)

6
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はE2項で退化する．すなわち，E
p,q
2 = Ep,q

3 = · · · = Ep,q
∞ . さらに，次の分解をえる：

Hn(G×H,A) ≃
⊕
p+q=n

Hp(G,Hq(H,A)).

定義 2.12. H ≤ Gを部分群，ZG(H)をHのG内での中心化群とする．g ∈ ZG(H)に対して，写像

∂H,g : H
3(G,Q/Z)→ H2(H,Q/Z)

を次のように定義する：
I = ⟨g⟩とする．写像m : H × I → G, (h, i) 7→ hiから

m∗ : H3(G,Q/Z)→ H3(H × I,Q/Z)

が誘導される．pr2 : H × I → Iを第 2成分の射影，i2 : I → H × I, i 7→ (e, i) によって，IをH × I
の部分群とみなす．ただし，eはH の単位元．写像 i2は制限写像

i∗2 : H
3(H × I,Q/Z) res−−→ H3(I,Q/Z)

を誘導し，pr2は i∗2の切断を誘導する．これにより，写像

SH,I : H
3(H × I,Q/Z)→ H3(H × I,Q/Z)1, ξ 7→ ξ − pr∗2 ◦ i∗2(ξ)

がえられる．ただし，

H3(H × I,Q/Z)1 = Ker{H3(H × I,Q/Z) res−−→ H3(I,Q/Z)}.

Lyndon-Hochschild-Serreスペクトラル系列 [HS53]

Ep,q2 = Hp(H,Hq(I,Q/Z))⇒ Hp+q(H × I,Q/Z)

を適用する．定理 2.11から，スペクトル系列はE2項で退化し，次の同型をえる：

H3(H × I,Q/Z)
≃ H3(H,H0(I,Q/Z))⊕H2(H,H1(I,Q/Z))⊕H1(H,H2(I,Q/Z))⊕H0(H,H3(I,Q/Z))

≃ H3(H,Q/Z)⊕H2(H,H1(I,Q/Z))⊕ 0⊕H3(I,Q/Z).

(I = ⟨g⟩は巡回群より，H2(I,Q/Z) = 0) これより，写像

SH,I : H
3(H × I,Q/Z)→ H3(H × I,Q/Z)1, ξ = (ξ0, ξ1, 0, ξ3) 7→ ξ′ = (ξ0, ξ1, 0, 0)

および写像

φ : H3(H × I,Q/Z)1 → H2(H,H1(I,Q/Z)), ξ′ = (ξ0, ξ1, 0, 0) 7→ ξ1

がえられる．また単射

H1(I,Q/Z)
∼−→ Hom(I,Q/Z) ≃ Z/|I|Z ≃ 1

|I|
Z/Z ↪→ Q/Z

から，目的の ∂H,g = ∂ ◦m∗ = ψg ◦ φ ◦ SH,I ◦m∗:

∂H,g : H
3(G,Q/Z)

m∗
// H3(H × I,Q/Z)

SH,I

��

∂ //

⟲

H2(H,Q/Z)

H3(H × I,Q/Z)1
φ

// H2(H,H1(I,Q/Z))

ψg

OO

が定義できた．
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そこで，Peyre [Pey08, page 197]にしたがって，

H3
nr(G,Q/Z) =

∩
H≤G

g∈ZG(H)

Ker(∂H,g)

と定義する．

部分群H3
p(G,Q/Z) ≤ H3(G,Q/Z)に戻ろう．µをC内の 1のべき根全体のなす群とする．G加

群としても ΓK 加群としても µ ≃ Q/Zである．
ここで，置換Z[G]格子の定義を思い出しておく．有限生成Z[G]加群P が置換Z[G]格子 (permu-

tation Z[G]-lattice)であるとは，P は階数有限の自由アーベル群でありGの P への作用が P の Z

基底を置換する，すなわち P = ⊕1≤i≤nZ · xi で σ · xi = xj (σ ∈ G)，となること．

命題 2.13 (Saltman [Sal95, page 221, Lemma 4.6 (b)]). Z[G]加群 P ∗ ≥ µが存在して，(i) 商群
P := P ∗/µは置換 Z[G]格子; (ii) すべての部分群H ≤ Gに対して，H1(H,P ∗) = 0; (iii) すべての
φ : µ→ N が P ∗に拡張できる⇔すべてのH ≤ Gに対して，H1(H,µ)→ H1(H,N)は零写像，を
みたす．

定義 2.14 (Saltman [Sal95, Proposition 4.7]). Qを置換Z[G]格子，0→ µ→ Q∗ → Q→ 0 をZ[G]
加群の完全系列で，すべてのH ≤ Gに対して，H1(H,Q∗) = 0とする (例えば，Q∗として，命題
2.13から構成される P ∗をとればよい)

そこで，置換 negligible classによる群 (the group of permutation negligible classes)を

H3
p(G,Q/Z) := Ker{H3(G,Q/Z)→ H3(G,Q∗)}

によって定義する．この名称は，実際

H3
p(G,Q/Z) ≃ Image{H2(G,Q)

δ−→ H3(G,Q/Z)}

であることから来ている．ただし，δ : H2(G,Q) → H3(G,Q/Z)は 0 → µ → Q∗ → Q → 0から
生じる連結準同型写像．定義 2.14は Z[G]加群Q∗の取り方に依存しているようにみえる．しかし，
Saltman [Sal95, pages 221–222, Proposition 4.7]によって，(i) H3

p(G,Q/Z)はQ∗のとり方によらな
い; (ii) H3

p(G,Q/Z) = Ker{H3(G,Q/Z) → H3(G,L×)}が成り立つ．ただし，L := k(xg : g ∈ G)
は定義 1.1の有理関数体．とくに，H3

p(G,Q/Z) ≤ H3
n(G,Q/Z)となる．

Saltman [Sal95, page 191, Theorem 4.14]により，Gが巡回群を指数 2として含む非可換 2群の
とき，H3

p(G,Q/Z) ⪇ H3
n(G,Q/Z)となる．しかし，Peyre [Pey08] は次の結果を示した：

定理 2.15 (Peyre). ι : H3(G,Q/Z)→ H3(C(G),Q/Z)を膨張写像とする．
(i) (Peyre [Pey08, Theorem 1]) 全射

ι : H3
nr(G,Q/Z)/H

3
p(G,Q/Z)→ H3

nr(C(G),Q/Z)

の核の位数は 2べき，すなわち，[H3
n(G,Q/Z) : H

3
p(G,Q/Z)] = 2d. とくに，Gの位数が奇数なら

ばH3
n(G,Q/Z) = H3

p(G,Q/Z).

(ii) (Peyre [Pey99, pages 196–197], [Pey08, Remark 2]も参照)

H3
p(G,Q/Z) =

∑
H≤G

CoresGH(Image{H1(H,Q/Z)⊗2
∪−→ H3(H,Q/Z)}).

ただし，カップ積は次の可換図式から得られる (i ≥ 1, j ≥ 1)：

H i(G,Q/Z)×Hj(G,Q/Z)

∪
��

∼ //

⟲

H i+1(G,Z)×Hj+1(G,Z)

∪
��

H i+j+1(G,Q/Z)
∼ // H i+j+2(G,Z).
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最後に Bogomolovによる安定コホモロジーを定義する：

定義 2.16 (Bogomolov [Bog07, Definition 6.4, Lemma 6.5, Theorem 6.8]). 商群

H i
s(G,Q/Z) = H i(G,Q/Z)/H i

n(G,Q/Z)

を Gの i次安定コホモロジー群 (stable cohomology group)という ([Bog93, page 6], [BP11, page

938], [BB13, page 57], [BB14, page 212]も参照).

i = 3のとき，Saltman [Sal95, page 230, Theorem 5.3]から，H3
nr(C(G),Q/Z) ≤ ι(H3(G,Q/Z))

であるから，
H3

s (G,Q/Z) ≃ ι(H3(G,Q/Z)) ≥ H3
nr(C(G),Q/Z)

となる．
Bogomolov-Petrov-Tschinkel [BPT10, page 68] ([Bog07, Definition 8.5], [BP11, page 938], [BB14,

page 214]も参照) では，ι(H i(G,Q/Z))∩H i
nr(C(G),Q/Z)をH i

nr(G,Q/Z)と定義しているので注
意が必要である．これは，我々の (Peyreによる)定義 2.12とは異なる．

[HKY20]の主結果である定理 1.14と定理 1.15の証明の詳細については [HKY20, Section 3]をみ
ていただきたい．とくに，そこで使われている我々が作成したGAPのアルゴリズムは

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/UnramDeg3/

から入手することができる．

ここに，GAPによる計算結果を載せておく．Peyreによる定理 2.15 (i)から，|G|が奇数のときは，
H3

p(G,Q/Z) = H3
n(G,Q/Z)であるから，ここから安定コホモロジー群H3

s (G,Q/Z)もえられる．
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|G| = 35 H3(G,Q/Z) H3
nr(G,Q/Z) H3

p(G,Q/Z) H3
nr(C(G),Q/Z)

G(35, 56) (Z/3Z)⊕7 (Z/3Z)⊕6 (Z/3Z)⊕5 Z/3Z

G(35, 57) (Z/3Z)⊕6 (Z/3Z)⊕6 (Z/3Z)⊕5 Z/3Z

Φ7 G(35, 58) (Z/3Z)⊕9 (Z/3Z)⊕7 (Z/3Z)⊕6 Z/3Z

G(35, 59) (Z/3Z)⊕6 (Z/3Z)⊕6 (Z/3Z)⊕5 Z/3Z

G(35, 60) (Z/3Z)⊕6 (Z/3Z)⊕6 (Z/3Z)⊕5 Z/3Z

G(35, 28) (Z/3Z)⊕2 ⊕ Z/9Z (Z/3Z)⊕3 (Z/3Z)⊕3 0

Φ10 G(35, 29) Z/3Z⊕ Z/9Z (Z/3Z)⊕2 (Z/3Z)⊕2 0

G(35, 30) Z/3Z⊕ Z/9Z (Z/3Z)⊕2 (Z/3Z)⊕2 0

|G| = 55 H3(G,Q/Z) H3
nr(G,Q/Z) H3

p(G,Q/Z) H3
nr(C(G),Q/Z)

Φ5
G(55, 75) (Z/5Z)⊕15 (Z/5Z)⊕10 (Z/5Z)⊕10 0

G(55, 76) (Z/5Z)⊕10 (Z/5Z)⊕10 (Z/5Z)⊕10 0

G(55, 3) (Z/5Z)⊕7 (Z/5Z)⊕7 (Z/5Z)⊕6 Z/5Z

G(55, 4) (Z/5Z)⊕5 (Z/5Z)⊕5 (Z/5Z)⊕4 Z/5Z

G(55, 5) (Z/5Z)⊕5 (Z/5Z)⊕5 (Z/5Z)⊕4 Z/5Z

G(55, 6) (Z/5Z)⊕5 (Z/5Z)⊕5 (Z/5Z)⊕4 Z/5Z

G(55, 7) (Z/5Z)⊕3 ⊕ Z/25Z (Z/5Z)⊕3 ⊕ Z/25Z (Z/5Z)⊕2 ⊕ Z/25Z Z/5Z

Φ6
G(55, 8) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 Z/5Z

G(55, 9) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 Z/5Z

G(55, 10) (Z/5Z)⊕3 ⊕ Z/25Z (Z/5Z)⊕3 ⊕ Z/25Z (Z/5Z)⊕2 ⊕ Z/25Z Z/5Z

G(55, 11) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 Z/5Z

G(55, 12) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 Z/5Z

G(55, 13) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 Z/5Z

G(55, 14) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 Z/5Z

G(55, 66) (Z/5Z)⊕10 (Z/5Z)⊕7 (Z/5Z)⊕6 Z/5Z

G(55, 67) (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕5 Z/5Z

Φ7 G(55, 68) (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕5 Z/5Z

G(55, 69) (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕5 Z/5Z

G(55, 70) (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕5 Z/5Z

G(55, 33) (Z/5Z)⊕6 (Z/5Z)⊕5 (Z/5Z)⊕4 Z/5Z

G(55, 34) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 (Z/5Z)⊕2 Z/5Z

Φ10
G(55, 35) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 (Z/5Z)⊕2 Z/5Z

G(55, 36) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 (Z/5Z)⊕2 Z/5Z

G(55, 37) (Z/5Z)⊕4 (Z/5Z)⊕3 (Z/5Z)⊕2 Z/5Z

G(55, 38) (Z/5Z)⊕3 (Z/5Z)⊕3 (Z/5Z)⊕2 Z/5Z

|G| = 75 H3(G,Q/Z) H3
nr(G,Q/Z) H3

p(G,Q/Z) H3
nr(C(G),Q/Z)

Φ5 G(75, 82) (Z/7Z)⊕10 (Z/7Z)⊕10 (Z/7Z)⊕10 0

Φ6 G(75, 7) (Z/7Z)⊕4 (Z/7Z)⊕4 (Z/7Z)⊕3 Z/7Z

Φ7 G(75, 73) (Z/7Z)⊕6 (Z/7Z)⊕6 (Z/7Z)⊕5 Z/7Z

Φ10 G(75, 38) (Z/7Z)⊕3 (Z/7Z)⊕3 (Z/7Z)⊕2 Z/7Z
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1 H3
p(G,Q/Z)の計算

この章と次の章は, 星-Kang-山崎 [HKY] ”Degree three unramified cohomology groups and Noether’s

problem for groups of order 243” の結果と計算機によるその具体的な計算例を主に扱う. Gは奇数位数の有

限群とする.

1.1 Peyreの公式

置換 negligible classH3
p (G,Q/Z)を最初に定義したのは Saltman[Sal95]である.

Peyre[Pey99][Pey08]は H3
p (G,Q/Z)を具体的に次の式で表した.

H3
p (G,Q/Z) =

∑
H≤G

CoresGH
(
Image{H1(H,Q/Z)⊗2 ∪−→ H3(H,Q/Z)}

)
.

ただしカップ積は, H1(H,Q/Z),H3(H,Q/Z)をそれぞれH2(H,Z),H4(H,Z)と同一視して行うものとする.
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1.2 H4(G,Z) ≃ H3(G,Q/Z)の計算

計算機上では H3(G,Q/Z)内で計算するよりも H4(G,Z)で計算するほうが楽なので

H4
p (G,Z) =

∑
H≤G

CoresGH
(
Image{H1(H,Q/Z)⊗2 ∪−→ H4(H,Z)}

)
を計算する.

まずH4(G,Z)を計算するために, 自明な Z[G]-加群 Zの free resolutionを計算する. これにはGAP[GAP]

上でパッケージ HAP[HAP][EHS]を用いる. 具体的には,Gがべき零群のときは

ResolutionNormalSeries(LowerCentralSeries(G,5))

Gがべき零群ではないが可解群のときは

ResolutionNormalSeries(DerivedSeries(G,5))

で計算できる. ここでは Gは奇数位数と仮定しているので,必ず可解群にはなる. 結果として free resolution

RG : · · · → P5 → P4 → P3 → P2 → P1 → P0 → Z→ 0

を得る. これは通常の bar resolution とは異なる. 例えば G が位数 p5(p は素数) の群のとき, P0 =

Z[G], P1, P2, P3, P4, P5 の Z[G]-rank はそれぞれ 1,5,15,35,70,126 になる. 一般に bar resolution よりも

Z[G]-rankが小さくなるので計算機上で効率的にコホモロジーの計算ができる.

コチェイン複体 HomZ[G](P∗,Z) からコホモロジー群 Hi(G,Z) = Zi(G,Z)/Bi(G,Z) が計算できる. free

resolution の取り方によらずに Hi(G,Z) が同型になることが知られている. しかし, H4(G,Z) の部分群と
して H4

p (G,Z),H3
nr(G,Q/Z)を計算する必要があるので, free resolutionRGを一つ固定して計算する必要が

ある. 具体的には HAPの関数 CR CocyclesAndCoboundaries(RG,4,true) を用いて, Z4(G,Z),B4(G,Z)
の Z基底, H4(G,Z)のアーベル不変量と生成元を計算できる.

1.3 Peyreの公式の改良

星-Kang-山崎は H3
p (G,Q/Z)を計算機で具体的に計算するために Peyreの公式を改良した. Peyreの公式

では H は Gの部分群すべてを動くが, 動かす H をもっと減らすことを考える.

(i)H の交換子群 D(H) が H 全体になるような H は除外してよい. D(H) = H のとき H2(H,Z) ≃
H1(H,Q/Z) = Hom(H,Q/Z) ≃ H/D(H) = 1となるからである.

(ii) 共役な部分群の類から H を一つずつ取ればよい. H と共役な部分群 Hσ = σ−1Hσ を考えると,

H2(Hσ,Z)⊗2 のカップ積の CoresGHσ による像と H2(H,Z)⊗2 のカップ積の CoresGH による像とは H4(G,Z)
の同じ部分群になるからである.

(iii)D(H ′) = D(H)かつ H ′ < H のとき,H ′ は除外してよい. D(H ′) = D(H)かつ H ′ < H のとき,任意

の χ′ ∈ H1(H ′,Q/Z)に対して χ′ を H に延長できる. すなわち χ ∈ H1(H,Q/Z)が存在して χ′ = ResHH′χ

となる. このとき CoresGH′(χ′
1∪χ′

2) = CoresGHCoresHH′

(
ResHH′χ1∪ResGH′χ2

)
= CoresGHCoresHH′

(
ResHH′(χ1∪

χ2)
)
= [H : H ′]CoresGH(χ1 ∪ χ2) が成り立つ.
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1.4 計算例

まず,自明なZ[G]-加群Zの free resolutionRGをあらかじめ計算して固定する. H4pFromResolution(RG)

で H4
p (G,Z)が計算できる.

以下に Gが位数 243の群 G(243, 57)のときの計算例を示す. この群は isoclinism family Φ7 に属する.

gap> Read("H3nr.gap");

gap> G57:=SmallGroup(243,57);

<pc group of size 243 with 5 generators>

gap> RG57:=ResolutionNormalSeries(LowerCentralSeries(G57),5);

Resolution of length 5 in characteristic 0 for <pc group with 243 generators> .

gap> H4pFromResolution(RG57);

12[ [ 27, 2 ], [ 27, 2 ], [ 27, 5 ], [ 27, 2 ], [ 27, 2 ], [ 27, 5 ],

[ 27, 2 ], [ 81, 13 ], [ 81, 13 ], [ 81, 13 ], [ 81, 12 ], [ 243, 57 ] ]

1/12

2/12

3/12

4/12

5/12

6/12

7/12

8/12

9/12

10/12

11/12

12/12

[ [ 3, 3, 3, 3, 3 ],

[ [ 3, 3, 3, 3, 3, 3 ],

[ [ 1, 0, 0, 0, 0, 0 ], [ 0, 1, 0, 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 1, 0, 0, 0 ],

[ 0, 0, 0, 1, 0, 0 ], [ 0, 0, 0, 0, 0, 1 ] ] ] ]

まず, 最初の 2 行の表示は, 条件 (i)-(iii) を満たす G の部分群 H は全部で 12 個あり, 同型類の番号が

それぞれ [27,2],[27,2],. . . ,[243,57] であることを表している. G の部分群は全部で 180 個あるので, かな

り減らせているのが分かる. その次の表示 1/12 から 12/12 は H4
p (G,Z) の計算の進捗状況を表している.

H4pFromResolution(RG) の戻り値は [l1, [l2, l3]] の形のリストで, l1 は H4
p (G,Z) のアーベル不変量, l2 は

H4(G,Z)のアーベル不変量, l3 は free resolution RGに対する H4(G,Z)の中での H4
p (G,Z)の生成元を表

している. 今の場合 H4
p (G,Z) ≃ (Z/3Z)⊕5, H4(G,Z) ≃ (Z/3Z)⊕6 である. H4(G,Z)の生成元を f1, . . . , f6

とおくとき, H4
p (G,Z)の生成元は f1, f2, f3, f4, f6 である.
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2 H3
nr(G,Q/Z)の計算

2.1 Peyreの公式

Peyreは H3
nr(G,Q/Z)を具体的な式の形

H3
nr(G,Q/Z) =

⋂
H ≤ G

g ∈ ZG(H)

Ker(∂H,g)

で表した.

2.2 Peyreの公式の改良

我々の最終目標は H3
nr(C(G),Q/Z) を計算することである. G は奇数位数と仮定しているので

H3
p (G,Q/Z) = H3

n(G,Q/Z) が成り立つ. 従って H3
nr(G,Q/Z)

/
H3
p (G,Q/Z) を計算すれば良い.. ところ

が,Peyreの公式を用いて直接H3
nr(G,Q/Z) を計算するのは困難である. H3

p (G,Q/Z)がすでにかなり大きく,

H3(G,Q/Z)に近いことを利用する. γ ∈ H3(G,Q/Z)がH3
p (G,Q/Z)に属さないとき, H3

nr(G,Q/Z)に属す
るかどうか判定することを考える.

計算機上では H3(G,Q/Z)の中で考えるよりも H4(G,Z)の中で計算するほうが楽なので,

H4
nr(G,Z) =

⋂
H ≤ G

g ∈ ZG(H)

Ker(∂̃H,g)

を考える. ここで, ∂̂H,g : H4(G,Z) → H3(H,Z) は ∂H,g : H3(G,Q/Z) → H2(H,Q/Z) で
H3(G,Q/Z),H2(H,Q/Z)をそれぞれ H4(G,Z),H3(H,Z)と同一視したものである.

Peyreの公式では H は Gの部分群をすべて動き, g は ZG(H)をすべて動く. これをもっと減らすことを考

える.

(i) I = ⟨g⟩ごとに考えればよい. I = ⟨g⟩ = ⟨g′⟩のとき, Ker(∂̃H,g) = Ker(∂̃H,g′) が成り立つからである.

(ii) (H, I) の組は, 各共役類の中から一つずつ選べばよい. Ker(∂̃H,I) = Ker(∂̃Hσ,Iσ ) が成り立つからで

ある.

(iii) (H, I) の組は, 包含関係 (H ′, I ′) ≤ (H, I) に関して極大なものだけを考えればよい. したがって

H = ZG(I)のときのみを考えればよい. H ′ ≤ H, I ′ = ⟨g′⟩ ≤ I = ⟨g⟩のとき, Ker(∂̃H,g) ≤ Ker(∂̃H′,g′)が成

り立つからである. さらに,⟨g⟩ ≤ ZG(H)のとき H ≤ ZG(⟨g⟩)が成り立つので,
(
H, ⟨g⟩

)
≤
(
ZG(⟨g⟩), ⟨g⟩

)
が

成り立つ. 極大性から,
(
ZG(⟨g⟩), ⟨g⟩

)
だけを選べばよい. 明らかに g は ZG(⟨g⟩)に属する.

(iv) H3(H,Z) ̸= 0となるH だけを考えればよい. H3(H,Z) = 0のとき,∂̃H,g = 0, Ker(∂̃H,g) = H4(G,Z)
となるからである.

l ∈ H4(G,Z)に対して, IsUnramifiedH3(RG,l) は l ∈ H4
nr(G,Z)かどうか判定する.

Gがそれほど大きくない奇数位数の群のときは,これで H3
nr(C(G),Q/Z) ≃ H4

nr(G,Z)/H4
p (G,Z) が計算で

きる. しかし Gが大きいとき (例えば Gの位数が 55,75 のとき)は, これではまだ計算量が多すぎる. そこで,

条件 (v)を付け加えて (H, I)をさらに絞る.

4
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(v) H4
p (H,Z) ̸= H4(H,Z) のときだけを考えればよい. 条件 (iii) より,g は H の中心に属する. ここで,

(a)H をGの部分群とみなしたときの (H, ⟨g⟩)に対応する通常の ∂H,g, (b)H をH の部分群とみなしたときの

(H, ⟨g⟩)に対応する ∂′H,g, の二つを考える. このとき,∂′H,g ◦Res
G
H = ∂H,g が成り立つ. H4

p (H,Z) = H4(H,Z)
と仮定すると, ∂′H,g = 0なので, ∂H,g = 0,Ker(∂̃H,g) = H4(G,Z) となる.

l ∈ H4(G,Z)に対して, IsUnramifiedH3(RG,l:Subgroup) は条件 (i)-(v)まで使って (H, I)を絞ったう

えで l ∈ H4
nr(G,Z)かどうか判定する. 多くの場合,条件 (i)-(iv)のみを使う場合と比べて計算量が大幅に削減

できる. これで Gの位数が 55,75 の場合もすべての isoclinism familyに対して H3
nr(C(G),Q/Z)の計算が可

能になった.

H がどのようなときに H4
p (H,Z) = H4(H,Z) が成り立つかについては,H4pFromResolution(RG) を用

いて計算することができる. H の位数が 35,55,74 の約数のときは次のとおりである.

H = G(p, i) (p = 3, 5, 7, i = 1)

H = G(p2, i) (p = 3, 5, 7, i = 1, 2)

H = G(p3, i) (p = 3, 5, 7, i = 1, 2, 3, 4)

H = G(34, i) (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 13, 14)

H = G(p4, i) (p = 5, 7, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 13, 14)

H = G(35, i) (i = 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 33, 35, 43, 44, 45, 46, 47, 49, 50, 66)

H = G(55, i) (i = 1, 15, 16, 17, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 42, 44, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 59, 60, 76)

2.3 計算例

1.4 の計算の続きで,H4
nr(G,Z) を決定する. H4(G,Z) = ⟨f1, f2, f3, f4, f5, f6⟩ ≃ (Z/3Z)⊕6, H4

p (G,Z) =
⟨f1, f2, f3, f4, f6⟩ ≃ (Z/3Z)⊕5 なので, f5 ∈ H4

nr(G,Z) かどうか IsUnramifiedH3(RG,l) を使って調べれ

ばよい.

gap> IsUnramifiedH3(RG57,[0,0,0,0,1,0]);

1/17

[ [ 3, 3 ], [ 0, 0 ] ]

2/17

[ [ 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0 ] ]

3/17

[ [ 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0 ] ]

4/17

[ [ 3, 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0, 0 ] ]

5/17

[ [ 3, 3 ], [ 0, 0 ] ]

6/17

[ [ 3, 3 ], [ 0, 0 ] ]

7/17

[ [ 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0 ] ]

5
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8/17

[ [ 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0 ] ]

9/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

10/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

11/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

12/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

13/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

14/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

15/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

16/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

17/17

[ [ 3 ], [ 0 ] ]

true

この例では条件 (i)-(iv)を満たす (H, I)の組は全部で 17個ある. それぞれについて ∂̃H,g による f5 の像が

0になるかどうかを調べている. 全部 0になれば H4
nr(G,Z)に属するので trueを返し, 一つでも 0にならな

いものがあれば H4
nr(G,Z)に属さないので falseを返す. 1行目の表示 1/17は進捗状況を表している. 2行

目の表示は, H4(H,Z)のアーベル不変量 [3, 3, 3]と ∂̃H,g(f5)の値 [0, 0, 0]を表している. 今の例では 17個の

(H, I)についてすべて ∂̃H,g の像が 0になって trueを返しているので, f5 ∈ H4
nr(G,Z)である. この結果が

出るまでに一般的なパソコンで数分かかる.

次に,条件 (i)-(v)を満たす (H, I)の組に絞った場合の計算を見ることにする.

gap> IsUnramifiedH3(RG57,[0,0,0,0,1,0]:Subgroup);

1/5

[ [ 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0 ] ]

2/5

[ [ 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0 ] ]

3/5

[ [ 3, 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0, 0 ] ]

4/5

[ [ 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0 ] ]

5/5

[ [ 3, 3, 3 ], [ 0, 0, 0 ] ]

6
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true

この場合,(H, I)の組は 5個ですみ, 計算時間も数秒で済む.

結局 H4
nr(G,Z)が H4(G,Z)全体となることが分かり, H3

nr(C(G),Q/Z) ≃ Z/3Zが結論される.

3 UnramDeg3のインストール方法

まず,GAP 4.8.7以降と HAP 1.11.15以降があらかじめインストールされている必要がある. HAPのバー

ジョンが古いとうまく動かない.

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/UnramDeg3/H3nr.gap

をダウンロードする. 自分が GAP のプログラムをよく保存するフォルダ (例えば ∼/data/gap など) に

H3nr.gapをコピーする.

そのフォルダに移動して GAPを起動して,

GAP> Read("H3nr.gap")}

で H3nr.gapを読み込めば UnramDeg3が使えるようになる.
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野性McKay対応概説
– 数論的視点と最新成果 –

安田健彦（東北大学）

これは，2019年度第 27回整数論サマースクール「構成的ガロア逆問題と不変体
の有理性問題」の報告集に載せる原稿で，講義レジュメを改訂したものである．
モチーフ積分を用いた野性McKay対応の研究については，既に論説 [12]や解説

記事を他の機会に書いた（例えば，第 24回代数若手研究会の報告集）．今回は整数
論サマースクールでの講義なので，数論的視点からこのテーマへの導入を試み，そ
の後 p進測度を用いた点数版野性McKay対応の証明を解説する．また，最近，野性
スタック上のモチーフ積分の理論を構築し，応用として一般の群に対するモチーフ
的野性McKay対応を証明することができたので [10]，その解説を最後に行う．

1 導入 – Galois逆問題との関連 –
サマースクールのテーマであるGalois逆問題に対するNoetherのアプローチをス

キームを用いて幾何学的に説明すると以下のようになる．体K上の代数多様体V（主
にアフィン空間Ad

Kを考える）に有限群Gが忠実に作用しているとする．X := V/G

を付随する商多様体とし，
π : V → X

を商射とする．V ◦ ⊂ V とX◦ ⊂ Xをそれぞれ πのエタール軌跡とする．これらは
稠密開部分多様体であり，射 π|V ◦ : V ◦ → X◦ はGトーサー（G-torsor，主G束と
も）の構造を持つ．この開部分多様体X◦のK有理点

x : SpecK → X◦

に対し，その πによるスキーム論的逆像

π−1(x) := SpecK ×x,X,π V = SpecL

は SpecK上のGトーサーとなり，射影 π−1(x) → V はG同変射である．図式にす
ると以下のようになる．

π−1(x) = SpecL
G 同変 //

G トーサー
��

V ◦

G トーサー
��

SpecK x
// X◦
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もし，SpecLが連結であればL/KはGalois群Gを持つGalois拡大になり，Galois
逆問題が肯定的に解けることになる．もしKが数体でXが有理的（つまりAd

Kと双
有理同値）であれば，十分多くの有理点が存在し，その中に π−1(x)が連結となるも
のが存在することも示される．このように，Galois逆問題を商多様体Xの有理性の
問題に帰着するのがNoetherのアプローチだった．
上ではXの有理点から SpecK上のGトーサーが構成されたが，逆にGトーサー

SpecL → SpecKとK上のG同変射 SpecL → V が与えられるとG作用による商
を取ることでK有理点

SpecK = (SpecL)/G→ V/G = X

が誘導される．このように商多様体XのK有理点と SpecK上のGトーサーは密接
に関連している．Galois逆問題は存在問題だが，Galois逆問題へのNoetherのアプ
ローチの定量版として，以下のような（漠然とした）問題を考えることができる．

問題 1. XのK有理点の「量」と SpecK上のGトーサーのもしくはKのG-Galois
拡大の）「量」を関連付けよ．

野性McKay対応では，この問題の局所体版に対する一つの答えを提供する．元
来のMcKay対応1はこのような問題ではなかったが，McKay対応に対するモチーフ
積分を使ったアプローチを野性的な状況に一般化することを試みる中で，自然とこ
のような見方をするのが自然であることが分かってきた．また，局所体版の結果か
ら，数体の場合に何が言えるかを（ヒューリスティックな議論で）考察することで
有理点の分布に関するManin予想と数体のGalois拡大の分布に関するMalle予想が
密接に関連することが明らかになった [9]．
有理点やトーサーが無限にある場合は素朴に数えることが出来ないので，分岐や

高さのようなもので重み付けをする必要があるが，そのためにO上のモデルや整数
点を考える必要がある．

2 Serre-Bhargavaの量公式と点のHilbertスキーム
ここからはKは非アルキメデス的局所体を表すことにする．Oをその整数環，p

をOの極大イデアル，k = O/p = Fqを剰余体とする．K上のトーサーの数え上げ
として重要なものに，Serre-Bhargavaの量公式（mass formula）がある．
Snを対称群とし，標準的な置換表現によりGLn(C)に埋め込まれているとする．

Snトーサー SpecL→ SpecKは，Kの絶対Galois群GKから Snヘの連続準同形の
Sn共役類に１対１に対応する．

{連続準同形GK → Sn}/Sn
1:1←→ {K上の Snトーサー }/ ∼=

1McKay対応は SL2(C)の有限部分群Gに対し，同じ Dynkin図形が二通りの全く異なる方法で
構成されるというMcKayの観察に由来する．二つの方法とは，一つは表現論を用いるもので，もう
一つは商多様体 C2/Gの最小特異点解消の例外集合から構成するものである．

2
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Snトーサー SpecL→ SpecKに対して a(L)を，付随する写像

GK → Sn ↪→ GLn(C)

のArtin導手（Artin conductor）とする．

定理 2 (Serre-Bhargavaの量公式 [2]，cf. [6]). 以下の等式が成り立つ：

∑
L

q−a(L)

♯Aut(L)
=

n−1∑
i=0

P (n, n− i)q−i

ここで，LはK上のSnトーサーの同型類全体を走り，Aut(L)はK上のSnトーサー
としての同型群，P (n, j)は整数 nをちょうど j 個の正整数に分ける分割の個数と
する．

Snトーサー SpecL→ SpecKに対し，Sn−1不変部分環 L′ = LSn−1 を取ると，K
上の n次エタール代数になる．LとL′は１対１に対応しArtin導手 a(L)はL′/Kの
判別式指数（discriminant exponent）d(L′)に等しく，上の公式は

∑
L′

q−d(L
′)

♯Aut(L′)
=

n−1∑
i=0

P (n, n− i)q−i

と書ける．L′はn次エタールL代数の同型類全体を走る．元々Bhargavaが証明した
のはこの形の公式で，定理の式はKedlayaによる再定式化である．それ以前に Serre
[8]は L′/Kが完全分岐体拡大に制限したときの公式

∑
L′:完全分岐体拡大

q−d(L
′)

♯Aut(L′)
= q1−n

を得ていた．Bhargavaの証明は組み合わせ論的議論で Serreの公式に帰着するもの
だった．

McKay対応を用いると，Bhargavaの公式を Serreの公式を介さずに証明すること
が出来るので，それを説明する．O上の 2n次元アフィン空間

A2n
O = SpecO[x1, . . . , x2n] = (A2

O)
n

に自然な Snの置換作用を入れる．商スキーム

X := A2n
O /Sn = SpecO[x1, . . . , x2n]Sn = SnA2

O

はアフィン平面のn次対称積（n-th symmetric product）と呼ばれるものになる．これ
は商特異点をもつが，特別な特異点解消を持つ．n点のHilbertスキームHilbn(A2

O/O)
は代数幾何でよく調べられている対象で，SpecO上の体のスペクトラム SpecKに
対し，

Hilbn(A2
O/O)(K) = {0次元閉部分スキームZ ⊂ A2

K | dimK Γ(OZ) = n}

3
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となるモジュライ空間である．XにHilbert-Chow射という自然な射

Hilbn(A2
O/O)→ X

が存在する．Hilbn(A2
O/O)は O上滑らかであり，上の射はクレパント特異点解消

（次章，定義 4）と呼ばれるものになっている．McKay対応により，上の定理の左辺
はXの弦点数（string point-count）

♯st(X)

（次章，定義 3）に q−2nを書けたものに等しいことが分かる．そして，弦点数の基本
的な性質により ♯st(X)はクレパント特異点解消Hilbn(A2

O/O)の k = Fq上の有理点
の個数に等しいことが分かる．

♯st(X) = ♯Hilbn(A2
O/O)(k)

最後にHilbn(A2
k/k) = Hilbn(A2

O/O) ⊗O kは様々な次元のアフィン空間の非交和に
分解することをもちいて，k有理点の個数は

n−1∑
i=0

P (n, n− i)q2n−i

であることが分かる．これらを合わせて，定理を得る．まとめると，証明は以下の
ように等式を繋げることで得られた．∑

L

q2n−a(L)

♯Aut(L)

= ♯st(X) (McKay対応)

= ♯Hilbn(A2
O/O)(k) (弦点数の性質)

=
n−1∑
i=0

P (n, n− i)q2n−i (Hilbertスキームの分解)

また，この証明により定理に現れる数を点の個数として幾何学的に解釈することが
できた．

3 p進測度と弦点数
引き続きK は非アルキメデス的局所体とし，前章の記法を用いる．整数環O上

滑らかで相対次元 dを持つスキームX を考えよう．整数点集合X(O)はK 解析多
様体2の構造を持つ．d次形式の層Ωd

X/O =
∧dΩX/Oの各 k点の近傍U での局所生成

元は U(O)の測度を定める．これらは貼り合いX(O)の測度 µX を定め，

µX(X(O)) = q−d · ♯X(k)

2リジッド空間などではなく，通常の多様体と同じように「素朴」な方法で定義されるK 上の空
間．参考文献として [5]を挙げておく．
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となる（Weilの公式）．
同様の構成は，自然数 rに対し，有理 r重 d形式の層

(Ωd
X/O)

⊗r ⊗K(X)

の可逆OX 部分加群に対して行うことが出来る．X がO上滑らかな V の有限群G

による商X = V/Gであるとき，このような可逆OX 部分加群が存在し（r = ♯Gと
する），X(O)の測度 µXを定める．この可逆部分加群は標準因子KX/Oに対応する．

定義 3. Xの弦点数（stringy point-count）♯stXを

♯stX := qd · µX(X(O)) ∈ R ∪ {∞}

により定義する．

発散して無限大になることもあることに注意する．発散は，双有理幾何的な意味
で特異点が「悪い3」ことを意味する．これを用いて，特異点の「悪さ」を調べるこ
とが出来る．
各O点は k点を誘導するので，k点 xを誘導するO点の集合をX(O)xと書くと

X(O) =
⊔

x∈X(k)

X(O)x

となり，
♯stX =

∑
x∈X(k)

qd · µX(X(O))x

が成り立つ．つまり，弦点数 ♯stXは k点を特異点から決まる重み qd ·µX(X(O))xを
つけて数え上げたものとなる．Xが点 xでO上滑らかなら，重みは 1であり，特に
X全体がO上滑らかなら

♯stX = ♯X(k)

となる．

定義 4. 正規Oスキーム Y からの固有双有理射 f : Y → Xがクレパント（crepant）
であるとは，f の相対標準因子が消える，つまり

KY/X := KY/O − f ∗KX/O = 0

となることを意味する．また f がクレパント特異点解消（crepant resolution）であ
るとは，さらに Y がO上滑らかであることを意味する．

弦点数の一番大事な性質が，クレパント射による不変性である．Y，Xの両方に
対して弦点数が定義され（例えば，商特異点のみを持つ場合），f : Y → X がクレ
パント射のとき，

♯stX = ♯stY

となる．特に，f がクレパント特異点解消であれば，

♯stX = ♯Y (k)

となる．
3ここで言う「悪い」とは，正確には「対数末端（log terminal）でない」という意味．対数末端

特異点は極小モデル理論で基本的な特異点のクラス．
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4 捻弧，点数版McKay対応，解捻
X のO点は代数幾何で考える弧の類似である．k代数多様体の弧（arc）とは射

Spec k[[t]]→ Xのことである．そこで，我々はOスキームXのO点（つまり，切
断 SpecO → X）のことも弧と呼ぶことにする．
導入で述べた対応により，ほとんどの（X(O)の測度零部分を除き）弧に対し一意

的にGトーサー SpecL→ SpecKが定まり，G同変射 SpecOL → X（OLはLの整
数環，つまり，OのLでの整閉包）が誘導される．このような同変射を捻弧（twisted
arc）と呼ぶ．各Gトーサー SpecL→ SpecKに対し，これを誘導するO点の集合
をX(O)Lとし，測度零部分を無視すると

X(O) =
⊔
L

X(O)L

という分解を得る．
有限群GのO線形作用G↷ Ad

Oを考える．簡単のために商射Ad
O → Xは余次元

１でエタール4であるとする．下で定義されるように，与えられた線形作用に付随す
る関数

v : {Gトーサー SpecL→ SpecK} → 1

♯G
Z

があり，弦点数 ♯stX = qd · µX(X(O))への Lの寄与 qd · µX(X(O)L)は実は

qd−v(L)

♯Aut(L)

となる．これより野性McKay対応の点数版が従う．

定理 5 (点数版野性McKay対応 [11]). 以下の等式が成り立つ．

♯stX =
∑
L

qd−v(L)

♯Aut(L)

関数 vを決定し，Lの寄与を計算するために必要となるのが解捻（untwisting）の
手法である．F をAd

Oの座標環O[x1, . . . , xd]の線形部分
⊕

iO · xiとする．これはG

作用を持つ階数 dの自由O加群である．

定義 6. GトーサーSpecL→ SpecKに付随するチューニング加群ΞL（tuning mod-
ule）をG同変O準同形のなす加群

ΞL := HomG
O(F,OL)

として定義する．

4つまり，ある余次元２以上の閉集合を取り除くとエタールになる．この条件は，射 AdO → X が
クレパントであるという条件に言い換えても良い．この仮定を外すためには対数版弦点数を考える
必要がある．対数版とは，双有理幾何，特に極小モデル理論でよくやるようにスキームX にQ係数
因子を付け加えることを意味する．
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これは，HomO(F,OL) ∼= O⊕dL の階数 dの自由O部分加群である．

定義 7. 関数 vは

v(L) :=
fL
♯G

lengthOL

HomO(F,OL)
OL · ΞL

と定義される．ただし，fLは SpecLの連結成分のK上の剰余次数を表す．5

チューニング加群の双対加群HomO(ΞL,O)を考え，そのO上の対称代数

S•O HomO(ΞL,O)

を考える．これは再びO[x1, . . . , xd]と同型になる．元のG作用付きアフィン空間を
V と記し，Lに関する V の解捻空間（untwisting space）を

V |L| := SpecS•O HomO(ΞL,O) ∼= Ad
O

と定義する．構成から次の１対１対応がある．

{V |L|のO点 } 1:1←→ {G同変射 SpecOL → V }

また自然な射V |L| → Xが存在し，上の対応はX(O)への写像と整合的となる．また，
X(O)への写像はAut(L)不変であり，測度零集合の外ではX(O)Lの上への ♯Aut(L)

対 1の対応となっている．これにより，

µX(X(O)L) =
1

♯Aut(L)
ν(V |L|(O))

が導かれる．ただし，νは射V |L| → Xの相対標準因子KV |L|/Xから定まるV |L|(O)上
の測度である．そして，計算によりKV |L|/Xは特殊ファイバーV |L|⊗kに係数−v(L)
を掛けたもの，

−v(L) · (V |L| ⊗ k)

となることが分かる．これより，測度 νは標準的な測度を q−v(L)がしたものである
ことが分かり，欲しかった等式

µX(X(O)L) = qd−v(L)

を得る．
まとめると，定理 5の証明は以下のようになる．

♯st(X) = µX(X(O))

=
∑
L

µX(X(O)L)

=
∑
L

ν(V |L|(O))
♯Aut(L)

=
∑
L

qd−v(L)

♯Aut(L)
.

5論文 [11]の定義では fLが抜けていて間違っている．同論文の Errataで修正された．fLを付け
る代わりに，lengthOL

を lengthO で取り替えても良い．
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5 モチーフ的McKay対応
定義 8. 体 k上の代数多様体のGrothendieck環K0(Vark)は，k代数多様体の同
型類 {X}で生成される自由アーベル群を以下の鋏関係（scissor relation）で割った
商群として定義される：（鋏関係）Y ⊂ Xが閉部分多様体のとき，

{X} − {Y } − {X \ Y } = 0.

積は {X}{Y } := {X ×k Y }により与えられる．

kが有限体のとき，点数実現写像

K0(Vark)→ Z, {X} 7→ ♯X(k)

が存在する．したがって，{X}は点の個数 ♯X(k)を精密化した不変量とみなすこと
ができる．（基礎体 kが複素数体の場合は位相的 Euler標数の精密化とみることも出
来る．）また {X}は基礎体 kが有限体でなくても意味を持つ．Grothendieck環の元
Xは，Xのモチーフのトイ・モデルだと見なすことができる．
モチーフ積分のMcKay対応への応用を考えるために，環K0(Vark)をさらに修正

する必要がある．まず，
L := {A1

k}

とする．自然数 nと射 f : Y → X が，各幾何学的点 x : SpecK → X に対し，フ
ァイバー f−1(x)が n次元アフィン空間の有限群商 An

K/Gに普遍同相（universally
homeomorphic）であるとき，

{Y } = {X}Ln

という関係式を追加することにより商環K0(Vark)
′を取る．また自然数 rを固定し，

Lの r乗根L1/rを形式的に追加して得られる環をK0(Vark)
′
r．これをLで局所化し

たものをM′
r とおく．これは，{X}Ln, n ∈ 1

r
Zという形の元で加法群として生成

される． Fmを dimX + n ≤ −mを満たす元 {X}Lnで生成される部分群とすると，
M′

rの降下フィルトレーション Fm, m ∈ 1
r
Zが得られる．完備化

M̂′
r := lim←−M

′
r/Fm

が定義される．完備化された環の中では，∑
i∈N

{Xi}Lni (dimXi + ni → −∞)

という形の無限和が定義できる．kが有限体のとき，この環においても等式 {X} =
{Y }は ♯X(k) = ♯Y (k)を導く．ただし，上の点数実現写像を完備化まで拡張するこ
とはできないので，注意が必要．
これでモチーフ積分が値を取る環 M̂′

rが準備できたので，次にOスキーム上のモ
チーフ積分の理論を概説する．モチーフ積分はKontsevichが p進積分の類似として
Kontsevichが導入し，標数零の体上の理論はDenef-Loeser [3]により基礎づけられ
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た．その後，Sebag [7]が完備離散付値環上の（形式）スキームに一般化した．しか
し，後で説明するスタック上の理論が等標数でしか出来ていないので，ここから等
標数に限定することにする．任意の体 kに対し，O = k[[t]]とおく．O上の平坦有限
型スキームXで稠密開集合上ではO上滑らかになっているものを考える．XのO
点をパラメタ付ける k上のスキーム（弧空間，Greenberg関手）J∞Xが存在し，そ
の上に M̂′

rに値をとる測度を定義できる．そして，可測関数

h : J∞X →
1

r
Z ∪ {∞}

（h−1(∞)は測度零集合とする）に対し，積分∫
J∞X

Lh dµX ∈ M̂′
r ∪ {∞}

が定義される．
前章で扱ったようなマイルドな特異点をもつX に対し，弦点数 ♯stX のモチーフ

版である弦モチーフ（stringy motif）Mst(X)は，Ωd
X/Oと ωX/Oの差を測る関数 hX

を用いて，

Mst(X) :=

∫
J∞X

LhX dµX ∈ M̂′
r ∪ {∞}

と定義される．弦モチーフは弦点数と同様の性質を持つ．つまり，XがO上滑らか
なら

Mst(X) = {X ⊗O k}

となり，Y → Xがクレパント特異点解消なら

Mst(X) = {Y ⊗O k}

となる．

注意 9. 上のXや Y はO上のスキームであるのに対し，測度，積分の値や弦モチー
フは，剰余体 k上のGrothendieck環K0(Vark)から作られる環 M̂′

rに値を取ること
に注意する．

野性McKay対応のモチーフ版は以下のように定式化できる．

定理 10 (モチーフ的野性McKay対応 [10]). kを任意の体とし，O = k[[t]]とする．
有限群GのO線形作用G↷ Ad

Oを考え，X = Ad
O/Gとする．商射Ad

O → Xが余次
元１でエタールであるとき，以下の等式が成り立つ．

Mst(X) =

∫
∆G

Ld−v

ここで，∆Gは Spec k((t))上のGトーサーをパラメタ付ける k上のモジュライ空間
で，vは前に定義されたもので∆G上の関数を与える．右辺の積分は∑

i∈ 1
♯G

Z

{v−1(i)}Ld−i

により定義される．
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Conj(G)をGの共役類の集合とする．k = Cのとき（もしくは，より一般に kが
代数的閉体で標数が ♯Gと素のとき），∆Gは ♯Conj(G)個の点からなる 0次元の空
間であり，定理の右辺は ∑

[g]∈Conj(G)

Ld−v(g)

というGの共役類を渡る和になる．この場合の定理は本質的にBatyrev [1]，Denef-
Loeser [4]により証明された．クレパント特異点解消 Y → Xが存在するとき，定理
から

{YC} =
∑

[g]∈Conj(G)

Ld−v(g)

となる．これから位相的Euler標数実現をとることで，多様体 Y (C)の位相的Euler
標数とGの共役類の個数が等しいという結果を得る．

χtop(Y (C)) = ♯Conj(G)

最後の等式は，「物理学者の予想（phisicists’ conjecture）」と呼ばれていたもので，
Witten達の弦理論の研究に由来する．

6 スタックによる再定式化
モチーフ的野性McKay対応の証明やさらなる一般化をするためにスタックを用い

ると見通しが良い．以下で考えるスタックは全てDeligne-Mumfordスタックである．
再びOスキーム V に有限群Gが作用している状況を考えよう．V と商スキーム

X = V/Gの中間に，商スタック

X := [V/G]

が存在する．X は局所的にはV に近く，大域的にはXに近い．V がO上滑らかであ
れば，X もO上滑らかである．また，V が既約でG作用が忠実であれば，X → X

は固有双有理射となる．さらに，V → X が余次元１でエタールであるという条件
は，X → X が余次元１で同型射であると言い換えることが出来る．特に，V がO
上滑らかで V → Xが余次元１でエタールのとき，射

X → X

はDeligne-Mumfordスタックの圏におけるクレパント特異点解消となる．前述の
点数版McKay対応（定理 5），および，モチーフ的McKay対応（定理 10）は弦不
変量はクレパント射により不変であるという主張の一種であるとみなすことができ
る．つまり，の性をスタックにXの不変量とX の不変量（両定理の等式の右辺）が
等しいという主張であると解釈することが出来る．
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スタックの弦不変量は次章で説明するスタックに一般化されたモチーフ積分を用
いてスキームの場合と同様に定義する．V がアフィン空間で線形作用Gの作用が線
形であるとき，定義から比較的簡単に

♯st(X ) =
∑
L

qd−v(L)

♯Aut(L)
, Mst(X ) =

∫
∆G

Ld−v

が従い，定理 5と定理 10は

♯st(X) = ♯st(X ), Mst(X) =Mst(X )

という等式として定式化される．そして，最後の等式は次章で説明する変数変換公
式から従う．

7 スタック上のモチーフ積分と変数変換公式
O = k[[t]]上のスキームXの弧とは形式円盤 Spec k[[t]]からの射

Spec k[[t]]→ X

のことだった．そして，モチーフ積分は弧の空間上の積分理論だった．McKay対応
に応用するには，スタックX に対し形式円盤からの射を考えただけでは十分ではな
く，前述の捻弧に相当するものを考える必要がある．

定義 11. 捻形式円盤（twisted formal disk）を Spec k[[t]]のある有限群Gに関する
G被覆 SpecR → Spec k[[t]]に付随する商スタック [SpecR/G] のことであると定義
する．ただし，SpecRは連結で正規であるとする．

つまり，RはあるG-Galois拡大 L/k((t))の整数環OLとなる．

定義 12. O上スタック X の捻弧（twisted arc）をある捻形式円盤 E からの表現可
能射 E → X のことだと定義する．

Deligne-Mumfordスタックの射が表現可能であるための必要十分条件は，付随す
る点の自己同型群の準同形が全て単射となることである．捻弧のなす空間（スタッ
ク）を J∞X と記すことにする．X がスキームや代数空間であれば，捻弧は全て通
常の弧であり，J∞X = J∞X となる．
O上スタックの射 f : Y → X があると捻弧空間の間の写像

f∞ : J∞Y → J∞X

が誘導される．またJ∞Y上の f に関するヤコビ位数関数

jf : J∞Y → Z≥0 ∪ {∞},
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そしてJ∞Y , J∞X のそれぞれの上にシフト関数

sY : J∞Y → Q,
sX : J∞X → Q

が定義される．シフト関数は上述の関数 vに相当するものを非線形作用にまで一般
化したものである．適当な条件の下で，J∞X 上の可測関数 hに対し，以下の等式が
成り立つというのが変数変換公式（change of variables formula）である．

定義 13 ([10]). ∫
J∞X

Lh+sX dµX =

∫
J∞Y

Lh◦f∞−jf+sY dµY

捻弧空間J∞X の構成，シフト関数 sX の定義，変数変換公式の証明の全ては解捻
スタック（untwisting stack）を用いてなされる．捻形式円盤 Eに関するX の解捻ス
タックは E からX への表現可能射をパラメタ付けるHomスタック

UtgE(X ) := Homrep
O (E ,X )

として定義される．X が線型作用に付随する商スタック [V/G]のとき，解捻スタッ
クは前述の解捻空間 V |L|に相当する．捻形式円盤 Eを固定すると，次の１対１対応
を得る．

{捻弧 E → X} ←→ {弧 Spec k[[t]]→ UtgE(X )}

この対応を通し，捻弧の研究を通常の弧のそれに帰着する．実際には捻形式円盤は
モジュライを持つので，捻形式円盤の普遍族に対して解捻スタックを構成する必要
がある．また，そのために形式スキーム Spf k[[t]]上の形式スタックを考える必要が
でてくる．非捻弧を考える限り，弧のターゲットをスタックにしても，従来のスキー
ムに対するモチーフ積分の理論は基本的にそのまま一般化できる．シフト関数 sX は
捻弧と対応する解捻スタックの非捻弧を考えたときにでてくるヤコビ位数関数の差
として定義できる．従って，解捻スタックの非捻弧に対する変数変換公式を元のス
タックの捻弧に対する公式に書き換えるときに，補正項であるシフト関数が現れる．

8 今後の研究課題
最後に，今後考えるべき問題・研究課題をいくつか挙げる．

問題 14. McKay対応の等式の両辺のうち，どちらか片方でも計算できる例をもっ
と見つける．特に，非線形作用で何が起こっているか計算で解明できると面白い．

等式の片側が計算できれば，もう一方について非自明な結果を得る．例えば，右
辺を計算することで左辺の特異多様体の不変量が分かり特異点の情報を得ることが
出来る．逆に，例えば特異点解消を計算することで左辺を計算できれば，右辺の量
（局所体の拡大の重み付き数え上げ，もしくは，そのモチーフ版）の公式を得る．
本稿では線形作用を中心に説明したが，非線形作用の場合でもMcKay対応は定

式化される．しかし，より複雑になり計算できている例はほとんどない．
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問題 15. 混標数における野性スタック上のモチーフ積分理論の構築とモチーフ的野
性McKay対応の証明．

やはり，数論研究者が一番興味があるのは Zpなど，混標数の環上の理論だろう．
この場合，∆Gなどのモジュライ空間の構成がまだ出来ていない．それ以外は，概
ね等標数の場合と同じ議論が成立すると思われる．

問題 16. 数体，大域体上のMcKay対応の研究．

導入で述べたように，数体上のMcKay対応を考えることでManin予想とMalle
予想の関係が見えてくるが，まだヒューリスティックな議論のレベルに留まってい
る．これを，厳密な数学にしていくのは今後の課題だ．

問題 17. 他の野性分岐（wild ramification，暴分岐とも）との関連を調べる．

野性McKay対応では高次元の分岐を扱っているが，数論幾何では至る所で野性分
岐が問題となる．野性分岐に関して，様々な研究がなされ理論も作られている．野
性McKay対応や野性スタック上のモチーフ積分と他の野性分岐の理論を関連付け
られたら面白い．
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ఈجମͷࣹྨମͷ૬ର͖࣍ೋڏ

ོؔଠ

౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ
തظޙ࢜՝ఔҰ

2019  9 ݄ 6 
αϚʔεΫʔϧ ঔͷؒ࣌

ོؔଠ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ തظޙ࢜՝ఔҰ)ڏೋ࣍ମͷࣹྨମͷ૬ର͖جఈ 2019  9 ݄ 6  αϚʔεΫʔϧ ঔͷؒ࣌ 1 / 14

ಋೖ

ମ K ʹରͯ͠, ͦͷΛ OK Ͱද͢.

ఆٛ (͖جఈ)

֦େ L/K,α ∈ L ʹର͠, OL = OK [α] ͱͳΔͱ͖, α  L/K ͷ
͖جఈΛੜ͢ΔͱΑͿ.

ྫ. 1 ͷ࢝ݪ m ࠜ ζm = e
2πi
m ԁମ Q(ζm)/Q ͷ͖جఈΛੜ

͢Δ. ͢ͳΘͪ,
OQ(ζm) = Z[ζm].


༩͑ΒΕ֦ͨେ L/K ͷجఈ, ͱ͘ʹ͖جఈ͕ଘ͢ࡏΔ͔.

ྫ͑, ԁମͷΞφϩδʔͰ͋Δڏೋ࣍ମͷࣹྨମ, ଟ͘ͷ߹ʹ
͖جఈΛͭ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ͕, .શʹղܾ͍ͯ͠ͳ͍
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ఈجମͷࣹྨମͷ૬ର͖࣍ೋڏ

Q(
√
−1),Q(

√
−3) Λআ͘ڏೋ࣍ମΛ K, K ͷώϧϕϧτྨମΛ H, K

ͷૉΠσΞϧΛ p, K ͷΠσΞϧ f Λ๏ͱ͢ΔࣹྨମΛ Kf Ͱද͢.

ఆཧ (Schertz, 2010)

[Kf : H] ≥ 3 ͱ͢Δ. ମ࣍ೋڏ K ͱͦͷΠσΞϧ f ͕ҎԼͷͲͷ߹
Ͱͳ͍ͳΒ, Kf/H ͖جఈΛͭ.

1 K ্ 2, 3 ͕ଦੑ͠, f = pr ! 2.
2 K ্ 2 ͕ଦੑ͠, 3 ͕͢ذΔ, ͔ͭ f = pr, p | 3.
3 K ্ 3 ͕ଦੑ͠, 2 ͕͢ذΔ, ͔ͭ f = pr, p | 2.

͜ͷதͷ͏ͪ (1), (2) ͷ߹͍͔ͭ͘ղܾ͍ͯ͠Δͷ͋Δ. ͔͠͠
(3) ͷ߹ʹ͓͚Δ݁ՌΒΕ͍ͯͳ͔ͬͨ.

ོؔଠ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ തظޙ࢜՝ఔҰ)ڏೋ࣍ମͷࣹྨମͷ૬ର͖جఈ 2019  9 ݄ 6  αϚʔεΫʔϧ ঔͷؒ࣌ 3 / 14

ղܾ͍ͯ͠Δྫ֎ܕ

ૉ p ͷ্ʹ͋Δ K ͷૉΠσΞϧΛ pp Ͱද͢.

߹ f K ͷผࣜ [Kf : H] Kf/H ͷ͖جఈ
(1) p7 −19 3 ଘ͠ࡏͳ͍

p3 = (3) −19 4 ଘ͠ࡏͳ͍
−43 4 ଘ͠ࡏͳ͍
−67 4 ଘ͠ࡏͳ͍
−163 4 ଘ͠ࡏͳ͍

p11 −19 5 ଘ͢ࡏΔ
−43 5 ଘ͢ࡏΔ

p22 = (4) −67 6 ଘ͠ࡏͳ͍
−163 6 ଘ͠ࡏͳ͍

(2) p23 = (3) −51 3 ଘ͢ࡏΔ
−123 3 ଘ͢ࡏΔ
−267 3 ଘ͠ࡏͳ͍

(3) p42 −40 4 ʁ
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ओ݁Ռ

,ద༻Ͱ͖Δʹܕ֎ྫ .ͨ͑ߟํ๏ΛߏఈͷجΑΔ͖ʹػࢉܭ

ओ݁Ռ 1

K = Q(
√
−10), f = p42 ͱ͢Δ. ͜Ε (3) ͷ߹Ͱ͋Δ. Kf/H ͷ͖

جఈଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕Θ͔ͬͨ. ͞Βʹ, ੜݩͷ࠷খଟ߲ࣜ

x16 + 4x15 + 12x14 + 8x13 − 24x12 − 76x11 − 52x10 + 116x9 + 283x8

+ 172x7 − 244x6 − 516x5 − 256x4 + 264x3 + 504x2 + 324x+ 81

Ͱ͋Δ.

ओ݁Ռ 2

K = Q(
√
−19), f = p7 ͱ͢Δ. ͜Ε (1) ͷ߹Ͱ͋Δ. Kf/H ͷ͖

جఈଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ (Cougnard-Fleckinger, 1989).ɹ
ओ݁Ռ 1 ͱಉ͡ํ͑ߟͰผূΛ༩͑ͨ.

ོؔଠ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ തظޙ࢜՝ఔҰ)ڏೋ࣍ମͷࣹྨମͷ૬ର͖جఈ 2019  9 ݄ 6  αϚʔεΫʔϧ ঔͷؒ࣌ 5 / 14

͖جఈͷଘࡏ, ඇଘࡏͷূ໌ʹ͍ͭͯ

ূ໌ʹผࣜΛ༻͍Δ.

ఆٛ (ͷผࣜݩ)

֦େ L/K, γ ∈ L ʹରͯ͠

dL/K(γ) = NL/K

(∏
σ

(γ − γσ)

)
.

͜͜Ͱ σ  L ͔Βͦͷดแͷඇࣗ໌ͳ K ্ͷຒΊࠐΈΛ͠Δ.

໋
֦େ L/K ʹର͠, γ ∈ OL ͕͖جఈΛͳ͢ඞཁे݅,(

dL/K(γ)
)
= dL/K .

Schertz  Cougnard, Fleckinger , ͜ͷํఔࣜͷղʹண͢Δ͜ͱͰ
͖جఈͷଘࡏΛূ໌͍ͯ͠Δ. ͜ͷ໋࣍ͷΑ͏ʹ͍͑ݴΒΕΔ.
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ओ݁Ռ 1 ͷূ໌ͷ֓ཁ

K = Q(
√
−10), f = p42 ͱ͢Δ. p2 ͷ্ͷ Kf ͷͨͩ 1 ͭͷૉΠσΞϧΛ

P, ΨϩΞ܈ G(Kf/H) ͷੜݩΛ σ Ͱද͢.

ܥ
γ ∈ OKf

͕ Kf/H ͷ͖جఈΛͳ͢ඞཁे݅{
(γ − γσ) = P2,

(γ − γσ2
) = P6.

.ͷิΛ༻͍Δ͜ͱͰಋ͚Δ࣍ܥͷه্

ิ
֦େ L/M , M/K ʹؔͯ͠

dL/K = d
[L:M ]
M/K ·NM/K

(
dL/M

)
.

ོؔଠ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ തظޙ࢜՝ఔҰ)ڏೋ࣍ମͷࣹྨମͷ૬ର͖جఈ 2019  9 ݄ 6  αϚʔεΫʔϧ ঔͷؒ࣌ 7 / 14

ओ݁Ռ 1 ͷূ໌ͷ֓ཁ

ఆཧ (Ճ๏తώϧϕϧτͷఆཧ 90)

८ճ֦େ L/K ʹؔͯ͠, ⟨σ⟩ = G(L/K) ͱ͓͘. α ∈ L ͕͋Δ γ ∈ L Λ
༻͍ͯ

α = γ − γσ

ͱදͤΔඞཁे݅

TrL/K(α) = 0.

(⇐). n = [L : K], θ ∈ L \Ker(TrL/K) ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, γ Λ

1

TrL/K(θ)

(
αθ + (α+ ασ)θσ + · · ·+ (α+ · · ·+ ασ

n−3
)θσ

n−3 − ασn−1
θσ

n−2
)

Ͱఆٛ͢Δͱ, α = γ − γσ ΛΈͨ͢.
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ओ݁Ռ 1 ͷূ໌ͷ֓ཁ

ํ๏ߏ
1 ΠσΞϧ P ͷ୯߲ΠσΞϧͱͯ͠ͷੜݩ Π ∈ Kf Λ͢ࢉܭΔ.

2 ΛΈͨ͢୯࣍ ϵ ∈ O×Kf
Λ͢ࢉܭΔ.{

TrKf/H(Π2ϵ) = 0,

(Π2ϵ+ (Π2ϵ)σ) = P6.

3 త γ ∈ OKf
Ͱ

γ − γσ = Π2ϵ

ΛΈͨ͢ͷΛ, Ճ๏తώϧϕϧτͷఆཧΛߏʹߟࢀ͢Δ.

. ҎԼͷࣜΑΓ, γ ∈ OKf
͕ Kf/H ͷ͖جఈΛͳ͢͜ͱ͕Θ͔Δ.

(γ − γσ2
) = (γ − γσ − (γ − γσ)σ) = (Π2ϵ+ (Π2ϵ)σ) = P6.

ོؔଠ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ തظޙ࢜՝ఔҰ)ڏೋ࣍ମͷࣹྨମͷ૬ର͖جఈ 2019  9 ݄ 6  αϚʔεΫʔϧ ঔͷؒ࣌ 9 / 14

ߟ

݁Ռ,

x16 + 4x15 + 12x14 + 8x13 − 24x12 − 76x11 − 52x10 + 116x9 + 283x8

+ 172x7 − 244x6 − 516x5 − 256x4 + 264x3 + 504x2 + 324x+ 81

ͷ͕ࠜ Kf/H ͷ͖جఈͷੜݩͷ 1 ͭͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨ.

ߟ
1 ,Ռ͔Β݁ݧ࣮ ҎԼ͕ਪଌͰ͖Δ.

͖جఈͷଘࡏͷఆʹߏํ๏ (3) ඞཁͳ͍ͷͰͳ͍͔.
Ұൠʹ, ํ๏ߏ (2) ͷํఔࣜ{

TrKf/H(Π2ϵ) = 0,
(Π2ϵ+ (Π2ϵ)σ) = P6.

͕ղΛ͔͔ͭΒͳ͍͕, ղΛͭ߹جຊ୯ͷࢦ͕े
খ͍͞ൣғʹղΛͭͷͰͳ͍͔.

2 ,ద༻Ͱ͖ΔͨΊʹܕ֎ྫ σʔλΛूΊΔ͜ͱ͕Մ.
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Ռ݁ࢉܭ

߹ f dK/Q [Kf : H] Kf/H ͷ͖جఈ
(1) p7 −91 3 ଘ͢ࡏΔ

−115 3 ଘ͠ࡏͳ͍ʁ
−187 3 ଘ͠ࡏͳ͍ʁ
−427 3 ଘ͢ࡏΔʁ
−139 3 ଘ͢ࡏΔʁ
−283 3 ଘ͠ࡏͳ͍ʁ
−307 3 ଘ͠ࡏͳ͍ʁ
−643 3 ʁ

p11 −187 5 ଘ͢ࡏΔ (ʁ)
−403 5 ʁ

(3) p42 −10 4 ଘ͢ࡏΔ
−52 4 ʁ
−88 4 ଘ͠ࡏͳ͍ʁ
−148 4 ʁ
−232 4 ଘ͠ࡏͳ͍ʁ
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ओ݁Ռ 2 ͷূ໌ͷ֓ཁ

K = Q(
√
−19), f = p7 ͱ͢Δ. K ͷྨ 1 ΑΓ H = K. Kf/K  3

.८ճ֦େͰ͋Δ࣍ p7 ͷ্ͷ Kf ͷͨͩ 1 ͭͷૉΠσΞϧΛ P, ͦͷੜ
ݩΛ Π ͱ͓͘.

ܥ
γ ∈ OKf

͕ Kf/K ͷ͖جఈΛͳ͢ඞཁे݅

(γ − γσ) = P.

ಉ༷ʹ͖جఈͷߏΛࢼΈΔ͕, ํ๏ߏ (2) ʹ͋ͨΔํఔࣜΛΈͨ
͢୯͕ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕ূ໌Ͱ͖Δ.

ఆཧ (S.)

୯ ϵ ∈ OKf
Ͱ

TrKf/K(Πϵ) = 0

ΛΈͨ͢ͷଘ͠ࡏͳ͍.

ོؔଠ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ തظޙ࢜՝ఔҰ)ڏೋ࣍ମͷࣹྨମͷ૬ର͖جఈ 2019  9 ݄ 6  αϚʔεΫʔϧ ঔͷؒ࣌ 12 / 14
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ओ݁Ռ 2 ͷূ໌ͷ֓ཁ

୯ ϵ0 ∈ OKf
Ͱ

TrKf/K(Πϵ0) = 0

ΛΈͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔͱԾఆ͢Δ. Kf ͷجຊ୯Λ u1, u2 ͱ͓͘. ܭ
,͍ͯ༺Λػࢉ Kf ͷΠσΞϧ p11OKf

, p61OKf
Λ๏ͱͯ͠

u601 ≡ u602 ≡ 1

͕Θ͔Δ. ͞Βʹ, ϵ = ±un1
1 un2

2 Λ n1, n2 ΛͦΕͧΕ 0 Ҏ্ 59 ҎԼͷ
Λ͠ΒͤΔ͜ͱʹΑΓ

TrKf/K(Πϵ) ≡ 0 (mod p11p61OKf
)

ղ ϵ ∈ O×Kf
Λͨͳ͍͜ͱ͕Θ͔Δ. ͔͠͠, ͜ΕԾఆͱໃ६͢Δ.

Αͬͯ Kf/K ͷ͖جఈଘ͠ࡏͳ͍.

ོؔଠ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ തظޙ࢜՝ఔҰ)ڏೋ࣍ମͷࣹྨମͷ૬ର͖جఈ 2019  9 ݄ 6  αϚʔεΫʔϧ ঔͷؒ࣌ 13 / 14

ݙจߟࢀͷ՝ͱޙࠓ

,ରͯ͠ద༻Ͱ͖Δʹܕ֎ճྫࠓ ͖جఈͷߏํ๏Λͨ͑ߟ. ͜
ͷख๏Λਫ਼ີԽ͠, ଞͷྫ֎Λௐ, શͳͯؔ͠ʹମͷࣹྨମ࣍ೋڏ
ྨΛ͢ࢦ.

[1] J. Cougnard, V. Fleckinger, Sur la monogénéité de l’anneau des
entiers de certains corps de rayon, Manuscripta math. 63 (1989), no.
3, 365-376.

[2] I. Gaál, Diophantine equations and power integral bases, Birkhäuser,
Boston (2002).

[3] R. Schertz, Complex multiplication, Cambridge University Press,
Cambridge (2010).

[4] R. Sekigawa, Relative power integral bases in ray class fields of an
imaginary quadratic number field (preprint).
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໌ࣔతMinkowski୯ͱ
Weberͷྨʹ͍ͭͯ

٢࡚ ඩխ

౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ

2019 9݄ 6

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  1 / 16

Notation

·ͣɼࠓճओʹ༻͢Δ֓೦ͱه๏ʹ͍ͭͯɽ
ζn = exp( 2π

2n+2

√
−1)ͱ͢Δɽ

n ≥ 1ʹରͯ͠ɼXn = ζn + ζ−1
n ͱ͢Δɽ

X1 =
√
2, Xn =

√
2 +Xn−1 (n ≥ 2)ཱ͕ɽ

Bn = Q(Xn)ͱ͢ΔͱɼQ ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ · · ·Bn ⊂ · · · ཱ͕͠ɼͦΕͧΕ Q্
ͷΨϩΞ֦େͰ͋Δɽ
֤ΨϩΞ܈Λ Gn = Gal(Bn/Q)ͱ͢ΔͱɼGn

∼= Z/2nZཱ͕͢Δɽσn Λ Gn

ͷੜݩͱ͢Δɽ
B∞ = ∪n≥1Bnͱ͢ΔͱɼB∞ Q্ͷແ࣍ݶΨϩΞ֦େͱͳΓɼͦͷΨϩΞ܈
Ճ๏܈ Z2 ʹಉܕͰ͋Δɽ͜ΕΛ Q্ͷԁ Z2 ֦େͱ͍͍ɼ֤தؒମ Bn Λ
nth-layerͱݺͿɽ
 Z[Xn]ͱͳΓɼ୯܈Λ En = Z[Xn]

∗ ͱ͢Δɽ
Bn ͷྨΛ hn Ͱ͋ΒΘ͢͜ͱʹ͢Δɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  2 / 16
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Weberͷྨ

 (Weberͷྨ)

n ≥ 1ʹରͯ͠ɼhn = 1Ͱ͋Ζ͏ɽ

༧ n = 1, · · · , 6·Ͱ͔֬ΊΒΕ͓ͯΓɼG.R.H.(ҰൠԽϦʔϚϯ༧)ΛԾఆ
͢Δͱ n = 7ͷͱཱ͖͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  3 / 16

୯܈ͱͷؔ

ఆٛ (ԁ୯܈)

Cn = ⟨ζ
1−a
2

n
1−ζan
1−ζn | 1 < a < 2n+1, (2, a) = 1⟩Z Λԁ୯܈ͱ͍͏ɽ

୯܈ͱԁ୯܈ͷൺʹ͍ͭͯɼҎԼཱ͕ɽ

࣮ࣄ
શͯͷ n ≥ 1ʹରͯ͠ɼ(En : Cn) = hnɽ

Αͬͯྨɼ୯܈ͷߏΛௐΔ͜ͱʹؼண͞ΕΔɽ
ମͷ୯܈Ұൠʹ ZՃ܈ͱͯ͠ͷߏΛ͕ͭ࣋ɼಛʹΨϩΞ֦େͷ߹ɼ
ΨϩΞ܈୯܈ʹ࡞༻͢Δҝɼ୯܈ΨϩΞՃ܈ͱͳΔɽ
ͨͱ͑ En ʹ͓͍ͯɼ
2n−1∑
i=0

aiσ
i
n ∈ Z[Gn]ɼϵ ∈ En ʹରͯ͠ɼ

(
2n−1∑
i=0

aiσ
i
n)ϵ = ϵa0σn(ϵ)

a1 · · ·σ2n−1
n (ϵ)a2n−1 ∈ En ͱ࡞༻͢Δɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  4 / 16
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Minkowski୯

ఆٛ (Minkowski୯)

K/Q :ΨϩΞ֦େɼE ΛK ͷ୯܈ɼµk ΛͦͷᎇΕ෦ɼG = Gal(K/Q)Λ
ΨϩΞ܈ͱ͢Δɽ
(E : ⟨β⟩Z[G]) <∞Λຬͨ͢ β ∈ E ΛɼK ͷMinkowski୯ͱΑͿɽಛʹɼ
(E : ⟨µK ,β⟩Z[G]) = 1Λຬͨ͢ͱ͖ɼβΛٛڱMinkowski୯ͱΑͿ͜ͱʹ͢Δɽ

Minkowski୯ͦ͏ಛผͳ֓೦Ͱͳ͍ɽͱ͍͏ͷɼཱ͕࣍ɽ

࣮ࣄ
ҙͷ༗࣍ݶΨϩΞ֦େʹରͯ͠ɼMinkowski୯ଘ͢ࡏΔɽ

͔͠͠ɼٛڱMinkowski୯Ұൠʹଘ͢ࡏΔ͔͔Βͳ͍ɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  5 / 16

໌ࣔతMinkowski୯

Δ͔͔Βͳ͍͕ɼBn͢ࡏMinkowski୯Ұൠʹଘٛڱ ʹ͍ͭͯɼͦΕ
Β͍͠໌ࣔతͳ୯͕͋Δɽ

໋
Vn = ⟨1 +Xn⟩Z[Gn] ͱ͢ΔͱɼVn = Cn

͜ΕΑΓɼhn = 1⇔ En = Cn = Vn ⇔ 1 +Xn Minkowski୯ͱͳΔɽٛڱ:
Αͬͯࡏݱ n = 1, · · · , 6ʹରͯ͠ɼ1 +Xn ٛڱMinkowski୯Ͱ͋Δɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  6 / 16
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૬ରతख๏

Nn+1/n : En+1 −→ En; ϵ -→ ϵσ2n

n+1(ϵ)Λ૬ରϊϧϜͱ͢Δɽ
n = 7ͷͱ͖Λ͑ߟΔͱɼ(h6 = 1ΑΓ)ҎԼͷશ͕͋ྻܥΔɽ

0 −→ kerN7/6 −→ E7 −→ E6 −→ 0

͜ΕΑΓ

0 −→ kerN7/6/(V7 ∩ kerN7/6) −→ E7/V7 −→ E6/V6 = 0

ͱͳΓɼkerN7/6 ⊂ V7Λূ໌Ͱ͖ΕɼE7 = V7ɼ͢ͳΘͪ h7 = 1͕ಘΒΕΔɽ
Αͬͯ૬ରϊϧϜͷ֩ͷؼʹߟண͞Εͨɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  7 / 16

ϵ ∈ En+1 ʹରͯ͠ɼϵ = a+ bXn+1(a, b ∈ Z[Xn])ͱҰҙʹ͋ΒΘͤΔɽ
Αͬͯ Nn+1/n(ϵ) = Nn+1/n(a+ bXn+1) = a2 − b2X2

n+1 ͱͳΓɼಛʹ
ϵ ∈ ker(Nn+1/n)ͷͱ͖ɼa2 − b2X2

n+1 = 1Ͱ͋Δ͔ΒɼҎԼͷΛ͑ߟΔ͜
ͱ͕ॏཁͰ͋Δɽ


x2 −X2

n+1y
2 = 1ͷɼZ[Xn]্ͷղͲͷΑ͏ͳͷ͔ʁ

͜Εϖϧํఔࣜͷ֦ுͰ͋Δ͔Βɼ࣍ʹϖϧํఔࣜͷղ๏Λ֬ೝ͢Δɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  8 / 16
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ϖϧํఔࣜͷղ๏

(m > 0ʹରͯ͠ɼx2 −my2 = 1ͷ Z্ͷղΛٻΊΔ)
√
mͷ࿈ల։Λ

√
m = [a0, a1, · · · , al]ͱ͢Δɽपظ lͰ͋Δ͔Βɼ

[a0, · · · , al−1] =
pl−1

ql−1
(l (ۮ:

[a0, · · · , a2l−1] =
p2l−1

q2l−1
(l (ح:

ͱ͢Δͱɼl͕حۮͷͦ࣌ΕͧΕͰɼ(pl−1, ql−1), (p2l−1, q2l−1)͕ x2 −my2 = 1
ͷղΛੜ͢Δɽ

͜Εͷ Z[Xn]ʹ͓͚ΔྨࣅΛ͑ߟΔɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  9 / 16

৽͍͠࿈ల։

·ͣɼx2 −X2
n+1y

2 = 1ͷ Z[Xn]্ͷղΛٻΊ͍ͨͷͰɼXn+1ͷ Z[Xn]্ͷ࿈
ల։͕ඞཁʹͳΔͱ͑ߟɼ࣍ͷల։Λಘͨɽ

ఆཧ

Xn+1 = 1 +
1

2(1 +Xn)−1 +
1

2 + · · ·

= [1, 2(1 +Xn)−1, 2]

͜ͷ࿈ల։ͷपظ 2ͳͷͰɼ2− 1 = 1Ͱͷ convergent(a0 +
1
a1
)ΛΈΔ

ͱɼ1 + 1
2(1+Xn)−1 = 1+2(1+Xn)

−1

2(1+Xn)−1 ΑΓ p1 = 1+ 2(1 +Xn)
−1, q1 = 2(1 +Xn)

−1

ͱͳΓɼNn+1/n(p1 +Xn+1q1) = 1Λຬͨ͢ɽɹ
͞Βʹɼp1 +Xn+1q1 = − 1+Xn+1

1−Xn+1
∈ Vn+1 Ͱ͋Δɽ

ఆཧ

Weber͕ਖ਼͍͠⇔ kerNn+1/n = ⟨−1, Xn+1+1
Xn+1−1 ⟩Z[Gn+1]

ཱ͕ɽ
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Αͬͯɼx2 −X2
n+1y

2 = 1ͷղ͕ɼp1 +Xn+1q1(✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿
ͱͦͷڞ)ʹΑͬͯੜ͞Ε

Δ͜ͱ͕͑ݴΕɼWeberͷྨղܾ͢Δɽ
ɼp1ʹޙ࠷ +Xn+1q1͕ʮ͋ΔҙຯͰʯx2 −X2

n+1y
2 = 1ͷ࠷খղͰ͋Δͱ͍͏

Λհ͢Δɽ࣮ࣄ

ఆཧ
શͯͷ n ≥ 1ͱ q ∈ Q, 0 < |q| < 1ʹରͯ͠ɼ

(p1 +Xn+1q1)
q ̸∈ ker(Nn+1/n)ɽ

ূ໌ͷํ.

q = 1
m ,m :ૉͷͱ͖ΛࣔͤΑ͍ɽ

m = 2ͷͱ͖ɼ(p1 +Xn+1q1)
1
2 ͷڞͰ࣮ʹຒΊࠐ·Εͳ͍ͷ͕͋Γɼ

Bn ͕૯࣮Ͱ͋Δ͜ͱʹ͢ɽ
m ≥ 3ͷͱ͖ɼTr((p1 +Xn+1q1)

2
m ) < 2n+117͕ূ໌Ͱ͖ɼ

ϵ( ̸= ±1) ∈ ker(Nn+1/n)⇒ Tr(ϵ2) ≥ 2n+117ͱ͍͏͔࣮ࣄΒɼఆཧै͏ɽ

͜ͷ͔࣮ࣄΒɼp1 +Xn+1q1͕ɼผͷݩͷ͖ʹΑͬͯಘΒΕΔͱ͍͏͜ͱͳ
͘ͳΓɼϖϧํఔࣜͷղ๏͔Βͯ͑ߟɼʮ͋ΔҙຯͰʯ࠷খͰ͋Δ͜ͱ͕͔Δɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  11 / 16

࿈ల։ΞϧΰϦζϜ

࿈ల։ී௨ɼΨεه߸ΛͨͬΞϧΰϦζϜʹΑͬͯಘΒΕΔɽ

(࿈ల։ΞϧΰϦζϜ)

α ∈ R, ⌊α⌋Λ αΛ͑ͳ͍࠷େͷͱ͢Δɽ

α0 := α, a0 := ⌊α0⌋
αm := (αm−1 − am−1)

−1, am := ⌊αm⌋ (m ≥ 1)

ͱ͢Δͱɼα = [a0, a1, · · · ] = a0 +
1

a1 + · · ·
ͱͳΔɽ

͜ΕͷྨࣅΛ Z[Xn]্ͷ࿈ల։ʹ༩͑Δɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  12 / 16
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࣮ࣄ
{1, 2 cos( 2πi

2n+2 )|i = 1, 2, · · · 2n − 1} Z[Xn]ͷجఈͱͳΔɽ
φ : Z[Xn] −→ R2n ; a -→ (σ(a))σ∈Gn ͱຒΊࠐΊɼͦͷ૾ R2n ͷશ֨ࢠͱ
ͳΓɼجఈ φ({1, 2 cos( 2πi

2n+2 )|i = 1, 2, · · · 2n − 1})ɼ͍ޓʹަ͢Δɽ

͜ͷ࣮ࣄΛͱʹɼΞϧΰϦζϜΛ͑ߟΔɽ
φ(Xn+1) := (

√
2 + σ(Xn))σ∈Gn ∈ R2n ͱຒΊࠐΉɽXn+1  Z[Xn+1]ͷ͖

ΈࠐఈΛͳ͢ͷͰɼ͜ͷຒΊج Bn+1 શମʹ֦ுͰ͖Δɽ

ఆཧ (࿈ల։ΞϧΰϦζϜ)

α0 := α,φ(a0) : φ(α0)ʹ࠷͍ۙ φ(Z[Xn])ͷ

αm := (αm−1 − am−1)
−1,φ(am) : φ(αm)ʹ࠷͍ۙ φ(Z[Xn])ͷ

 (m ≥ 1)

ͱ͢Δͱɼα = Xn+1 ͱͨ͠ͱ͖ɼXn+1 = [1, 2(1 +Xn)−1, 2]ͱͳΔ.

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  13 / 16

ͦͷଞͷ࣮ࣄͱΞΠσΟΞ

ҰൠʹҬͰɼϢʔΫϦουҬ⇒ PIDͰ͋Δ͕ɼٯΓཱͨͳ͍ɽ͔͠
͠ɼΨϩΞ֦େͷʹ͓͍ͯɼ͜ͷೋͭͷ֓೦͍݁ۙߏɽ

࣮ࣄ
K/Q :ΨϩΞ֦େɼOK :ɼE :୯܈ɼrkZ(E) ≥ 4ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

OK : PID⇔OK :ϢʔΫϦουҬɽ

ΑͬͯɼZ[Xn](n ≥ 3)ʹରͯ͠ɼPID⇔ϢʔΫϦουҬͰ͋Δɽ
Ώ͑ʹɼWeberΛ৴͡Ε n ≥ 3ʹରͯͯ͢͠ϢʔΫϦουҬͰ͋Δ
͔ΒɼϢʔΫϦουΞϧΰϦζϜ͕ߏͰ͖ΔͣͰ͋Δɽ
ϢʔΫϦουΞϧΰϦζϜ Nͷࣸ૾Ͱͳͯ͘ɼྻू߹Ͱ͋Εྑ͍ͷ
Ͱɼͨͱ͑૬ରϊϧϜN7/6 : Z[X7] −→ Z[X6]ʹରͯ͠ɼZ[X6]ʹదͳྻ
ॱংΛఆΊɼϢʔΫϦουΞϧΰϦζϜΛຬͨ͢Α͏ʹग़དྷͳ͍ͩΖ͏͔ɽ

٢࡚ ඩխ (౦ژཧՊେֶ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈ ՃԘࣨڀݚ)໌ࣔత Minkowski ୯ͱ Weber ͷྨʹ͍ͭͯ 2019  9 ݄ 6  14 / 16
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ͷ՝ޙࠓ

ͨ͠ʹ͗ͣ͢ɼx2ߏ࿈ల։͔ΒղΛࠓ −X2
n+1y

2 = 1ͷશͯͷղ͕
͜ͷ࿈ల։͔ΒಘΒΕΔ͔͍͠Ͱ͋Δɽ

Weber Q্ԁ Zp(p ̸= 2)֦େʹରͯ͠༧͞Ε͍ͯΔ͕ɼ૬ର
ϊϧϜ͕ϖϧํఔࣜʹܗͨࣅʹͳΒͳ͍ҝɼϖϧํఔࣜͷղ๏ͷԠ༻ࠐݟ
Ίͦ͏ʹͳ͍ɽ
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Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

Brocard-Ramanujan問題について

武田　渉 1

名古屋大学

整数論サマースクール宵の時間

1本研究の一部は JSPS科研費 19J10705の助成を受けたものです.
武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 1 / 12

Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

Brocard-Ramanujan問題

方程式
x2 − 1 = l! (1)

の整数解を考える.

Problem 1.1 (Brocard-Ramanujan問題 1885)

方程式の整数解は (x.l) = (5, 4), (11, 5), (71, 7)のみであるか?

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 2 / 12
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Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

Theorem 1.2 (Overholt 1993)

弱い Szpiro conjectureが真であるならば, x2 − 1 = l!の整数解 (x.l)は有
限個.

弱い Szpiro conjecture

ある正の定数 εが存在して, 任意の互いに素な非零整数の三つ組 (a, b, c)
で a+ b = cとなるものに対して,

|abc| <
∏
p|abc
p:prime

pε

が成立.

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 3 / 12

Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

一変数多項式への一般化

Problem 1.3 (Brocard-Ramanujan問題 (一般の多項式))

P (x)を整数係数な二次以上の多項式とする. このとき,

P (x) = l!, (2)

の整数解 (x, l)の数は有限個であるか?

Theorem 1.4 (Berend-Harmse 2006)

任意の二次以上Q上既約な多項式 P (x)に対して, 方程式 (2)の解は有
限個.

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 4 / 12
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Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

二変数斉次多項式への一般化

Theorem 1.5

nを平方数でない正の整数とする. このとき, x2 − ny2 = 1は整数解を無
限個持つ.

Theorem 1.6 (Erdős and Obláth 1937, Pollack and Shapiro 1973)

n ≥ 2とする. このとき, xn + yn = l!の整数解で gcd(x, y) = 1となるも
のは (x, y, l) = (1, 1, 2)のみである. また, n ≥ 3に対して xn − yn = l!は
gcd(x, y) = 1となる整数解を持たない.

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 5 / 12

Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

Brocard-Ramanujan問題の一般化

Problem 1.7 (Brocard-Ramanujan問題 (一般の二変数斉次多項式))

F (x, y)を整数係数な二次以上の二変数斉次多項式とする. このとき,

F (x, y) = l!, (3)

の整数解 (x, y, l)として現れる lの数は有限個であるか?

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 6 / 12
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Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

Brocard-Ramanujan問題の一般化

Corollary 1.8 (Theorem 1.5の系)

nを平方数でない正の整数とする. このとき, x2 − ny2 = l!は整数解
(x, y, l)を無限個持つ.

Theorem 1.9 (後に紹介する結果の系)

nを平方数でない正の整数とする. このとき, x2 − ny2 = l!は整数解
(x, y, l)として現れる lは有限個.

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 7 / 12

Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

Main Theorem(既約な場合)

Main Theorem 1 (T. 2019+)

F (x, y)を degF ≥ 2なる斉次多項式, n ≥ 1とする. このとき,
F (x, y)n = l! の整数解 (x, y, l)として現れる lの数は有限個.

Corollary 1.10 (Berend-Harmse 2006)

任意の二次以上Q上既約な多項式 P (x)に対して, 方程式 P (x) = l!の解
は有限個.

Remark 1.11

l!を以下の関数に変えても有限性が示せる.

[1, . . . , l] : 1から lの最大公約数,

p1 · · · pl :相異なる l個の素数の積 (pi < pi+1).

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 8 / 12

336



Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

Main Theorem(可約な場合)

Main Theorem 2 (T. 2019+)

2次以上の整数係数斉次多項式 F (x, y)で以下のような既約分解を持つも
のを考える:

F (x, y) =

u∏
i=1

fi(x, y)
mi .

正の整数 a ≥ 1, b > 1で
⋂

iP(Cfi) ⊃ {p : prime | p ≡ a mod b}となる
ものが存在するとき, F (x, y) = l! の整数解 (x, y, l)として現れる lの数は
有限個.

ただし, P(Cfi)は fi(x, 1) ≡ 0 mod pが解を持たない様な素数 pの集合.

Remark 1.12

代数体に一般化した階乗関数ΠK や Remark 1.11の関数に対しても類似
の結果を得ている.

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 9 / 12

Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

F (x, y)で表示される整数

Lemma 2.1

F (x, y) = anx
n + an−1x

n−1y + · · ·+ a0y
nを既約多項式とし,

g = gcd(an, . . . , a0), ∆F を多項式の判別式とする. 整数N の素因数分
解を

N = gp1 · · · psql11 · · · qltt
とする. ここで, qi ∈ P(CF )は gcd(qi, ana0∆F ) = 1となる素数で piはそ
の他の素数である.
このとき, ある (x, y)でN = F (x, y)となるならば, 任意の iで n|li.

Remark 2.2

説明の都合上 qiの条件が実際よりも強くなっている.

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 10 / 12
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Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

Cに関するBertrand型の評価

Lemma 2.3

LをK/Qの Galois閉包として n = [L : Q], ∆を Lの判別式の絶対値と
する. また, C をGal(L/Q)の共役類とする.
このとき, ある c > 0が存在して以下を満たす.
任意の x > exp(cn(log∆)2)に対して, Cに対応するKの素イデアル pで
そのイデアルノルムがNp ∈ (x, 2x)となるものが存在する.

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 11 / 12

Brocard-Ramanujan 問題 証明の手法

主定理の証明

Lemma 2.3より, ある c > 0が存在して, 任意の x > exp(cn(log∆)2)
に対して, Gal(KF /Q)の共役類 C に対応する素イデアル pで
Np ∈ (x, 2x)となるものが存在する.

! ここでNp = pf > exp(cn(log∆)2)とすると共役類 C に対応する素
イデアル qでNq = qf ∈ (pf , 2pf )となるものが存在.

⇒ つまり p > exp( cf n(log∆)2)とすると共役類 C に対応する素数 qで
q ∈ (p, 2p)となる.

p ∈ P(CF )なる素数に対して, p!は Lemma 2.1の形にはならない.

! pの倍数となる 2番目に小さい整数は 2pで現れるため, p ≤ l < 2p
に対して l!は Lemma 2.1の形にはならない.

! 帰納法により, p ≤ lで l!は Lemma 2.1の形にはならない.

武田 渉 (名古屋大学) Brocard-Ramanujan 整数論サマースクール宵の時間 12 / 12
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ℤ上の力学系について
大阪大学大学院理学研究科数学専攻

博士前期課程1年
後藤 倫

目次
•動機・主定理の紹介
•主張の解説
•証明の概略
•今後の課題

記法 定義 主張 未解説
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動機
定理(G) 𝑓𝑛 ∶= 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ ⋯ ∘ 𝑓 について、

∀𝑛, ∃𝑥𝑛 𝑓𝑥𝑛 𝑎 ≡𝑏𝑛 𝑥𝑛
:多くの𝑓 ∈ ℤ[𝑥]で、𝑏が𝑓に関する条件を満たせば
成立(さらに𝑥𝑛は𝑏進収束する)
例: 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 + 3

𝑓3 0 ≡10 3,
𝑓43 0 ≡102 43,

𝑓243(0) ≡103 243,…
𝑓636048243 0 ≡109 636048243,…

直感的な考察
∃𝑥 ∈ ℤ𝑏 ≔ෑ

𝑝|𝑏

ℤ𝑝 , 𝑓𝑥 𝑎 = 𝑥

𝑥 = 𝑓𝑓𝑓
⋰⋱ 𝑎 𝑎 𝑎

𝑓 ↑𝑎 𝑛 ≔ 𝑓𝑛(𝑎) とおくと

𝑓 ↑𝑎↑𝑡 𝑛 = 𝑓𝑓⋰
𝑓𝑡 𝑎 ⋱ 𝑎 (𝑎)

𝑓が𝑛個
𝑛→∞

𝑥
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動機
↑𝑥: 𝐶 ℕ,ℕ → 𝐶 ℕ,ℕ について、何が言えるか?

ただし、ℕ = {0,1,2,… }、離散位相
𝐶(ℕ,ℕ): 合成, ↑𝑥 で閉じた半環
・環にしたい
・より狭いクラスはあるか?

主定理:
ℤ ∶= lim

←𝑛
ℤ/𝑛ℤ 上に類似物がある.

定理. 𝐶(ℤ, ℤ)の部分環で、
•多項式環を含み、
•「合成」と「軌道の周期部分を取る」という操作
について閉じた環が構成できる.

341



軌道
力学系 𝑋, 𝑓: 𝑋 → 𝑋 の軌道
{𝑥, 𝑓 𝑥 , 𝑓2 𝑥 ,… , 𝑓𝑛 𝑥 ,… }

•軌道のタワー記法
𝑓 ↑𝑥: ℕ → 𝑋

𝑛 ↦ 𝑓𝑛(𝑥)
↑𝑥: 𝐶 𝑋, 𝑋 → 𝐶 ℕ, 𝑋

定義.

軌道の例: 前周期軌道
力学系(𝑋, 𝑓)での 𝑥 ∈ 𝑋の軌道が前周期的:
•∃𝑘, 𝑙 ∈ ℕ, 𝑓𝑘 𝑥 = 𝑓𝑘+𝑙(𝑥)

⇕
•∃𝑘, 𝑙, 𝑓 ↑𝑥: ℕ → 𝑍𝑘,𝑙 → 𝑋と分解
例: 𝑥 𝑓 𝑥 𝑓2 𝑥

𝑓4 𝑥
= 𝑓7(𝑥)

𝑓 ↑𝑥 (−): 0 1 2 ത4 = ത7
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ℕの副有限完備化
ℕ ≔ lim

⟵
𝑆:有限半群 ℕ ↠ 𝑆} = lim

⟵𝑘,𝑙
𝑍𝑘,𝑙

𝑍𝑘,𝑙 ≔ ൗℕ 𝑘 ∼ 𝑘 + 𝑙 = ( 0,1, … , 𝑘 − 1 ⊔ Τℤ𝑘≤ 𝑙ℤ , +)

0 1 2 3 ത4 = ത7

𝑍4,3上の+ 1

ത5

ത6

副有限周期性
定義. 軌道 𝑓 ↑𝑥: ℕ → 𝑋が
連続に𝑓 ↑𝑥: ℕ → 𝑋に伸びるとき
𝑥を𝑓の副有限(前)周期点といい、
制限𝑓 ↑𝑥: ℤ → 𝑋を軌道の周期部分という.
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ℕの構造
・半群として、

ℕ ≃ ℕ ⊔ ℤ, ෝ+ ,
𝑎ෝ+𝑏 ∶= ൝

𝑎 + 𝑏 ∈ ℕ (𝑎, 𝑏 ∈ ℕ)
𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ (𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒) .

・制限位相はそれぞれ通常の位相.
・ℕ ↪ ℕは射影系の誘導する写像でもあり、
特に稠密な埋め込み.

ℕの構造
ℕ ≃ ℕ ⊔ ℤ

𝑍𝑘,𝑙
↓

𝑍𝑘′,𝑙′

𝑘′ ≤ 𝑘, 𝑙′|𝑙

𝑍5,6
↓
𝑍4,3

344



ℕの構造
ℕ ≃ ℕ ⊔ ℤ

𝑍5,6
↓
𝑍4,3

lim

副有限周期性
軌道 𝑓 ↑𝑥: ℕ → 𝑋が連続に𝑓 ↑𝑥: ℕ → 𝑋に伸びるとき
𝑥を𝑓の副有限(前)周期点といい、
制限𝑓 ↑𝑥: ℤ → 𝑋を軌道の周期部分という.

通常の前周期点のとき、周期部分になっている:
ℤ ↪ ℕ ↩ ℕ
↓ ↓ ↓ ↘𝑓↑𝑥

ℤ/𝑙ℤ ↪ 𝑍𝑘,𝑙 ≃ 𝑍𝑘,𝑙 → 𝑋
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主定理:

𝐶(ℤ, ℤ)の部分環で、
•多項式環を含み、
•「合成」と「軌道をとる操作 =↑𝑥」について閉じ
た環が構成できる.

主定理:

C(ℤ, ℤ)の部分環で、
•多項式環を含み、
•「合成」と「軌道をとる操作 =↑𝑥」について閉じ
た環が構成できる.
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構成の前提: 周期写像
𝑃𝑓:ℕ → ℕ が 𝑓: ℤ → ℤ の周期写像とは、

• 𝑚 = 𝑃𝑓(𝑛) について、
ℤ

𝑓 ℤ
↓ ↺ ↓

ൗΤℤ 𝑚ℤ
∃𝑓𝑛 ℤ 𝑛ℤ .

以降𝑃𝑓 は𝑓の周期写像とする.

定義.

周期写像 ℤ
𝑓 ℤ

↓ ↺ ↓ (𝑚 = 𝑃𝑓 𝑛 )
ℤ/𝑚ℤ

∃𝑓𝑛 ℤ/𝑛ℤ
例
・𝑓 ∈ ℤ 𝑥 , 𝑃𝑓 = 𝑖𝑑ℕ

・𝑓 𝑥 = ቐ
3𝑥 + 1 𝑥 ∈ 2ℤ + 1

𝑥
2

𝑥 ∈ 2ℤ
, 𝑃𝑓(𝑛) = 2𝑛

・𝑓 𝑥 = 2𝑥, 𝑔 𝑦 = 𝑓 ↑𝑥 𝑦 = 2 ො𝑦𝑥, 𝑃𝑔 = 𝜑
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構成の前提: 順序
Q ≔ 𝑝𝑒 上の整列順序≼∶

1 ≺ 2 ≺ 22 ≺ ⋯ ≺ 2𝑛 ≺ ⋯
≺ 3 ≺ 32 ≺ ⋯ ≺ 3𝑛 ≺ ⋯
≺ 5 ≺ 52 ≺ ⋯

𝛼 ∶ ℕ → ℕ ∶ 𝛼 𝑛 = max
≼

𝑝𝑒 𝑝𝑒 は𝑛の約数}

主定理

𝐴 ≔ {𝑓 ∈ 𝐶(ℤ, ℤ)|∃𝑃𝑓 , 𝛼 𝑃𝑓 𝑛 ≼ 𝛼(𝑛)}
は加法、乗法、合成、↑𝑥 について閉じている.
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証明の概略
命題. 𝑃𝑓 ∶ 𝑓の周期写像、𝑃𝑔 ∶ 𝑔の周期写像

⇓
・𝑃𝑓 ∘ 𝑃𝑔 ∶ 𝑔 ∘ 𝑓の周期写像
・𝑙𝑐𝑚 ∘ 𝑃𝑓, 𝑃𝑔 ∶ 𝑓 + 𝑔, 𝑓𝑔の周期写像
:定義と中国剰余定理から従う.

⇒ 𝐴:+,×,∘ で閉じている.

証明の概略
𝑔 = 𝑓 ↑𝑥と𝑝𝑒について、

∃𝑛, 𝛼 𝑛 = 𝑝𝑒

# ൘Τ(ℤ 𝑝𝑛ℤ)
Τ(ℤ 𝑛ℤ)

= # Τℤ 𝑝ℤ = 𝑝 𝐴: ↑𝑥 で閉じている.

#𝑋 = 𝑝
⇓

𝜙: 𝑋 → 𝑋の軌道の
周期部分の長さ≤ 𝑝

𝛼(𝑃𝑔 𝑝𝑛 ) ≼ 𝛼(𝑝𝑃𝑔 𝑛 )

ൗΤℤ 𝑝𝑛ℤ
𝑓𝑝𝑛

ℤ 𝑝𝑛ℤ
↓ ↺ ↓

ℤ/𝑛ℤ
𝑓𝑛 ℤ/𝑛ℤ

補題1.

補題2. 補題1.と補題2. より
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課題
•𝐴の環論的性質は？
•𝐴の代数的/半群論的一般化は？
•ℝ上の類似、その他の類似物は？

参考文献
後藤, Arithmetic Convergence of double-iterated polynomials, arXiv: 1905.08589.
J. Almeida, Profinite semigroups and applications. Structural theory of automata, 
semigroups, and universal algebra, 1-45, Springer, Dordrecht, (2005)
N. Hindman and D.Strauss, Algebra in the Stone-Čech compactification. Theory and 
applications. De Gruyter Textbook. Walter de Gruyter & Co., Berlin, (2012)
D. B. Shapiro and S. D. Shapiro, Iterated exponents in number theory. Integers 7(2007)
A. Fan and L. Liao, On minimal decomposition of p-adic polynomial dynamical systems, 
Advances in Mathematics 228, Issue 4 (2011)
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2次有理写像による代数体の反復拡大について

山本康太 (名古屋工業大学)
Kota Yamamoto (Nagoya Institute of Technology)

Joint work with Yasushi Mizusawa

1 Introduction
2 Main Results
3 Sketch of Proofs

1 / 10

Introduction

p : prime number, k : number field, [k : Q] < ∞,

K∞/k : Zp-extension,

L∞/K∞ : maximal unramified abelian pro-p extension.

X(K∞) ! Gal(L∞/K∞) : unramified Iwasawa module.

Known Facts
X(K∞) is a finitely generated torsion Zp[[Gal(K∞/k)]]-module.

X(K∞) : "pseudo-null" over Zp[[Gal(K∞/k)]] ⇔ X(K∞) : finite.

GC (Greenberg’s conjecture (1976))
k : totally real, K∞/k : cyclotomic Zp-extension
⇒ X(K∞) : "pseudo-null", i.e. finite.

2 / 10
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K∞/k : p-adic Lie extension
L∞/K∞ : maximal unramified abelian pro-p extension.

X(K∞) ! Gal(L∞/K∞) : unramified Iwasawa module.

The growth of the p-parts of class numbers has been studied along
various p-adic Lie extensions K∞/k;

Zd
p ! Zp-extensions

([Cuoco-Monsky 1981], [Perbet 2011], [Lei 2017], · · · ),
GL2(Zp)-extensions
([Sairaiji-Yamauchi 2015], [Hiranouchi 2017], [Ohshita 2018], · · · ).

Motivation
We want to find basic p-adic Lie extensions K∞/k over which the Iwasawa
modules X(K∞) are conjectually pseudo-null.

3 / 10

Main Results (1/2)

Setting φ(x) !
1
2

(
x − 1

x

)
, p = deg φ = 2,

{bn}n≥0 : b0 ∈ k, φ(bn+1) = bn, kn ! k(bn), Kn ! k(φ−n(b0)),

kcyc/k : cyclotomic Z2-extension, k∞ !
⋃

n≥0 kn, K∞ !
⋃

n≥0 Kn.

Theorem 1 ([Shen-Washington 1994]+[M.-Y.])
If b2

0 + 1 " k2, then the following hold true for ∀n ∈ Z≥0 :

Gal(kn+2/kn) # Z/4Z, and kn+1 = kn(
√

b2
n + 1 ),

b0 ∈ Ok ⇒ kn/k is unramified outside {p | 2(b2
0 + 1)},

Kn = kn
(
cos 2π

2n+2

)
, and so K∞ = k∞kcyc,

k∞ $ kcyc ⇒ Gal(K∞/k) # Z2 ! Z2

4 / 10
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Main Results (2/2)

Cororally
k : totally real, b2

0 + 1 " k2. Assume that GC holds for each kcyckn/kn.
Then X(K∞) is a pseudo-null Z2[[Gal(K∞/k)]]-module.

Pseudo-nullity (cf. [Venjakob 2003])
If a Z2[[Gal(K∞/k)]]-module M is f.g. over Z2[[Gal(K∞/kcyc)]], then
M is "pseudo-null" over Z2[[Gal(K∞/k)]]⇔ it is Z2[[Gal(K∞/kcyc)]]-torsion.

Theorem 2
k = Q, b2

0 + 1 = q is prime s.t. q ≡ 17 (mod 32).
Then X(K∞) is a finitely generated Z2-module of 2-rank at most 2,
in particular, a pseudo-null Z2[[Gal(K∞/k)]]-module.

e.g. (b0, q) = (4, 17), (20, 401), (36, 1297), (84, 7057).

5 / 10

Remarks (1/2)

Suppose that ζℓ + ζ−1
ℓ ∈ k for ℓ ≥ 2, where ζℓ ! exp( 2π

√
−1
ℓ ).

For ℓ′ ≥ 2, put

ϕ(x) !
ζ−1
ℓ (x − ζℓ)ℓ

′ − ζℓ(x − ζ−1
ℓ )ℓ′

(x − ζℓ)ℓ′ − (x − ζ−1
ℓ )ℓ′

∈ k(x).

[Chonoles, et al. 2014]; For ℓ = ℓ′ ≥ 3,
calculating the Galois group of the numerator of ϕn(x) − t ∈ k(t; x),
which is called "generalized Rikuna polynomial" (cf. [Rikuna 2002]).

ℓ = 2ℓ′ = 4 (resp. ℓ = ℓ′ = 4) ⇒ φ(x) = ϕ(x) (resp. φ2(x) = ϕ(x)).

[Shen-Washington (1994)] has constructed our Kn when k = Q.

6 / 10
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Remarks (2/2)

ψ(x) ∈ k(x), degψ ≥ 2.

Definition
ψ : post-critically finite :⇔ #{ψn(c); n = 1, 2, · · · } < ∞ (∀ critical point c of ψ).

φ is post-critically finite;

φ(x) =
1
2

(
x − 1

x

)
, ±

√
−1 +→ ∓

√
−1.

b0 ∈ k, ψ−∞(b0) !
⋃∞

n=0 ψ
−n(b0)

Fact (Aitken-Hajir-Maire 2005, Cullinan-Hajir 2012)
ψ is post-critically finite ⇒ # of all ramified primes in k(ψ−∞(b0))/k is finite.

Gal(k(ψ−∞(b0))/k) becomes the image of "arboreal Galois representation"
for ψ and b0. ([Boston-Jones], · · · )

7 / 10

Sketch of Proof (Thm.1 and Cor.)

Nkn+1/kn(b2
n+1 + 1) = 4(b2

n + 1).

x4 − 4bnx3 − 6x2 + 4bnx + 1 (= numerator of φ2(x) − bn);
kn+2/kn is known as "simplest quartic extension".
φn

(
Ai

n(bn)
)
= b0 for all 0 ≤ i ≤ 2n − 1, where

An(x) =
x cos 2π

2n+1 − sin 2π
2n+1

x sin 2π
2n+1 + cos 2π

2n+1

.

Put n0 ! max{n | kn ⊂ kcyc}. [Washington, §13.3];
X(K∞) is f. g. over Z2[[Gal(K∞/kcyc)]], and ∃e ≥ 0 s.t.

X(kn+n0kcyc) # X(K∞)/"νn,eYe" for ∀n ≥ e.

8 / 10
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Key Theorem (Thm.2)

T : finite set of primes of (a subfield of) a number field K,
AT (K) : p-Sylow subgroup of T -ideal class group of K
(ClT (K) = Cl(K)/⟨{[p] | p ∈ T }⟩ : T -ideal class group).

Theorem 3 (Y. 2018)
K/F : Z/p2Z-extension, M/F : subextension of degree p.
S : set of all ramified primes of F in K/F,
S 1 = {p ∈ S | p is inert in M/F},
S 2 = {p ∈ S | p ramifies in M/F}.
S 1 ⊂ T ⊂ S = S 1 ∪ S 2 % ∅.
Then AT (M) = 0 ⇒ AT (K) = 0.

K
p

Z/p2Z M
p

F

We use this theorem for p = 2 and T = {2}.
Note that X(K∞) # lim←−− A(Kn).

9 / 10

k = Q, b2
0 + 1 = q ≡ 17 (mod 32)

kcyc K∞ = k∞kcyc

× K4

×
2

K3

k
2

Z/4Z

k1

Z/4Z

k2 k3 k4 k∞

A(k2) # Z/2Z, and A{2}(k2) = 0.
By using Thm.4 recursively, A{2}(kn(cos 2π

2m )) = 0 for all m ≥ 2 and
n ≥ 0.

10 / 10
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ΨϩΞ܈ͷಉ࣭ྨͱΨϩΞ֦େͷߏ

ᅳాجݰ (౦ژཧՊେֶཧֶڀݚՊ)
Joint work withాխ

2019 9݄ 7
αϚʔεΫʔϧঔͷؒ࣌

1

Isoclinism (ಉ࣭ੑ)

G, Hɿ༗܈ݶ
Definition (Isoclinic, Isoclinism)

G, Hʹରͯ͠ ϕ : G/Z(G)
∼−→ H/Z(H), ψ : G′

∼−→ H′ ͕ଘ࣍,ͯ͠ࡏͷਤ
͕ࣜՄͰ͋Δͱ͖, G, H isoclinic (ಉ࣭)Ͱ͋Δͱ͍͏

(G ∼ Hͱ͔͘).
·ͨ͜ͷͱ͖, (ϕ,ψ)ͷΛ isoclinism (ಉ࣭ࣸ૾)ͱ͍͏.

G/Z(G) ×G/Z(G)

H/Z(H) × H/Z(H)

G′

H′

ϕ × ϕ ψ

(aZ(G), bZ(G)) &→ [a, b]

(cZ(H), dZ(H)) &→ [c, d]

(͜͜ͰG′ = [G,G])

2
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Isoclinismͷྫ

Isoclinic (∼)༗্܈ݶͷಉؔͰ͋Δ.

• ༗ݶΞʔϕϧ܈શମ isoclinism classΛͳ͢.

• D4 ∼ Q8

• G:༗܈ݶ, A:༗ݶΞʔϕϧ܈
=⇒ G ∼ G × A

• G ∼ H, (ϕ,ψ): isoclinismͱ͢Δ. =⇒ G ∼ H ∼ G ! H
ͨͩ͠,

G ! H = {(g, h) ∈ G × H | ϕ(gZ(G)) = hZ(H)}
G ! H H

G
ϕ

!

G/Z(G)
∼→ H/Z(H)

(fiber product,ৄ͘͠ޙड़)

3

Schmidͷ݁Ռ

Theorem (P. Schmid, [Beitr. Algebra Geom., 2015])
Z(H) ⊂ H′, G ∼ Hͱ͢Δ.
H֦େ L/k͕ଘࡏ
=⇒ ∃M/k: Ξʔϕϧ֦େ,
߹ମ LMͷ෦ମʹ, k্G֦େ K/k͕ଘ͢ࡏΔ.

k

KL M

LM

Ξʔϕϧ֦େH ֦େ

G ֦େ

: MΛಛఆͰ͖ͳ͍͔?

• Gal(M/k)ͲͷΑ͏ͳ
Ξʔϕϧ܈ʹಉ͔ܕ?

• தؒମ L ∩ MԿ͔?

• G֦େΛݻఆ͢Δ
Gal(LM/k)ͷ෦܈Կ͔?

.Δ͢ߟʹత܈

4
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Theorem (Kida - K., to appear in Acta Arith.)
G ∼ H, (ϕ,ψ): isoclinism,
C = G ! H = {(g, h) ∈ G × H | ϕ(gZ(G)) = hZ(H)}
ZG = {(g, 1) ∈ C | g ∈ Z(G)}ͱ͢Δ.
=⇒ ∃γ : C/ZGC′

∼−→ H/H′,
C ! H ! C/C′ = {(h, xC′) ∈ H ×C/C′ | hH′ = γ(xZGC′)}.
͞Βʹ, Z = {(h, (1, h)C′) | h ∈ Z(H)}ͱ͢Ε,
G ! (H ! C/C′)/Z.

k

M

H ֦େ C/C′ ֦େ

LM

L (LM)Z

LH′

G֦େ

5

Fiber product

C = G ! H = {(g, h) ∈ G × H | ϕ(gZ(G)) = hZ(H)}

• ੵG × Hͷ෦܈

G ! H H

G
ϕ

!

G/Z(G)
∼→ H/Z(H)

• ߹ମͷΨϩΞ܈

k

LZ(H) = MZ(G)

L M

H ֦େ G ֦େ

LM
C֦େ

6
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ϕ : G/Z(G)
∼−→ H/Z(H)ͱ͢Δ.

C = G ! H = {(g, h) ∈ G × H | ϕ(gZ(G)) = hZ(H)}

ZG = {(g, 1) ∈ C | g ∈ Z(G)} ! Z(G)
ZH = {(1, h) ∈ C | h ∈ Z(H)} ! Z(H)

͜ͷͱ͖

C/ZG ! H, C/ZH ! G,
|C| = |G||Z(H)| = |H||Z(G)|.

C′: ,ͱ͢Δͱ܈෦ࢠަ

C′ ∩ ZG = C′ ∩ ZH = 1.

7

ओఆཧͷূ໌

C = G ! H = {(g, h) ∈ G × H | ϕ(gZ(G)) = hZ(H)}.

CΛผͷੵͰॻ͘.

C −→ C/ZG ×C/C′

x &−→ (xZG, xC′)

͜ͷ map୯ࣹ (∵ ker = ZG ∩C′ = 1).
·ͨ, C/ZG ! HͰ͔͋ͬͨΒ,

C
⊂−→ H ×C/C′

(g, h) &−→ (h, (g, h)C′)

8
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H ×C/C′

H H

C/C′ C/C′

i1

i2

p1

p2

p1(i1(H) ∩C) = H′, p1(C) = H,

p2(i2(C/C′) ∩C) = ZGC′/C′, p2(C) = C/C′

Goursat’s lemmaʹΑΓ,

γ : (C/C′)/(ZGC′/C′) ! C/ZGC′
∼−→ H/H′,

C ! H ! C/C′ = {(h, xC′) ∈ H ×C/C′ | hH′ = γ(xZGC′)}.

9

k

M

H ֦େ C/C′ ֦େ

LM

L (LM)Z

LH′

G֦େ

C/ZH ! GͰ͔͋ͬͨΒ,
ZH ͷ H ×C/C′ ͷຒΊࠐΈΛ
Z = {(h, (1, h)C′) | (1, h) ∈ ZH}
ͱॻ͍ͯ,
(H ! C/C′)/Z ! GΛಘΔ.

10
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Corollary
G ∼ H, (ϕ,ψ): isoclinism,
G # Hશࣹ͕ଘ͢ࡏΔ.
=⇒ ∃γ : G/Z(G)G′

∼−→ H/H′,
G ! H ! G/G′ = {(h, xG′) ∈ H ×G/G′ | hH′ = γ(xZGG′)}.

k

M

H ֦େ G/G′ ֦େ

LM

L

LH′

G֦େ

∃G # Hͷͱ͖
CͷΘΓʹG͕ͱΕͯ,
H ! G/G′ ! GΛಘΔ.

11

Example

G = C4 !C4 (Transitive group ID : 16T8)

H = D4 = ⟨s, t | s4 = t2 = 1, tst−1 = s−1⟩
G = C4 !C4 = ⟨u, v | u4 = v4 = 1, vuv−1 = u−1⟩

த৺: Z(H) = ⟨s2⟩, Z(G) = ⟨u2, v2⟩
:܈ࢠަ H′ = ⟨s2⟩, G′ = ⟨u2⟩

ϕ : G/⟨u2, v2⟩ ∼−→ H/⟨s2⟩;
u⟨u2, v2⟩ &−→ s⟨s2⟩,
v⟨u2, v2⟩ &−→ t⟨s2⟩

∴ G ∼ H

12

362



G ! C4 !C4 ֦େͷਤ (Λআ͘ڞ)

K7

K12K11K10

K13 = Q

K4

K8 K9

K2

K5 K6

K1

K3

D4G/G′ ! C2 ×C4

ਤͰࠨ

• K4: D4 ֦େ,
ͨͩ͠ K4/K10 : cyclic

• K2: C2 ×C4(! G/G′)֦େ

D4 ֦େ͔Β C4 !C4 ֦େΛ࡞Δʹ K7 Λ K2 ʹຒΊࠐΊྑ͍.
ΑΓγϯϓϧʹ, K10 Λ K5 (C4 ֦େ)ʹຒΊࠐΊΑ͍˞.
͜ͷͱ͖߹ମ K4K5/Q C4 !C4 ֦େ.

˞ K10 ͕ C4 ֦େʹຒΊࠐΊΔΑ͏ͳ D4 ֦େΛબͿඞཁ͕͋Δ.
13

D4 ֦େ:

L = Q
(√

2(11 +
√

5),
√

29
)

L

Q(
√

5) Q(
√

145)

Q

LH′

Q(
√

29)

K

KL

Q(
√

145)Λ, K/Q (C4 ֦େ)ʹຒΊࠐΉ.

ྫ͑ K = Q
(√

2(145 +
√

145)
)
ʹຒΊࠐΉ.

͢Δͱ߹ମ KL C4 !C4 ֦େͱͳΔ.

14
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