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概要

標本調査において推定量の分散を推定することは基本的な問題の一つである．推定量が単純な
ものである場合は，分散の推定はそれほど難しいものではないが，複雑な推定量を用いる場合に
はブートストラップ法を用いることが候補の一つとなる．本研究では，社会調査でよく利用され
る確率比例抽出―単純無作為抽出による層別 2段抽出法を仮定し，ブートストラップ法を用いた
推定量の分散の推定を扱う．

1 はじめに

標本調査において推定量の分散を推定することは基本的な問題の一つである．推定量が単純なもの
である場合には，分散に対する推定量は理論的にも扱えるものだが，複雑な推定量を用いる場合には
理論的に扱うことが難しい場合もある．たとえば、標本調査において母集団平均や母集団総計を推定
する場合の推定量の分散の推定量は陽に与えられている (たとえば，土屋 (2009)などを参照)が，複
雑な量を推定する場合は推定量の分散の推定量が与えられていないこともある．そのような場合には
ブートストラップ法を用いることが一つの選択肢となる．
一方，有限母集団に対して通常のブートストラップ法を適用すると偏りのある推定量の分散の推定

量が得られることが知られている．有限母集団におけるブートストラップ法に関しては，Shao & Tu
(1995)やWolter (2007)などに全般的な説明がある．日本語で読める文献としては，標本誤差推計研
究会 (1998)などが存在する．
社会調査における標本調査のデザインとして層別 2段抽出法が利用されることがしばしばある．特

に 1段目で確率比例抽出を行い，2段目で非復元単純無作為抽出を行うとある場合には自己加重標本
となるため，このようなデザインが用いられることがしばしばある．本研究ではこのような設定にお
いて推定量の分散を推定するためにブートストラップ法を行う方法について考える．また，未回収が
ある場合のブートストラップ法に関して記述する．
本論文の構成は以下の通りである．第 2節では，確率比例抽出―単純無作為抽出の 2段抽出法にお
ける母集団割合に対するブートストラップ法を記述する．第 3節では，層別 2段抽出法における母集
団割合に対するブートストラップ法を記述する．第 4節では層別 2段抽出法における複雑な推定量の
分散の推定を行うブートストラップ法を，第 5節ではさらに調査不能がある場合のブートストラップ
法について記述する．第 2節，第 3節は既存の文献に記述された方法をまとめたものであり，第 4節，
第 5節の結果は第 2節，第 3節の結果をもとにいくらか一般の状況でブートストラップ法を適用する
場合に関して若干の考察を行った結果を記している．
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2 PPR-SIに͓͚Δϒʔτετϥοϓ๏
標本を S，母集団を U とし，そのཁૉ਺を n，N とする．ม਺ yの母集団総計 τy あるいは母集団

平均 µy = τy/N が目的の知りたい量とする．
ここでは 2段抽出法を扱う．
1段目では Mݸの PSUを U1,U2, . . . ,UM から確率比例による復元抽出を行う．ここで，U = U1 ∪

U2 ∪ · · · ∪ UM であり，I = {1, 2, . . . ,M}とする．ただし，Ua のཁૉ਺は Na であり，
∑

a∈I Na = N と
する．

1段目で選ばれた PSUを a1, a2, . . . , am とする．2段目では，1段目で選ばれた k൪目の PSU Uak か
ら無作為非復元抽出でཁૉを抽出したものを S k でදす．ただし，S k のཁૉ਺は nak とする．標本全
ମは S とし，標本αイζ nは n =

∑m
j=1 na j となる．ཁૉ iのแؚ確率を πi とすると，iが PSU Ua に

ଐする場合は，πi =
Na
N

na
Na
=

na
N で与えられる．

2.1 1ஈ໨Ͱ ͷݸ1 PSUͷΈ͕நग़͞ΕΔ৔߹

まͣ，2段抽出の 1段目で 1つの PSU Ua のΈが抽出される場合を考えよう．ม਺ yの母集団平均
µy の HT推定量は，

µ̂(1)
y,PPR-SI =

1
N

∑
i∈S

yi

πi
=

1
N

∑
i∈S 1

yi
na
N
=

1
na

∑
i∈S 1

yi = ȳ1

で与えられる．ただし，ȳ1 は S 1 における yの平均である．
このと͖，µ̂(1)

y,PPR-SI のظ଴஋は，

E[µ̂(1)
y,PPR-SI] = E[ E[ µ̂(1)

y,PPR-SI|Ua] ] = E[µy,a] =
∑
a∈I

paµy,a =
∑
a∈I

Na

N
1

Na

∑
i∈Ua

yi =
1
N

∑
a∈I

∑
i∈Ua

yi =
1
N

∑
i∈U

yi = µy

で，その分散は，

V[µ̂(1)
y,PPR-SI] = V[ E[ µ̂(1)

y,PPR-SI|Ua ] ] + E[ V[ µ̂(1)
y,PPR-SI|Ua ] ]

= V[µy,a] + E


1

na(Na − 1)

(
1 − na

Na

)∑
i∈Ua

(yi − µy,a)2



=
∑
a∈I

pa(µy,a − µy)2 +
∑
a∈I

pa
1

na(Na − 1)

(
1 − na

Na

)∑
i∈Ua

(yi − µy,a)2

で与えられる．ただし，µy,a =
∑
i∈Ua

yi/Na，pa = Na/N である．

2.2 1ஈ໨Ͱ mݸͷ PSU͕நग़͞ΕΔ৔߹

1段目で抽出された PSUを a1, a2, . . . , am とする．ม਺ yの母集団平均 µy の推定量は，

µ̂y,PPR-SI =
1
m

m∑
j=1

1
N

∑
i∈S j

yi
na j
N

=
1
m

m∑
j=1

1
na j

∑
i∈S j

yi =
1
m

m∑
j=1

ȳ j = ¯̄y
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で与えられる．ここで， ¯̄y = 1
m
∑m

j=1 ȳ j である (ඞͣしも yに関する標本平均とはならないことに஫ҙ

する)．µ̂y,PPR-SI は，mݸのಠཱな µ̂(1)
y,PPR-SI の平均と考えられるので，そのظ଴஋は

E[µ̂y,PPR-SI] =
1
m

m∑
j=1

E[µ̂(1)
y,PPR-SI] = E[µ̂(1)

y,PPR-SI] = µy

であり，分散は

V[µ̂y,PPR-SI] =
1

m2

m∑
j=1

V[µ̂(1)
y,PPR-SI] =

1
m

V[µ̂(1)
y,PPR-SI]

=
1
m


∑
a∈I

pa(µy,a − µy)2 +
∑
a∈I

pa
1

na(Na − 1)

(
1 − na

Na

)∑
i∈Ua

(yi − µy,a)2

 (1)

で与えられる．
分散 V[µ̂y,PPR-SI]の不偏推定量は

V̂[µ̂y,PPR-SI] =
1

m(m − 1)

m∑
j=1

(ȳ j − ¯̄y)2

で与えられる．ここで，

V̂[µ̂y,PPR-SI] =
1

m(m − 1)

m∑
j=1

(ȳ j − µy)2 − 1
m − 1

(¯̄y − µy)2

=
1

m(m − 1)

m∑
j=1

(ȳ j − µy,a j)
2 +

2
m(m − 1)

m∑
j=1

(ȳ j − µy,a j)(µy,a j − µy) +
1

m(m − 1)

m∑
j=1

(µy,a j − µy)2

− 1
m − 1

(¯̄y − µy)2

より，

E[V̂[µ̂y,PPR-SI]|a = (a1, a2, . . . , am)]

=
1

m(m − 1)

m∑
j=1

E[(ȳ j − µy,a j)
2|a] +

2
m(m − 1)

m∑
j=1

(µy,a j − µy)E[ȳ j − µy,a j |a] +
1

m(m − 1)

m∑
j=1

(µy,a j − µy)2

− 1
m − 1

E[(¯̄y − µy)2|a]

=
1

m(m − 1)

m∑
j=1

1
(Na j − 1)na j

(
1 −

na j

Na j

) ∑
i∈Ua j

(yi − µy,a j)
2 +

1
m(m − 1)

m∑
j=1

(µy,a j − µy)2 − 1
m − 1

E[(¯̄y − µy)2|a]

となるが，(1)に஫ҙしてこのظ଴஋をとると，

E[V̂[µ̂y,PPR-SI]] = E[E[V̂[µ̂y,PPR-SI]|a]]

=
1

m − 1


∑
a∈Ia

pa
1

(Na − 1)na

(
1 − na

Na

)∑
i∈Ua

(yi − µy,a)2 +
∑
a∈I

pa(µy,a − µy)2

 −
1

m − 1
V[µ̂y,PPR-SI]

=
m

m − 1
V[µ̂y,PPR-SI] −

1
m − 1

V[µ̂y,PPR-SI] = V[µ̂y,PPR-SI]

が得られ，V̂[µ̂y,PPR-SI]の不偏ੑが確かめられる．
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2.3 V[µ̂y,PPR-SI]Λਪఆ͢Δͨめͷϒʔτετϥοϓ๏

࣍のようなブートストラップ法を考える．� �
Step 1. b = 1, 2, . . . , Bで以下を܁りฦす．
ɾ(m − の部分標本ݸ(1 S (b)

1 , S
(b)
2 , . . . , S

(b)
m−1 を標本における mݸの部分標本 S 1, S 2, . . . , S m から復

元抽出する．
ɾȳ(b)

j を S (b)
j の平均として，µ̂

(b)
y,PPR-SI =

1
m−1
∑m−1

j=1 ȳ(b)
j とする．

Step 2. V[µ̂y,PPR-SI]を

v̂(B)
y,PPR-SI =

1
B

B∑
b=1

(µ̂(b)
y,PPR-SI − µ̂y,PPR-SI)2

で推定．
� �
このと͖，EB[v̂(B)

y,PPR-SI] = V̂[µ̂y,PPR-SI]が成りཱつ．ただし，EB はブートストラップ標本に関するظ଴
஋をҙຯする．このことは，以下のように確ೝされる．

EB[µ̂(b)
y,PPR-SI] = EB[ȳ j(b) ] =

1
m

m∑
j=1

ȳ j = ¯̄y = µ̂y,PPR-SI

に஫ҙすると，

EB[v̂(B)
y,PPR-SI] = EB[(µ̂(b)

y,PPR-SI − µ̂y,PPR-SI)2]

= EB




1

m − 1

m−1∑
j=1

ȳ j(b) − µ̂y,PPR-SI


2

= EB




1

m − 1

m−1∑
j=1

(
ȳ j(b) − µ̂y,PPR-SI

)


2

=
1

(m − 1)2

m−1∑
i, j=1

EB
[(

ȳi(b) − µ̂y,PPR-SI

) (
ȳ j(b) − µ̂y,PPR-SI

)]

=
1

(m − 1)2

m−1∑
j=1

EB

[(
ȳ j(b) − µ̂y,PPR-SI

)2]

=
1

(m − 1)
EB

[(
ȳ j(b) − µ̂y,PPR-SI

)2]

=
1

m(m − 1)

m∑
j=1

(
ȳ j − µ̂y,PPR-SI

)2

= V̂[µ̂y,PPR-SI]

が得られる．

3 STPPR-SIに͓͚Δϒʔτετϥοϓ๏
PSUが Lݸの層にΘかれているとしよう．第 l層にؚまれる PSUのఴえࣈ集合を Il とし，a ∈ Il

に対して Ul,a が対Ԡする PSU となる．また，それͧれの層におけるཁૉ਺を N1,N2, . . . ,NL とし
(
∑L

l=1 Nl = N)，Ul,a のཁૉ਺を Nl,a とදす (
∑

a∈Il Nl,a = Nl)．また，Wl = Nl/N，Wl,a = Nl.a/Nl とする．

4
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Il から Ul,al,1 ,Ul,al,2 , . . . ,Ul,al,ml
の ml のݸ PSUを確率復元抽出し，抽出された PSUからは非復元単

純無作為抽出を行う．得られた標本を S l,1, S l,2, . . . , S l,ml とする．また，Ul,a からの標本αイζを nl,a

とする．
このと͖，µy の推定量として

µ̂y,STPPR-SI =

L∑
l=1

Wl µ̂y,l,PPR-SI =

L∑
l=1

Wl

ml

ml∑
j=1

ȳl, j

を考える．ただし，µ̂y,l,PPR-SI = ¯̄yl =
∑ml

j=1 ȳl, j/ml は第 l層において，µy,l =
∑

i∈Ul yi/Nl を 2節の方法で推
定したものと考えることがで͖る．ここで，ȳl, j =

1
nl,al, j

∑
i∈S l,al, j

yiとした．2節の結果から µ̂y,l,PPR-SI = µy,l

となるので，

E[µ̂y,STPPR-SI] =
L∑

l=1

WlE[µ̂y,l,PPR-SI] =
1
N

L∑
l=1

Nlµy,l =
1
N

∑
i∈U

yi = µy

が成りཱつ．また，

V[µ̂y,STPPR-SI] =
L∑

l=1

W2
l V[µ̂y,l,PPR-SI]

=

L∑
l=1

W2
l

ml


∑
a∈Il

Wl,a(µy,l,a − µy,l)2 +
∑
a∈Il

Wl,a
1

nl,a(Nl,a − 1)

(
1 − nl,a

Nl,a

) ∑
i∈Ul,a

(yi − µy,l,a)2


となる．

V[µ̂y,STPPR-SI]の推定量として

V̂[µ̂y,STPPR-SI] =
L∑

l=1

W2
l

ml(ml − 1)

ml∑
j=1

(ȳl, j − ¯̄yl)
2

を考える．これがV[µ̂y,STPPR-SI]の不偏推定量となることは第 2節とಉ༷の計ࢉを行うことで確ೝで͖る．
このと͖࣍のようなブートストラップ法を考える．� �
Step 1. b = 1, 2, . . . , Bで以下を܁りฦす．
ɾl = 1, 2, . . . , Lそれͧれにおいて (ml − の部分標本ݸ(1 S (b)

l,1 , S
(b)
l,2 , . . . , S

(b)
l,(ml−1) を ml の部分標本ݸ

S l,1, S l,2, . . . , S l,ml から復元抽出する．
ɾl = 1, 2, . . . , Lそれͧれにおいて µ̂(b)

y,l,PPR-SI
= 1

ml−1
∑ml−1

j=1 ȳ(b)
l, j とする．ただし，ȳ(b)

l, j を S (b)
l, j の平均と

している．

ɾµ̂(b)
y,STPPR-SI =

L∑
l=1

Wl µ̂
(b)
y,l,PPR-SI

とする．

Step 2. V[µ̂y,STPPR-SI]を

v̂(B)
y,STPPR-SI =

1
B

B∑
b=1

(µ̂(b)
y,STPPR-SI − µ̂y,STPPR-SI)2

で推定．
� �
このと͖，EB[v̂(B)

y,STPPR-SI] = V̂[µ̂y,STPPR-SI]が成りཱつことを以下のように確ೝで͖る．まͣ，

EB[µ̂(b)
y,STPPR-SI] = EB


L∑

l=1

Wl µ̂
(b)
y,l,PPR-SI

 =
L∑

l=1

Wl EB

[
ȳ(b)

l, j

]

=

L∑
l=1

Wl EB

[
ȳ(b)

l, j

]
=

L∑
l=1

Wl

ml

ml∑
j=1

ȳl, j = µ̂y,STPPR-SI

5
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が成りཱつ．これから，

EB[v̂(B)
y,STPPR-SI] = EB[(µ̂(b)

y,STPPR-SI − µ̂y,STPPR-SI)2] = EB




L∑

l=1

Wl

ml − 1

ml−1∑
j=1

ȳ(b)
l, j −

L∑
l=1

Wl ¯̄yl


2

= EB




L∑

l=1

Wl

ml − 1

ml−1∑
j=1

(
ȳ(b)

l, j − ¯̄yl

)


2 = EB


L∑

l=1

W2
l

(ml − 1)2

ml−1∑
j=1

(
ȳ(b)

l, j − ¯̄yl

)2


=

L∑
l=1

W2
l

(ml − 1)
EB

[(
ȳ(b)

l, j − ¯̄yl

)2]
=

L∑
l=1

W2
l

(ml − 1)
1
ml

ml∑
j=1

(
ȳl, j − ¯̄yl

)2

が成りཱつ．

(஫ҙ)この段֊では，� �
Step 1. b = 1, 2, . . . , Bで以下を܁りฦす．
ɾl = 1, 2, . . . , Lそれͧれにおいて (ml − の部分標本ݸ(1 S (b)

l,1 , S
(b)
l,2 , . . . , S

(b)
l,(ml−1) を ml の部分標本ݸ

S l,1, S l,2, . . . , S l,ml から復元抽出する．
ɾl = 1, 2, . . . , Lそれͧれにおいて µ̂(b)

y,l,PPR-SI
= 1

ml−1
∑ml−1

j=1 ȳ(b)
l, j とする．ただし，ȳ(b)

l, j を S (b)
l, j の平均と

している．
Step 2. V[µ̂y,STPPR-SI]を

v̂(B)
y,STPPR-SI =

L∑
l=1

W2
l

B

B∑
b=1

(µ̂(b)
y,l,PPR-SI

− µ̂y,l,PPR-SI)2

で推定．
� �
というブートストラップ法を用いてもྑい．

4 ਪఆྔ͕ θ̂ = g(µx,STPPR-SI)ͱද͞ΕΔ৔߹

本節では，STPPR-SIを仮定し，推定したい量 θが θ = g(µx)とදされ，その推定量が θ̂ = g(µ̂x,STPPR-SI)
とදされる場合に V(θ̂)を推定するためのブートストラップ法を扱う．
まͣ，

θ̂ = g(µ̂x,STPPR-SI)

≈ g(µx) + ∇g(µx)T (µ̂x,STPPR-SI − µx)

より，
V[θ̂] ≈ ∇g(µx)T V[µ̂x,STPPR-SI]∇g(µx)

が得られる．
µx = (µ1, µ2, . . . , µp)とすると，V[µ̂x,STPPR-SI]は p × p行ྻだが，例えばその (1, 2)ཁૉ E[(µ̂1,STPPR-SI −
µ1)(µ̂2,STPPR-SI − µ2)]は

E[(µ̂1,STPPR-SI − µ1)(µ̂2,STPPR-SI − µ2)]

=

L∑
l=1

W2
l

ml

∑
a∈Il

Nl,a

Nl

(µ1,l,a − µ1,l)(µ2,l,a − µ2,l) +
1

nl,a(Nl,a − 1)

(
1 − nl,a

Nl,a

) ∑
i∈Ul,a

(x1,i − µ1,l,a)(x2,i − µ2,l,a)


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で与えられ，

Ê[(µ̂1,STPPR-SI − µ1)(µ̂2,STPPR-SI − µ2)] =
L∑

l=1

W2
l

ml(ml − 1)

ml∑
j=1

(x̄1,l, j − ¯̄x1,l)(x̄2,l, j − ¯̄x2,l)

は E[(µ̂1,STPPR-SI−µ1)(µ̂2,STPPR-SI−µ2)]の不偏推定量となる．よって，(i, j)ཁૉが Ê[(µ̂i,STPPR-SI−µi)(µ̂ j,STPPR-SI−
µ j)]である p × p行ྻを

V̂[µ̂x,STPPR-SI]

とすると，
V̂[θ̂] = ∇g(µ̂x,STPPR-SI)

T V̂[µ̂x,STPPR-SI]∇g(µ̂x,STPPR-SI)

によって V[θ̂]を推定することがで͖る．しかし，この方法では ∇g(µ̂x,STPPR-SI)などの計ࢉを行うඞཁ
がある．
そこで，本節では࣍のようなブートストラップ法を考える．� �
Step 1. b = 1, 2, . . . , Bで以下を܁りฦす．
ɾl = 1, 2, . . . , Lそれͧれにおいて (ml − の部分標本ݸ(1 S (b)

l,1 , S
(b)
l,2 , . . . , S

(b)
l,(ml−1) を ml の部分標本ݸ

S l,1, S l,2, . . . , S l,ml から復元抽出する．
ɾ্のようにして構成したブートストラップ標本から µ̂(b)

x,STPPR-SI をٻめる．
ɾθ̂(b) = g(µ̂(b)

x,STPPR-SI)をٻめる．
Step 2. V[θ̂]を

v̂(B)
θ̂
=

1
B

B∑
b=1

(
θ̂(b) − θ̂

)2

で推定．
� �
このと͖，

θ̂(b) − θ̂ ≈ ∇g(µ̂x,STPPR-SI)
T (µ̂(b)

x,STPPR-SI − µ̂x,STPPR-SI)

より，

v̂(B)
θ̂
≈ ∇g(µ̂x,STPPR-SI)

T


1
B

B∑
b=1

(µ̂(b)
x,STPPR-SI − µ̂x,STPPR-SI)(µ̂

(b)
x,STPPR-SI − µ̂x,STPPR-SI)

T

∇g(µ̂x,STPPR-SI)

が成りཱつ．

v̂(B)
x1,x2,STPPR-SI =

1
B

B∑
b=1

(µ̂(b)
x1,STPPR-SI − µ̂x1,STPPR-SI)(µ̂

(b)
x2,STPPR-SI − µ̂x2,STPPR-SI)

とすると，

EB[v̂(B)
x1,x2,STPPR-SI] =

L∑
l=1

W2
l

ml(ml − 1)

ml∑
j=1

(x̄1,l, j − ¯̄x1,l)(x̄2,l, j − ¯̄x2,l)

となり v̂(B)
θ̂
を用いることで V̂[θ̂]のۙࣅ஋を得ることがで͖る．

(஫ҙ) v̂(B)
θ̂
は V[θ̂]の不偏推定量とはඞͣしもなっていない．
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5 ະճऩ͕͋Δ৔߹ͷ෼ࢄ

ۙ೥の社会調査においては未回収がൃੜすることが一般的であり，そのような場合における推定方
法が研究されている (たとえば，Särndal & Ludström (2005)，Bethlehem et al.(2011))．GREG推定量は
そのような場合における推定方法のͻとつである．
µy の GREG推定量は，

µ̂y,GREG = µ̂y,STPPR-SI + (µx − µ̂x,STPPR-SI)
T
(
µ̂xxT ,STPPR-SI

)−1
µ̂yx,STPPR-SI

で与えられる．ここで，µ̂xxT ,STPPR-SI =
1
N
∑

i∈S wixixT
i であり，µ̂yx,STPPR-SI =

1
N
∑

i∈S wiyixi である．ただ
し，wi はݸਓ iに対する重Έである．
よって，µx が既知のもとで

µ̂y,GREG = g(µ̂y,STPPR-SI, µ̂x,STPPR-SI, µ̂yx,STPPR-SI, µ̂xxT ,STPPR-SI)

とॻくことがで͖る．(µ̂y,STPPR-SI, µ̂x,STPPR-SI, µ̂yx,STPPR-SI, µ̂xxT ,STPPR-SI)の収ଋઌでల։を行うことでલ節と
ಉ༷のٞ論を行うことがで͖，µ̂y,GREG の分散をブートストラップ法で推定することがで͖る．
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