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見てわかる「ウェーブレット」

学生のページ　　　　　　　　菊池久和
菊池久和:正員　新潟大字工学部電気電子工学

科

pictorial Introduction to Wavelets. By Hisakzu KIKUCHI. Member (Faculty of Engineering,

Niigata University, Niigata-shi, 950-21 Japan).

1.登場人物

つぶちゃん:本名,波粒相似(なみつぶそう

じ).石油探査技師の父と数学者で美貌の母の

長男として誕生.性格は楽天的で,まさに元気

一発という感じ.行動は縦横無尽,伸縮自在.

ふーちゃん:本名,三角風里衛(さんかくふ

うりえ).名門三角家の御曹司.頭脳明晰で,

何でもこなす.家風に従い,いつもマイペース.

少々頑固な性格も名門なるが放かも.

2. 「つぷちゃん,ふーちゃん写生に

行く」の巻

つぷちゃん「ピンポーン.ふーちゃん,原っぱへ写

生に行こうよ.すごくきれいな蝶々が飛んでた

よ」

ふーちゃん「蝶々より,花とか風景のほうがいいな」

つぷちゃん「花も咲いてるよ.行こう,行こう」

ふーちゃん「しょうがないなア,つぷちゃんはホン

トに元気がいいんだから」
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・----・・-・---　原っぱで・一一‥-一一一一一

つぷちゃん「いる,いる.待てーっ!止まれ一っ!」

-・-一一一---　しばらくして　-・・-・-・・-～

つぷちゃん「一丁あがりーっ!ふーちゃん,でき

た?」

ふーちゃん「まだ,まだ.だって,ぼくはじーっと,

よく見てからでないと描けないんだもん」

つぷちゃん「ふーちゃんみたいに,何でもかんでも,

じっくり見なきゃ描けないなんていったら,日

が暮れちゃうよ」



ふーちゃん「つぶちゃんこそ,あちこち走り回って

遊んでるくせに,よくそんなに早く描けるね.

不思議だよ」

つぷちゃん「ぼくの描き方,おしえてあげようか.

ぼくはね,いつも同じ描き方しかしないんだ

ただネ,小さいところを描くときは,うんと近

くによって見るんだ.大きすぎて,全体の形が

つかめないときは,ずーっと離れて遠くから見

るんだ.」

ふーちゃん「そういうの,遠近法っていうんじゃな

い?」

つぷちゃん「するとネ,どんなものでも豆粒みたい

な形で描けちゃうんだよ」

ふーちゃん「それって,点描法みたい」

3.ちょっとマジメに

信号がどんな周波数成分から構成されている

か,各成分の強さがどれほどかを調べたい.こ

んなとき,フーリエ変換が常套手段になってい

る.これは,物理的なシステムの多くが微分方

程式で記述されること,指数関数が微分・積分

(演算子)に対する固有関数(ベクトル)であ

り,直交関数系を構成することによる.実際,

孟ija" -ja)eia"

であり,二つのベクトルaとbの内積を<a|b

>と書くことにすると,

くjwi¥-jet) -2万∂(<0- 6)

であることはいうまでもない.このため,フー

リエ変換は滑らかな波形の信号を表現すること

に適している.

現実には必ずしも滑らかでない信号も多い

(波形とその微分係数が不連続だ).ある日の

観測結果が過去の観測結果と統計的に異なるこ

ともある(非定常だ).観測した信号には雑音

も混入し(信号対雑音比が劣悪で),干渉やう

なりが発生する(不確定性関係に縛られる).

膨大な信号を正確に記録・再生したり,信号を

短時間だけ分析して特徴をえぐり出すにはどう

したらいいのか.正弦波(周期関数)は天地創

造のいにしえから,未来永劫にわたって一定の

速さで振動する.正弦波を使って信号を表現し

たり,分析することが常に最善であろうか.

4.ウェーブレット変換(波粒変換(l)～(9)

基本ウェーブレット(波粒) h(t)とは,時

間軸上でも周波数軸上でも,ある場所に局所的

に存在する関数である(図1/1/参照).その波
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形はある場所でだけ振幅が変動する.緩やかな

変化(低周波成分)を検出するためには,信号

を長期間にわたって観測しなければならないか

ら,基本ウェーブレットを時間軸上でa倍だ

け膨張させて基底関数とする(図1/2/).逆に,

急激な波形変化を検出するためには,波形を

1/aに相似変換して基底関数とする(図1/2/).

変化の発生時刻を見つけるためには,時間軸上

でb秒だけ平行移動して,基底関数を作る(図

1/3/).つまり,基本ウェーブレットh(t)か

ら,基底関数を

ha.b (t) -去h(誓)
と定め,これに対する信号f(t)のウェーブレッ

ト変換F(a, b)をha,b(t)とf(t)の内積によっ

て

F(a,b)=<ha,b(t)|f(t)>

と定義する.基本ウェーブレットとしては平均

値が零,つまり

でありさえすれば十分である.すると

A<f(t)¥f(t))蛋∑l(haM)W))12≦BifWit))
o.A

を満たす定数A,Bをつかって,原信号はウェー

ブレットによる関数展開として

/(/)-品xF(a,b)ha.bU)

a.b

と表現(再構成)される.ウェーブレット変換

の主な特徴は次のとおり.

1)高周波成分(急激な変化)に対しては時

間分解能が高い.低周波成分(緩慢な変化)に

対しては周波数分解能が高い.つまり,多重解

像度解析が可能である(図1参照).

2)局在波形で,直流成分がないため,波形

の変化点(不連続点)を敏感にとらえる(図2

参照).

3)広がりが局所的なため,スケールaと

シフトbを稠密にとれば,数値的に安定な信号

再生が可能である.

5.つぷちゃんが信号を見せる

5.1時間周波数分析

図3は,時刻t=0である周波数の正弦波が

発生し,時刻t1で突然消滅した後,時刻t2で

今度は3倍の周波数の正弦波が時刻t3まで持

続する信号を分析したものである.(a)はウィ

グナー分布による時間周波数分析の結果で(10)

実際には存在しないゴースト成分が現れている

ほか,変化に対する追従性が緩慢である.(b)

がウェーブレットによる分析結果である.信号

の急激な発生と消滅に機敏に追随し,振幅が一

定に持続しているところではちゃんと一定の強

度分布が得られている.

ただ,時間周波数分析という用語については,

弁明すべきことがある.すなわち,ウェーブレッ



トによる時間周波数分析とは,厳密には時間ス

ケール分析とよぶべきであり, 「線スペクトル」

の意味での周波数分析ではない.

5.2　異常燃焼の解析(1)

自動車用ガソリンエンジンに埋設した圧電素

子によってエンジンブロックの振動を検出し,

1回ごとの燃焼が正常か異常かを分析した例を



図4に示す.非定常信号である上,バルブ着座

等による背景雑音も大きいが,異常燃焼による

振動の発生と崩壊が1 ms程の現象として明

りょうに検出可能である.

5.3　うなりに埋もれたスパイクの除去

図5(a)は,周波数がわずかに異なる二つの

余弦波形に,スパイク信号を埋め込んだ波形で

ある.ウェーブレット変換では容易にスパイク

発生箇所を特定できることを利用して,変換領

域でスパイク成分だけを除去した後,逆変換す

ると(b)となる.ウェーブレットではこのよう

な信号処理も可能である.

6.おわりに

フランスのラスコー洞窟にはインパルスの

ウェーブレット変換が刻まれているらしいが,

少なくとも,ウェーブレットの研究は新しい.

応用はあらゆる分野で始まっている.信号処理

関係の文献リストは文献(7)を参照されたい.

文献(12)では画像処理とウェーブレットの系

譜が図解されている.本稿の文献収録は読みや

すさ,あるいは情報収集等,読者の便宜を配慮

したため.学術的に不備な点は御容赦願いたい.

標本化定理や高品質数値計算との関連等,信

号の表現や処理・加工については今後の研究が

期待される.早晩ウェーブレットは理工学のイ

ンフラストラクチャとなるであろう.本誌の品

格を損なうことを恐れつつも,学生諸君がこの

分野に興味をもつ一助になれば有難い.
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