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レールが軸力を受けている無限軌道を対象に波動分散解析を行った.解析では,レールとまくらぎを3次元

Timoshenkoはり要素により離散化し,水平・鉛直たわみと振り振動の影響を再現した.まくらぎ1区間で与え
られる軌きょう1ユニットの運動方程式にFloquet原理を適用し,無限軌道内を伝播する波動モードの分散特性

を求めた.解析結果に基づき,軸力に鋭敏な振動モードや,締結装置の剛性などが共振周波数に及ぼす影響な

どについて考察した.

KeyWords:axialload,infiniterail,tempraturestrees,dispersionanalysis

1.はじめに

鉄道軌道のロングレール化は.乗り心地向上や道床

沈下など軌道破壊の抑制に有効であり,そのため多く

の在来線区においてもその導入が進められている.な

お,本来レールは温度変化によって膨張・収縮を受け

る.しかし,まくらぎに締結されているため,自由な

伸縮がある程度拘束される.特にロングレールの場合.

その両端部付近を除く中間域では伸縮がほぼ完全に抑

制される.その結果,レールには長手方向に大きな圧

縮または引張の軸力が作用することとなる.日照によ

るレールの温度上昇は,軌道座屈の原因となる.一方.

寒冷地の冬季間に発生するレールの温度低下は引張軸

力を発生させ,ひいてはレール破断を惹き起こす恐れ

がある.

以上に述べた様なことから.ロングレールの軸力管

理は軌道保守上非常に重要となる.なお.まくらぎは

列車走行によって軌道長手方向に変位(ふく進)し得る.

そのため,レール軸力は一般に温度変化以外の影響も

受け.軌道に沿って均一とはならない.したがって,敬

設時からのレール温度変化だけによる軸力管理は不可

能であり,また限られた箇所のみの測定では十分とは

言えない.

ひずみゲージ法l)や,音響弾性測定法l).透磁率測定

法1)2)など,これまでに考案されている軸力測定法に共

通した問題点として.軸力のない状態での初期値の測

定を必要とする点が挙げられる.一方,初期値を必要

としない測定法としては,レールたわみ法l)や,向上法

3)4)が挙げられる.向上法は,レールを一定区間まくら

ぎから解放し.その中央部を吊り上げて反力を測定し,

それを軸力に換算する方法である.しかし.この方法

は引張軸力が作用しているときにしか測定できず,圧

縮軸力の測定には適用できない.

レールたわみ法は,レールに振動を加え.その応答

を測定し軸力に換算する方法である.この方法の利点

としては,軸力の絶対畳を求めることができるため初

期値を必要としない点,圧縮・引張軸力共に測定でき

る点が挙げられる.なお,当該法については.実験に

よる検討が先行研究としてなされており,その適用可

能性が示唆されている5).しかし.その理論的背景につ

いては議論がなされておらず.十分な理解には至って

いない.また,軸力下での離散支持ぼりの振動解析が.

有限長モデル6)や,無限長モデル7)を対象になされてい

る.特に文献7)では,強制加振による卓越応答が解析対

象とされている.しかし,解析例は必ずしも鉄道軌道

を対象としてはおらず,そのためまくらぎの影響など

も考慮されていない.

一方,著者らは,軸力を受けるレールの波動伝播モー

ド解析に基づき,当該測定手法の可能性について検討

した8).そこでは,レールを1次元Timoshenkoぼりで,

まくらぎは質点でモデル化し.鉛直たわみと水平たわ

みに関する振動モードについて各々波動分散解析を行っ

た.しかしこの場合,水平振動における振り振動の影

響や,まくらぎ振動モードの影響,左右レールの相関

などを評価することができない.
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図-1たわみ振動をしているはり要素の作用力

そこで本論文では,より現実に即した3次元はり要

素を用い,左右レール・まくらぎから構成される軌道

系を対象に,軸力下での波動分散解析を行う.以下で

はまず,離散支持された無限長軌道を解析する際必要

となる軸力を受けるはりのたわみ振動,振り振動,軸

方向振動の運動方程式を記述する.次に軌道系を構成

する周期構造の最小単位であるユニットセルを離散化

した後, Floquet原理9)を適用し,円振動数WとFloquet

波数FCおよび軸力Nに関する固有値問題を導出する.

この固有値問題を解くことで,周波数/MとFloquet

波数ICおよび軸力Nとの関係(分散曲面)を求めてい

く.そして, 1次元はりモデルとの比較.まくらぎ振動

モードの影響等について考察し,軸力測定に適する振

動モードについて検討する.

2.軸力を受けるはりの運動方程式

本研究では,レール,まくらぎをTimoshenkoぼりで

モデル化する.以下では,その際に必要となる鉛直・水

平たわみ振動,振り振動および軸方向振動に関する運

動方程式を各々示す.さらに,水平たわみ振動と振り

振動の達成作用のモデル化についても述べる.

(1)はりの鉛直・水平たわみ振動

図11のように, -様な軸力Ⅳ(圧縮を正)の作用の下

で円振動数Wで振動しているはり(レール又はまくら

ぎ)を考える.なお,まくらぎを対象とする場合は図に

おいてⅣ=0とする.また.座標軸および断面力の正

の向きは図-1のとおりとし,図中鉛直方向は水平(y)

または鉛直(I)たわみ方向のいずれかを示しているもの

とする.

微小部分dEにおけるたわみ方向のつり合い式.およ

図-2振れ振動をしているはり要素と作用モーメント

図-3振れ振動をしているはり断面

びモーメントのつりあい式から次の運動方程式を得る.

GAK£(霊-tl>)-N㌫+pAw2u-Q (1)

EI豊+GAK完-V>I+pl-l桓0 (2)
ここで, Gははりのせん断弾性係数.ガは断面のせん

断係数である. Aは断面積, pは密度,別まヤング係

敬, Iは断面二次モーメント, uははりのたわみ,のま

断面の回転角である.

(2)はりの振り振動

図-2のような振れモーメントTを受けて円振動数W

の下で振動しているはりの微小部分を考える.ただし,

β雷は振れ角であり,座標軸および断面力の向きは図-2

のようにとるものとする.

微小部分dEにおける振れモーメントのつり合い式か

ら,次式を得る.

dT-u-p{Iy + Iz +zlA)6xdx - 0　　(3)

ここで/ォ. hは断面の水平軸および鉛直軸回りの断

面二次モーメント, zoは図-3に示す様に断面重心から

掠れ中心までの距離であり.レールにおいてヱ軸方向

にのみ存在しているものとする.また,振れモーメント

Tは,振れ角の変化率により次式のように表すことが
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図一l軸方向振動をしているはり要素の作用力

図-5寂れによる水平たわみ振動の重心移動

できる.

・-GJ砦
ここで, JはSt.Venantの振れ定数である.

よって,運動方程式は次式のようになる.

GJ砦-w2p{Iy+Iz+Z。A)Ox-0 (4)
(3)レール軸方向の振動

図4のような軸力N(圧縮を正)の下,円振動数Wで

振動しているはりの微小部分を考える.ただし. uIは

=軸方向の変位である.座標軸および断面力の正の向き

は図一lのとおりとする.

ここで,微小部分dTにおけるご軸方向の力のつりあ

い式から.次式を得る.

dN+u-pAu3血= 0　　　　　(5)

また,伸縮により発生する軸力成分Nuは次のように

表すことができる.

・u - -EA砦
よって, dN = dNuより運動方程式は次式のようになる.

-EA砦+u)-pAux - 0　(6)
(4)水平たわみ振動と振れ振動の相互作用

a)振れが水平たわみ振動に及ぼす影響

水平方向振動の場合.図-5のように振れによって重

心の位置が移動する.よって.式(1)における水平方向

図J　水平たわみ振動によって振れ振動に作用する慣性力

図-7軌道モデル

振動の運動方程式にはこの影響(pAu)-6xzo)がさらに加

わり,次式のように修正される.

GAK£(耕一N㌫+pAw-(u+6xzo)-0

(7)

b)水平たわみ振動が掠れ振動に及ぼす影響

振れ振動の際,振れ中心と重心の位置がずれている

場合.水平方向慣性力により振れモーメントが作用す

る(図-6).式(3)に慣性モーメントの影響(-u2pAzou)

を追加すると,次の運動方程式を得る.

GJ砦-u2{p{Iy+/,+zlA)6x+pAzou}-0(8)

3.軸力を受けるレールの分散特性の解析

(1)弱定式化

軌道系をまくらぎにより離散支持された無限周期構

造としてモデル化する.図-7は,無限軌道のまくらぎ

1区間(1ユニット)を表したものである.以下ではレー

ル軸方向を諾,それに直交する水平方向をy,鉛直方向

をヱとして,全体座標系を改めて定義する.当該ユニツ
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トのレール・まくらぎについて,重み付き残差式に基づ

き式(2), (6), (7), (8)の弱定式化を行う.レール,ま

くらぎ共に,鉛直・水平たわみを3次Hermite,断面回

転角を2次Lagrange多項式で補間するTIM7要素10)で

近似する.また,振れ角eI.軸方向変位uIはl次補間

で近似する.このとき.式(2), (6), (7), (8)の重み関

数はそれぞれ,断面回転角,軸方向変位,たわみ.振

れ角で与えられる.これらにより1ユニットについて

離散化の後,次の運動方程式を得る.

[呼円K-NC-u2M]{U) = [呼V{F} (9)

ここで(W)は任意の仮想節点変位ベクトル, (舟)はそ

の共役である・[K]は剛性行列, 【M]は質量行列. {u}

は節点変位ベクトル. {F}は節点カベクトルである.な

お. 【K]を例に.その成分を示すと次のようである.

[K) =

iioo Kqm Kql

ivA/o Kmm Kml

Klo Klm Kll

(10)

ここで　K;はユニットセル手前端節点成分押o),中

間節点{uM}および後方端節点成分{ul}に対応する

部分行列である.また,行列[C]は軸力がたわみ振動

に及ぼす影響を表しており,一要素当りの行列は次の

様に与えられる.

【C】 =

ここで, 【C]におけるNit Njは鉛直・水平たわみの補
間関数であり. Jは要素長である.

(2)分散解析

Floquet原理9)より,無限周期構造における定常応答

解は次の周期性をもつ.

uL-UQe　尺　FL-Foe-ikL wL-WoeinLI

(ll)

ここで, Lは周期長(まくらぎ間隔), Uo,UL,Fo,FL

は当該周期構造を与えるlユニット(図-7)の手前と後方

レール端における節点変位.節点カベクトル, W。,WL

は1ユニットのレール端の仮想節点変位ベクトルの共

役. FCはFloquet波数と呼ばれ,通常の波数に相当する

パラメータである.

式(U)を式(9)に適用し. uL,wLを消去すると.自

由振動場に対して次式を得る.

[K'- NC′ -uj-M′】{Ul} - {o}　　(12)

ここで. (′)は式(ll)の条件を課して行列を縮約した

ため,もとの行列とは一致しないことを表している.剛

義-1 50kgNレールの各種設定条件

質量密度(kg/m3)
断面謙(m2)

ヤング率(GPa)
ポアソン比

断面二次モーメント(水平軸)(m4)
断面二次モーメント(鉛直軸)(m4)

せん析係数(水平軸)
せん斬係数(鉛直軸)

St.Venant摂れ係数(m4)
断面の重心から底面までの距離(m)

断面の重心から絞れ中心までの距離(m)

p = 7880

A = 64.05× 10-4

E=206

v=0.33

/x = 1960× 10-8

/　=322Xio-

∬∫ - 0.394

Ku - 1.382

J=1.64×10-

h= 0.071

Z0 - -0.028

義一2 PCまくらぎの各種設定条件

質量密度(kg/m3)
断面穣(m2)
長さ(m)

左右締結装置間の拒鮭(m)
ヤング率(GPa)
ポアソン比

断面二次モーメント(水平軸)(mォ)
断面二次モーメント(鉛直軸)(m4)

せん断係数(水平軸)
せん析係数(鉛直軸)

StVenant振れ係数(m4)

ps - 2677

A4-0.0333

L.=2.3

1,-1.15

Es-78
v, -0.17

/　=6.24×10-

Iys = 1.37x 10"

Kx. - 0.67

Ay* -0.67

Ja=2×10-

性行列を例に示すと次のようになる.

Kqo +KLL

+KoLe-"CL + KLoe'バL

蝣K"MO + -^MLe-ikL

Kqm + KMLe*バL

Kmm

(13)

式(9)における行列【n [ci 【M]は実対称行列で

あるので.式(12)の係数行列はHermite行列となる.こ

の固有値問題を解くことで.円振動数WとFloquet波

数FCおよび軸力Nとの関係(分散曲面)を求める.以下

の解析では, Floquet波数Kと軸力Nを所定の範囲内

で順次変化させながら,円振動数Uについての固有値

問題を解き.その結果より分散曲面を求める方法を用

いる.

4.周波数fとFloquet波数ICと軸力Nとの

関係

(1)解析条件

図-7に示したように,まくらぎで離散支持された無限

長レールを軌道モデルとして設定する.レールは50kgN

レール,まくらぎはpCまくらぎを想定し,各種物性値を

義-1,義-2のように設定した.まくらぎ間隔はL-0.6m

とする.なお,レールの離散化は1ユニットを10要素,

まくらぎは16要素で一様分割して与えた.締結装置

およびまくらぎ底面の各バネ定数を表-3に示す.なお,

Krx, Kry, Kcェ, k,*yについては文献11)を参考に設定した.
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表」各種ばね定数(単位はMN/m,回転ばねはMN・m/rad)

締結糞尿

レI ル方向バネ定数 krx = 0 .4

まくらぎ軸方向バネ定数 k ry = 0 .9 6

軌道パ ッ ドバネ定数 k r2 = 1 10

レール軸方向回 りの回転バネ定数 k d = 3 .85 2 ×105

まくらぎ軸方向回 りの回転バネ定数 key = 0 .2 9

鉛直軸回 りの回転バネ定数 k cz = 6 x lO ~ 3

まくらぎ下 (全節点合計)

レール軸 方向バネ定数 ksx = 1 10 0
まくらぎ軸方向バネ定数 k Sj/ - 2

鉛直方向バネ定数 k .. = 60

ま くらぎ軸方向回 りの回転バネ定数 k cs = 3 .3

lニーコ

N

エヽ
一′

義
m
哩

1　　　　　　2

Floquet浪数K L

E

D

N=OMN

一一　N=2MN

N=4MN

-- N=6MN

図4周波数fとFloquet波数''と軸力Nとの関係

(2)解析結果

周波数fとFloquet波数ICおよび軸力Nとの関係は

3次元空間中の曲面として与えられる.そこで,軸力を

Oから2MN毎に6MNまで変化させたときの,周波数

fと無次元化したFloquet披数FCLとの関係を図-8に示

す.なお,実際のレールではこれ程大きな軸力が作用す

ることはないが,軸力の影響を確認する目的で6MNま

で図示した.国中水平線で与えられている分散曲線は,

Floquet波数FCLや軸力Nの影響を受けていないが,こ

れらは主にまくらぎが振動するモードに対応している.

/ま.くらぎ41

A B

水平方向振動　　　　水平方向振動

*レール上部がたわむ

C

水平方向振動

*レール下部がたわむ

t　°　t　°　t　°　°　一　t　一一　一t　°一　t t　°一　°一一

E!
E

鉛直方向振動　　　　鉛直方向振動

図-9振動モード

図-8で, kL =汀における分散曲線の傾きがoとな

るモードの内,軸力の影響が認められるものをA,B,C,

D,Eで分類する.これらの箇所は,定在波モードに対

応しており,レールを加振した際に卓越して現れるた

め,測定しやすいモードを与える.そのため,軸力測

定にはこれらの振動モードを利用するのがよいと考え

られる.

各振動モードを図-9に示す　A,C,Dはともに波長

2Lの下,まくらぎ位置を節として振動するモードであ

る.なお, Dはpinned-pinned resonanceに相当してい

るが.まくらぎの回転振動を伴っていることがわかる.

また, Aはレール断面の上部が水平方向に大きくたわ

むことで振り変形を伴うモードであるのに対し, Cは

逆に下部が大きくたわむ振り変形モードとなっている.

B,Eの波長は2Lであり,他のモードと同一波長を与え

るが,まくらぎ位置を腹として振動するモードとなっ

ている.軸力oMNの近傍で軸力に対する周波数の感

度を調べると, A-Eの振動モードはそれぞれlMN当

りIOHz, 13Hz, 5Hz, 7Hz, 6Hzほどとなっており, A,

Bのモードが比較的高い鋭敏性を有していることがわ

かる.

5.考察

(1)一次元モデルとの比較

著者らはこれまでの研究8)から,軸力の測定に適する

振動モードは水平たわみでA,鉛直たわみではDの振

動モードであるとの結論を得た.その理由としては,ま

くらぎ位置を節とするため締結装置のバネ定数やまく

らぎの影響が少ないことがあげられる.ここではより
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レール
まくらぎ

道床横抵抗力

<水平方向振動>

I →⊥1

:萎呈呈呈
図WO l次元モデル

3次元モデル: -

1次元モデル　　　　鉛直振軌　-一・一水平振動

図-ll I;L-7Tにおける周波数1と軸力Nとの関係(1次元

モデルとの比較)

現実に近い3次元モデルでの解析を通し,このモード

について1次元モデルとの違いを確認する.

1次元モデル(図一10)と,今回の3次元モデルとで求

めた結果を図-11に示す.図-11はFloquet波数KL - -K

における(周波数!)-(軸力〃)の断面でのA～Eの振動

モードの変化の様子を表している.なお, 〟,B',D¥E'

は1次元モデルにおいてA,B,D,Eに相当するモード

である.

水平方向振動のモードをみると.摂れの影響を受け

て. Aの振動モードは1次元のものより低周波数側に

移動していることがわかる.

また.鉛直方向振動モード(D, E)はレールの振り振

動を伴わないため, 1次元モデルと大差はない.なお次

節に述べるように,若干認められる差異は.まくらぎ

振動の影響によるものと考えられる.

(2)まくらぎ振動モードの影響

図-8の様に.まくらぎ振動モードは軸力の影響を受
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1　　　　　　2　　　　　　　3

Floquet波数K L

図-12軸力N- 0におけるFloquet披数バLと周波数fの関

係(まくらぎ剛体モデル)

KL=TT　　　　　まくらぎ剛体　　　　　まくらぎはり

図-13 Floquet披数バL- 7Tのときの周波数fと軸力Nとの

関係(まくらぎ剛体モデル)

けない.また, D, Eのモードにおいて若干まくらぎ振

動の影響が認められるものの,水平振動ではほとんど

その影響を受けないものと考えられる.そこで,まく

らぎをTimoshenkoぼりモデルから剛体モデルへ変更し

解析を行った.

分散曲線を図-12に示す.また,図-13にはFloquet
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図-14締結装置のバネ定数の影響

波数kL =汀における(周波数/)-(細力N)の断面での

振動モードを示した.なお,比較のため.まくらぎを

はりモデルで与えた場合の結果を破線で示した.

図-12より.まくらぎ振動モードに支配されている水

平の分散曲線が消滅していることが確認できる.また,

図-13から　A,B,Cの振動モードはまくらぎの変形振

動を伴わないため,本モデル変更の影響を全く受けて

いないことがわかる.

一方, D, Eの振動モードについては若干の差が認め

られ,前述の一次元モデルとの差異が,変形を伴う様

なまくらぎ振動モードの有無によるものであることが

確認できる.

(3)締結装置等のバネ定数の影響

実際の軌道において.締結装置やまくらぎ下パッド

の剛性はある程度バラツキを有するものと考えられる.

そこで,締結装置等に関するバネ定数の違いが結果に

及ぼす影響について調べた.以下では,まくらぎを剛

体モデルで与えた場合を例に示す.なお,前節に述べ

たとおり, D, Eの振動モードにおいてまくらぎのモデ

ル化による若干の差が認められるものの.傾向に本質

的な違いはなかった.

a)締結装置の訂,yサ*方向のJてネ定数の影響

解析結果を図-14に示す.レール軸方向のバネ定数

(krx)は,ここに設定した変動幅の下では.どの振動モー

ドにも全く影響を与えていないことがわかる.また,ま

くらぎ軸方向のバネ定数(kry)は.当該方向変位が支配

的となるBの振動モードに影響を与えることが確認で

きる.同じように,軌道パッド(鉛直方向)のバネ定数

(krz)は,まくらぎ位置を腹とするEの鉛直振動モード

1^=3.852×105,----^=3.852×106

恕:0.29,

6Xl。-3,二ki:1.5

6Xl。-2(MNォm/rad)

500

周波数f(Hz)

1000

図-15締結装置の回転バネ定数の影響

図-16まくらぎ底面のバネ定数の影響

に影響を与えている.

b)締結装置のx,y,z方向の回転バネ定数の影響

解析結果を図115に示す.レール軸回りの回転バネ定

敬(kc*)は,本来レールの小返り振動に影響を及ぼすも

のと考えられるが,本設定条件に関する限りどの振動

モードにも全く影響を与えていない.また,まくらぎ

軸回りの回転バネ定数(key)は,その部分の回転量が大

きくなるDの振動モードに影響を与えることが確認で

きる.同様に.鉛直軸回りの回転バネ定数(kcz)は水平

振動が卓越するAの振動モードに影響を与えるが,そ

の度合いは極わずかである.
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C)まくらぎ底面のヱ方向のJ〈ネ定数およびレール軸

回りの回転ばね定数の影響

解析結果を図-16に示す.どちらもA～Eの振動モー

ドには全く影響を与えていないことが確認できる.な

お,変化が認められる170Hz付近の2つの振動モード

は.まくらぎのレール軸周りの回転振動.および上下

振動のモードである.

6.おわリに

本研究では,軌道振動特性に基づいたレール軸力測定

手法の構築を目指し.そのための理論的検証を行った.

具体的には.レールとまくらぎを3次元Timoshenkoぼ

りで離散化し.たわみと振れの達成効果を考慮した無

限軌道モデルを構築して.レール軸力が波動分散特性

に及ぼす影響について検討した.

なおこれまで,レールを1次元Timoshenkoぼりで.

まくらぎを質点で表現した数値モデルに基づく同様の

検討を行ってきた.その結果,鉛直と水平たわみ振動

の何れにおいても.まくらぎ位置を節とする振動モー

ドが.軸力に対する共振周波数の感度が高く.レール

がまくらぎと独立して振動するため各種物性値のバラ

ツキの影響も受けないことから.軸力測定に適してい

るとの結論を得た.より現実に近い3次元モデルによ

る本解析でも, 1次元モデルによる検討結果と同様に,

まくらぎ位置を節とするモードにおいて軌きょう剛性

等の影響が最も小さい結果となった.特に,水平方向

振動モード(A)は, 1次元モデルでは考慮されていない

振り振動を伴うものの.本解析に関する限り締結装置

やまくらぎ下部の剛性の影響は殆ど認められず,軸力

に対する共振周波数の感度も高いため.軸力測定に最

適であると考えられる.

また,まくらぎの変形を伴う振動モードが軌道系の

分散特性に及ぼす影響についても調べた.その結果,ま

くらぎの振動モードはレール軸力の影響を受けず,さら

にまくらぎを節とするレール長芋方向の定在波モード

における軸カー固有振動数関係に殆ど影響を与えないこ

とがわかった.したがって,実際のまくらぎには様々な

振動モードが存在すると考えられるが.それらはレー

ル振動に基づく軸力測定に影響を及ぼさないものと考

えられる.

なお.現実の軌道系は,まくらぎ間隔等にもバラツ

キを有しており,完全な周期構造とはなっていない.今

後は.その様な不均一性が振動特性に及ぼす影響につ

いても検討する必要がある.
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WAVE PROPAGATION ANALYSIS BY 3-D BEAM ELEMENTS

FOR AN INFINITE TRACK HAVING AXIALLY LOADED RAILS

Saki SHIMIZU, Kazuhisa ABE, Akira AIKAWA and Kazuhiro KORO

Wave modes propagating in rails subjected to an axial load due to temperature stress are analyzed. An infinite

track consisting of rails and sleepers is modeled by 3-D Timoshenko beams. The Floquet theorem is applied to the

equation of motion of track sub-structure given by a repetitive unit. The wave dispersion analysis is then reduced to

an eigenvalue problem in terms of the axial load, the wave number and the frequency. Sensitivity of axial loads to the

wave number and frequency is investigated in the context of the dispersion analysis. Through those analyses, modes

which are suitable for evaluation of axial load and the influence of uncertainties in track modeling on these modes are

discussed.
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