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特異多様体の特性類

諏訪立雄

奉稿では特異多様俸の特性額について最近の発鼠特にMilnor額の理論とその周辺,を述べ

る-

複素多様俸Mに対して,そのChern額c皐(M)はMの正則接束TMのChern寮としてMの

コホモロジーH車(M)の申に定義きれ,複素多様体の理論において基本的役割を果たしてきfc.特

異点を持つ(コンパクト削多様俸Vの場合にこれを拡張するものとして放つかの特性額が考えら

れてuる*　にれらのうちに, M昆ther額c㌘(V), Schwartz一湖acPherson輝c串(V‖ Scl],

[馳]き, Fu鮎n-Johi鳩On類c?(V‖[FT], [F])と呼ばれるもの恕ピがある*　にれらはいずれも

vのホモロジーH*げ=に定義され, Vが非特異のときはc串(V)のPolncare双対,つまりVの

基本耕[l′]とのキャップ位c*(Vトnに一致する―　これらの燥はそれぞれの暗徴,利点を備

えている*例ぇばMather輝はVのNash改変を剛ユて接束を"拡張"することにより定義され,

銀河学的には理解しやすい書　また, S∈hwartz-MacPherson類は初めM･-H― Schwartzによ苧ず

ラジアル捧枠と呼ぼれる特別な揮砕け記,定義3暮2サ§唾(A)参掛を構成するための障害として相

対コホモロジ-の申に定義きれた*後にR― MacPhersonがMather類の理論に局所Ruler障害の

概念を相好加えてホモロジーの申に構成したもので,写像に射し自然に振舞う―　これはA. Groth―

endieckおよびP.Deli宮neによってその存在が予想されていたものである. BS]により,両者は

Alexander双対性を通して対応するので,今日ではSchwartz｣覗acPherson類と呼ばれている*

特異多様体Vに対しても, Vの基本類[V]とのキャップ横をとることによりPoincar壷準同型写

像H車(V)-H.(Vきが定義できる[Brl]響　Vが局所完全交叉多様俸のときは仮想接束ry-が考えら

れるが,にのときVのFulton-Johnson額はc?(V)-ピ車(TFト[V]で与えられ,比較的容易に計

算できる*

にれらの輝の差は特異点集合の重要な不変畳と結びついてくる*例えば, Vが孤立特異点のみ

を持つ局所完全交叉多様俸のときはだ車(V) b c?(¥′)の差は特異点にお狩るMilnor数の和で寮さ

れる亡下妻鑑定理1.ll). Mi王nor類の概念は,特異点集合が一般の場合にこれらの差を表すものと

して導Åきれたもので,そ艶ぞれの方法は異なるが響超曲面の場合[A], [PP2]で,局所完全交叉

多様体の場合[BLSSl, 2]で,また写像に対して[BY]で研究されている.また[OY], [Y3―lでは

その性質が調べられてし1る響　にこでほ主として[BLSSl, 2]に従ってMilnor掛について述べ,関

連した話題として[Su4]で嘩Åされた特異多様俸上の連接層の特性類について述べる響特に特異多

様捧Vの捧層の描モロジ―)Chern額としてVの新しい特性紫が定義できる*なおMilnor額に関

する概観として[BT弘[嘗2]も参照されたい*　また,本稿に関連したÅ門的な読み物として[Su5響

6]がある.
f

以下書§までは孤立特異点のみを持つ局所完全交叉多様体の場合を概観する. Polnca婚-Hopfの
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特異多様俸Q3 特性額 二う7 7

定理 を簾形 と し,
こ れ の 三 つ の 異な る 方向 へ の鑑吏を考 え る こ とを這 よ tj 皇記の結果 を得る . 聾2 で

ほ こ れら の こ と の 基峯思想と な る特性寮の局所碓をご つ むちて ま と め る
. 特異点集合が

- 般舜 場合を敬

うため に , まず聾3 で は 古典的 な障害理論に よ る C h e Trl 類Q3 構成を複素多様俸Q3 接葉形 場合をこ復 習
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双発 と なるく定理 3 . 5ラ.

隻轟 で はまず M
.

- H
.
S ch w a r t z に 従 っ て , m 次元複素多様俸 W の 率g3 n z 次 元 ヨ ン パ ク ト特薬部

分 多様俸 V に 対 し,

i 呈

ラ ジ ア J レ r 一 接砕
, ,

を構 成す る た め の 障 害 と し て V の q
- m

-

r + 1 凍

s c h w a rt z 額 を 相 対 ヨ ホ モ ロ ジ ー H
2 qくW

,
W もV きをこ 定 め る .

こ れ の A董e x a n d e r 同 型 写 像

H
2 qくW

,
W もVき二 ニヰ fI2 ,

仙

2 げ 柁 よる像 c r J Vうほ上記 の よう に V の r - ま凍 M a c P h e T S O n 蒋 に -

致 ず る
.

以下 S i n gくV, を V の 特異点集合, V o
- VミSi n g f Vきを罪特異部分 とず る.

一 般をこ 鴨 上

に r ベ タ トj レ場 F
n

が与えられた と き , そ の時輿点集合 と S重昭くVラの和集合 E 沿 各連結成分 S

に対し, く局所 的ラS c h w a rt z 類 S c hくF
桝

, Sラが H 2 ,M 2e S ラの申に ラ ジアj レ接砕を経由 し て定義 さ れ亨

そ れらの和が c r 小 玉くVうと なるく定理 4 ぷ . 隻5 で は V が W 土 の 蓬朗ベ ク ト ル 束 N の 切断で定義 き

れた馬琴完全交叉多様俸 の と き を考察す る .
こ の とき は V の

i

儀懇榛東
労

T v
- くT W

- 郎董v が考え

られ る が , V o 土 の r ベ タトj レ場 F
くrき

と上 の ような集合 E の各連結成分 S を芝対し, r v の C h e rJl一 類

を局所化す る こ と に よ 9 , 仮想賓 Vi rくダ 桝
, sラを H 2 ,一望くSきの 申に定義す る. それ ちの 和を孟 c

Pく訂yラ

野 P oi n c a r 芭準同型写像 H
2 PくVラ--i

l H 2 r- 2f V 粍 よる像と なるく定理 5 . iき. 今 の 場合,
こ れ ほ r

i l

次の F u王t o n -J o h n s o n 襲 c 毘1くVラに
一

致す る
.

以上 の構成 に お い て ,
S が V o の 申に あ る場合は S c h 宅F

宅アき
, s ラ

- V ir t F けき
, s ラ

- P H くF そr き

亨 Sきで あ

る
. 聾6 で ほ S が Si n gくVラの 連結成分 の と き , 非負整数 r に対し, V の S をこ 溶をブる r 次 M 董I n o r

額 tL r t V , Si をくr + 1ラ-接枠 F
け キ 1き

の S c h w a r t z 紫 と仮想類 の 差 と して定義す るく定義 6 . iラ.
こ れ は

H 2 rくSきの 寮 で , F f r + 呈き の取り方に よ らな い
.

r が S のく複素ラ次元 より大き い と き, i i r 毛V , Sラ- O

で あ る
. 特をこ S が

-

,6 w か らな る 場合は, 紳くV , カラ以外 は 0 で, こ れをま菰登竜曲面特異点の とき

ヒM i3 で , 孤立完全交叉特異点の ときE H aj で導入 さ れた いあゆる M il n o r 数 に
-

致す る
.

また V が

超曲面 の と き, i ioくV , S3 i.-まE P3 で定義され た
-

般化され た M ilrl O r 数 に -

致する こ と が示きれる
.

任意の特異点集合を持 つ 局所完全交叉多様体 V に 対し, c 車くVラと c f
J
くVラと の菱ほ M 主圭n o T 類 の和

で表さ れ るく定理 6 . 2ラ.
さ らをこ S が Si n g t Vきの 非特異成分の と き p 車くV , 別 の 具体的公式 が与え

られ るく定理 6
.
3ラ.

複素多様体 の C h e r n 類はその 正則襲来の C h e T n 発 と し て定め られた i 特異多様棒 V の 場合をこ 私

闘えば V 上 の連接層を伺 い て何か 意味の あ る特性顛 が定義 で きな い だ ろ う
v
か , 特に V の接層 酌

の特性類は何で あろう か と い う疑問が 生ずる
.

-

厳を芝, 特異多様俸 V 上 の 連接層 響 をこ対し予 くヨ

ホ モ ロ ジ - J C h e r n 指標 c h
串

ぽラまた は C h e r ri 類 c
尊

宅劉 は V が非特異 で ある か g が局所自由 の と

き古典的 に定義 さ れ て い る
. 毒7 で は 局所完全 交叉 多様体 V 上 の 遠 軽層 g に 対し て ホ モ ロ ジ -

c h e r n 指標 c h 奉く穿きまたをま C h e r n 頼 c 歩 G l を定義す るく定義 7
.
3き. も し g が 局所 自由 な層 怒 ら

揺, 額 c h 牽く好きは e h
牽

く劉 の P oi n c a rさ準開墾写像に よ る像を芸
- 致す る.

こ Q3 こ と ば V の W へ の

埋込 み に対 する R董e m a n n
- R o c h の定理く定理 7

.
2 粍 よ る.

V が敬重特異点を持 つ 場合,
V の接層

凄王



3 7 8 論 説

車v の C h e T 韻 指標お よ び C h e T n 孝を具体的を三栄め る こ と が で きるく定理 7 . 5ラ.

1 孤立特異 点 の 場合

く八J I I
o i M

.

ill
.

t
J

l
- 川 IIJr の 定理

周知 の ようを三, C
噛

多様体 M 上 の 遅疑 な べ ク 巨 ル 場 u で M の 点 9 で 孤立特異点く零点ラを持 つ 転

の をこ対し亨 P o iri C a r 桑- H o pf の 指数, こ こ で 絃 P を重くu , 9ラと普く, が定義さ れ る . M が コ ン パ ク ト

な向き づをブられたく境界 の な いラ多様俸 で争 u が 孤立特異点 鮎 . . . , 9 , の み を持 つ と き , P o i n c a r 壷

Il り .
,Jj
-

J
t

J

,

JjI
.

川 LL

r

LEII
,I I .

J

J
t

, I ,
,I ---

,

.

I L .

L
I

L
.r J

E

-

- I

くl . 1 J

と表せ る
.

こ こ で x E M ラは M の E ul e r 数 で ある
.

こ の 公式をま い ろ い ろ な解釈 が で きるが, 次 の よ

うをこ も考えられ る.
M 上 に特異点を持たな い ペ グ トJt J 場 を構成す る ため の障害とし て M のく接束

のうE t蓋1 e r 類 eくM ラが M の 最高次 コ ホ モ ロ ジ ー をこあるが, こ れ を伺 い る とく1 . 1ラは

r

E J ,lJくL
,

, JJ LI E く.
1t ,J 卜 t L ltl 三, H . i

,
,1

E3
u

室 il

r r ltJJ さ - こ.

.1 .
,I L- ,

-

,
.

, I
.

,111 tI .
I

.11
1

,1

と分野る こ とが で きる. く1 . 2ラは e くM ラを ベ タ トj レ場 y で そ の特異点に
ii

局所化
, ,

したも の と考えら

れ る
.

なお M が境界 8 M を持 つ 場合 で も,
ベ ク ト ル 場 u が 8 M 上至 る所

tt

外向き
,,

ならばu . lラ披

そ の まま成り立 つ
.

特に M が複素多様体の とき 結 う そ の 正則接束 T M は 葉菜 と して ほ M を C
叩

多様俸 と 思 っ た と

き の接束と同型 で ,
e くM ラをま M の濠高次 C h e r n 額 c

n

くM ラ, n - d i m c M , に 一

致する.
ベ タ トJ レ栄

T M の 適当な接続 を と り, c
ll

くM ラをその 曲率か ら定まる微分形式で褒し て お く と ,
M が コ ン パ ク

ト の時, く1 . 3ラは

,

-

,

.

. りIl -i f

c
n

くM , rl . I
.
1

とも表せ る
.

こ の 公式は G a u s s
- B o n n e t 塾 の 定理 と解釈 で き る .

以下複素多様俸 M 土 , 単に ベ タ トj レ場と い う と き は連綾なも の と し, よ記の よ う に T M を M

の 采摸索と同 一 視し て , こ れらを T M の 切断と考える.

凍を芸,
P o蔓n c a 賂 H o p f の指数を特異多様体 Vくの罪特異部分ラ土 の ベ ク ト ル 場 に対 し て鑑蛮す る .

三 れ に 法旨3 ろ い ろ 恕方法があるが , まずくL まラがそ の ま,ま の形で成り立 つ よ うをこ す る に は
i-

s ch w a r
-

t 芸 指数
,,

を考 える. また V. が複素多様俸 の 申の 局 所 完全 交叉 多様体 の と き , そ の 仮想接束 の

C h e r n 類を局所化した もの と し て
ti

顔想指数
,,

を考え る.
これ を掃い る とく1 .

2, に対応す る式が成り

立 つ
.

ぞうず る と u . 3ラほ た呑まく1 . 壇ララに対応 す る 式 は成り立 たず, 差と し て特異点の M 圭I n o r 数が

出て く る
.

rliI H ぐII W il rt 7T. 指 数

V を n 次元特異多様体-く耗 野 次元 の 被約な解析空間l とす る
. 9 を V の 点と しき V は 9 で高々

菰立特異点牽持 つ とする . 身 の 近傍をま複素 孟 - クリ ッ ド空間 C
m

に 埋込 まれ て い る と し て よ い
.

蕊

ず, U を蔚の y 内の近傍 と し, U ミそ9享上 の 二 つ の非特異 ベ ク ト ル 場 u 王 お よぴ u 2 に対 し, それ ら

のく指数桝 差 dくL f
h u 乏きを次の よう に 定義す る

. P を中心と した半径 E ぎ の 十分ホ き い C
m

の 二 つ の

4 2
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i

l J

l

ご ノニー
.

ま た, ニ つ の 上 の よ う な ベ ク ト ル 場 u l お よ ぴ u 2 をこ対して 予

トぐ
.

h い L
,
. lJ トー卜し

.

h い .

- , ,

hl 三 rl h
.

I .
,

. I

.
.

.

i u . 5き

が成り立 つ
.

こ の指数をこ対 して は , 次の 公式が証明 で きる こ

定理 1 . 6ES S 2j . V を コ ン パ ク ト特異多様俸 で 孤立特異点磨l , . . . , 歩s を持 つ とし苧 u を V の 非特

異 を部分の ベ ク ト ル 場で , 歩s . i , . . . , A , を三選立特異点を持 つ と ずる と ,

r

芝S c h くu , 蔚iラ-
x くVき.

i ニこ l

くり 仮想指数

もう
一

つ の指数は,

ii

便意指数
,,

と呼ぼれ る も の で あ る
. 特異多様体 V の特異点で は普通の接空

間が考えられな い の で
, 接束もな い

.
し か し例えば V が 次の ようなもの の場合 軌

ii

額普接束
,,

那

考えられ , それの 特性額を ベ タ トj レ場で局所化したもの と して仮想指数が定義で き る
.

w を m 次元複素多様体とし, N を W 上 の階数 k の 正則 ベ ク ト ル 束とす る .
s を

- 般 の点で は

N の 零切断に横断的な正則切断 と し V - s
甫

l

桝 とす る
.

こ の とき , V を孟サ 耗 n
- m

- k 次元特異

多様体 で , 局所的 に は次 の ようをこ表す こ と が で きる. くs i ,

.
. . 事 ラ S kきを W の 開集合 6 よQ3 N の砕 と

し, s - 宏た1 f iS i と 書 い て お く, こ こ で f i は 6 上 の 正男Ij 関 数 で あ る.
こ Q3 と き, V R 8 -

iI,
.

I
- i .

r

L I
1

.t Jり -
I . .

--
こ

-
I

-

,
. U り - いト

t
I ,li

t

り
.

t
p

u
J
J 柑ll

T

り 川 J T
,
.

J

l二
I

Si n L
rr I

-
I

, 5 -

-

-

J jニ,

L
I , トi 王-Lミ

r I- ,
1

I

. ド

tb E 戸d l A
. . .

八 df kくカラ - 0享と表さ れ る
.

きらをこ こ の とき, i , w . き f k 娃 ノii 上 V で 零となる正郎

関数 の なすイ デ ア ル を生成 し, V ほ局所完全交叉 多様体 と な るE Tj , 以軍 , よ の よ うな宕特異ラ多

様俸を
i 6

正則切断で定義きれた局所完全交叉多様催
事亨

と い う こ とに する
.

-

般 に き V を W の任意の

超曲面 と する と , 直線束 N と そ の切断 s が自然に 定まり,
V をま こ の よう 怒多様捧となる

.
また ,

射影空間 t P
m

の 完全交叉多様播くk 頗の 斉家多項式 汽 , 宮ニ i
, さ .

. ,
k

サ で定義された n - m
- k 次 尭

代数多様俸ラも こ の よ う な多様俸の 例で ある
.

こ の とき 晩 冬 P i の 次数を d i とする と,
ベ タ ト 妙

束 H
鮎
o . . . o H

車d k

を N と し て と る 三 と が で きる. ま た , 正朔切 断で定義 き れた局所完全変叉多

様体 はE L Sコの意味 で
阜

s t r o n g
, ,

な局所完全交叉多様鋳 で もある .

v を ベ ク ト ル 束 N の 切 断で定義 さ れ た 局所完全交叉 多様体 と し, V o
- VもS i n藍宅Vきと ず る と ,

制限 Nf y o は V o の W の申で の 法束 N v o に
-

聾 し, 次 の完全列 が ある ニ

4 3
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tJ I .

-

r i
l

l.
, 7-il

l

L
h .

,
.1

.

I

. ,

. り
. く卜TJ

尊 こ で r y
芸 げ W - N きi v と お き,

こ れ を V の 佼 想 接 束 と い う. T W - N の C h e T n 額 は ,

c
琴

t T W - N ラ- ど
寧

くT W ラメc
専

宅N きで与えられ る の で , こ の 優懇毒婁束 の特性類 は 比較的計算 し やす

い
. 上記くBラに お 狩るよう に , V をま点 9 で 高を 菰立特異点を持 つ と し, U を身 の V 内で の 近傍と

す る
.

が を Uもモカき上 の非特異 ベ ク ト ル 場とする とき, c
招

くT yラをv で 局所絶したも の と して 仮想指数

V irくu , 磨きが采義 で き る
.

これ は下記善2くBきのくり 塑 と u Iラ塑 の局所偲 を組み 合わ せ て 微分幾何学

的をこ定義するくE L S Sヨ, ES S 2ヨも参照ラ. また, 特異点が 盈立 し て い な い 場合で も同様で あ る .
こ の

指数の幾何学的解釈をこ つ い てをま下記くDラに述 べ る.
こ れ か ら傑懇指数が非負整数で あ る こ と が 分力与

る
.

な お 亨 9 が V の 通常点 の時は , V irくu , ilラ- P H くu , 9きと な る
.

ま た ,
二 つ の 上 の よう な ベ ク ト

ル 場 v l お よび 鞄 に対し て , S eh w a r t z 指数の とき の 公式く1 . 5うと同様の式が成り立 つ
. 仮想指数の

構成法よ り次を得る 芸

濃埋 ま胤 V が嘉男弓切 断で定義された コ ン パ ク トな局所完全交叉多様体 で 孤立特異点 あ, . . . , b s

を持 つ とし, u を V の 罪特異 な部分の ベ ク トル 場 で , il
s . 1 , . . . , カr に 盈立特異点を持 つ と す る と,

三--.

-

.

- .

-
-

.

i

-A
.-

-
-

I

りJl .T liJ n o r 赦

芸 こ で 完全交叉多様体 の 盈立特異点に 労 相る M il n o r 数 を思 い 出し て お く
. i - U l , . . . , f kきこ

くC
n 軸

, 那 - くC
k

, 81 を原 点 0 の 近傍で 定義 さ れ た蕊園写像 と し, V - i -
1

桝 は完全交叉 多様体 で

磨
- O で高々 孤立特異点を持 つ と す る.

C
k

の
- 般の点 t に 対し て は Vt

- r
l

m をま非特異 で ある が
,

さ ら に次の こ とが知られ て い るくk - 1 の ときE M 圭j ,

-

療 の k の ときE H aコ, E L oコも参照き.
B E 脊

c
n + k

の 0 を中心 と し た半径 E の十森小 さ い 超球 と す る と , C
k
の 0 に 十分近 い

- 般の t に 対 し て ,

F ニ V I
J n B e の位相選 ば

一 定 で, し か も F は い く つ か の S
n

の b o u q u et と同 じ 示 モ ト ピ - 撃を持

つ
,

F を M il n o r フ ァ イ バ ー と い い
,

こ こ に現れ る S
n

の 数が V の 如 こ 溶 をナる M iin o r 数 p くV , カl

で ある
.

なお 蔚が V の 弄特異な点の ときをま p くV , iJl
- O で あ る.

M iln o r 数ほまた f の J a c o bi a n

イデ ア ル か ら代数的 に も求められ るく例えばE L o3き.

U を V 丙の i, の 近 傍 と し
J

Lf を Ulモクさ上 の 罪特 異 ベ ク ト ル 場 と す る と き, そ の 仮 想 指数

V董rくy , iJラは次の ようをこ解釈 で きる
.

M 重量n o r フ ァ イ バ - F の境界 の 近く で F に接す る ベ ク ト ル 場

野
I

で u をこ
名書

近 い
,,

もの をとり, v
,

を F の 内部に拡張する こ と を考え る と, 有限嶺の特異点きi , . .

.
, , b r

を持 つ ベ タ 巨j レ場 u l に鑑粟 で きる
.

そうず る と, V i rくu , 93 は

r

V il
.

く7
.

, IJl - E l
,

Jl く
■

I ,
.

. I7
,1

i 正己王

で与 えら れ るく巨L S Sヨ, ES S 2コも参照ラ. 右辺をまま た G S V 一 指数 と呼 ば れ る も の で あ るく仁G S Vコ,

ES S lヨき.

-
も し u

r

が F の 境界 で 至 る 所外向き な ら ば, 右辺 をま F の E u董e r 数,
つ ま り 1 + 卜 1l

花

tiくV , 蔚, と怒る
. 従 っ て , 上記くBきの ベ タ

l
い レ場 u o に対七 て は, V irく即8 , 蔚ラ - 1 + 卜 1ラ

n

p くV , 9ラと

なり, S c h w a rt z 指数亀俊懇指数も同じ差公式fi .
51 を満たす の で , U もモカ主上 の任意 の 罪特異 ベ ク

ト ル 場 v をこ対して次が成り違 つ ニ

S しニh t
-

I . , I,l V il
-

くJj , lJj - く l .
7

,
- .

I Eくト. l3j .

以 上 の こ と か ら苧 V 上 の ベ タト 舟 場を媒介として , 凍を得る ニ

44

く1.
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特異多様俸 の 障軽額 3自主

定理 呈. i OE S S 2ヨー V が正郎切断で定義 き れた コ ン パ ク ト蜜局所完全交叉多様鋳 で ザ 菰違特異点

I,
. , . . . , Il k

.

J
し壬

.

J
I

-

.
I

.

- ち,

-
-

-
-
I -

I
.

-

-

-
一

二 I - ニ ー

-

-

-

I

上 の式は G a u s s - B 珊 n e t の 公式の -

感化と考えられ る宅くi . 凄ラ参軒き手

V の 特異点解消, S c h w a r t z- M a c P h e r s o rl 寮 鍔 写像をこ封ず る自然観 お ょ び下記奪2くBきほきの

仙 ノJ f
.
, 川 1

,

r
,

.

,
,

J

i
.

川
-

.

1

. ノてJ i I
,

J
l
l S t

t

J
II L W

.

,

ll
.

t Z- .M こl 州 1 し
.

.
1

トt I - I il
l
-

1 ,
, くl

.

J くき い
i -

I
,

J

r .

-

i

.
ト

ー

t
1

5 .

.

メ ,

.

L

1

.

,

-I .

一

丈 l
.

し
さ
,

特異点集合の ホ モ ロ ジ - 輝か ら来る こ と が分か る . 従 っ て 上 の 公式 を 削 ミる と, c 率くVきに対す る

次の 公式 を示す こ と が で き る こ

定理 1 . 1 1ES u lヨ. V が正郎切断で定義きれた コ ン パ ク トな局所完全交叉 多様俸 で , 艶登 時巣意

鮎 . . . , あ を持 つ とき,

S

t
.
C l .

l

l

l

I
I

- く-
1

1

い i 卜 しI
I

J

l
+ く り

.
1ご . J

.

i
l

i
l L t t

I

I I, J J ,
.
ミ

.

こ こ で , 局 所完全交叉 多様体 V をこ対し て , c
重

くr アラ - E V j は V の ぎult o r u o h n s o n 額 c 訂くVきと

-

敦する
. な 削 O S Yj 8こ 溶 い て , 上 の よ うな特異多様体 V の M a th e T 額 cぎげラと c %

F j
t vラの 放校

公式が与えられ て い る
.

2 特性類 の 局所化

前節で 既 に特性類 の 局所絶 と い う こ と に 言及 した が , こ こ 習 そ の こ と に つ も3 て 少し整理 し て 溶

く
. 特性額 に関す る 文献 と してE B Bコケ E H iヨ, E M Sヨ, ES tj な どを挙をヂて お く .

絶ラ C h e r n 類 および関連 した特性類

M を C
00

多様体とし, E を M 上 の 階数 e の複素 ベ タトj レ束とす る と き亨 i - 1 , . . . , e に 対 し て ,

i 次 C h e r n 紫 c
i

W ラが H
2 i

くM ラの 申をこ定ま る . 位相幾何学的 に は, c
i

W ラ与ま E に e
- i + 1 偶 の

-

次独立 な切断を構成す る ため の最初 の障害 で あ 9 , Z 係教の ヨ 添 モ ロ ジ - H
2 t

く殊 g 招 宴義きれ

るく毒3き. 微分幾何学的に 軌 C h e r n - W eil 理論をこ より, E の接続 を伺 い て fI
2 i

く銑 磨きの 申に 定義

で きる
.

す なわ ち , E の 接続 V と i 次基本対称式 a i にL対 し, 冒 の 曲率 か ら M 上 の 閉2 i - 形式

5 iくマラが 定 ま る
.

c
i

くマラ -く雷き
ど

g iくVラと お く と, そ れ の d e R h a m ヨ 轟 モ ロ ジ - H 畠宅M ラ空

H
2 l

-

くM
, R ラで の類E c

z
+

くVラコが c
i

ぼラと 怒 る .
E の亡全ラC h e Trl 類 c

車

ば は c
串

ぼl - ま+ c
i

くgラ+ . . ヰ

c
e

くEきと して 与えられ る
.

E j , i - 0 , . . . , q , を複素 ベ ク ト ル 束 と する と き , 仮想 ベ ク ト ル 束ぎこ 冨,

q
T Oく - まき

g
E j をこ 対 し て

C h e T n 類は次をこより定め られ る に こ で e U j - ト 1ラj
と す るきニ

q

c
串

ほ, - n c
車宅E jラ

eくjき
.

j
こ 0

複素多様体上 の 連接層に対して も C h e T n 類が塞義 で き る
.

M を複素多様捧 と し, g, M を M 土 の

正男Ij 関数の芽の なす層とす る
.

U が M の 相対 コ ン パ ク トな開集合 で g が連接 e u 磯 野 の と き ,

g の実解析的複素 ベ ク ト ル 束 E ,
.

, j ニ 0 , . . . , q , に よ る 分解くT e S e 董u ti 甜きが存在す るE A H ヨ.
こ の と

き, g の C h e r n 額 は c
轟

く響き ニ
C

癖

ほぅ, E - 芝覧o 卜まラ
i
E 3

,

, に よぅ定 められ, こ れ は 分解の と り か た

に よ ら な い
.
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拐よよ 9 g が複素 ペ グ トj レ栄サ く複素き厳想 ベ ク ト ル 束あ る い ほ連接層蜜 どの と き c
轟

くaラが定 義

で き る. 更与こ
一

般 に, 率 が対称多項式あ る い は 級数の と き適当な多項式あ る い は級数 P に 対して ,

i
,
ニ I

J
h i h r7

1
.

, . . .
さ

-

一 人
.

i-
i

.

.

, LJ
-

,
-

1

,

, I ,
.

.j J I
,

r

ミニiu -I

.
I I

+

ニ柑
J

i-- 鞘 r
. I

E .

J ソ II
.

,

も
ー - E II I J

t
.

I

Z
t E .

,I
,

r

ご

くtt l
, . . .

I

を己より定義ず る こ と が で きる書
こ の ようなも の の 内にを豊 C h e T n 指教 c h くaう,

T o d d 類 tdくぼラなども

あるく例えば巨H i
, 毒1 03き. 甲t aきほ また, a に 関わ る各 ベ ク ト ル 束 E j の 接続 V j を と り, それら の

族 冒
.

,
- く冒jラブ 藩主 ら定ま る

i 名

特性形式
, ラ

ダくV .ラで代表 す る こ と も で きる .

くlミ3 局所化

凍を岩 三 の よう な特性額 を局所化する こ と を考え る
. 前の よ う に M を C

00

多様体 と し, E を M

の開発合 と する
. 何ら か の 事情 で 軍もぷ 上 野くぼラ - O と督 9 , 従 っ て H

車

く銑 M W きの 申の寮 歩くaう

管 , 標準的準同型写像 Iy
尊

くM , M もE , - H
重

くM ラに よ る像が 甲くaラと な る も の が存在す る こ とが あ

る書
こ の とき 夢くaラを 撃くaラの E で の 局所偲 と い う. な お , 以 下 我 々 の 考 え る 場 合 に は , 亨肖滅

轡くaラ ニ 0 は コ サ イ ク ル の段階 で お き ,
こ れを伺 い で

i

自然な
与,

局所低 率くaラを定義す る こ とが で き る
.

さ らを這 E が コ ン パ ク ト で 正飼近 傍くr e g ul a r n eig hb o T h o o dラを持 つ と す る . 例 えば M が E と 両

立す る 三 角形分部を持て ばよく, 特をこ M が複素多様体 で E が解析約集合なら ばよ い
.

こ の と き,

A l e x a n d e r 双対性

I r りl , .

.I .r l ユ
.

i
I

-- ,Il - t ユ
1

I

より 重くaラをま H 専くgラの 類 を定 め る. ES 表h を E の 連結成分 と する と, H 率 ば, - 軌 H 歩くS Aきよ り,

各 ,i に対し, H 串くS lきの類が定まる.
こ れを R e s ダー

紬, S l ほ 書き, ダをこ関する S 遠 に お をチる a の留寮

くr e si 血eきとむ逢う.
L 去

ニS 遠
L

ぅ M を包含写像 と す る と , M が コ ン パ ク トの と きをま次の
一i

留尊公式
,,

くr e s -

i 血 e f o r m u i aラが成り立 つ こ と が分 か るく毒3くAきの 可換肖式参照うニ

E くL il
.
1モ亡ト

. く亡t
,

,
.

t
i

l

J ダー亡E
.

卜 t h ,1 ,1
,

I
.

A

くコ 1 ,

l

以 よ の こ とをま M を特襲多様体 V で置き換えた場合も必要怒ら適当な変更を恕え て 遂行す る こ

と が で き る
.

朕
b

下,
い く つ か の場合 に つ い て 群鱗定理 ,

滋 よぴ そ れ に 孟 9 ひ き お こ きれ る特性寮 の 局所化毒こ つ

もさて考察す る
. 軍記く董ラで は障害理論, C h 藍r n

-
-

W e董壬理論宅を改変 したも のラい ずれも有効 で あ る.

障害理論 を摺 態さた場合, 局所偲は H
車

くM , M ミE 芸 Zラに定まる
. u ll に お い て は 障害理論 をそ の ま

ま伺 い る の は困難で 轟る
. 相対 琵べ壁論に よ る か , 接続を用 い る . ほIラでをま本質的 に遜続な不変量

が出て くる の で , 位相幾何学的取り扱も3をま無理 の ようで , 接続を用 態さ る方法が有効で あ る
.

く重き粋が存在ずる場合.

E が M もE よ r 偶の
- 次幾重 な切断の巌 s - くぎl , . . . , S rl に の よ う怨も の を r 一 枠と い ううを持 つ

場 合, i

.

- e
-

r + i , . . . , e に対 し て , c
i

ぼi 郡良 - 0 と なる
.

こ の場合,
c

i

くg きの 局 所化 c
b

i

くgきを

と
ょ

ぼ , sンと普く, 障害理論を芭よ る場合ほ c
i

くE , 如 ま構成法 か ら自療をこ定ま る
. 微分幾何 に よる場合

泣 M もE よ
ii

s - 自明な
5き

接続をとる こ と春こ真野 c
i

宅E , sl は自然 に定ま る
.

実際書芸 軌 r - 粋が M ミ芸皇存在ず る と い うの は残す ぎ る条件 で , M をこ E と 両立ず恵三角形分割

宅ある も3 をま それ に 相対 な範捧分潮きを考 え M I E の 2くe
-

r + 1ラー 骨 格上 に r - 粋が与 えられ 恕 と き

c
e - 1 + l

ぼきが局所化される こ と に な る宅毒3き.
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ほラダ当の 完全性をこ よ る場合.

C
00

多様捧 M 上 の複素 ベ タ トj レ束の 複体

0 --- - E q-- -
. . - - E o

- O

が 与 えら れ , M u
l

上 完全 と す る
. 顧懇束ぎ- 23 整o トヨj

i

E 卜を考える と章 民選 藷を芸 去 る と若ほ

A
,

I

L
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l
t
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.
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.
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,ナ 酬 ぃ二
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こj
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接続 V j を V
.

- くV jh . が 上 の発と
I i

両立 するよう に
埼

と る と 亨 ぞの特性形式 だ
i

くV
.きが恒等的を芝撃とな

るE B B , く4 . 22ラL e m m a3 こ とを 劉 3 る .
こ の と き局所化をま ヨ サ イ タJ レの 段 階 で自然毒三菱ま る

. 拷

に , M が複素多様俸 で g が連接 0 新 鹿群 の とき, E を 昏 の台とす る と 局所 C h e r n 類 c呈く劉 が存

在す る.
こ れ は下記毒7 で 摺しさられ る

.

ほ圭き B o t t 塑 の消滅定理 に よ る場合.

複素多様俸 M 上 の特異葉層構造くの接層 は M の 寮層 鮎 - 8 M r T M , の連接部分層 響 ぞ包含的

Ei n v o l u ti v eラなも の と し て定義 さ れ る
.

ま た葉層構造 望 の特異点集合E は葉層構造の 法層 鮎 j g

が O M
一 自由で な い 点 の集合とし て定義され る . を お g がf局所的にラ

-

つ の 正対 ペ グ ま叫 プレ喝 il 菅 生

成さ れ て い る場 氏 Z は u の 零点集合 と な る
.

M
7

- M V よ で 辻 T M の 包含的部分采 F が存在し

て g蔓ガ
タ

- 鮎 , ぼきと な恵
.

F の 階数を磨とすると, F は M
l

上 身次元罪特異葉層構造を定義す る .

今ラ
F の

妄t

作周
事,

ずる ベ ク ト ル 束 E があ る と, E に は
砧

F - 接続
, ,

を と る こ とが で き る.
B o tt 墾 の

節減定理 晩 節 が次数が n
-

i , よ り大き い 斉次多項式 で V が E の F - 昏鏡怒 らば 甲く冒ラ- 8 と な る

こ と を い うくE B Bヨ等, 亡S u 2 , 王王, P r o p o si t圭o n 9 . 1j も参照き.

こ の こ とは仮想束 に つ い て も同様に で きる.
こ れ を用 い て 菓層構造の 特異点集合をこ矧態したさ ま

ぎま を不変豊を考察する こ とが で きる
.

な お 望 がく局所的 にき
-

つ の 正員Ij ベ ク ト ル 場 u で 登成き艶

て い る 場合に は L, - 自明な F 一 接耗 を と る こ と が で き る の で , 還 れ は迂朗 ベ タ 巨j レ場 の P o豆氾C a 賂

1l o pf 指数お よ び額想指数を含む
.

こ れら に つ ら込 て 軌 特異多様俸上 の特異薬層構造cj 場合包含 め

てES u 2ヨで統 一

的量こ説明され て い る.

以上 い ずれ の 場合で も微分幾何的方法をこ よる場合は M V 上特別を接続 腎 を と る わをチで あ る が

そ の後の 処置に は次の ような方法があ る こ

くi ラ マ を E の近傍 で 改変し て特性形式を M 上 の コ ン パ クト台を持 つ 影式をこ ず る方法蔓E B Bヨ等き
.

f iiう 冒 を M 上 の特異経続 と考え, 特性影式 を 漆 レ ン ト として M をこ鑑薮す る方法宅E H Lヨ等き
.

ほ重き V 結そ の まま で E の 近傍 で は芳星の接緩 を考える, ただ L 共通部分 で の差を合わせ て考え る
.

こ の場免 局 漸ヒほe e c h 凍 R h a m コ サ イ ク ル で表さ れる 駄 S3 等ラ.

.

.

i 障害理論 に よ る f
l

h tl r n 類

以下毒凄 ま で , くヨラ痕 モ ロ ジ -

欝 は 整係数の も の と す る
.

u l I ,
l きi n L

.

a r t
l

t ぉ よび 1t l c .t言1 11 d e 7
.

双 対性

M を向き柑をチ可能な n
,

次元多様体 とす る
. f K ラを M の 三 角形 分割と し書 W ラをそれ に 双対な

E
T1 7
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厳俸分割 と ず る. 宅Dきを孟くKきの 垂心凝発くH
f

ラを傾 い て構成 さ れ る
. t K l また は W ラチ ェ イ ン の なす

欝ををれ ぞ れ C孟
H き
く腰きま た ほ C k

Dき
く射ラで 嚢しず くK きま たをま W ラコ テ ェ イ ン の なす群 をそれ ぞ れ

C みき宅M きまた は C 轟きe 腰きで来す. くK ラの i 一 単体 6 に 対 し, そ の 溌対 で あ るくn
7

- - -

iラー胸俸を を と書

く .

まず M が コ ン パ ク ト の とき, 準同型写 像 P ニ C蒜T
l
-

くM ラ ー Cさ
K ラ
くM ラを, くn

7
- iトヨ チ ェ イ ン c

I .

,

-

I

.

1

t
r

1 し

I
,

r r トーE T ぐ, t
-

I
-

ノ IT
6

く3 . 1l

をこ よ 9 定義す る.
こ こ で和は M の全て の i - 単体 6 をこ つ い て と る

.
こ れ は P o圭n c a r蓬 国璽写像

ハ1 こIl
,

. ,

りIl-一
ニ

ーJ I ,r lI
,

1

を ひ き お こ す
.

次に ,
L を M の コ ン パ クトな ぼラ- 部分複体 と し, C みきくM , M I Ll で C FDきくM ラの コ テ ェ イ ン で L

と変わらをも3 胞俸 ほ の単体をこ双対 で な い 胞体l 上 0 とな る もの の なす部分群 と す るくM は コ ン パ ク

ト で なく て もよ いき. 準開墾写像 A ニ C 笛
g

く娩 M I Lj - C5
K 享

ほ, をく3 .
1ラに お い て和を L の i 一単体

をこ つ い て の み と る こ と に より定め る と, これ は A l e x a n d e r 同型写像

.

I

l .
,1 . 1 こJJ

7 1

L
.

,

I .
.1 .l

ト
11 1J .l 一

ニ
ー- ll

. U .1

をひ き お こ ず . 特に M が コ ン パ クト の と き , 次の顔式をま可換で あ る ニ

fJ
.
.-- L

L
,tI . ,l ハ り -

.

- I

- , J J
,,

.

,

L ,Il
.

I
,

i iこF ウ

主.

Il l .
. I

l l . UIJ

-

i p M

一 上 Ii ,

. r
.

.

.

t n
.

りil 複素多様体 の し,ll e l
.

11 頒

以下, n 次元複素多様捧 M の 正則接束 T M の C h e m 類 に つ い て述 べ る が,

一 般 の 複素 ベ ク ト

ル 束の場合も同様で あ る
.

愛車 3 . 2 , M の 部分集合 A よ の r - ベ ク ト ル 場とは, A 上 の r 儲の 連続な べ ク ト ル 場の 牒序づ

けられた組 F 糾 二葺u i , . . . ,-u r享を い う.
F 宅r ぅ

め特異車は ベ ク ト ル 速く野ざさが 一 次独立 で な い 点を い う.

罪特選 r べ ク トj レ場を r こ接砕 とらさう
.

C
花

の r 一 砕くr 偶 の 一 次独立 な べ ク ト ル の 膜 序 づ 狩 ら れ た組ラの な す 複 素 Sti ef el 多様体 を

II ,

, 汁
- , L

トヒ .
1卜く.

.

-

- れ ほrコJI ごJ l - 辿糾 し
.

, ,T 2 , ,- -

I

.

. .

, 川
-

, くt .
.

.

I ,

.

1 J l- Z て ふ るI S し S.

1

i
J
I
r

L 7 こ .
.

.1I 卜u J

r - 鍵砕の 束を W rくT M l と書く
.

こ れ は接莱 T M に 付随した束で
,

M の 各点 に お をナる フ ライ バ ー

は W rくC
n

l に 微 分 位 相 同型 で あ る
事 以 下3, - 拷

-

r + 1 と す る と き, き次 C h e r n 額 c
p

くM l は

W r t T M きの切断を構成するため の最初 の 障害 と して H
2 PくM , に定め られ る

.
それ を定義す る た め

に , 前の よう書こ, M の 三 角形分割くK , 怒 よぴ それ に 双対な胞体分割くかl をとり, W ラの 次元 の 恵

もを骨格 か ら牒をこ r 一 接砕 を構成す る こ と を考え る
.

まず, 各 0 一 腹体 の 上 に は W rく
.
ヂM i の 切 断 F

若r ラJ

を構成する こ とが で き る.
さ を 3

.

十艇体で
, 束 W rく了潜きが自明 となる関東分集合 U こ M に 含まれ

る 転の と す る
.

W ,宅T M きの 切断 F
M

が を の境界 a古上与えられ る と , それは次の 写像を定め る ニ

.7
- 1

七
,7 斤

r
- 一

川-
, r r -

llI
.
1h .

ユ い t.I
.

-

. L C
.

z

J --I .
I H

,

,く亡
-

り .

こ こ で 餐後 の写像 は第 二 成分 へ の 射影 で あ る
.

従 っ て F
f r き

は H ,

.

- 1くW ,くC
n

ララの 元 を定め る. i

.

蛋

2 n
- 2 r + i - 2 9

- 1 ならば, こ の ホ モ ト ピ ー 群 は琴な の で , 切断 F
けラ

は を の 申ま で 鑑張 で き る
.
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特異多様俸 の 特性寮 3とミ5

こ u ,
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J
i ,

.

I.

,

,

I .

I

. .

i
く

.

1 ヒ
, .

I - L
J
ノJ ,

-

き し

. 1
t

5
.

. トこ7 .

I
.

.
I

I J .

I
-
.

1
L

,
,

-

,
,

l
.

,I .
I
,

.
, J 川

.
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.
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l
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一

卜3
1

J

J

l
.

i
. .I . .

,
I ,

G n 達 を 6 の 童 jむと する と
,

F 毒r き ほ 藷上 の r - ベ タ
I
ト ル 填で 6 の みをこ特異点を持 つ もの をこ鑑輩 で き

る L
.

J ご I tr
- ,

,
I

-

I
,

l J
J

t二
一 I U .

I
l l .

. ,

-

5
1

.

L

.
I ト写.

r
L .

, ,

い ri
-

ごこ t .

1

ミテ J, ,

L
h i.

-
J

k
し

- い
-

-

, 二 II ミ
,

-
E ノ

J

-I .
1J t 卜 jこ l 八

C 謬iくM ラの コ テ ェ イ ン ァ を, 各 2き凝 体 古をこ 対 し ァ宅古き- fくダ m
亨 5きと し学 あと は線影 壷こ鑑薮す る

こ と に よ り定め られ る.
こ の コ チ ェ イ ンをま実際 コ サ イ ク jt j で亨 H

2 P

宅M ラの 申で 争 M の 廃寮 C h e r n

尊 c
9

く腰.きを代表す る
.

こ れ は定義を三周 い られるきまぎまなも将 の 選 び方をこ よ ちなも皇
.

M が コ ン パ ク トの と き, c
P
くM きの P oi n c a T蓬 莱対は H 2 r- 2くM きQ3 申で サ イ クJ レ

E J L I
l

t e - 1

.
r, I r i

or

L
-
1

.
.

.

ミ
t

,
.

に よ り代表 さ れ る.
こ こ で 和は M の ず ぺ て の 2くr

- 1き一挙体 g をこ つ し3 て と る
. 特に r ニ i の とき,

F
く1ラ

- モu享とする と, I宅ダ
fiき

, 6うは ベ タ トj レ場 v の 6 に お 毒チる P o量n c a r 芭n o p f の 指数をこ飽 怒 らず事

c
乃

くM ラの P oi n c a r 壷双対は v の P o董n c a rさ- H o pf の指数 の和に等し い こ と が 分 か る.

くく
1

J 接枠 の L I
oi n ぐi1 1

.6 1 1J o p f 類

M
I

を M の W ラー 部分複体 と す る . 以下くガきの j 一骨格 を D J

-

で 乗ず .
M

,

n D
芝P

上をこ r 一 接砕 F
毛アき

が

与えられた と す る と, 前と同様 の 議論 に よ 9 , F
t rき

を特異点なしをこ D
乏P - - l

を芝鑑 張で き る .
こ れ を

D
2 P

に拡蛋す る た めの 障害とし て コ テ ェ イ ン を得る が , こ れ は M
,

上 8 と 怒 る コ 華 イ クj レで , 相対

しh H l l 輔,

r
l

一

川l , ,

.1l
,

こl l
い 1

J
l .

- Il
ごl

,

り
.I

,
.
111

1

J

を代襲する.
これ の自然怒写像 j

l

車

こ H
抄
くM , M

f

ラ - H
細
くM 粍 よ る像 は普通 の C h e r n 額 c

PくM ラで

あ るが , 相対類 と して は M
,

上 の接砕 F そアラ の選び方に よ
1

る もの で あ る
.

M
,

n D
2 9

の 上 の 二 つ の接砕 F l
m

お よ ぴ F3
rき

に対し, 対応す る類の髪結
u

差 コ サ イタj レ
, ,

で与え

られ る. すなわ ち , 直積 M
r

X I をこ お い て , F l
f r き

は M
I

x 糾 土与 えら れ , Fl
rき

は M
i

x 臼主ょ与えら

れ て い る とする. そうず る と差 コ サイ クjt , d くFf
r j

, Fi
rJきは

I I
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I
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-
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-

.
.
I l

り ,r ,
I

の 元 で M
I

x I の 境界上 の 接砕を拡張するた め の障害 と し て与えら れ , 次が成り立 つES t
, 聾3 3コニ

,
.I

-
,

り JI
,

Ill
,
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.
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.
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S を M の コ ン パ ク トな ぼラー部分裸体とし, S の単体をこ双対な艇体くS と変わ る彪体ラの 閉包の和

集合を g s と書き , S の 周 りの胞体管 と い う . g sV g s 娃 S の 豆劉近傍くr 曙 ui盈T n e量g hb o rh o o dラで

あ る
.

U を S の 近傍 と し, くUもぎ川 D
2 P

上 に r
- 接砕 F くr ラ が与えられた と す る . 滋 牽ならくHラの

細 分 を と り, U 辻 g s を 含 む と し て よ もユ
.

そ う ず る と 相対 C h e T n 類 ど
P ぽ s ずa g S 芸 F 桝

ラ藍

H
2 P

ぽ ぎ, 8 g sラが決 まる .
こ れ の A l e x a n d e T 同型写像

.
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ニ
ー,IJlf ,

.L い1

に よ る像 を P H くダ 桝
, sきと書き, F けき の S に お け る P oi n c a r善一H o p f 類 と い う.

こ れをま具体的をこ は

く3 . 3ラに お い て和を S の す ぺ て の 2くr
- 1ラー 単体 g に つ い て と っ て得られるサイ タj レ で代襲 さ れ る

.

FI
rl お よ ぴ F 2
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を 二 つ の 上 の よう な接砕 と し, A u

事
Sく8 d くF l

i rラ
, 邦

r き
ききを d sくF i

m
, Fi

rきラと書く こ と

をこする と, 次 が成り立 つ ニ

l III U l

l

.与
り

,
.

i
,

t
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t
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3 音6 読

凍を芸 大域治男犬況 を考 え る
.

E を M のE H ラー 部分複俸 と し, くS Aきょ を そ の 連絡成分 とず る. 今
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.
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.

遼 鷲 3 . 5 . 上 の状況 で亨 M が コ ン パ ク ト の と き ,

5J h
1

.
. L l , H U ,

l
r T ,

,
.

i

,

I

.l ,
J

.

L IT 卜 1し.
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-
i

.
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4 S c h w a r t z 類

いl 特異多様体 の .q ぐh w a t
.

t x
-

- iVJ a ぐI J h tlt
.

S O n 斐頁

W を m 次元複素多様俸, V を W 内の 純 n 次元 コ ン パ ク ト 特異部分 多様俸 と す る
.

W の

W hi紬 e y 階層化t s-t T a ti色c a ti o nラモX享で V と 両立 す る も の を と る と, V の 特異点集合 Si n g くVラは

階層遠くst T a 毛aきの和集合 で ある
.

き ら にく劉 を W の 階層化そX 享と両立す る 三 角形分割くの十分細か

い 重心細分うと し, くDきを W の 塵体分割 でくK i に 双対 な も の と す る
.

こ れ は,

へくKさの 重心 細分

くH
,

ラをとる こ とを芸 より定義きれ る
. くK ラを芝 は階層偲そX享の向き と両立 す る向きを与 え る

.
こ れ は

W きの 向きを定め るE B r13 . W きの 各巌体 は各階層くst r a t u m きに横断的 怒 の で , 複素次元 2 の 階層

X とf 実き家元 2 q
- 2くm

-

r + iラの艇体 さ に対 し, X n 券 は次元 2くず -

r + 1うの胸体 で あ る
. 前衛

くC3 と 同様に , V に 含まれ る単体をこ溌対な胞体 の閉包 の相集合 を ぎy で 表し, V の 周 り の厳体管

と い う.

濠義 4 1 . A を W の部分空間と す る
.

A 上 の 階層牝 き れた ベ タ トjt J 場 と は A 上 の ベ ク ト ル 場

でチ 各階層 X の 各点 で X に 接す る も の を い う.
A 上 の 階層化 さ れた r - ベ ク ト ル 場 と は階層化さ

れた ベ ク ト ル 場か らな る r - ベ タ い レ場を い う. 階層化 さ れた r 一接枠をま非特異な階層化 さ れた r ベ

タトプレ場の こ と で ある.

V の S c h w a r t z 類 は ラ ジア j レ接枠と呼ばれる y の近傍上 の特別な階層化 き れた接枠 を構成す る

た め の最窮の 障害で ある.
M ,

- H 暮 S ch w a rt z に よ っ て構成 さ れた 泉 n D
2 守

上 の ラ ジアj レ r ベ タ ト

JLJ .
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,
l ト

I
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糾 ト.

1

j u l
.

I

,i白り で あ る こ

くi, 薦
r -

まき
をま喜最 n D

2 q
皇 帝輿点を持た な い

. 飛
r ラ

接 薮 n D
2 q

-

1
上特異点 を持たずラ 各 2 q

一腹捧

轟をこ対 し, 6 の 重心 身 に高々 孤立特異点を持 つ
.

これ ら揺 8 o の特異点 で あ る .

く主il 薦
r き が 望針 厳俸 身 に特異点を持ち手 をが い く つ か の 階層と交わ る なら 亨 特異点 は最低次元

の 階層 X に ある
.

X 糾 複素ラ次元 を i とす るとき, g 3 , r
- ヨ
.

ならば fE 飛
rラ

, 6ラ - Iく濁
r l
董x , iう,

f III j
.

I 1 なi

l

, は Iくべミr J

.
d トニこI で あf,

.

くii重き 一鎚 は 欝 の 周 tj の巌俸管 お よ び各階層 X の 周り の巌体管 か ら至る所外向き で ある1.

よ の ような ラ ジア ル r - ベ ク ト ル 場 薦
rき

は V の外で は特異点を持たず, こ れ を ぎァ n D
望q に罪特

異をこ拡張ず る ため の 障賓と して 2 針
コ サイ ダj レ e q

琶 C
2 守

fD うG v 李
a 茄l を定め る .

こ の コ サ イレク
jレ が

代表 す る 却 f
,
l

くlノ
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.
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1 lit n e l
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階朋イ.
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j
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あ る も急 娃 ラ ジ ア j レ r 二捧 砕 P o

t r ラ
め と り か た をこ よ ら な もさ こ と が 示 さ れ るES c l , 2ヨ.
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くV3 g
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特異多様鋒の 時鷺額 二うLi 7
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手短をご い う と, V の S e h w a r t z 寮をま T W の C h e T n 雫 の ラ ジア j レ接辞を芝 よ る V を這 お 狩 る 局所化

で あ る.
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.
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.
J .一一

, 王t
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.

.
.

1

.

.
- I I .

,
.I I .

I. ヒ 71 ,

.

.

-

,

-

二 .

.

.I .

.I ,
i I

,

.

l

i
l

t
.

1 1 r
.

r lく い

が成り立 つE B Sヨの で, c r ー

1くVラを r
- i 攻 S c h w a 托 z

- M a e P h e r s o n 葦 と い う.

符をこ r - i の と きをま 薦
り

こそ鴎享は -

つ の ラ ジ ア ル ベ ク ト ル 喝 轟 か ら 馨り ,
還 れE-ま 8 薮 上至 る 所

外 向き な の で 練 2きほ 喜羨 の E u l e T 漁 を与 え る. き ら に V を謹皇羨 Q3 変位 レ ト ラ ク ト 怒 の で苧

r り t

l t
.

.

I
,

-

,I く 卜J と j
- i

t 7
,

.

v が非特異 の と き は F o
m - P o

M
蔓y ほ V 上 の r ベ タ トj レ場 で 亨 ラ ジ ア j レ接砕野 性質宅iiきよ哲,

く4 .
2ラは 芝5IくF o

t rき
, 6ラc に

-

致す る の で , c r 山 1くV, -
c

P
くVラ - E V j とな る

.

E Bラ P o i n e a r套 およぴ A l e x a n d e r 準開墾写像

こ こ で は特異多様体 の場合 に P oi n c a T轟 お よび A王e x a n d e r 準開墾写像を定義す る巨B Tlj ,
W ず V ,

くK l , くK りお よ びくD きを前の 通り と す る.

まず V が コ ン パ ク ト の と き, 準 同型 写像 P ニ C 浮,7
i

くVラ - CきH ラ
くVラを, f2 n

- iラー コ テ 孟 イ ン c

とE2 m
- il 一 腹体 達 に対し,

I ,

くL トーごく十 . I - n
.

h
O

-

く4 .
3J

に より定義す る
.

こ こ で和は V の す ペ て の i

i

一 挙体春こ つ い て と る
.

こ れをま準同型写像

I
,

I.
こIノ

ご,l
l

.

r t J

,
.

l . I I . り
J

l

をひ き お こ す.
こ れ を P oi n c a rさ 準同型写像と い う.

V が非特異 の と き は こ れをま P o喜rlC a r透間塑写

像で あ る
.

次をこ S を V の コ ン パ ク トなくHう一 部分複体とす るくV は コ ン パ ク ト で なく て よ らユラ. 準 同型写像

A ニ C 誇,7
i

くV 亨 V ミSl - Cき
K き

くSl をく凄. 3,をこ お い て和を S の i 一 単体をこ つ い て の み と る こ とをこ よ り定め

る と,
これ は準同塑写像

.

.I .
い

ト ニJ J
ヒI I I

くt
I
I

,

I
.

.

. l

l .

i
,

l

J , Jl .く
L
,

l

l

をひ き お こ す.
こ郎. を A まe x a n d e r 準同塵写像 と い う.

V が非特異 の と き 泣 こ れ ほ A 壬e x a n d e T 同型

写像で あ る . 特をこ V が コ ン パ ク トの と き は奪3くAラの と同様の 可換図式 を得る .

くり 階層化 さ れ た 接枠 の 局所的 H ぐh w a rt y , 持

前の状況 で , V の 特異点集合を Si n g くVラと書き, 非特異尊分 を V o
- VもS in gくV きとす る

.
S を

次の い ずれ か と す る ニ .

亡iき V の コ ン パ ク ト連結部分くH ト複俸 で V o に含まれるもの ラ

E iiラ Si 喝くVラの連結成分

6 を S の W の 申で の間近傍, U - 百n v と し, Uもぎ をま V 6 を這含まれ る と す る. 必 要怒 らくH ラ

の 塵 jら瀦分 を と る こ と に より, S の W の 申で の胞俸管 義 をま 8 に含ま鈍 る と倭呈し て よ い
.

-

方, a 義 は Vo に横断的で ある
. g s

- g
n

s rl V と お く .

まず S は Vo の 申に あ る と駿足ずる .
F 宅アラ

をくUもSきR D
蓋q

よ の r 一 審砕とず る と書 斎をこ定め た よ
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は A ie x a n d e r 拳闘撃写像で 凝 る
.
6 n D

2 q
上 の ラ ジア ル r - ベ タ い レ場 P o

t r き
で そ の特異点はす ペ て

s 春こ含まれ る も の が存在す る . 鼎
r i の Uもぎ へ の轟臓 を F Y き と書く.

意義凄.鍾 , くUもS 川 D
2 q

よ の r
- 接粋 F

くアラ
に対し, F

けき
の S に おをブる S ch w a r t z 類S c hくF

モアき
, sラ

を凍で与えられ る 銭 ,
叫

2くSラの額と して定義す る ニ

S c hくF M
, s さ- c r

-

1く5ラ+ d sくF o
M

, F くr きl .

P o呈指C a 絡 H o pf 察と頚髄し て , くUもぎ川 D
2 q

よ の 二 つ の r 一 接砕 F l
m

お よぴ F 2
M

に 対 し, く3 .
4き

と同様の式が成り立 つ
.

E を Vo の コ ン パ ク トくH ト部分連体 で , Si n g 宅Vさの 近傍と交わ らな い も の

と する . くS ll を Si n gくVラU E の連結成分 と し, i丘 を包含写像 S I
-

ぅ V と する と次を得る .

定理 凄
.
5EB L S S l

,
2コ, V を複素多様体 W 内の コ ン パ ク トな特異寮分 多様体 と し,

E を V o 内

の 土 鈴 ような部分集合 とす る
. 宅陥もE 川 D

2 q
よ の r - 接枠 F

糾
に 対 し,

芝くiiラ串S c hくF けき
, S lラ- c r

-

1くVう.

A

智恵 S c h w a r t z 額 の微分幾何学的定義 に つ い て萎まE B L S S 2コ, E L eコを参照 .

5 仮想類

蚕室5 お よぴ 6 で は , E コラホ モ ロ ジ
ー 群は実係数の も の とず る .

V は m 次元複素多様体 W の 申の n 次元 コ ン パ クト局 所完全交叉多様体 で , W 上 の 階数 k -

m
-

n の ベ ク ト ル 束 N の 正期切 断 s で 定義さ れ た も の と, す る
. 毒1くC, に お をナる よ う に , T y

ニ三

f T W - H ラ壬ぎ を V の 仮想榛東 と呼ぶ
. そ の C h e r n 類 c

串

くT vきの P o圭n c a r 善準同型写像 に よ る像は V

の F ult o n
-J o h n s o n 類 c 8

FI
くVラと

-

敦ずる
. 与えられ た r 感 枠 F

宅rき
に よ る c

P
くT y3 , 9 - n

-

r 十1 , の

局所化を F
m

の頗想紫 と い う.
もう少 し詳しく い う と, S を S圭n gくV , の 連結成分, ま た は V o の

コ ン パ ク ト連結部分 複体 と し, 6 を S の W 内の 田近 傍で Uもぎ が V o の 申に あ る も の と ずる ,

u 芸 6 n v
.
毒凄 と 同様 の 分 濁宅K l ,くかきを と 9 , F

くアき
をくUもぶ川 ガ

2 q
よ の r 一 接枠 と す る

.
V を

くUもぎラn B
諾守

くの近傍きよ の T Vo の F 糾
- 自明な接続とし, T W , N の 接続 V e , V蒜をく野蒜, V 釣 V l がく1 .

7ラと両立するようをこ取る .
こ れら の接続 を伺 い て T v の C h e r rl 頚を考える と ,

こ 艶ほ S に 局所化さ

紘 , 自然 をこ H
豊q

く百, 百ミざラの 類 ア
q

ぼ
くr き

, sl を 得 る, q
- m

-

r + 1 書 く詳 細 はE B L S S 2コさ.
そ こ で

F m の S をこ おをチる飯懸濁 V圭r ぼくr き
, sラを r

q

くF けき
, Sうの A ie x a n d e T 開塾写像 A u , s

ニ H
2 qくU , 百1 5さ

美 馬 r 00 2くざラに よ る像と して定義する.

S が非特異部分をこ ある場 合は , V 主rくF
桝

, s ラは P o i n c a 賂 H o p f 類 P H くF
くr j

, sl と -

致 す る
.

ま

た , よ の ような 二 つ の r - 接砕着こ対し, く3 . 4きと同様の式が成り立 つ
. 大域的な場合 に は

, 仮想類 の

構成 か ち賓を得る.

鳶理 5 , 1EB L S S i , 2コ廿 E を定盤 4 . 5 の よ うな Vo の 輩分集合 と す る
.

上 の夜定 と 記号 に よ り,

くV oもE 川 D
2 q

上 の r - 接砕 F 約 に対し,
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6 M il n o r 頬

V を複素多様俸 W の 率に 正員弓切断 で 定義き れ た局所完全 変叉多様俸, S を S呈n g t Vきの 連接成

分 と す る と き, V の S に お をチ る M i呈n o r 額 の 概念 を導 入 ず る .
F 毛r ヰ l ラ

を苧 f UもSラn B 獅- lき
よ の

くr + 1 ト接砕と す る,
こ こ で U は S Q 3 近傍で あ る.

定義 6 . 1 . 茅魚整 数 r に 対 し, V の S を三 潜 毒チ る r 凍 M 重In o r 額 p rくV , Sきを攻で 定 め ら れ る

H 2 rくSラの類と す る ニ

I .

,
,

.

1 卜
.

.

I
,

l

ト ト り
-
.

- 1

くドしh け
I

L
,

-
I

,
.

i
,

I

,

I I-1
-

1I r t l l

l り
I
L

-

.

-

,

l

h
.

接砕 の S c h w a Ft Z 襲 お よ び仮想環がく3 湖 と同様 の 式 を満た ず の で予 tt r E V
, Sきは宅r 幸1き- 接砕

F くr ヰi主 の 取 り方 に よら な い
. ii 串くV , Sラ - 芝 ,p ,くV , Sラをく全きM ilr1 0 r 紫 と い う

. 定義 よ 9 , .r が S

のく複 素1 次 元 よ り 大 き い と き は fL r くV , S き- 0 で あ る . 特をこ亨 S が 一 点 9 か ち な る 場 合,

p 車くV , Sl -
f l

oくV , Sきで,
こ れ はく1 . 9ラに よ り普通 の M i壬rl O r 数 p くV

亨bラと
一 致す る . ま た V が選

曲薗く身 - 1, の とき, j i oくV , S ラ妄孟E Pコで導入き れ た
暮l

-

凝化き れた M 重I n o r 教
, ,

をこ
- 致ず るE B L S S 紙

琴理 鍾
. 5 お よぴ 5 1

1 より, 接砕を媒介 と して 次を得る こ

受理 6 . 釦B L S Sl , 2コ. V を正則切断で定義 さ れた コ ン パ ク ト局所完全交叉多様体 と す る と亨

c 革くV 3 - c
革

くT vラJ - E P S + 卜 1き
糾 i

芝i 串t L
車くV , S ラ.

S

こ こ で和をまSi n gくVラの連結成分 S に つ もミ て と り, i ニ S - V ほ 包含写像で あ る
.

上 の定理 は V の特異点が す べ て 艶立 し て い る場合を芸をま定理 l . 1 l
.
をこ帰着す る.

以下特に ,

.
特異点集合の非特異成分 に お け る M il n o r 額 に対す る 公式を与え る . S を S主喝 宅Vきの

連結成分 で非特異なもの と し, その 次元を .C とする
.

きら に, き二 6 - s を S の W に お を苦る管状

近傍と す る
.

V をま S に 沿 っ て W hit n e y の 条件を爵たす とす る . 従 っ て , 声 の フ ァ イ パ - は す べ て

v に 横断的 で あ る
.

U - 汐n v , u o
- uもぎ と し, p , p 8 を そ絶 ぞれ i5 Q3 U 書 抜 へ の 制 限 と す る.

7苛,
T p o をそれ ぞ れ, 声, p o の フ ァ イ パ - に接す る ベ ク ト ル の なす ベ ク ト ル 束とずる と 亨 U o 皇凍 Q3

完全夢弓があ る こ

り 一

,

rr ,.,
,

.

r
.
, Ji , .

-

.

.1
-

h .

.

り
川

.

こ こ で U 土 の 仮想束くTi5
- N ル の C h e r n 察を考え る と書 T p の 階数が 1

4
d

z
-

i 怒 の で 争 ず 鵡 て の

I 川 ミニ 対 L .

-

し

一

,

I
.
I t

l
L
l

くr
,

r
.

r

1

.
一 八

,

l い .j JI
,

ほJ
-

i

.

I . II,
,

, .

I

, W
.

.
くこ

J I .
t-くtl

,

Iシ
ー

J
.1 .

I

I い か I r
-
- .,一一

1 , .

r I ,

.

. I い

L
,

l

トニf
J

r
.

I

在する
. p の フ ァ イ バ ー をこ沿 っ て の積分く例えばE S u 2 , 王王, 5ヨき

.

I J
, こ FI

IJ
一 一

. -
I

.
J

くI
-

, I
.

.
く ト

ー Il
.

- I

い1

を考え, H
2 i

くS きの 類 a 2
. を次 に より定め る ニ

tt .1
こ

.

, I
.
I

.

i
.

1

r ニ ー

くり
-

.
i,-I .

,t
t

,

.
ミ,

.

.
1

.

p を S の点と し, H を W の 申の m
- i

p

次元平面で カを通り S に横断的なむ の と ずる. V R H

は i , で 孤立 特異点 を持ち, W h it n e y の 条件 か ら M ii n o T 数 p くV n H , i ,きをま 汐をこ よら なし当
.

な お S

は葬特異 なの で , その S c h w a Tt Z
- M a c P h e r s o n 類 c 車宅S ラは c

重くSラ- こSj に
-

致する.

定理 6 . 3E B L S S 23 . 上 の状況 で , M iln o r 額 は次で与えら れ る ニ
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ら れる V の M i壬n o r 顛が考察され, こ れをこ対す る盛式が V の 階層イヒの 各階層 か らの 寄与 の和の 形

で与えられ て い る に の 結果は M 主In o r 数 締くVl に対 して はE P P lコで 示され , M il n o r 類 の 場合をこ は

E Y lヨで 予想さ れたも の で ある, . 階層が S量喝くVきの非特異成分 の場合 に は そ の 寄与 ほ 上 の も の と

- 賛する
.

7 特異多様体上 の 連接層 の 特
一

性類

く.

1い
,

Jl l lJ m 類

多様俸よ の ベ タ トj レ束の T h o m 額タ あ る い は 多様体内の部分多様体 の T h o m 類の概念をま特異部

分多様俸 の場合, 次の ようをこ広東きれるE B r lj .

W を m - 搾 + k 次元 の複素多様体 と し, V を W の n 次元特薬部分多様体 と す る
.

i で 埋込 み

V -
ヰ W を 表 す . くH ラ,くK つ溶 よ びくDきを毎度 の 通 り と す る . 準 同 型 写 像 T ニ C F
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.
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こ れを T h o m 準同型写像と い う

.
V が罪特異 の とき は こ れ は T h o m 同型写像で あ

義
.
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以下寮の ニ フ の場合を考える こ

くi き V は券特異,

く壷ラ V 萎ま正則切断を己よ っ て定められ る局所完全交叉多様捧.

ま ずくiきの場合チ タこ 鵜 ニ ヰ V を V の 野 内の 法莱 とす る と, くW , V きとくN v , Vラ娃 V の 近傍 で

G
嘩

微分南柏で , 自然督同型 H
車

宅W , W ミVき望 H
車-
宅N y , N vミVラがあ る.

こ の 間塑 で V の T h o m 額

轡 v は莱 N y の T h o m 額 轡
恥 に対応す る

事
S 血 を N v 上 の ベ ク ト ル 発き

車

N v の対角切断 と す る と
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k
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串

N y , s
Aう.
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