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AnintegralequationmethodisdevelopedforTimoshenkobeams,withintheframeworkofap-

plicationtothewheel/raildynamicinteractionproblems.Theintegralequationisderivedusing

afundamentalsolutionforstaticdeflection.Althoughthedomainintegrationarisesassociated

withtheinertia,owingtothesimplicityofthestatickernel,theevaluationofslopedeflection,

shearingforceandbendingmomentcanbeachievedreadily.Furthermoretheemploymentof

afundamentalsolutionforadistributedloadisattemptedtosuppresstheunwontedimpulsive

wheelloadwhichisinducedbythepassageofwheelovernodes.Throughnumericalexperi-

ments,theperformanceofthedevelopedmethodisexamined,anditisfoundthatthemethod

leadstogoodaccuracyforverycoarsediscretization.
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1.　はじめに

列車走行時の軌道振動特性の把握は,列車の乗心地

の改善,振動・騒音の低減,軌道の保守・管理など様々

な問題の対策を講じる上で重要となる.特に,車輪走

行下でのレールの動的応答解析は,これらの問題に対

する基礎的知見を得るための有効な手段となり得る.

レールq)モデル化には, EulerぼりとTimoshenkoぼ
りの2つのはりモデルが一般に用いられている.両モ

デル間の差異はレール断面の回転慣性とせん断たわみ

の考慮の有無にあるが,その影響は500Hzより高周波

数域において顕著となる1).したがって,レール・車輪

周辺の動的相互作用解析のように,高周波振動が重要
となる問題においてはTimoshenkoぼりによるレール

のモデル化が必須となる.

著者の一人は文献2)において時間域積分表現式に基
づくTimoshenkoぼりの定式化を試みた.当該手法に

よる場合,有限要素解析に見られるようなせん断ロッ
キングの問題も無く,移動荷重下でのレールの応答を

極めて高精度に求めることが可能となる.しかし,定

式化に当り,はりに周期条件を裸LFourier級数によ

り時間域Green関数を構成している.そのため,解析

精度を確保し得る項数まで基本解を計算する必要があ
り,場合によっては相当な計算時間を費やすことがあ

る.さらに,たわみ角や断面回転角などの評価には別

途積分表現式を導出する必要があり,計算の煩雑化が

不可避となる・なお,無限長(半無限長)Timoshenkoぼ

りに対する時間域Green関数は, Boley & Chao3>によ
り与えられているが,逆Laplace変換に数値積分を要
し,十分な精度と計算効率の両者を維持したアルゴリ

土木学会

ズムの構築はやはり困難に思われる.

一方,有限要素法によるTimoshenkoぼりの定式化

も多くの研究者により試みられてきている.有限要素

法によるTimoshenkoぼりの解析では,前述のせん断

ロッキング-の対処が最も重要な課題となる.これま

でにせん断ロッキングを生じない要素の開発4.5や,吹

数低減積分によるロッキングおよび応力振動の回避6 J

などの検討がなされてきており,当該問題は既に概ね
解決されている.

有限要素法によるレールの離散化においても,せん

断ロッキングを生じない要素の使用が一般的となって

いる8),9),10)しかし,レールのように移動荷重を受け

るTimoshenkoぼりの解析に有限要素法を用いる場合,

本論文中の解析例でも示すように,輪重変動に不自然

な振動が現れることがある.これは,荷重作用位置に

おけるたわみ角の不連続性が有限要素によって適切に
モデル化されていないことに因るものであり,レール

に対する高精度な解法の構成には,せん断ロッキング

以外にも解決すべき課題が内在していることを示して

いる.

上述のように,時間域積分表現式に基づく方法や有

限要素法など,これまでに提案された解法にはいずれ
においても一長一短があり,レールの動的応答を容易且

つ適切に解析し得る新たな解法の構築が望まれる.本

研究では,走行する変動輪重下でのレールの振動応答

解析を対象に,積分方程式法に基づいた解法の構成を

試みる.具体的には,時間域基本解の適用が難しいこ
とから, Antesll}により導出された静的たわみの基本

解を用いる方法について検討する.なお,その際に慣

性項をはりに分布する物体力項と同様に扱い,その結
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図-1解析対象の概要

異として生ずる領域積分を有限要素法と同様に離散近

似して評価する.この場合,離散節点におけるたわみ

と断面回転角とが未知量として付加されることとなる.

さらに,基本解を集中荷重に対するものから分布荷重

に対するものに変更し,提案手法のさらなる精度改善

を図る.具体的な解析を通し提案手法のレール振動応

答解析-の適用可能性について検討する.

2.積分方程式法による定式化

2.1Timoshenkoぼりの運動方程式

図一1に示すように,速度Cで走行する荷重P(t)の作

用の下,N個の離散点で支持されている長さLのはり

を考える.Timosllenkoぼりによりモデル化した場合

の鉛直方向変位と断面回転角に関する運動方程式はそ

れぞれ次式で与えられる.

錘+GAK孟(恒霊)-

N
p{t)6{x-xo-ct)-∑FAWx-*;).(i)

J-l

plS+GAK{il>売主EI豊-o

ここで,uははりのたわみ,砂は断面回転角,(')は時

間微分,pははりの質量密度,Aは断面積,Iは断面

二次モーメント,Eはヤング率,Gはせん断弾性係数,

KはTimoshenkoぼりのせん断係数である.また,は

りの左右端座標はそれぞれご-0,Lとする・xoは走行

荷重P(t)のt-0における作用位ご,・は離散支持点

位置でありFj(t)まj番支持点での反九6はDirac

のデルタ関数である.

2.2静的基本解に基づく積分方程式

式(1)に対応した静的な基本解可(x,Z),ip'
i{x,モ)(t-
1,2)を.次式をみたす解として定義する.

GAK芸(ゆ;一等) -6u6(Z-可,

GAK{弔一等)-EI等-S2iS{上の

ここで. 6{jはKroneckerのデルタである.なお, i-1
はS-xに単位集中荷重が作用した場合の, 1-2は単
位集中モーメントが作用した場合のつり合い式にそれ

ぞれ対応している.

式(2)をみたす基本解は次式で与えられる11)

K-*l3　K一可

u¥(a'言　V2EI　義元,

ォ*,0 -
(」-*K一可

4EI

ul(x,z) - -Vサr(s,O>

^(z,モ)ニー
lE一可

2EI

式(1),(2)の解{u,ip), (u-,^;;に対して次の積分を
とる.

/J。 [pA-)+GAK芸MUト等)
∧r

- p{t)S(上xq -Ct) +∑FjiWZ-£j)1u]{x,」) dモ
J-l

・ -t)+GAK(*P(S,t)一等)
-El∂W,0

∂E2
m(z>そ#-o

(4)

式(4)を部分積分し,式(2)の関係を用いて次の積分表
現式を得る.

u(x,t) + [u(」,t)Ql(x,0 -ゆ(Z,t)M;{x,Q

- Q(^t)u¥(x,モ) + M(S,t)1>l{x,モ)]5

/

Jo
pAu(Z,t)ul(x,O dt +

/Jo
plTPtf, t)xPl(x,O dt

ォl

-p(t)u!(x,xo +ct) + ∑Fji^ulix.xj) - 0,
J=J

Wz,t) + [u(Z,t)Q'2(x,0 -ゆ(」,OM2- ar.fl

- Q(Z,t)u'2(x,O + M(そ,*)ォ*,Ol。

/Jo pAu{Z,t)uZ(xlZ) dt + /Jo pJtf 」,O^2(*.0 #
A'

- P(t)u*2(x,XQ +ct) + ∑Fj(t)uZ{x,xj) - O
J-l

(5)

ここで, Q,〟はせん断力と曲げモーメントであり,秩
式で定義される.

Q- -GAK(ip-霊),

M - -ElfoX

また　Ql,M昌こついても基本解u*.鵜に対して同様
に定義されるものとする.

以下では簡単のため,はり端部に断面力が作用しな

い場合を対象に議論を進める.なお,はり端部に断面

力が作用する場合においても,式(5)に基づき以下に示
す手順で定式化を進めれば良い.
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式(5)における慣性項の領域積分に際し,補間関数

植)(*- !.- ,n)を導入し,伝(x,t),如,i)をはり
の長さ方向に離散近似する.

uN{x)-[<Kx)]{uN},

TV.
rw-W*)]{^}

(7)

ここで,崩N(x),i>N(x)は第N時間ステップの時刻tN -

N△t (△tは時間増分)における加速度. {*"}, {壷N)

は節点値ベクトル. [*(*)]は節点値ベクトル成分に対
応したn個の補間関数より成る行ベクトルである.

式(7)を(5)に代入し, 3:を節点位置丘i (i- 1,- ,n)

にとると,各節点位置におけるたわみutNと断面回転

角^に関する次の積分方程式を得る・

u? +MZ,tN)Qli云i,0 -iM^Wfo.Ol。

/Jo pA[舶)匪xi,e dt{uN}

・ / pimwii丘i:)舶"'
-w,云i,Xサ)P" +∑u;(云i,xi)Ff -OJ

E==

げ+ [u{」,tN)Q芸(zサ>」トi>{t,tN)N;{xi,z)]Z

IJo pAl純)K(云i,モ) #{*"}

(8)

/J。 p/[0(捕-)舶")
八J

-u'2(云i,Xサ)Pサ+∑u;(云i,ziW -o
3-1

ここで　PN=p(tN),Fサ-Fj(tN),xN-㌶o+ctft
である.

また,同様に第〃ステップにおける走行荷重作用位

置訂Nでのたわみu" --u{xN,tN)は次式より与えら
れる.

*" + MZ,tN)Qi(xN,zトW,tN)N;(xN,o}o

/Jo

H了

pA[cp(OK(xN,o da^}

+ ∫ pimwi(*N>S<%S } (9)

〃

+∑u;(訂,xj)Fj -Q
J=l

なお,式(3)よりui(雷,x")-0となることから,

式(9)にはPNに関する項が含まれていないことに注
意されたい.

式(8)において　{uN},{ゆN)をまとめ,節点変位ベ

クトルを　　軒,-　uNゆNiT--{U"}と改めて定
義し直し,その下でレール両端点を含む全節点に関す

る2n本の方程式を連立して行列表記すると次のように
なる.

[K]{UN} + [M]{UN} - pyv{SJV} + [C]{Fyv} - 0

(10)

ここで. [K], [M]はそれぞれ{u"}, {u"}に対応す
る係数行列蝣{FN}はF,Nを成分としたベクトル. [C],

{SN}は可(丘,xj),可[xi,xN)を成分とした行列およ
びベクトルである.

同様に,式(9)を行列で書き表すと次式のようになる.

面TV+[K^KLT}+[M^U^}+[CW]{FN} - o

(ll)

ここで, [K〃]言M〃日C〃]は式(10)と同様に定義され
た行ベクトルである.なお,その成分は車輪位置に依

存するので,各ステップにおいて更新する必要がある.

2.3　時間積分

式(10),(ll)の時間積分法にNewmark法12)(7　=

1/2,β-1/4)を用いる.このとき,式(10),(ll)より
次式を得る.

[K+ ^M]{U"} -PM{S"} + [C]{F"}

-[M}{孟uN-1+芸が- +uNつ,

缶N+[K" +品M^KU^ +lcntF"}

- [M"]{品uN-1 +孟uA'-1 +U"-1}

(12)

式(12)における作用力PNぉよび{Fサ}を与える方
程式は,走行荷重やレール支持部のモデル化に依存す

る.なお,その具体例については次章に示す.

3.解析例に基づく検討

3.1　解析条件

2.に構成した解法の基本特性について検討すること

を目的に,図-2に示す比較的簡易な車輪・軌道系モデ

ルを解析対象に設定した.図-2において. mlUは1車

輪当りのバネ下質量, Pwは静的上載荷重, kwは車輪・

レール問の接触バネ定数, k,がまレール支持点におけ
るパッドのバネ定数と減衰係数, αは支持点間隔であ

る.なお,解析における各種物性値等を表一1にまとめ

て示す.また,以下の解析では支持点総数TV= 10と
し,初期条件は静止状態で与えた.さらに,レール頭頂

面は平坦であるものとし,凹凸は一切設定していない.

3.2　レール作用力等の評価式

図-2の車輪・軌道系モデルの時間積分法にNewmarlく

法を用いる場合,車輪の運動方程式は次式で与えられる.

4

pN +云評mwuN

-p-+--(g+品u2-'+孟dN-1 +崩7V-1-
(13)

ここで,Nは第Nステップにおける車輪の鉛直変位,

9は重力加速度である.
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図-2　解析条件

義-1解析における設定値
車輪走行速度

バネ下質量

上搬荷重

接触バネ定数

レール質量密度

レ-ル断面積

断面二次モーメント
ヤング率

せん断弾性係数

せん断係数

支持点間隔

支持点総数

パッドバネ定数

パッド減衰係数

時間増分

C

um

Pv,

Kw

〟

A

∫

E

G

m

α

N

k

T7

At

m/s 10

kg　　　　　350

N　　　　　65170

MN/m　　　2xlO3

kg/rrr　　　　7880

m'　64.05×10-4

m4　1960xl(T8

GPa　　　　　　206

GPa　　　　　77.3

0.34

m　　　　　　0.6

MN/m

kN-s/m

S

車輪・レールの接触力に関する式は次のようになる.

p"+kw{u" -uZ)-O　　　(14)

また・レ-ル支持点反力F,Nに関する式は次のよう

になる.

-{k+孟叫'--り(孟u,'し1・軒') (15)

解析においては,各節点におけるたわみulNと断面
回転角ゆIN.車輪鉛直変位u霊,車輪直下のレ-ルたわ
み包N,車輪・レールの接触力PN,レール支持点反力

F,Nを未知量とし・式(12)-(15)を連立して求解方程
式を構成する.

3.3　有限要素法を用いた場合の解析結果

本研究で構成した積分方程式法による解析に先立ち.

比較のため,有限要素法による解析結果の一例を示す.
有限要素方程式の構成において,たわみuに3次Hcr-

mite多項式を,また断面回転角4,に2次のLagrange補
間を用いる, Niclくel & Secor13)により提案されたTIM7

要素を採用した.なお,当該要素は要素端のたわみと

たわみ角,断面回転角および要素中央点の断面回転角

の7成分を自由度に持つ,せん断ロッキングを起こさ
ない要素である.

図-3　有限要素(TIM7 2要素)による輪重応答解析結果.

図-4　有限要素(TIM7 10要素)による輪重応答解析結果.

解析結果の検討は,解法の差異に最も鋭敏な車輪・

レール接触力(輪重)Pの応答に基づいて行う.レール
支持点間を2要素および10要素で離散化した場合の輪

重変動の様子を,それぞれ図-3,4に示す.図には時間

域Greeil関数を用いた積分表現式2)による解析結果も

合わせて示した.なお,文献2)の方法による解析は前
述のように周期解を与える.ここでは周期長を200m

と十分に長く設定した.したがって,その解は無限長

のはりに対する解に概ね一致しているものと考えられ

る.一方,有限要素解析では,レールを自由端を有す

る有限長(6.6m)のはりで与えている・しかし,各レー
ル支持点に設けられているパッドの減衰性により,こ
れらの解析条件の違いが輪重に及ぼす影響は無視し得

る程度にまで減衰しているものと思われる.

図-3,4より,有限要素解には振幅の比較的大きな輪

重嘩動の発生が認められる.要素分割をレール支持点
間2分割から10分割に細分化することにより.この振

動振幅は減少しており,時間域積分表現式解に収束し
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図-5梯分方程式法(1次Lagrange l斐索)による輪重応答

解析結果.

て行く様子が窺える.しかし, 10分割の下でも,振動
振幅はまだ無視し得ないレベルにあり,良好な結果を

得るためには,さらなる細分割が必要となり,実用上

効率性に欠ける.なお,有限要素解を他の高精度な解

と比較した例が無いこともあり,この不自然な挙動に

言及している報告は著者らの知る限り無い.

有限要素解に見られるこの振動は,はりのたわみ形

状の連続性に起因するものである.本来, Timoshenko

ぼりモデルでは,はりのたわみにせん断変形の影響が
考慮されている.そのため,レール支持点や輪重作用

点のような集中荷重が作用する位置において,はりの

たわみ角は不連続なものとなる.しかし, TIM7要素

のように,はりのたわみ形状をCl級の区間多項式で

与えた場合,このたわみ角の不連続性が表現できない.

この不適合性は,定点加振の問題においてはそれ程深

刻なものとならないが,本解析例のような走行車輪と

の達成問題においては,輪重変動に明確なかたちで影

響を及ぼすこととなる.当該問題の解決には,レール

支持点のみならず,走行輪重の作用点におけるたわみ

角の不連続性をも新たな自由度として追加した要素の

採用が不可欠である14)なお,本研究の目的は積分方

程式法に基づく解法の構成にあるので,この新たな要
素の検討については特に言及しない.詳細については

文献14)を参照されたい.

また,レール頭頂面に凹凸を設定した場合の解析で

は,それによる輪重変動のレベルが上述の輪重振動の

レベルより一般に大きなものとなることが予想される.
したがって,このような条件下での解析においては,た

わみ角の不連続性に配慮しない従来の有限要素によっ

ても概ね妥当な結果が得られるものと期待できる.し

かし,レール継目部で発生する衝撃輪重のように,レー

ル頭項面の凹凸に起因しない現象の解析には,凹凸の

無いレールに対し不自然な輪重変動を生じない解法の
構成が必要となることは言うまでもない.

図-6積分方程式法(1次Lagrange 2要素)による輪重応答

解析結果.

図-7積分方程式法(2次Lagrange l要素)による輪重応答

解析結果.

3.4　積分方程式法を用いた場合の解析結果

式(5)における慣性項の領域積分に関連して導入し

た,式(7)のたわみと断面回転角の加速度項の離散化

に, 1次のLagrange補間を用いた場合の結果を図-5,6
に示す.なお,図-5,6はそれぞれ,レール支持点間を

1要素および2要素で分割した場合の結果を示したも

のである.図-5より,慣性項の評価に相当粗い近似を

用いても,有限要素解に比べ,時間域積分表現式解と

の対応が格段に向上していることが確認できる.しか
し,レール支持点に位置する節点上を通過する際の輪

重変動が,時間域積分表現式解に比べ30%程度大きな

値となっている.この傾向は,レール支持点の中間に

も節点が存在している図-6の中間節点位置での輪重応

答においてより明瞭に現れている.

なお, 1次要素によるたわみ補間では,節点でたわみ

角が不連続となるが,節点通過時に発生しているこの
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図一8　基本解における荷重条件

不自然な輪重変動は,節点位置においてたわみ角が連

続となる補間によっても同様に発生する.例えば.図-7

はレール支持点間を2次のLagrange補間1要素で離散
化した場合の結果を示したものである.この場合,レー

ル支持点間の中央に置かれた中間節点ではたわみ角も

連続となっているが,図-6と同様に節点通過時に不自

然な輪重変動が発生している.

以上の結果より,この輪重変動に対して,節点にお

けるたわみの連続性は直接関与していないことがわか

る.なお,車輪が節点に近接して位置している場合,車

輪直下のレールたわみを与える式(9)は,節点のたわみ

式(8)を近似する.それに伴う求解方程式の安定性の低
下が懸念されたため,車輪直下のレールたわみに関す

る式を,式(5)第1式を微分して得られるたわみ角に関
する積分方程式に基づき構成する方法を試みたが,上

述の不自然な輪重変動の除去には至らなかった.

4.分布荷重に対する基本解による改善

提案手法においては, Timosllenkoぼりの静的基本

解を用いることで,集中荷重の作用位置におけるたわ

み角の不連続性が表現可能となったものの,それに対

応する慣性項までは正確に考慮されていない.そのた

め,節点位置におけるたわみ解u.Mと節点近傍におけ
る車輪直下のたわみ由Mとにわずかな差違が生じ,そ

の結果として節点通過時の不自然な輪重変動が引起こ

された可能性が考えられる.ここでは,一つの改善策

として,基本解におけるたわみ角の不連続性を許容し

得る範囲内で緩和する方法について検討する.具体的

には,式(3)の集中荷重に対する基本解を分布荷重に対
するものに置き換えることを試みる.

4.1　分布荷重に対する基本解

図-8に示すように,区間2Eにおいて,単位長さ当り

l/2eの等分布荷重が作用する場合を考える.この等分
布荷重を△Eと書き表すと,これに対する静的基本解

ォ3>$3は次式をみたすものとして与えられる.

GAK芸w一等)-△E,

GAK{4>1 -等トEI等-o
(16)

式(16)をみたす基本解u;,ゆ3'は次式で与えられる.

U0-一丁㌫{^e+筈e+e

-孟[(」+」)「 (上<Oi]}

・品右左[(」+e)2+-(上c)%}}, (")
雛一品{e2+3e」+3^

一三[(紳)3+ - (卜e)l)}

ここで(x)+=x(x>O),-O(ar<0)である.

4.2　積分方程式

式(17)を式(4)に代入すると,部分積分の後,節点位
置云iにおいて次の積分方程式が得られる.

去r-xi+e

Jx.-」

/JO

・NdC+KQ5-ゆ^sl。

pAilNu'3{云サ0 # + /JO pI壷^'弔(云iiO de
Ar

-U-:云)P"+∑u;(云i,x,-)Fjv-O
i-i

(18)

式(18)の全ての積分項において式(7)の離散近似を
導入し,さらにNewmark法により時間積分を実行す
れば,節点たわみに関する方程式を得る.なお,断面

回転角の節点値wNと車輪直下のレールたわみ屯Nに
対しては, 2.に構成した集中荷重に対する基本解に基
づいた方程式をそのまま用いることとする.

4.3　解析結果

本改善手法を3.1に示した解析例に適用した.式(18)

の離散化に当り1次のLagrange補間を用いた.レー

ル支持点間を2要素で分割し, ど-8C△£(-lcm)とし
た場合の輪重変動を図-9に示す.節点通過時に発生し

ていた不自然な衝撃輪重がほとんど除去されている様
子が窺える.次に,同一のEの下で,レール支持点間

を4要素で分割した場合の結果を図一10に示す.不自

然な輪重応答はさらに小さくなりほぼ完全に除去され,

時間域積分表現式による解との極めて良い一致が得ら

れており,本改善策の有効性が確認できる.以上に示

したように,不自然な衝撃輸重は,要素分割数の増加

と共に減少する傾向にある.

次に,レール支持点間4分割の下, Eの値を4C△tと

上の解析例の1/2に設定した場合の結果を図-11に示
す.レール支持点間に置かれた節点を車輪が通過する

際に発生する衝撃輪重が. 」 =8c△tとした場合に比べ

幾分大きくなっている様子が確認できる.ここに示し

た結果を含め, Eの設定値が輪重に及ぼす影響について

検討したところ,レール支持点間4分割の下では,レー

ル種別などの条件に関わらずe = 8c△tにおいて概ね
良好な結果が得られることがわかった.
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図-9分布荷重の基本解を用いた積分方程式法(1次Lagrange

2要素)による輪重応答解析結果. e - 8c△tとした場合.

図-10分布荷重の基本解を用いた積分方程式法(1次La-

grange 4要素)による輪重応答解析結果. e - 8c△t

とした場合.

なお,ここでは節点たわみに対してのみ分布荷重の

基本解に基づいた定式化を適用したが,さらに走行車

輪直下のたわみに対して本基本解を用いた場合につい

ても解析を試みた.この場合,両たわみ式に対して同

一の基本解を用いることとなるので,車輪がいずれか
の節点近傍を通過する際に,当該節点のたわみに関す

る方程式と車輪直下のたわみに関する方程式とが縮退

し,求解方程式の安定性の低下を招く恐れがある.し
かし,解析結果には,節点通過時においても不自然な

衝撃輪重は認められなかった.このことからも, 3.4で

既に述べたように,節点通過時の衝撃輪重の発生に,係

数行列の一次独立性の低下が直接関与していないこと

が追認できる.

図-11分布荷重の基本解を用いた積分方程式法(1次La-

grange 4要素)による輪重応答解析結果. e - Ac△t

とした場合.

5.おわりに

走行車輪とレールとの達成問題-の適用を対象に,

Timoshenkoぼりの振動応答解析法を積分方程式法に

基づき構成した.定式化において静的基本解を用いた

ため,慣性項に関する領域積分が必要となるが,有限

要素法において懸念されるせん断ロッキングや輪重振

動の発生が無く, 1次要素による粗い分割でも良好な

精度を確保し得ることがわかった.また,まくらぎ支

持点間4要素分割の下,分布幅」 = 8C△tの分布荷重に

対する基本解を適用したものが,節点通過時に発生す

る不自然な衝撃輪重の除去において有効な改善策とな

り,良好な結果を与えることが確認できた.なお,こ

の衝撃輪重の発生については,本論文中で述べたよう

に様々な検討を試みた.しかし,現段階では明確な原
因を見出すまでに至ってはおらず,この点については

今後の課題である.

なお,本解法では簡単な多項式で与えられる静的基

本解を用いているので,本論文で示したたわみの定式

化と同様の離散化条件の下で,たわみ角や断面力の定

式化なども容易に実行できるという利点を有している.
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