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 この論文では，まず素数対と平方数対という言葉を定義する。そして，素数対は  

ただ 1 組のみ存在することを証明する。また，平方数対は自明なものに限ることを  

証明する。                   

 

定義．  

   和が素数で，差も素数である２つの素数を「素数対」ということにする。  

 

定義．  

和が平方数で，差も平方数である 2 つの平方数を「平方数対」ということに  

する。  

 

 

Ⅰ． 素数対の考察 

 

定理１． 

    p ＋ q が素数で， p － q も素数である２つの素数 p ， q は  

         p ＝  5 ， q ＝  2  

  のみである。  

 

証明．（方針） 以下の順に考察すれば解決する。   

（イ） p ， q が共に奇数であることはない。  

（ロ） q ＝  2 である。  

（ハ） p －  2 ， p ， p ＋  2 のうちのどれか 1 つが 3 の倍数である。  

（ニ） p －  2 ＝  3 である。  

（ホ） p ＝  5 である。  
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Ⅱ． 平方数対の考察 

 

定理２．  

   A＋B は平方数 ・・・・・・・・・・ ①  

かつ，  

        A－B は平方数 ・・・・・・・・・・ ②  

で，  

        A は平方数    ・・・・・・・・・・ ③  

かつ，  

        B は平方数    ・・・・・・・・・・ ④  

である A，B は  

A＝
2z （ z は整数），B＝  0 ＝ 20 の形のものに限る。  

 

注． A＝
2z （ z は整数），かつ，B＝  0 ＝ 20 は明らかに，定理 2 の  ①，②，③，

④  を満たす。このような A，B を自明な平方数対と言うことにすると，定理 2 は「平方  

数対は自明なものに限る」と言っています。  

 

 

補題３．（ [2] Theorem 7 ） 

    X ， Y ， Z は，どの 2 つも互いに素な正の奇数で， m は非負な整数で，  

      2X ＋
m2 ・

2Y ＝
2Z  

を満たす整数解 X ， Y ， Z ， m が存在するならば， m ≧  3 で，  

      X ＝| 2a －
22 m

・
2b ｜   ，  

      Y ＝    ba           ，  

      Z ＝  2a ＋
22 m

・
2b  

を満たす互いに素な正の奇数 a ， b が存在する。  

 

証明．  

   X ， Y ， Z は，どの 2 つも互いに素な正の奇数で， m は非負な整数で，  

       
2X ＋

m2 ・
2Y ＝

2Z  

を満たす整数解 X ， Y ， Z ， m が存在するとする。   

 



3 
 

 

   8 を法として考えると， m ≧  3 であることが導かれる。また，  

m2 ・
2Y ＝

2Z －
2X ＝（ Z ＋ X ）・（ Z － X ）で，  

G.C.D. （ Z ＋ X ， Z － X ）＝  2 であるから， Y ＝ ba である互いに素な  

正の奇数 a ， b が存在して，  

       （イ） Z ＋ X ＝  2 2a     ， Z － X ＝
12 m

・
2b  ，  

または，  （ロ） Z ＋ X ＝
12 m

・
2b  ， Z － X ＝  2 2a  

が成り立つ。いずれの場合でも， X ＝| 2a －
22 m
・

2b ｜， Z ＝  2a ＋
22 m
・

2b  

が成り立つ。    

                           証明終． 

 

 

補題４．  

       定理２の  ①，②，③，④  を満たし，B≠0 である A，B が存在するならば，  

x ， y ， z は正の奇数で， a は正の整数で，  

      
4x ＋

242 a
・

4y ＝
2z  

を満たす整数解 x ， y ， z ， a が存在する。  

 

証明．  

定理２の  ①，②，③，④  を満たし，B≠0 である A，B が存在するとする。  

依って，
2U ＋

2V ＝
2Z ，

2U －
2V ＝

2X ， V ≠0 を満たす整数解 U ， V ，  

Z ， X が存在する。  

 また U ≠  0 ， Z ≠  0 ， X ≠  0 であることも示せるから， U ， V ， Z ， X  

はすべて，正の整数であるとして良い。  

  G.C.D（ U ， V ）＝ d のとき， U ， V の替わりに
d

U
，

d

V
を考えることに  

すれば， U と V が互いに素である正の整数解 U ， V ， Z ， X が存在する。この  

とき，上の等式 2 つから， V と Z ， Z と U は，また， V と X ， X と U は，す  

べて互いに素である。4 を法として考察すれば，上の等式 2 つから， U ， Z ， X は奇

数， V は偶数である。 U と Z は奇数だから，8 を法として，等式
2U ＋

2V ＝
2Z  

を考察すれば，
2V は 8 の倍数，依って， V は 4 の倍数であることが導かれる。  
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V ＝
m2 ・ Y （ m は１より大きい整数， Y は正の奇数）とおく。そして，  

2X ＋
122 m
・

2Y ＝
2X ＋2 2)2( Ym  ＝  2X ＋2 2V ＝（

2X ＋
2V ）＋

2V  

＝
2U ＋

2V ＝
2Z で， X と V は互いに素であるから， X と Y も互いに素である。

従って， X ， Y ， Z はどの 2 つも互いに素で，すべて正の奇数である。  

 この等式に，補題 3 を適用すると，互いに素な正の奇数 a ， b が存在して，  

X ＝| 2a －
122 m
・

2b ｜  ， Y ＝ ba  ， Z ＝  2a ＋
122 m
・

2b    

と表せる。  

 このとき，
4a ＋

242 m
・

4b ＝ { 2a ＋
122 m
・

2b 2} －
m22 ・

2a ・
2b  

＝
2Z －

m22 ・
2Y ＝

2Z －
2)2( Ym  ＝

2Z －
2V ＝

2U が成り立つ。  

 以上により， a ， b ， U は正の奇数で， m －1 は正の整数で  

          
4a ＋

2)1(42 m
・

4b ＝
2U  

が成り立つ。   

                           証明終．  

 

 

補題５．（ [1] Lemma 9 ）  

    X ， Y ， Z は正の奇数で， m は非負な整数で，  

      
4X ＋

m2 ・
4Y ＝

2Z   

に整数解 X ， Y ， Z ， m が存在するならば，  

      m ≡  3 ( mod 4 ) 

である。  

 

証明．  

  X ， Y ， Z は正の奇数で， m は非負な整数で，
4X ＋

m2 ・
4Y ＝

2Z   

を満たし， m ≢ 3 ( mod 4 ) である整数 X ， Y ， Z ， m が存在すると仮定する。  

 そのような X ， Y ， Z ， m のうちで， m の値が最小であるものを，改めて  

x ， y ， z ， m とする。  
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 x ， y ， z は奇数で，
4x ＋

m2 ・
4y ＝

2z が成り立っているから，8 を法  

として考察すると，
m2 ≡  0 ( mod 8 ) が成り立つので， m ≧  3 である。そして，  

m ≢ 3 ( mod 4 ) であったから， m ≧  4 である。  

 G.C.D.（ x ， y ）＝ d のとき， x ， y の替わりに
d

x
，

d

y
を考えることに  

より， x ， y は互いに素であると考えて良い。また，このとき，
4x ＋

m2 ・
4y ＝

2z  

から， x ， y ， z はどの 2 つも互いに素である。
m2 ・

4y ＝
2z －

4x  

＝（ z ＋
2x ）・（ z －

2x ）で，G.C.D.（ z ＋
2x ， z －

2x ）＝  2 だから，  

    （Ⅰ） z ＋
2x ＝2 4a       ， z －

2x ＝
12 m

・
4b  ，  

または，（Ⅱ） z ＋
2x ＝

12 m
・

4b ， z －
2x ＝2 4a  

である互いに素な正の奇数 a ， b が存在する。  

 （Ⅰ）が成り立つときは，
2x ＝

4a －
22 m

・
4b で， a ， b ， x はどの 2 つも  

互いに素な正の奇数である。
22 m

・
4b ＝

4a －
2x ＝（

2a ＋ x ）・（
2a － x ）  

で，G.C.D.（ 2a ＋ x ，
2a － x ）＝  2 だから，  

       2a ＋ x ＝2 4A      ， 2a － x ＝
32 m

・
4B  ，  

または，    2a ＋ x ＝
32 m

・
4B  ， 2a － x ＝2 4A  

である互いに素な正の奇数 A ， B が存在する。  

 このとき，いずれの場合でも， A ， B ， a は正の奇数で，  

        4A ＋
42 m

・
4B ＝

2a  

が成り立つ。ところが， m －  4 ≡ m ≢ 3 ( mod 4 ) であって， m －  4 ＜ m である  

から， m の最小性に矛盾する。  
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 （Ⅱ）が成り立つときは，
2x ＝

22 m
・

4b －
4a であり， b ， a ， x は奇数  

であったから，
22 m

・
4b ＝

4a ＋
2x ≡  1 ＋  1 ＝  2 ( mod 4 ) より，  

m －2 ＝  1 ，つまり m ＝  3 となる。しかし，これは m ≢ 3 ( mod 4 ) であった  

ことに矛盾する。  

 以上，（Ⅰ），（Ⅱ）のいずれの場合でも， m の選び方に矛盾する。従って，補題が  

正しいと証明できた。  

   証明終．  

 

 

定理２の証明．  

 定理 2 の  ①，②，③，④  を満たし，B≠0 である A，B が存在すると仮定すると，  

補題 4 により， x ， y ， z は正の奇数で， a は正の整数で，  

         
4x ＋

242 a
・

4y ＝
2z  

を満たす整数解 x ， y ， z ， a が存在する。  

 しかし，4 a ＋2 ≡  2 ( mod 4 ) であるから，この整数解の存在は，補題 5 に矛盾する。  

従って，定理 2 の  ①，②，③，④  を満たす A，B は，  

A＝
2z （ z は整数），B＝  0 ＝ 20  

の形のものに限ることが証明できた。  

証明終．  
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