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ま くらぎ支持された無限長 レールの波動伝播解析

Wave propagation in an infinite rail discretely supported by sleepers
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Wave propagation in an infinite periodic railway track is investigated. In the analysis the
constituents of a rail and sleepers are considered for the track model. Propagation modes of
the periodic structure are described by virtue of the Floquet transform. This method makes it
possible to reduce the infinite periodic problem to an eigenvalue problem for a unit structure
with finite length. The rail is modeled by a Timoshenko beam and discretized by finite elements.
Through numerical analysis the wave number-frequency curves for the propagation modes are
obtained. It is found that the installation of sleepers causes a mode in which the propagation
waves are accompanied by sleeper vibration. Besides, the influence of the stiffness of rubber
pads on the propagation modes is discussed.
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1.は じめ に

軌道系の動的挙動を把握す ることは,列 車の走行安

定性,乗 り心地,地 盤振動,騒 音等の様々な観点か ら

非常に重要である.と りわけレールは振動発生源であ

る列車と軌道 との境界に位置 してお り,そ の動的応答

特性は列車 ・軌道連成系全体に大きく影響 を及ぼす.そ

のため,レ ール の振動特性 に関す る研究が多 くの研究

者によ り精力的にな されてきた.な お,実 験において

レールへの打撃力や支持条件等を理想的な状態に設定

す ることは容易でな く1),そ の上測定点数な どの面で

制約が多 く存在す るため,当 該分野においては数理モ

デル に基づ く解析的手法が積極的に用いられている,

レール はその断面寸法に比べ軌道方向に長 く伸びた

形状を有す るため,長 手方向への波動伝播が動的応答

に大きく影響す る.な お,通 常のは り要素を用 いた有

限要素解析では,レ ールを有限長でモデル化せ ざるを

得ず,必 然的に打ち切 り端が存在す ることとなるため,

波動の伝播モー ドの評価 には適 さない.そ のため当該

問題 の解析では,レ ールを一様 な断面形状 を有す る無

限長 の弾性体,ま たはは りとして表現する手法が有効

となる.な お,そ の際の レールの支持条件 としては,無

支持(完 全 自由),連 続バネ支持,離 散支持な ど様々な

ものが考慮 されている.

無支持や一様連続バネ支持条件下での解析 において

は,レ ール断面形状 を複数のは り ・板要素の組み合わ

せ で近似 した もの2),3)や,三 角形や四辺形要素によ り

離散化 したもの4)な どを用いた事例 が多い,こ の様 に

レール断面を離散化 して3次 元動弾性体 として表現す

る場合,断 面変形を考慮できるため,そ の影響が顕著

に現れ る1500Hz以 上の波動モー ドも適切に評価可能

となる4),な お,そ の際に必要 となる変位場 のレール

長手方 向への展開には,Fourier変 換に基づ く波数表現

による方法4)と,本 研究で用いるFloquet原 理(も しく

はそれ と同様 の手法)に 基づ くFloquet波 数表現によ

る方法2),3)とが用い られている.

Floquet解 析は,本 来周期 性を有する無限な構造 を解

析するための手法である5),6).そ の様な問題のFloquet

変換は,周 期構造 を構成す る1ユ ニット上で定義 された

有限領域 の力学問題 に帰着 され る.無 支持や一様連続

バネ支持条件 の様 に,支 持条件 を含む方程式系が レー

ル長手方向に変化せず一様な問題 の場合,長 手方向へ

のFourier変 換を介 して,無 限長の問題をレール断面内

の準二次元問題に帰着 して解くことができる.一 方,そ

の様な問題をFloquet変 換によ り解 く場合は,上 述の

とお り1ユ ニット当 りの有限領域ではあるものの,レ ー

ル長手方向を含む解の記述が必要 となる.そ のため,支

持条件が長手方向に一様な問題であれば,Fourier変 換

による方がよ り効率的となる.

しかし,実 際のレールは離散的に支持 されている.し

たがって,そ の様な条件下での波動伝播特性 を把握す

ることも重要である.こ の場合,軌 道系は長手方向に

周期性を持つこととなるため,Floquet波 数表現が有効

な解析手段 となる.当 該手法 を用いて過去にな された

解析では,は りモデル に限定 されてはい るものの,単

純支持7),バ ネ支持8),9),お よびまくらぎ支持を意図し

てバネ定数 を周期的に変動 させた連続支持10)等 の各種

支持条件下での動特性が検討 され ている.

周期構造 を有す る無限長 は りが持つ最 も著 しい特徴

は,は りに沿って減衰せず に伝播 して行 く波動モー ド
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(伝播モー ド)が 存在す る周波数帯(パ ス ・バン ド)が 離

散的に分布することである.既 往の研究により,パ ス ・

バ ン ドの間隙(ス トップ ・バン ド)は支持点間距離がた

わみの1/2波 長の整数倍 の値をとる様な周波数帯に分

布することが分かってお り,離 散支持 されたレールが

有す る波動伝播特性が徐々に明 らかにされつつある.

しか しなが ら,文 献7)～10)に おける解析では,1ユ

ニ ッ ト内のたわみ応答を運動方程式の一般解 よ り構成

してい ることもあ り,定 式化 の容易なEulerば りに限

定 して議論がなされている.ま た,離 散支持点におい

てまくらぎが考慮 されておらず,レ ール ・まくらぎ連

成系での動特性には今だ未解 明な点が存在す る.は り

のモデル化を含め,軌 道系のモデル化 の差異が伝播特

性 に及ぼす影響 を明らかにす ることは,議 論の適用限

界を見極 める上で重要である.ま た,ま くらぎや,そ

の下に装着 され るゴムパ ッドの存在が,波 動伝播モー

ドの観 点か らどの様な影響を及ぼすのかを明らかにす

ることは,防 振対策上非常に意義のあることと考 える.

そこで,本 研究で は レールをTimoshenkoば りで,

ま くらぎを質点でモデル化 し,Floquet解 析援用の下,

レール ・まくらぎ連成系における伝播モー ドについて調

べる.そ の際の定式化の負担を軽減するために,レ ール

についてはTimoshenkoは り要素により離散近似する.

また,レ ールをEulerば りでモデル化 した場合や,ま く

らぎをモデル化 しない場合 との比較 を通 し,従 来モデ

ルによる結果 との対応関係 を確認す る.さ らに,レ ー

ル ・ま くらぎ,ま くらぎ ・道床間に装着 され るパ ッ ド

類の剛性が結果に及ぼす影響について考察する.

2.Floquet解 析 の 概 要

本節では,Floquet解 析6)に 関 し,本 論文で必要 とな

る事項について概略説明す る.な お,以 下では簡単の

ため,一 次元関数 について考 える.

2.1Floquet変 換

X∈Rで 定義された非周期関数f(x)に ついて,次 式

で与えられ るf(x,κ)をf(x)のFloquet変 換 と呼ぶ.

(1)

こ こ で,xは(-L/2,.L/2)の 区 間 内 の 実 数,κ は

(-π/L,π/L)の 区 間 内の 実数 で あ る.な お,κ をFlo-

quet波 数 と呼ぶ.

式(1)よ り,fは κ につい て次 の周期性(第1種 周 期

性)を 持 つ.

(2)

また,fはxに ついて次の様な周期性(第2種 周期

性)を 持つ.

(3)

図-1レ ール ・まくらぎ系のモデル化

2.2逆Floquet変 換

Floquet変 換 の逆変 換(逆Floquet変 換)は 次 式 で与

え られ る.

(4)

2.3周 期構造における問題への適用

周期長Lの 周期構造を有す る問題 について考 える.

この構造系において定義 された線形作用素L(x)は 第1

種周期性 を持つので,次 式が成 り立つ.

(5)

L(x)に 対す る解をu(x)と し,次 の方程式をみたす

もの とする.

(6)

ここで,u(x)お よび入力データg(x)に は何 ら周期性を

仮定 していない.

式(6)の 両辺をFloquet変 換 して次式を得る.

(7)
ここで,式(5)よ りL(x+nL)=L(x)で あるか ら,最

終的にuのFloquet変 換uに 対 して次の方程式 を得る.

(8)

すなわち,各 κ∈(-π/L,π/L)に 対 して式(8)を み

た し,且 つ第2種 周期性 を有する解u(x,k)が 求められ

れば,そ の逆Floquet変 換によりu(x)を 構成すること

ができる.な お,式(6)は 周期構造 を有す る無限領域

を対象 としているが,式(8)で 与 えられ る問題 は有限

領域(-L/2,L/2)の み対象 としてい るので,有 限要素法

等の領域型離散化解法 によ り比較的容易に解 くことが

できる.

3.レ ー ル ・ま く らぎ系 の 伝 播 モー ド解 析 手 法

3.1レ ール ・ま くらぎ系のモデル化

図-1に 示す様に,等 間隔Lで まくらぎ支持 された無

限長 レールを対象 とす る.な お,レ ール ・まくらぎ間お

よびま くらぎ ・道床間には,そ れぞれバネ定数kr,ks
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図- 2Floquet変 換 における1ユ ニ ット

の軌道パ ッ ドと防振パ ッ ドが装着 されてい るもの とす

る.ま た,ま くらぎは質量msの 質点でモデル化 し,道

床は剛体 として与 える.

レールはTimoshenkoば りでモデル化 し,涙 りや横

たわみ,軸 方向変位は考慮せず,鉛 直変位 のみ対象 と

す る.以 降の解析では,レ ールたわみ と断面回転角 を

変数に取 り,前 者 を3次Hermite補 間,後 者 を3節 点

2次 補間で近似するTIM7要 素11)に より離散近似する.

3.2自 由振動問題のFloquet変 換

図-1の 軌道系に対 し,周 期長Lの 下で与えられ る1

ユニ ットを図-2の 様 に抽 出す る.無 限軌道系の自由振

動問題にFloquet変 換を適用す ると,離 散化 の後,式

(8)よ り次式で与えられるような1ユ ニッ ト当りの方程

式 を得 る.

(9)

ここで,ω は円振動数,u1,u3,F1,F3は ユニットの

左右 レール端節点にお ける節点変位 より成 る部分ベク

トル,u2は それ ら以外のは り要素節点変位およびまく

らぎ鉛直変位か ら成 る部分ベク トルである.ま た,v1,

v2,v3はu1,u2,u3に それぞれ対応する仮想節点変位ベ

ク トルであり,(-)は 共役複素成分を意味する 、Kij,

Mijは は り要素 ・バネ ・質点か ら構成 され る1ユ ニ ッ

ト当 りの剛 性行列 と質量行列の部分行列である.

Floquet変 換の解uは 式(3)に 示 した第2種 周期性

を有す る.す なわち,式(9)に おいて次 の条件が付帯

され る.

(10)

式(10)を 式(9)に 代入 し,u3,v3を 消去す ると,最

終的に次式を得る.

(11)

式(9)に おける剛性行列 と質量行列は実対称行列であ

るので,最 終的に得 られる式(11)の 係数行列はHermite

行列 となる.さ らに,剛 性行列 と質量行列の正定値 性

よ り,固 有振動数 ωの値は実数値 をとる.

3.3Floquetモ ー ドの解釈

式(11)の 固有値 問題 により得 られ るモー ドuは,無

限軌道系における変位モー ドuのFloquet変 換 に相 当

す る.し たがって,軌 道系のモー ドを求めるためにはu

の逆Floquet変 換が本来必要 となる.た だ し,あ る振動

数 ωにおけるモー ドは,特 定のFloquet波 数 κ(固有値)

に対 してのみ存在す るので,式(4)に よる逆Floquet変

換は,結 局次式で置換えられることとなる.

(12)

ただ し,こ こでは時間項をeiwtと 仮 定 し,κ は固有振

動数 ωに対応する進行波モー ドを与えるFloquet波 数

とす る.な お,モ ー ドについて議論 しているので式(4)

の積分 に関連 して生ず る定数倍 の差異は本質的ではな

く,よ ってその項 は考慮 していない.

式(12)に おいて,-L/2<L/2の 時はn=

0(x=x)と な り,uはFloquet変 換モー ドuに 一致す

ることとなる.ま た,他 の区間については,単 にuの

位相 をe-inkLだ けシフ トさせ るこ とで容易にu(u)を

構成す ることがで きる.す なわち,無 限軌道系のモー

ドは,そ のFloquet変 換uで 直接評価可能である.な

お,こ のこ とは周期構造系におけるモー ド自体が,一

般に第2種 周期性 を持つ ことを意味 している(Floquet

原理)10),12).

以上のことから,式(11)の 固有値問題 を解 くことで,

レール ・まくらぎ連成系におけるモー ドの伝播特性 を

直接調べ ることが可能 となる.な お,式(1)に おいて κ

は実数 としたが,各 振動数 ωに対す るFloquet波 数 κ

の固有値は一般的 に複 素数値 を取 り得 る.κ が実数値

の時のモー ドは,式(12)よ り減衰せずに無限遠方まで

伝播 して行 くもの(伝 播モー ド)を 与える.一 方,κ が

純虚数の時は振動せず急減衰す るモー ドが,複 素数の

時は振動 しながら減衰 して行 くモー ドが得 られる.こ

れ らの各種モー ドの内,軌 道系の動的応答特性 の把握

において特に重要 となるのは伝播モー ドである.そ こ

で本研究では,κ が実数値 をとる場合に焦点を絞って議

論す る.な おその際に κに関する対称性に基づき,そ

の値を0≦ κ≦π/Lの 範囲で走査 し,式(11)よ り各 κ

に対する固有振動数 ωを求め,伝 播モー ドの κ-ω 曲

線 を構成する方法 を採 る.
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表-1レ ールの諸条件

4.軌 道系モデルの伝播モー ド解析

4.1解 析条件

図-1に 示 した様に,ま くらぎで離散支持 され た無限

長 レール を軌道モデルの基本系 として用い,そ れを主

な解析対象 とす る.Floquetモ ー ド解析では,軌 道系

を構成す る1ユ ニ ッ トを,図-2の 様 にま くらぎ位置

を中心 に して抽出す る.ま くらぎ間隔 はL=60cmと

し,PCま くらぎを想定 してレール1本 当りのま くら

ぎ(ま くらぎ1/2本)の 質量をms=100kgと 設定 した.

また,軌 道パ ッ ドと防振パ ッ ドのバネ定数 を,そ れぞ

れkr=110MN/m,ks=30MN/mと したものを以下の

解析における基本構成 とした.レ ールは50Nレ ールを

想定 し,各 種物理量を表-1の 様に与えた.な お レール

の離散化は,精 度 を確認の上,1ユ ニ ッ ト(60cm)を6

要素で一様分割 して与 えた.こ の場合,以 下の解析結

果の離散化誤差 は1%程 度であった.

4.2バ ネ支持モデルにおける伝播モー ド

既往の研究で検討 されてい る軌道モデルの特性 を再

確認 し,レ ール ・ま くらぎ連成系でのモー ドと比較す

る 目的で,ま くらぎを持たないバネ支持モデル を対象

に,ま ず解析 を行 う.な お,そ の際の支持バネ定数は

軌道パ ッ ドの値kr=110MN/mに 設定 した.

結果を図-3に 示す.な お,図 の縦軸 は周波数f=

ω/2π(Hz)で 表示 している.κ-f曲 線は κ=0,π/-Lに

関 して対称 となるため,図 には0≦ κ≦π/Lの 範囲の

み示 した.各Floquet波 数 κに対 して式(11)の 固有値

問題を解 くこととなるため,固 有振動数 ωは一般に離

散化モデルの 自由度の数だけ存在す る.図 にはその内,

固有振動数の低い方か ら3つ 目までのバン ドについて

示 した.な お,高 周波数域ではレールの断面変形が無

視 できなくなるため,は りモデルの適用限界は15004)
～250013)Hzと されているが,こ こではFloquet波 数

と周波数 との関係 を理解す る目的で,そ れ以上の周波

数モー ドまで示 した.

図より伝播モー ドの存在 しない周波数帯(ス トップ ・

バン ド)が離散的に分布 していることがわかる.な お,

Floquet変 換では式(2)の 様 にκに関して第1種 周期性

を持つので,｜k｜>π/Lに おけるモー ドは全て図-3ま

たはそれを左右反転させたもの と一致 し,κ の取 り得 る

範囲は実質上0≦ κ≦π/Lに 限定 される.一 方,は り

に発生する伝播モー ドが有す る主要な波数kは,一 般

に π/Lよ り大きな値 を取 り得 るはずである.こ の こと

は,Floquet波 数 κがは りを伝播 して行 く波動における

波数kと は必ず しも一致 しないことを意味する.こ れ

図-3バ ネ支持モデルの κ-f曲 線

らの対応 関係についてはMead7)が 考察を与えている.

以下にその概略を述べる.
一次元問題で考える.第2種 周期性を持つ関数uは,
一般 に次式の様に展開できる.

(13)

ここで,umは 展開係数である.な お,以 下の議論を分

か り易 くするため,時 間tの 項 も含 めて表記 した.式

(13)は,Floquet波 数 κで特徴付 けられた解uが,波

数kmの 波動の一次結合で構成 されていることを意味

す る.ま た,そ れ らの項は位相速度Cm=ω/kmの 下

でx方 向に進行(m>0)ま たは後退(m<0)す る成分

を表 している.上 述の様にFloquet波 数 κとωとの関

係 を与える曲線は,複 数の伝播モー ドから成 る.一 般

に,低 い方か らi番 目の固有振動数に対応す る伝播モー

ドでは,速 い方か らi番 目の位相速度 を有す る波動成

分が支配的 と成 ることが知 られ てい る7).今 κ>0と

すると,式(13)よ り各成分の位相速度0は 次の順に小

さくなって行 く,

(14)

これ らの分母(波 数)を 順 にkiと 呼ぶ ことにす ると,i

番 目の伝播モー ドにお ける進行波の主要成分が有する

波数 はkiで 与え られることとなる.そ こでi番 目の伝

播モー ドを波数k=kiの 位置に移動 しk-f座 標 にプ

ロットする.例 えば,周 波数の最も低いモー ドはk=κ

に,2番 目のモー ドの横軸はk=-κ+2π/Lに,3番

目のモー ドはk=κ+2π/Lに プロットすることで,伝

播モー ドにお ける主要波数kと 周波数fと の関係(分

散 曲線)を 得ることができる.
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図-4バ ネ支持モデルの波数kと 周波数 ｆとの関係

(A)

(B)

(C)

(D)

図- 5バ ネ支持モデルのス トップ ・バン ド端 における レール

のたわみモー ド

図-3を 上述の様にして主要波数kとfと の関係 に描

き直 したものを図-4に 示す.約300Hz以 上の周波数に

おいて伝播モー ドが存在 してお り,こ れがいわゆるカッ

ト・オン周波数を与えている.さ らにk=nπ/-L(n=

1,2,…)に おいてス トップ ・バン ドが存在 してお り,そ

のバン ド幅は高周波数域にお けるもの程狭 くなって行

くことが確認できる.

k=π/L,2π/-Lに おけるバン ド端(A～D)で のレー

ルのたわみモー ドを図-5に 示す.な お,図 中点線 は無

変形時のレール位置を示 している.い ずれも進行 しな

い定在波モー ドを与え,A,Bは 波長2L,C,Dは 波

長Lの 振動モー ドとなってお り,こ れ らが主要波数に

対応す る波長に より特徴付 けられていることが確認で

図- 6レ ール ・ま くらぎ連成モデルのk-f曲 線

きる.た だ し,ス トップ ・バン ドの下端側に対応す る

A,Cは バネ支持点を節 としてお り,そ のためバネ には

伸縮 を生 じていない.一 方,ス トップ ・バ ン ド上端 に

対応す るB,Dは バネ支持点を腹 としたモー ドを示 し

ている.同 一の波数 下で も後者 は支持バネの伸縮 を伴

うため,固 有振動数は前者 のそれ よ り高 くな り,そ れ

らの差がス トップ ・バ ン ドを与えていることが理解 で

きる.な お,各 波数における群速度はdω/dkで 与えら

れ る.図-4の 曲線の傾きはス トップ ・バ ン ド端でゼ ロ

となってお り,こ のことか らも,こ れ らの波数 におけ

るモー ドが定在波 を与えることが認識 できる.ち なみ

にA点 におけるモー ドは鉄道工学で良く知 られた,い

わゆるpinned-pinned resonanceに 相 当 し,本 解析条

件ではそれが約950Hzで 発生す ることがわかる.

4.3レ ール ・ま くらぎ連成モデルにおける伝播モー ド

レール をま くらぎで離散支持 した場合 における伝播

モー ドのk-f曲 線を図-6に 示す.な お,図 には比較

のため,レ ールをEulerば りでモデル化 した場合 の結

果も合わせて示 した.Timoshenkoば りとEulerば りと

の違いは500Hz前 後の周波数か ら顕著に現れ,周 波数

の増加 と共に拡大 している.ち なみ に,レ ール振動解

析に関す る既往 の研究14)に おいても,モ デル化の違い

は500Hz以 上の周波数域で認め られてお り,今 回の結

果はそれ と符合 した ものとなっている.

図-6に おける周波数の最も低いパス ・バン ドに対応

するモー ドが,図-4に は存在 していないことがわかる.

そこで両モデルにおけるバ ン ド間の対応 を確認するた

め,k=π/Lに お ける各バ ン ド端A',B',C',で の

変位モー ドを図-7に 示す.図 中の点線 は,無 変形時の

レール とま くらぎ位置を示 してい る.な お,A,で の変

位モー ドでは,レ ール変位に比べてま くらぎ変位 が非

常に大き くなっている.現 実にはまくらぎが レール上

部に移動す ることはあり得ないが,変 位モー ドを拡大

しているため図ではま くらぎとレールの上下関係 が反

転 した表示 となってい る.い ずれもレールたわみの波

長は2Lと なっている.た だ し,B',C'は ま くらぎが
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ほとんど変位 しておらず,そ れぞれ図-5のAとBに 概

ね一致 した伝播モー ドを与えてい る.一 方,A,で はま

くらぎが レールたわみ と同調 して振動 してお り,レ ー

ル とま くらぎとが連成 したモー ドを示 している.な お,

このバン ドが存在す る波数域はk=π/Lを 上限とする

有限域で与えられてお り,そ れに対応す る周波数帯(パ

ス ・バン ド)は約80～170Hzの 範囲に分布 している.

当該モー ドではま くらぎがレール と共に大き く振動

していることか ら,道 床や地盤における振動の発生が

このモー ドと密接に関連 しているもの と考えられる.特

に道床 ・地盤系の振動応答 は一般 に30～70Hzに ピー

クを持つ ことか ら,本 モー ドにお けるパス ・バ ン ド下

端(D'点)近 傍での軌道振動がそれに影響 している可能

性 が高い.そ こでk=0に おけるバ ン ド端D'点 での変

位モー ドを,高 周波数側のパス ・バ ン ド下端E,点 での

もの と合わせ図-8に 示す.図 よ り,D'で のモー ドでは

レール にほ とん ど曲げたわみが生 じてお らず,レ ール

とまくらぎ とが一体 となって上下に振動 していること

がわかる.な お,ま くらぎ振動により防振パ ッ ドが伸

縮することか ら,ま くらぎ ・道床間の作用力が大き く

変動 し,地 盤振動の発生につながっているもの と考え

られる.ま た,こ の様 な変位特性 よ り,防 振パ ッドの

剛性が本モー ドの固有周波数に影響 を及ぼすこ とが予

想 され る.

一方 ,E'点 での変位モー ドにおいては,レ ールにわ

ずかな変形が認 められ,レ ール とま くらぎとが逆位相

で振動 している,た だしD'の 場合 と異な り,ま くらぎ

の変位振幅は レール のそれ に比べ小 さい.当 該モー ド

は防振パ ッ ドの伸縮 をほ とん ど伴わず,主 に軌道パ ッ

ドが伸縮を受けていることか ら,ま くらぎ ・道床間作

用力の変動 に起因する地盤振動 とは関連 しないことが

推測 され る.ま た,そ の様な変位特性 よ り,軌 道パ ッ

ドの剛性 が本モー ドの固有周波数に大 きく影響 を及 ぼ

す ものと思われ る.

なお,前 述 のとお りFloquet解 析にお ける波数kは

あくまで主要成分に対す る波数のことであり,変 形モー

ドにはそれ以外 の波数成分 も幾 らか含まれている.そ

のため,図-8に 示 したE'の モー ドの様 に,主 要波数

k=0で の変形モー ドであっても,k=2π/Lに 対応す

る波長成分 を含有 し得 る.

なお,パ ッ ド類の剛性 が振動特性 に及ぼす影響につ

いては以下で検討す る.

4.4パ ッ ド類の剛性が結果に及ぼす影響

軌道パ ッ ドと防振パ ッ ドのバネ定数kr,ks、 がパス ・

バ ン ドに及 ぼす影響について調べ る.な お,列 車の走

行安定性等の観点か ら,パ ッド類のバネ定数を極端に

低減す ることは現実的で はない.こ こでは,実 際の

軌道で用い られているパ ッ ド類のバネ定数 を参考に,

Case1:kr=70MN/m,お よびCase2:ks=5MN/mと 設

定 した2ケ ースについて検討す る.

kr=70MN/mと したCase1の 結果を,kr.=110MN/m

の基本構成の場合 と合わせて図-9に 示す.レ ール とま

(A')

(B')

(C')

図-7A',B',C'で の 変 位 モ ー ド

(D')

(E')

図-8D',E'で の変位モー ド

くらぎとが振動す る最低周波数バ ン ドにおける小さな

波数域では,軌 道パ ッ ドの剛性 が結果 にほ とん ど影響

していない.こ れは4.3に 述べた様に,レ ール とまく

らぎ間にほとん ど相対変位を生 じず,こ れ らが一体化

して振動 しているためと考えられる.一 方,2番 目のパ

ス ・バン ドにおけるモー ドでは,k=0付 近で顕著な差

が認め られ る.ま たk=π/Lに おけるス トップ ・バ ン

ド上端C'付 近でも,わ ずかではあるが振動数低下を生

じてい る.E'で のモー ドとC'で のモー ドは,い ずれ

もまくらぎ下がほとん ど振動せず,軌 道パ ッ ドが主 に

伸縮す る変位特性 を有 している.そ のため,こ れ らの

モー ド付近において軌道パ ッ ドの剛性変化の影響が現

れたもの と思われ る.一 方,ま くらぎ位置が節 となっ

て振動す るモー ドB'で は,ま くらぎ位置で レールのた

わみがゼ ロとなるため,パ ッ ドの剛性は結果に全 く影

響 しない.

次に,ks=5MN/mと したCase2の 結果を図-10に 示

す.こ の場合は,最 低周波数バン ドに差異が認め られ,

特に小 さな波数程変化が 目立つ.こ のことより,道 床 ・
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図- 9軌 道 パ ッ ドの変更によるk-f曲 線 の変化(Case1)

図- 10防 振 パ ッ ドの変更によるk-f曲 線 の変化(Case2)

地盤系に伝わ る振動エネル ギーの制御 には,少 なくと

も本解析条件に関す る限 り,防 振パ ッ ドのバネ定数の

調整が重要な役割 を持つ ことがわかる.一 方,2番 目以

上のパス ・バン ドにはほ とん ど変化が見 られない.こ

れは前述の様に,こ れ らのモー ドではまくらぎがほと

ん ど変位 しないため防振パ ッ ドは伸縮せず,そ の剛性

が結果に影響を及ぼ さないことによる.な お,こ の こ

とは,防 振パ ッ ドの剛性が300Hz前 後以上の周波数域

における軌道振動特性 に影響を及ぼ さないことを示唆

している.

4.52質 点モデルによる近似評価の検討

4.3に 述べたよ うに,主 要波数k=0に おけるバン

ド端D',E'の モー ドでは,レ ールに生ず るたわみ変形

が比較的小 さい.特 にD'の モー ドでは,レ ールが剛

体的な変位挙動を呈 している.し たがって,D',E'の

モー ドでは レール をまくらぎ同様に質点でモデル化す

ることで,そ れ らの周波数 の近似評価が可能に思われ

図-112質 点モデルによる近似

表-22質 点モデルによる近似結果(単 位:Hz)

る.そ こで,図-11の 様に1ユ ニッ トにおけるレールを

剛体 と見なし,2質 点モデルによる置換近似 を試みた.

2質 点モデルで求 めた2つ の固有周波数 を,Floquet

解析で得たD',E'に おける周波数 と比較 した結果を表

-2に 示す.D',E'い ずれのモー ドにおいても,ま たい

ずれ のケースにおいて も,Floquet解 析 の結果 と2質

点モデルでの値 とは良 く対応 している.こ のことか ら,

当該モー ドに関 しては2質 点の簡易モデル によりその

固有周波数 を十分評価可能であることがわかる.な お,

D,の モー ドにおける周波数において,と りわけ良好な
一致が認 められ る.こ れは,当 該モー ドでのレール変

位が曲げ変形を含まず,ほ ぼ完全な剛体変位によ り与

えられているため,レ ール を質点 と見な しても近似誤

差をほ とん ど生じなかったことによるもの と思われる.

5.お わ りに

本論文では,レ ール とまくらぎか ら構成 される無限

軌道系における波動伝播モー ドについて調べた.等 間

隔に配置 されたまくらぎによ り特徴付 けられた周期性

を持つ無限軌道のモー ド解析手法を,Floquet変 換に

基づき構成 した.そ の際に,レ ールはTimoshenkoば

りで,ま くらぎは質点でモデル化 した.な お,Floquet

変換後の固有値問題 の誘導過程 における定式化の簡易

化を図る 目的で,Timoshenkoば りのたわみ挙動はは

り要素(TIM7要 素)で 離散近似 した.

解析の結果,レ ール ・まくらぎ軌道系にお ける伝播

モー ドが,大 きく分 けて2種 類 のモー ド成分 に分類で

きることが分かった.1つ は,レ ール と軌道パ ッ ドよ り

構成 される系での伝播モー ドに相 当し,ま くらぎの上

下振動 をほとんど伴 わないものである.当 該モー ドは

全ての波数 において存在す るが,主 要波数kが π/L(L:

周期長)の 整数倍 を とる際に,伝 播モー ドの発生 しな

い周波数帯(ス トップ ・バ ン ド)が 現れ,そ の両端周波

―1035―



数 におけるモー ドが互いに波長が等 しく位相の異なる

定在波 により与え られ ることが確認できた.な お,こ

れ らのモー ドではま くらぎがほとん ど変位 しないため,

波数一周波数 曲線はまくらぎ下に敷設 され る防振パ ッ

ドの剛 性の影響を受けない ことが分かった.一 方,も

う1つ のモー ド形態では,レ ール に加 えま くらぎも大

きく変位す るもの となる,こ の伝播モー ドは,主 要波

数k=π/Lを 上限 とする有限な範囲内に存在する.ま

くらぎの上下振動を伴 うため,固 有振動数は防振パ ッ

ドの剛性に依存す る結果を得た.

また,レ ールをEulerば りによ りモデル化 した場合

と比較 した.そ の結果,は りモデルの差異は500Hz以

上の周波数域で顕著に現れ ることを確認 した.ち なみ

に,上 述のまくらぎ振動を伴 うモー ドに対するパス ・バ

ン ドの上限は170Hz付 近に位置す るため,当 該モー ド

に関 してはEulerば りモデル でも十分評価可能である.

さらに,主 要波数k=0に お ける2つ のモー ド周波

数 の,簡 易モデルによる近似評価を試みた.当 該モー

ドでは レール の変形が無視 し得る程度 に小 さく,剛 体

に近い変位 が認 められた.そ こで,レ ール もま くらぎ

同様に質点 と見なし,2質 点モデルで近似 した.レ ール

をTimoshenkoば りで与えた場合 と比較 した結果,両

者 間における固有振動数が良く対応 してお り,2質 点

系による簡易なモデルでも評価可能であることを確認

した.

なお,定 点加振による車輪 ・軌道連成系の応答解析で

は,こ こに示 したス トップ ・バン ド端の定在波モー ドの

幾つかに対応 していると思われ る卓越周波数の存在が

示唆 されている15).今 後は,移 動荷重を含め,外 力作

用下での無限周期軌道の応答特 性についても,Floquet

解析 を適用 し検討 して行 くつも りである.
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