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Multigrid algorithm is developed for wavelet BEM. Since the wavelet bases have hierarchical
structure, in the wavelet BEM using the wavelet bases as its functional bases, coefficient matrix

and vectors include submatrix and subvector corresponding to each resolution level. Hence,
one can readily apply the multigrid method to wavelet BEM. In this paper, V-, Sawtooth-

, and FMV-cycles are considered. Numerical experiments show that these methods improve
the convergence of iterative solution. As the iterative methods, Jacobi, Bi-CG, and GMRES
methods are employed. It is found that the multigrid method can be an effective strategy for
enhancement of convergence and stability of these iterative methods. 
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1.は じめ に

境界要素法は,解 析対象の境界のみを離散化す るこ

とで求解方程式を構成す る解法である.し たがって,有

限要素法や差分法などの領域型解法 に比べ,少 ない 自

由度の下で同一精度の解 を得 ることができるとい う特

徴を持っている.し か し,境 界要素方程式の係数行列は

密行列であ り,領 域型解法 に比べ小 自由度であ りなが

らも,多 くの記憶容量 と求解時間 とを要す る.そ のた

め多連結問題や境界形状の複雑 な問題 な ど,大 規模 問

題への適用は困難である と考え られてきた.当 該問題

の解決策 として高速多重極展開法1)やwavelet BEM2)

が挙げられる.前 者は,遠 方か らの影響を多重極展開に

よ り求め,境 界要素方程式 の行列ベ ク トル積の計算を

効率的に実行 しよ うとする手法である.一 方,Wavelet

BEM は,境 界要素解の関数基底にwavelet基 底を用い

るものである.Wavelet基 底 は,実 空間 と周波数空間

において局所性 を持つ1種 類の関数(wavelet)の 平行移

動 と拡大(縮 小)に より生成 され,階 層性を有す る関数

空間を構成す る.な お,最 近では3次 元解析を指向 し,

任意三角形上で展開 されたwaveletも い くつか提案 さ

れている3),4).境 界要素法で重要 となるwaveletの 特

徴は,関 数 の局所性 とゼ ロモーメン ト性である.こ の

性質によ り関数基底 にwaveletを 用 いるだけで境界要

素の係数行列成分の距離減衰性が向上 し,小 さな値の

成分をゼ ロに置 き換 えることで,精 度 を損な うことな

く疎行列化 を図 ることができる.こ のよ うにwavelet

BEMで はスパースな行列を扱 うので,連 立方程 式の

解法には反復法が用いられ る.

マルチグ リッド法は,反 復解 の収束を加速す る一手

法である.反 復法における解は,対 応する作用素の固

有値が小 さな値を持 っている固有モー ド成分か ら先に

収束する5).そ の結果,一 般 に波長 の長い成分 の収束

性 が低いもの とな る.そ こで,解 の長波長成分を分割

の粗い メッシュで求め,反 復解 の収束性の向上を図 ろ

うとす るのが当該手法の基本的考え方である.マ ルチ

グ リッ ド法は当初,領 域型解法を対象にその適用が検

討 されて来た6).し か し,境 界要素方程式の密な係数

行列においても,比 較的 自由度の大きな問題では反復

法による方が計算時間の面で有利 となる7),8),9),10).そ

のため,境 界要素法へのマルチグ リッ ド法 の適用につ

いて も近年検討がなされている11).

前述のよ うにマルチ グリッド法では,解 像度の異な

る複数のメ ッシュを順次切 り換 え解析 を進める.そ の

際に,細 かいメ ッシュか ら粗いメ ッシュへの解(残 差)

の射影,粗 いメッシュか ら細かいメ ッシュへの解(誤

差)の 補 間,各 メ ッシュに対す る係 数行列の作成お よ

び保存を必要 とす る.一 方,wavelet基 底を用いた解

法では,近 似解 は初 めか ら解像度毎の階層構造 を持っ

てい るため,マ ルチグ リッ ド法の適用は容易に思われ

る.Briggsら12)はwavelet基 底 とマルチグリッドとの

類似性 を指摘 し,waveleも 基底によるマルチグリン ド法

の構成 について議論 している.ま た,Riederら13)は,

Galerkin法 においてwavelet基 底を用いた領域型解法

(wavelet-Galerkin法)を 対象 に,マ ルチグ リッド法の

具体的アルゴ リズムについて検討 している.こ れに対

し,wavelet BEMを 対象 としたマルチグリッ ド法の適

用 についてはほとん ど検討がなされていないよ うであ

る.し か し,wavelet BEMで は連立方程式の求解に反

復法を用いることを前提 としているので,マ ルチグリッ

ド法の適用によ り反復解の収束性の向上を図るこ とに

は十分意義があると考え られ る.

そこで本研究では,wavelet BEMを 対象 としたマル

チ グリッ ド法を構成 し,そ の有効性 について検討する.

以下では,ま ず初めにwaveletBEMの 定式過程を示す.

次に,マ ルチグリッ ド法の概要について述べ,wavelet
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BEMを 対象に本研究で構成す るマルチグ リッド法を示

す.な お,従 来 のwavelet基 底を用 いたマルチ グ リッ

ド法では,各 解像度の解 をwaveletを 用いず に通常の

関数基底 の下で与え,異 なる解像度 のメッシュに移 る

際の射影や補間においてのみwaveletの 分解 と合成の

アル ゴリズムを適用 している12),13).し か し,wavelet

BEMで は初めか らwavelet展 開 され た解を扱 うので,

本研究ではそれを前提 としたアル ゴリズムを構成す る.

最後に解析例 を通 し,マ ルチグ リッ ド法にお けるサイ

クルパターンの違 いや反復法の違いなどがパ フォーマ

ンスに及ぼす影響について検討す る.

なお,積 分方程式法に対す るマルチ グリッド法 の適

用については,第2種 積分方程式を対象にMandel14)

がその有効性 を示 してい る.ま た,第1種 積分方程式

に関 しては,Schippers15)が マル チグ リッ ド法の適用

可能性を示唆 しているが,そ の一方では有効な反復法

の構成の難 しさについて も指摘 してお り,現 在までの

ところ,マ ルチグ リッ ド法の適用 は第2種 積分方程式

に限 られている11),16).し たがって,本 研究においても

第2種 積分方程式を対象 に議論 を進 める.

2.wavelet BEM

2.1 Wavelet基 底

Wavelet基 底 はscaling関 数 φ(x)とwaveletψ(x)

か ら構 成 され る.関 数 φ(x)∈L2(R)が,φ(2x)の 平

行移 動 で 与 え られ る関数 の一 次結 合 で 表せ る もの とす

る(two-Scale relation).

(1)

この とき,φ(x)をscaling関 数 とい う.B-ス プライン

は単一関数 の平行移動 によって,い わゆる 「1の分割」

が実行できるのでscaling関 数である.な お,数 学的に

よ り厳密 な定義については文献17)等 を参照 されたい.

φ(x)の 平行移動で張 られ る部分空間{φ(x-k)}k∈z
をV0と し,解 像度mの 部分空間Vmの 基底を φm ,k(X)
として次式で定義す る.

(2)

VmはV0に おけるメッシュをさらに2m等 分割 して得

られ るメ ッシュ上の離散解に対応 してい る.

Vmをそれ よ り1つ 解像度の低い部分空間Vm-_1と

その直交補空間Wm-1と に分解する.

(3)

Wmにおける基底を ψm ,k(x)と 定義 し,そ れが次式の
ように与え られるもの とす る.

(4)

この とき,関 数 ψ(x)をwaveletと い う.

式(3)よ り次式 を得 る.

(5)

図-1Haar scaling関 数 φ(x)とHaar waveletψ(x)

式(5)は,解 像度mの メッシュ上で定義 され る関数

は,V0に 対応 した粗いメッシュにおける関数 と,各 解

像度での補正関数 との和に分解できることを意味 して

お り,wavelet基 底を用いれば近似解が階層的に離散化

できることを示 している.な お,ψm ,k(x)がmとkに
ついて直交性 を持つ ものを直交waveletと いい,そ れ
は次式をみたす.

(6)

ここで,δmnはKroneckerの デ ル タで あ る.

2.2Haar wavelet

本 研 究 で はwaveletBEMの 関 数 基 底 の具 体例 と し

てHaar waveletを 用 い る.Haar waveletは 有 限 なサ

ポー トを持 ち,陽 に定義 され た 唯一 の 直 交waveletで

あ る.scaling関 数 φ(x)とwaveletψ(x)は 次 式 で 与

え られ る.

(7)

(8)

式(7),(8)で 定 義 され るHaar scaling関 数 とwavelet

を 図-1に 示 す.図-1の よ うに,Haar scaling関 数 は 区

間一 定要 素 の関数 基底 に一致 す る.

あ る有 限 区間 上 に要 素座 標 系(0≦x≦1)を 導 入

す る.こ の とき,区 間[0,1]上 で 定 義 され てい る関 数

f(x)∈L2[0,1]は 次 式 の よ うにwavelet展 開 され る.

(9)

ここで,φ0 ,1,ψm,kは 式(7),(8)で 与 え られ るHaar scal-

ing関 数 とwaveletに 対 し,そ れ ぞれ 式(2),(4)で 定 義

され たwavelet基 底 で あ る.な お,係 数C0 ,1,dm,kは

次 式 で与 え られ る.

(10)
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2.3 Wavelet BEM

前述のよ うに,本 研究では第2種 積分方程式を対象

としている.な お,境 界要素法では離散化方程式の構

成に際 し,選 点法が広 く用い られ てい る.し か し,選

点法によるwavelet BEMで は,waveletは 境界要素

の関数基底にのみ用い られ,重 み関数 には適用 されず,

waveletが 有す るゼ ロモー メン ト特性 は基本解の積分点

だけに対 して有効 となる.一 方,Galerkin法 による定

式化 においては,境 界要素の関数基底 と重み関数 の両

者にwaveletが 用い られ,ゼ ロモーメン ト特性は積分

点 とソース点の双方 に関す る積分に適用 され る.そ の

ため,例 えば二次元問題 にお ける強特異核 の場合,選

点法では1/r2の 距離減衰性を示すのに対 し,Galerkin

法では1/γ3の 距離減衰性 を持つ こととなる.そ の結

果,選 点法 よりもGalerkin法 による方が,切 り捨てに

よりスパース性の高い係数行列 を得るこ とが可能 とな

る18).し たがって,wavelet BEMに おいてはGalerkin

法が主に用い られてお り,本 研究でもGalerkin法 によ

る定式化を採用す る.

二次元ポテンシャル 問題を考える.強 い特異性 を持

つ核関数K(x,y)に 対す る境界積分方程式は,一 般に

次式のよ うに与えられ る.

(11)

ここで,rは 対象 としている領域の境界,μ は二重層

密度,α(x)は ソース点xに おける境界の滑 らか さに

依存 した係数,bは ポテ ンシャルや流束な どr上 で規

定された境界条件 より与えられ る既知量である.な お,

左辺の積分 はCauchyの 主値 の意味で評価す る.

以降においては,r上 で定義 され たwavelet基 底

φ0,1,ψm,k等 を解像度(階 層)毎 に順に並べ,そ れ らを

まとめてwi(i=1,…,N)と 表す.こ のとき,二 重層

密度 μ(x)の 近似解 ρは次式で与 えられ る.

(12)

こ こで,μ0,1,μm,kは そ れ ぞ れ φ0,1,ψm,kに 対 す る係

数 で あ り,μiは それ ら をま とめ て表 した もの で あ る.

ま た,M-1は 離 散 化 にお け る最 上位waveletの 階 層

であ り,Nは 全 自由度 で あ る.

式(12)を μ の代 りに用 い る と,一 般 に式(11)は 恒

等 的 には成 立せ ず,残 差rを 生ず る.

(13)

Galerkin法 による境界要素方程式は次式 によ り与え

られる.

(14)

式(14)に(12),(13)を 代入する と,次 式の境界要素

方程式 を得る.

(15)

ここで,uは μiを 成分 に持つベク トル,A,bは 次式

で定義 された係数行列 と既知ベ ク トルである.

(16)

式(15)の 連立方程 式を解 くこ とで,二 重層密度の

wavelet係 数 μiを求めることができる.

3.マ ル チ グ リ ッ ド法 の 構 成

3.1 従来法

ここでは,通 常用い られる関数基底を対象 とした一

般的なマルチグ リッ ド法5)に ついて,そ の概要を示す.

Jacobi法 やGauss。Seidel法 な ど初等的な反復法 は

平滑化 の効果 を持 ち,反 復解 は短波長成分 ほど速 く収

束する.逆 に長い波長の成分ほど収束が遅い.マ ルチ

グ リッ ド法は,こ の長い波長の成分を粗いメッシュ上

での解 によ り補正または近似す ることで反復解の収束

を加速す る方法である.マ ルチグ リッ ド法のサイ クル

パ ターンには,以 降に示す よ うに様々なバー ジョンが

用い られているが,そ れ らは次 に述べ る2つ の手順の

組み合わせで作 られている.

(1)Coarse grid correction

解像度の高いメッシュに対 して反復法を適用 し,そ の

反復解における長い波長成分の誤差を,よ り解像度の低

いメ ッシュにおける解に基づ き補正する過程 をcoarse

gridcorrectionと い う.

要素の代表長 が んで与えられているメ ッシュを Ωh

と定義 し,そ こで与えられ る係数行列をAん,ベ ク ト

ルをVhと 書 く.ま ず,Ωh上 での連立方程式

(17)

に対 して,反 復法をV1回 適用 し,近 似解Vhを 求 め

る.Vh≠uhの 場合,残 差rhを 生ずる.

(18)

解uhに 対 しては式(17)が 成 り立つ ので,式(17),(18)

よ り次式 を得 る.

(19)

ここで,ehはvhの 誤差である.

上述 のように,誤 差ehは 長 い波長成分 を多 く含む.

そこで次に,ehの 近似 をよ り解像度の低いメッシュの

下で求める.そ のために,式(19)のrhを 要素の代表

長が2hで 与えられているメ ッシュ Ω2h上 に射影する.

これは,Ωhか ら Ω2hへ の射影 に関す る作用素をI2hh

と定義す ると,形 式的に次式のように表現 され る.

(20)
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Ω2h上 で与えられ る係数行列 をA2hと す ると,r2h

と誤差の近似e2ん との関係が次式で与えられ る.

(21)

式(21)よ り反復法 または直接法によりe2hを 求める.

次 に,e2hを 補 間 してehの 近似 を求 める.こ れ は,

Ω2hか ら Ωhへ の補 間に関す る作用素 をIh2hと 定義す

ると,形 式的に次式のよ うに表現 され る.

(22)

式(22)を(19)第2式 に代入すれ ば,近 似解vhの 補

正 を得 る.

(23)

最後 に,式(23)で 得 たvhに 対 し反復法 をv2回 適

用 し,uhの 反復解 を求める.

以上の過程のアル ゴリズムは次の ようになる.

Coarse grid correctionア ル ゴリズム

①Ahuh=bhにv1回 反復法 を適用 し近似解vhを

求める.

②r2h←12h(bh-Ahvh)

③A2he2h=r2hを 反復法または直接法によ り解 く.

④vh←vh+Ih2he2hに よりvhを 補正する.

⑤vhを 初期解 としてAhuh=bhにv2回 反復法を

適用する.

なお,Ω2hに お ける節点 の集合が Ωhの 節 点に含ま

れている場合,射 影Ih2hと 補間Ih2hは Ω2hの 節点に対

応する成分 のvhか らの抽 出,お よび Ω2h上 の関数の

線形補間,な どによってそれぞれ実行 される.ま た Ω2h

における節点の集合 が Ωhの 節点 と包含関係 を持たな

い場合に対 しては,Galerkinマ ル チグ リッ ド法19),20)

が提案 され ている.

以上に示 したアル ゴ リズムは,誤 差の成分 を解像度

の低いメッシュ上で補正 しようとするものであった.マ

ルチグ リッ ド法では,こ のよ うに誤差 を補正す る方法

が多く用い られているが,解 自体を扱 う方法(Full Ap-

proximation Storage,FAS)6)が 用い られることもある.

(2)Nested iteration

最初に解像度の低い メッシュに対 して解 を求め,そ

れをよ り解像度の高い メッシュにお ける方程式の初期

解に用いる過程 をnested iterationと い う.

解像度 の低いメ ッシュ Ω2hに 対す る連立方程式

(24)

に対 して反復法をv1回 適用 し,近 似解V2hを 求 める.

次にv2hの 補間に より Ωhで の初期解を作成す る.

(25)

式(25)を 初期解として Ωhに対する連立方程式

(26)

図-2本 研 究で用いるマルチグ リッ ドアルゴ リズム

に対 して反復法 をv2回 適用 し,uhの 反復解 を求める.

以上の過程のアル ゴリズムは次のよ うになる.

Nested iterationア ルゴ リズム

①A2hu2h=b2hにv1回 反復法 を適用 し近似解v2h

を求める.

②Vh←Ih2hV2hに よ りΩhで の初期解を求める.

③vhを 初期解 としてAhuh=bhにv2回 反復法 を

適用する.

(3)マ ルチグ リッ ドアル ゴリズム

以上に示 した2つ の手順を組み合わせ ることで様々

なサイクルパ ターンのマルチ グリッドアル ゴリズムを

構成す ることができる.本 研究では図-2に 示す3つ の

アルゴ リズムを検討対象 とす る.図-2に おいて,V-サ

イ クルは(1)に 示 したcoase grid correctionを 多数の

解像度 に対 して適用するもので,2つ の解像度 を対象

とした場合のV-サ イ クル はcoarse grid correctionに
一致す る.Sawtooth-サ イ クル はKalbasiら21)に より

検討 されたものであるが,そ こでは図-2のsawtooth-

サイクル とは逆 に,最 も粗いメッシュか ら計算 を開始

するnested iterationを,多 数の解像度で適用するも

の となっている.sawtooth-サ イ クルの利点は,1回 の

サイクルにおいて各解像度 のメッシュを1回 ずつ使用

すれ ばよいことにあ り,そ の結果計算時間の短縮が期

待できる21)と されている.こ の意味においては,V-サ

イクルで粗 いメッシュか らより解像度 の高いメ ッシュ

へ移行す る過程 を省略 したものでも同様の効果が期待

できるもの と考えられ,本 研究では図-2に 示 した形式

のsawtooth-サ イ クル を採用 した.な お,FMV-サ イ

クルはcoarse grid correctionとnested iterationと を

組み合 わせたものである.

図-2に 示 したパ ターン以外 にも,W-サ イ クルや μ-

サイ クル5)な どが提案 されてい る.

3.2Wavelet BEM のためのマルチ グ リッ ド法の

構成

2.に 示 した よ うに,wavelet BEMに お ける未知量

は密度関数のwavelet係 数である.そ のため,連 立方

程式,お よびその解 は初 めか ら各解像度 に対応 した階

層waveletの 成分 に分解 されている.な お,あ る解像

度の部分空間vmに おける自由度 がNmで 与えられ

ているとき,式(3)に 定義 したvmの 部分空間vm-1

とWm-1と における 自由度はそれぞれNm/2と なる.

解像度M(最 上位waveletの 階層がM-1)の メッ

シュにお ける連立方程式の係数行列をAM,ベ ク トル
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をuM,bMと 表す と,境 界 要素方程式(15)は 次式 の

ように与え られ る。

AMuM=bM(27)

uMは 解 像 度M-1の 成 分uM-1とWM_1に 対 応

した成分u{新1に 二分 され,次 式の ように表 される.

(28)

なお,上 述のよ うに,uM-1とuM-1Wの 自由度はいず

れ もNM/2に なる.

同様 にAMも 次のよ うに表すこ とができる.

(29)

式(28),(29)の よ うにwavelet BEMで は,解 像 度M

で のベ ク トル と行列 とにお け る部 分ベ ク トル,部 分行列

の中に,解 像度M-1の ベ ク トル と行 列 を含ん でい る.

以 下で は,こ の特 徴 を考 慮 したcoarse grid correction

とnested iterationの 各 過 程 を構成 す る.ま た,coarse

grid correctionに お いて は誤 差 を補 正せ ず,解 自体 を

修 正 して行 く方法(FAS)を 用 い る.

(1)Coarse grid correction

まず,式(27)に 反 復法 をv1回 適 用 し,uMの 近 似 解

vMを 求 め る.な お,式(28)の よ うに,vMはvM-1

とそ れ以 外 の成 分 よ り構 成 され てい る.

(30)

ここで,VM-1WはvMの 中で最 も波長の短い最上位

のwaveletに 対応 している。 したがって,μ1回 の反復

法を適用す ることによ り,vM-1Wの 成分は概ね正解 に

収束 しているものと考え られ,VM-1W=uM-1W見 な

す.こ の とき,解 像度Mで の境界要素方程式

(31)

を展開 して次式を得 る.

(32)

式(30)のvM-1を 用いた場合,式(32)は 厳密には成

立せず残差を伴 う.そ こで,式(32)に 反復法または直

接法を適用 してvM-1を 求める.

次に,式(30)のvM-1W,式(32)よ り求 めたvM-1

を用いて近似解vMを 再構成する.

(33)

最 後 に,式(33)で 得 たvMに 対 し反 復 法 を μ2回 適 用

し,uMの 反 復解 を求 め る.

以 上の アル ゴ リズム は次 の よ うにな る.

Coarse grid correction

①AMuM=bMにv1回 反復法を適用 し近似解vM

を求 める.

②bM-1←bM1-AM12vM-1W

③AM-1vM-1=bM-1を 反復法または直接法によ

り解 く.

④vM←{vM-1 vMW-1に よりvMを 補正す る.

⑤vMを 初期解 としてAMuM=bMにv2回 反復

法 を適用す る。

上のアル ゴ リズムでは,3.1に 述べた射影は単なる

ベ ク トルサイズの縮 小により,ま た,補 間はベク トル

サイズの拡大によ り実行 され る.ま た,各 解像度 にお

ける係数行列は,最 も解像度の高いメッシュにおける

係数行列内に全て含まれてお り,別 途作成 した り保存

した りする必要は無い.

(2)Nested iteration

まず,解 像度Mで の最上位waveletに 対応 した解
ベ ク トル成分uM-1W1を ゼロとしてお く.こ の とき,式

(31)に おけうbM1をbM-1と お くことで次式を得る.

AM-1uM-1=bM-1(34)

式(34)に 対 して反復法 をv1回 適用 し,近 似解vM-1

を求める.

次に,ベ ク トルサイズを拡大 してvM-1よ り解像度

Mで の初期解を作成す る,、

(35)

式(35)を 初期解 として,解 像度Mで の方程式に対

して反復法をv2回 適用 し,uMの 反復解 を求 める.

以上の過程のアル ゴ リズムは次のよ うになる.

Nested iteration

①AM-1uM-1=bM-1に μ1回反復法を適用 し近似

解vM-1を 求める.

②vM により解像度Mで の初期解を

求める。

③vMを 初期解 としてAMuM=bMにv2回 反復

法 を適用す る.

4.解 析 例 に基 づ く検 討

4.1反 復解の収束性の確認

3.で は,wavelet BEMに お ける反復解は高い階層

のwavelet成 分ほ ど速 く収束す るものとして,マ ルチ

グ リッ ド法のアル ゴリズムを構成 した。本節 では反復

法 としてJacobi法 を用いた場合についてその妥当性 を

確認す る.

ここでは,直 接法に基づいた次の境界要素方程式を

対象 とす る.

(36)
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図-3解 析条件

ここで,uは ポテ ンシャル,qは 流束,u*は 基本解q*

はその流東成分である.

式(36)はDirichlet問 題に対 し第1種 積分方程式を,

またNeumann問 題 に対 し第2種 積分方程式 を与える.

2.で 述べた手順によ り式(36)にGalerkin法 を適用す

れば,次 の境界要素方程式を得 る.

Hu=Gq(37)

ここで,u,qはu,qのwavelet係 数 で あ り,H,Gは

次 式 で定義 され る係 数 行列 であ る.

(38)

解析対象 として,図-3に 示す ような正方形領域の内

部同次問題 を考える.な お離散化に当 り,各 辺 に1つ

のscaling関 数をお き,解 像度M=4(64自 由度)と

した.通 常wavelet BEMで は,係 数行列成分 の切 り

捨てを行い疎行列化 を図るが,こ こではマルチグ リッ

ド法の適用性の検討が 目的 であるので,特 に切 り捨て

は行わず密行列のまま解析を実行 した.

同次Neumann問 題 と同次Dirichlet問 題 に対する

結果をそれぞれ図-4,5に 示す.な お,い ずれの問題 に

対 して も,全 てのwavelet成 分 を1と したものを初期

解 とした.図-4,5は 反復回数1,3,5回 目における解
ベク トル成分の絶対値 の分布を示 した ものである.横

軸には左 から順 に各ベ ク トル成分を並べてあ り,図 中

で φ0はscaling関 数の成分であることを,ψmは 第m

番 目の階層におけるwaveletの 成分であることを示 し

ている.Neumann問 題 では,φ0成 分以外の成分がゼ

ロとなるのが正解で ある.図 よ り ψ0の 成分の収束 が

最も遅 く,ψ3の 成分 の収束が最 も速 くなってお り,階

層の高いwavelet成 分ほ ど速 く収束 してる様子が確認

できる.な お,差 分法にJacobi法 を用いた場合,長 波

長成分に加 え短波長成分 においても解 の収束が遅 くな

ることがある5)が,こ こに用いた境界要素方程式では

短波長成分の収束性は良好 であ り,重 み付 きJacobi法

を用いなくても,マ ルチ グ リッ ド法が有効に機能する

ことが期待で きる.一 方,Dirichlet問 題ではゼロベク

トルが正解 となるが,waveletの 階層 と収束性 とに明

図-4同 次Neumann問 題 での解の収束状況

図-5同 次Dirichlet問 題 での解の収束状況

確な関係が得 られず,解 は発散の傾向を示 した.以 上

のことより,第2種 積分方程式の反復解 は波長の長い

成分ほど収束が遅 く,階 層の高いwavelet成 分か ら先

に収束することが確認できた.な お,第1種 積分方程

式の場合,一 般 に反復法の適用に対 し多少の工夫を要

す るとされているが,こ こでの結果はそれ を追認す る

もの となった.

4.2マ ルチグ リッドアルゴリズムの違いが収束性に及

ぼす影響

マルチグリッド法に用いる反復法 として,共 役勾配法

や最小残差法に基づいた解法 も検討 されている19),20).

そ こで,Jacobi法 の他 にBi-CG法22),GMRES法
23)を反復法に用い

,V-サ イ クル,Sawtooth-サ イクル,

FMV-サ イクルなどのマルチグ リッ ドアル ゴリズムの違

いが収束性に及ぼす影響を調べた.な お,こ こでは図-6

に示す よ うなL型 領域の内部 同次Neumann問 題 に,

式(37)の 境界要素方程式を適用 した.離 散化に当 り,6

辺共,1つ のscaling関 数 と階層数M-1=7ま での

waveletを 用い,1536自 由度の問題を設定 した.ま た,

求解 に要す る時間はマルチグ リッ ド法を適用す る階層
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図-6解 析条件

数や,各 解像度での反復回数に依存す る.特 に最高解

像度での反復回数は,計 算時間に大 きく影響す るので

可能 な限 り少な くすべきである.検 討 の結果,m=0

か ら7ま での全ての階層 に対 しマルチグ リッ ド法 を適

用す るものが最 も良好な結果 を与えたので,こ こでは

それ を採用する.た だ し,求 解 時間の大部分は最高解

像度での求解に費や され るので,マ ルチグ リッ ド法を

適用す る階層数が比較的少 ない場合 においても計算時

間の大幅な短縮は十分期待 できる.な お,最 高解像度

以外での反復 回数 は3回 とし,最 高解像度 にお ける

反復回数は,Jacobi法 では1回,Bi-CG法 では2回,

GMRES法 では3回 とした.各 反復法に対す る相対残

差 ノルム と計算時間との関係 を図-7,8,9に 示す.こ こ

で,相 対残差 ノルムには,ユ ー クリッ ドノル ムを初期

解の残差で規格化 した ものllrll/llrollを用いた.な お,

図中のプロッ ト点は各サイクルの終了時に対応 してい

る.Jacobi法 では,マ ルチグ リッ ド法を適用す るこ と

で反復解の収束性が大幅に改善 している.Bi-CG法 で

は,マ ルチグ リッド法を用いない場合 には収束解 が得

られなかったのに対 し,マ ルチグリッド法の適用により

収束解が安定に求め られ てお り,解 の安定化 に寄与 し

てい ることがわかる.GMRES法 では,リ スター トを

伴わない場合 と比べる と多少収束性 に劣 るものの,リ

スター ト値を10と した場合(GMRES(10))を 上回るパ

フォーマ ンスを得 ることができた.こ こでは,最 高解

像度での反復回数を3回 としているので,リ スター ト

値を3と した場合 と同程度の メモ リ負荷 となっている.

GMRES法 では,反 復過程毎に記憶すべきベ ク トルが

追加 され てい くので,リ ス ター ト値3と 同程度 のメモ

リ負荷で リスター ト値10以 上の収束性が得 られ るマル

チ グリッ ド法の効果 は大 きい とい える.ま た,Jacobi

法によって も,マ ルチグ リッ ド法 の併用 によりBi。CG

法やGMRES法 に匹敵す る収束性 が得 られてお り,マ

ルチグリッ ド法適用の意義は大きい.こ こに示 した解

析例 では,い ずれのマルチ グ リッ ドアル ゴ リズムを用

いてもほぼ同等の効果を得たが,そ の中でもsawtooth-

サイクルが総合的に良好な結果を与えた.

なお,非 同次Neumann問 題に対 して も各マルチ グ

リッ ド法を適用 した ところ,同 次問題 と同様の結果を

図- 7相 対残差 ノル ムと計算時間の関係(Jacobi法)

図- 8相 対残差ノルムと計算時間の関係(Bi-CG法)

図-9相 対残差ノルムと計算時間の関係(GMRES法)

得 ることができた.

4.3非 同次Dirichlet問 題

非同次Dirichlet問 題を対象に,マ ルチグリッ ド法の

有効性を検討 した.Dirichlet問 題 の解を二重層ポテン

シャルで次式のよ うに与える.

(39)
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図-10解 析条件

2.に 述べた手順によ り式(39)にGalerkin法 を適用す

れば,次 の境界要素方程式を得 る.

(40)

ここでHは,式(38)で 定義 した係数行列Hを 用い次

式のように表す ことができる.

(41)

式(41)に おけるIは 恒等行列である.

r上 で一定値 をとる解 に対応す るベ ク トルを μ0と

した とき,μ0に 対 して次式が成 り立つ.

(42)

した が って.

(43)

ポテンシャルの規定値uは,値 を一定量シフ トさせ

た もの,u+μ0で も良いので,式(40)を みたす μ が

解であるとき,同 時に μ+μ0も 解 となる.す ると,式

(40)をJacobi法 で解 く場合,初 期解の設定 によ り解
は異なる μ0を 持つ解 μ+μ0に 収束す るこ ととなる.

この とき,連 立方程式の残差は

(44)

に収束 し,一 般に残差はゼ ロに収束 しない.

そこで,残 差がゼ ロに収束する解 μ を一意に求める

ために,反 復解 に補正 を加 える.第 ん回 目の反復解 を

μkと し,こ れが μ+μ0に 収束す るものとす る.こ の

とき,式(44)よ り残差rkは μ0に 収束するので,μk

から μ0を 除去す る 目的で次の補正を行 う.

(45)

解析条件を図-10に 示す.離 散化条件は4.2と 同 じで

ある.な お,4.2に おいて,い ずれのマル チグ リッ ド

アル ゴリズムによっても良好 な結果が得 られ ることが

確認できたので,こ こではFMV一 サイクルに対す る結

図- 11相 対残差 ノルム と計算時間の関係(Jacobi法)

図-12相 対残差 ノルム と計算時間の関係(Bi-CG法)

図-13相 対残差ノルムと計算時間の関係(GMRES法)

果のみ示す.Jacobi法,Bi-CG法,GMRES法 におけ

る結果を図-11,12,13に それぞれ示す.Jacobi法 では

同次Neumann問 題の場合 と同様 に,マ ルチグ リッ ド

法の適用により反復解 の収束性 が格段に向上 している.

Bi-CG法 では,同 次Neumann問 題 とは異な り,マ ル

チグ リッ ド法を用いない場合でも収束解が得 られ てい

る.マ ル チグリッド法の適用で計算時間が短縮 され る

ことはないが,Bi-CG法 単独の場合 と同程度の収束性

を維持 している.GMRES法 では各解像度の下での反
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復回数が3回 となってい るにもかかわ らず,リ スター

トな しの ものに匹敵す る収束性が得 られてお り,マ ル

チ グリッ ド法適用の効果が顕著 に現われている.

以上より,Bi-CG法 では明確な改善が認められなかっ

たものの,Jacobi法 とGMRES法 においてはマルチ

グリッ ド法適用の効果が確認できた.

5.お わ りに

WaveletBEMを 対象 にマルチ グリッ ド法を構成 し,

その有効性 を検討 した.マ ルチグ リッド法 は解像度の

異なる複数のメ ッシュを必要 とす る.一 方wavelet基

底は各解像度 に対応 した階層構造を持 ってお り,そ れ

を関数基底 としたwavelet BEMに おいては行列 とベ

ク トルの一部分を用い ることで各解像度に対する方程

式を構成することができる.そ のためマルチグ リッ ド

法の適用は容易であ り,解 像度毎に係数行列 を作成 ・保

存す る必要も無い.

本研究ではマルチグリッ ドアル ゴリズムとしてV-サ

イクル,Sawtooth-サ イクル,FMV-サ イクル を構成 し,

解析例を通 しそれ らの有効性について検討 した.そ の

結果,い ずれの手法に よって も反復解の収束性 に改善

が認 められ た.な お,反 復法 にはJacobi法,Bi-CG

法,GMRES法 を用い,マ ルチグ リッ ド法 との適合性

について検討 した.Jacobi法 ではマルチグ リッド法の

適用によ り収束性 に大幅な向上が認め られた.Bi-CG

法では収束を加速 させ る効果 は認め られなかったもの

の,収 束の安定化にマルチグ リッ ド法が有効であるこ

とがわかった.GMRES法 では リスター トを行わない

場合を上回るパ フォーマンスは得 られなかったものの,

反復3回 毎 に リスター トさせ る場合 と同程度 のメモ リ

負荷の下で,リ スター ト値10以 上の収束性を得ること

ができた.

なお,Jacobi法 の他 に,Bi-CG法 とGMRES法 に

ついても第1種 積分方程式への適用を試みたが,既 往

の研究 と同様にマルチグ リッド法 の有効性 を確認する

ことはできなかった.し か し,第2種 積分方程式 に対

しては,上 述の ようにマルチ グリッ ド法の適用が非常

に有効であることがわかった.ま た,実 用化に際 して

は混合境界値問題ヘの適用が不可欠であ り,今 後検討

して行 きたい.
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