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ラムゼーモデルの閉じた解について：
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非弾力的労働供給と弾力的労働供給の場合＊

要　旨

本論文は，瞬時効用関数と生産関数を特定化した連続時間型のラムゼーモデルに

おける具体的な解（閉じた解）を求め，その性質を分析することを目的とする。生

産関数としてコブ・ダグラス型が採用される場合，CRRA型の瞬時効用関数を持つ
非弾力的労働供給のラムゼーモデルにおいて，一定の条件のもとで閉じた解が得ら

れること，および，弾力的労働供給を含むラムゼーモデルにおける閉じた解は，非

弾力的労働供給を持つラムゼーモデルの閉じた解が持つ欠点を克服し，日本経済に

おいて観察される実際の動きを説明できることが示される。

キーワード：ラムゼーモデル，閉じた解，ベルヌーイ型微分方程式

JEL: E13, O41.

1. はじめに

無限の期間存在する代表的消費者を仮定してマクロ経済分析を行う，いわゆるラム

ゼーモデルは，世代重複モデルと並んで，いまやマクロ経済理論の基礎モデルとなっ

た感がある。しかし，その基本構造および動学的性質については，どの上級のマクロ

経済理論のテキストにも解説がなされているが，具体的な解の形状について言及して

あるものはほとんど存在しない。かろうじてBarro and Sala-i-Martin (1995)の第 2章お
よびその補論において最適経路の形状について触れられているが，それでも明示的な

解が導出されているわけではない。
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悟准教授から貴重なアドバイスを頂戴した。ここに記して謝意を表したい。なお，言うまでもなく，あ

りうべき誤謬の責は著者のみに帰するものである。
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しかし，これについてはもっともな理由が存在する。それを説明するためには，ま

ず用語の説明をしておく必要があるであろう。一般に，経済問題を，何らかの制約条

件のもとに目的関数を最適化する問題と捉えれば，その分析を行う理論モデルから，

最適化のための 1階の条件や需給均等条件などによって構成される連立方程式群（あ
るいは連立微分方程式群）が得られる。この体系は構造型（structural form）と呼ばれ
る。モデルにはモデル内で決定される内生変数とモデル外から与えられる外生変数が

あるが，構造型のモデルを解き，内生変数を外生変数の関数として表したものを誘導型

（reduced form）という1）。誘導型はすなわち，モデルの解を表している。そして，この

誘導型のうち，解の形状が具体的に表現されたものを閉じた解（closed form solution）
と呼ぶ2）。

分析の対象となるモデルにおける種々の関数が何らかの形で特定されていなくとも，

一定の条件のもとでは誘導型が存在することを示すことは可能であるが，関数型が特

定化されていなければ，当然のことながら，具体的な解の形状を知ることはできない。

しかし，仮に関数型を特定化したとしても，必ずしも閉じた解が導けるわけではない

ことに注意する必要がある。これは，構造型で与えられた方程式が非線形であると，多

くの場合，それを解くことが困難となるからである。

標準的な連続時間型のラムゼーモデルにおいては，瞬時効用関数と生産関数が非線

形の形で置かれるために，構造型として導かれる連立微分方程式が非線形体系となっ

てしまい，これが閉じた解を導く際の問題となっている。一般に非線形の微分方程式

は解析的に解くことが困難であり，解法が判明しているものはごくわずかである。そ

のため，従来，ラムゼーモデルは，定常状態の近傍で線形化するという手法や，ある

いは数値解析によって解を求めるという手法で分析されてきたのである。

ただし，ラムゼーモデルにおける閉じた解を求める試みが全くなされてこなかった

わけではない。また，一般形としての閉じた解は導けないにしても，どのような条件の

下でならば閉じた解を導くことができるのかについても，いくつかの分析がなされて

いる。連続時間モデルに限れば，例えばMehlum (2005)は，瞬時効用関数を CRRA型
に，また生産関数をレオンチェフ型に特定化したラムゼーモデルを用いて，その閉じ

た解を導いている。また Smith (2006)は，瞬時効用関数と生産関数をそれぞれ，CRRA
型およびコブ・ダグラス型に特定化したモデルを用いて，一定の条件のもとで閉じた解

を導いている。しかし，レオンチェフ型の生産関数については，Smith (2006)でも指摘
されているように，それは非常に限定的な状況であり，実際には要素代替の可能性が

あることが知られている3）。また，Smith (2006)においては，特定化された中でも一般

1）既約型と呼ばれることもある。
2）この訳は経済学においてはあまり見かけないので，なじみがないように思われるが，物理学などで

はいくらか用いられているようである。
3）Basu and Fernald (1997)の脚注 5を参照。
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的な構造を持つモデルが扱われているが，動学的一般均衡という観点からすれば，そ

こで得られている閉じた解は完全に記述されているわけではない。さらに，ラムゼー

モデルは，公共経済学や国際経済学など多くの分野に応用され，また，さまざまな経

済問題を分析するために多くの方向に拡張されてきたが，それらの拡張されたモデル

に関しては，財政部門を含んだ特殊な設定のモデルと内生成長モデルに言及されてい

るのみで，その他のモデルについては触れられていない。そこで本論文では，分権経

済における連続時間型ラムゼーモデルの閉じた解を厳密な形で導き，また，応用上非

常に重要な弾力的労働供給を含むラムゼーモデルで同様の分析がなされていない点に

鑑み，このモデルについても検討を加えることにする。

以降の議論に先立ち，まずはラムゼーモデルの閉じた解を導くことの意義を明確に

しておく必要があるだろう。従来，経済成長理論においては，モデルから導かれる定

常状態の存在を示した後，そこへの動学的安定性を検証するという手順で分析がなさ

れてきた。もし定常状態の安定性が保証されたならば，経済が定常状態への移行過程

にあると解釈する必要は必ずしもなく，その結果として，実際の経済は定常経路上に

あるとみなすことが可能である。この立場に立つならば，定常状態への遷移の分析を

行うことはまったくの無意味であり，分析の主眼はもっぱら定常経路，すなわち均斉

成長経路に絞ればよいことになる。この視点は，特にリアルビジネスサイクル理論で

用いられている解釈であるが，Barro and Sala-i-Martin (1995)でも指摘されているよう
に，成長過程にある経済が移行経路上で過ごす時間は数十年単位であるという実証結

果が示されており，実際の経済成長過程がこの均斉成長経路上にあると解釈すること

は困難なのである4）。そうであるならば，定常状態に至る遷移動学が重要な意味を持

つことになり，解の経路の分析も重要性を帯びてくる。そして，その中において具体

的な解を求めるということは，特殊な状況でこそあれ，マクロ経済分析をする場合の

ベンチマークになると言えるのである。

また，不決定性の視点に立つ場合にも，閉じた解を導くことは重要であると考えら

れる。不決定性の理論においては，解の経路が無数に存在するために様々な経済成長

パターンが起こりうるということが，例えば Lucas (1993)によって示されている。こ
の理論は，リアルビジネスサイクル理論の解釈とは異なり，現実の経済は定常状態へ

の遷移の過程にあるとみなしているのであるが，解の経路が無数に存在するために単

一の経路を定めることができず，このため，特定の経路を取り上げてそれを分析する

ということができなかった。経済成長の多様性はすべて，成長経路の多様性によるも

のと解釈せざるを得なかったのである。もし，そこでも用いられている弾力的労働供

給を含むモデルにおいて一意な閉じた解が導けたのであれば，それは現実の経済成長

パターンを分析する際の基準となりうるし，その経路の特性を明らかにすれば，不決

4）この点については大東 (2004)も参照されたい。
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定性の理論の帰結を補完できるようになる。その意味でも，ラムゼーモデルの閉じた

解を導く意義は十分にあると言えよう。

以下，本論文は次のように構成される。続く第 2節では，瞬時効用関数と生産関数
を特定化した非弾力的労働供給を持つラムゼーモデルを提示し，その基本的な構造を

解説して閉じた解を求める。第 3節では，同様の分析を，瞬時効用関数と生産関数を
特定化した弾力的労働供給を持つラムゼーモデルで行う。最後に第 4節で本論文をま
とめる。

2. 非弾力的労働供給のラムゼーモデル

無限の視野と完全予見を持つ代表的消費者が存在する，連続時間のラムゼーモデル

を考える。ここでは最も標準的な 1部門モデルを分析し，生産される消費・投資財を
ニュメレール（価値基準財）とする。また，分析の簡単化のため，技術進歩と労働人

口の増大はないものと仮定する。

まず，消費者行動を記述する。代表的消費者の総効用は，通例のように，各期に得

られる効用（瞬時効用）の積分和で与えられるが，以下では，瞬時効用関数は CRRA
（constant relative risk aversion）型であると仮定し，総効用関数は次のように与えられ
るものとする：

U =
∫ ∞

0
e−ρt

c1−θ
t

1 − θdt, θ > 0. (1)

ここで ct は t期の消費を表しており，ρは主観的割引率を（ただし 0 < ρ < 1），また
θは異時点間の代替の弾力性の逆数を表している。代表的消費者はすべての生産要素

（資本および労働）を保有し，それを企業に貸し出すものとする。労働保有量を 1と基
準化すると，代表的消費者が各期に直面するフローの予算制約は

k̇t = (rt − δ)kt + wt − ct, (2)

である。ここで ktは t期の資本ストックであり，また δは一定の資本減耗率を（ただ
し 0 < δ < 1），rtは t期のレンタル価格を，wtは t期の賃金を表している。変数の上の
ドットは，時間に関する微分を意味する。

ハミルトン関数を

H =
c1−θ

t
1 − θ + λt[(rt − δ)kt + wt − ct],

と置けば，効用最大化のための 1階の条件より，

c−θt = λt, (3)

λ̇t = (ρ + δ − rt)λt, (4)
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を得る。また横断性条件は

lim
t→∞ e−ρtλtkt = 0, (5)

で与えられる。ただし λtは t期のシャドープライスである。ここで (3)式および (4)式
より，ケインズ・ラムゼー公式

ρ + θ
ċt

ct
= rt − δ, (6)

が得られる。この式は，各時点 tにおいて，限界代替率と価格比率が等しいというこ
とを意味している。

続いて生産者行動を記述する。企業は消費者から生産要素を購入し，それを用いて

財を生産する。その生産関数はコブ・ダグラス型であるとし，それを集約形

yt = Akαt , A > 0, 0 < α < 1, (7)

で表記する。ここで ytは t期の生産量を，Aは技術係数を，また αは資本分配率を表
している。利潤最大化のための 1階の条件より，

αAkα−1
t = rt, (8)

(1 − α)Akαt = wt, (9)

を得る。これらの式も，よく知られたように，各要素の限界生産力が，対応する実質

要素価格に等しいことを意味している。

最後に，均衡においては財の需給が一致しなければならないので，

yt = ct + k̇t + δkt, (10)

が成り立つ。

以上が，非弾力的労働供給を持つラムゼーモデルの基本構造である。次に，このモ

デルの均衡を定義しておく。

定義 1 (非弾力的労働供給を持つラムゼーモデルの均衡). 非弾力的労働供給を持つラ
ムゼーモデルの均衡は，(1)代表的消費者が与えられた価格経路のもとで効用最大化を
しており，(2)代表的企業が与えられた価格経路のもとで利潤最大化をしており，(3)
すべての時点 tで財の需給が一致するような価格と数量の組 {rt,wt; yt, kt, ct}∞t=0である。

ラムゼーモデルは動学的一般均衡モデルの特殊ケースであるから，分権経済におい

ては，すべての時点におけるすべての財の需要と供給が一致するようにまず価格経路

が決まり，これによって，それへの最適反応である需要と供給の経路が決まるという

構造になっている。ただし，以下では，従来なされているような基礎的な分析に従い，

動学体系を数量で表すことにする。

まず，利潤最大化のための 1階の条件 (8)式を用いれば，(6)は
ċt

ct
=

1
θ

(αAkα−1
t − δ − ρ), (11)
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と変形できる。また，財市場の需給均等条件 (10)は，生産関数 (7)より，

k̇t = Akαt − δkt − ct, (12)

と変形できる。

このモデルにおいて主要な役割を果たすのが (11)および (12)の 2式である。これら
2式と，横断性条件 (5)および k0 > 0が所与という初期条件を含めた連立微分方程式
体系が，このモデルにおける構造型を表すことになる。そしてこの体系から ctおよび

ktの経路が決定されるのである。

以降の分析に先立ち，まずは，このモデルにおいて，内点となる定常状態が一意に

存在することを示しておく。定常状態における値にはバーを付けることによって表記

すれば，このモデルにおける定常解としてそれぞれ，

r̄ = ρ + δ, w̄ = A(1 − α)
(

Aα
ρ + δ

) α
1−α
,

ȳ = A
(

Aα
ρ + δ

) α
1−α
, k̄ =

(
Aα
ρ + δ

) 1
1−α
,

c̄ =
(
ρ + δ

α
− δ
) ( Aα
ρ + δ

) 1
1−α
,

を得る。

以上の準備のもとに，このモデルにおける閉じた解を求めることにする。これにつ

いてはまず，次の命題として，閉じた解を掲げておく。

命題 1. もし θ = αが満たされるならば，非弾力的労働供給のラムゼーモデルの閉じ
た解は次のように求められる：

rt = αA
[
k̄1−α + (k1−α

0 − k̄1−α) exp
(
− (1 − α)(ρ + δ)

α
t
)]−1
,

wt = (1 − α)A
[
k̄1−α + (k1−α

0 − k̄1−α) exp
(
− (1 − α)(ρ + δ)

α
t
)] α

1−α
,

yt = A
[
k̄1−α + (k1−α

0 − k̄1−α) exp
(
− (1 − α)(ρ + δ)

α
t
)] α

1−α
,

kt =

[
k̄1−α + (k1−α

0 − k̄1−α) exp
(
− (1 − α)(ρ + δ)

α
t
)] 1

1−α
,

ct =
(
ρ + δ

α
− δ
)
kt.

証明. 始めに，θ = αが成立している場合の連立微分方程式体系を掲げておく：
ċt

ct
= Akα−1

t − ρ + δ
α
, (13)

k̇t

kt
= Akα−1

t − δ − ct

kt
. (14)
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まず，(13)から (14)を引くと，
ċt

ct
− k̇t

kt
=

ct

kt
− ρ + (1 − α)δ

α
,

を得る。ここで xt ≡ ct/ktと定義すれば ẋt = (ċt/ct − k̇t/kt)xtであるから，上式は

ẋt = x2
t −
ρ + (1 − α)δ

α
xt, (15)

と変形することができる。定常状態においては xも一定の値となるため，その定常値
は x̄ = [ρ + (1 − α)δ]/α > 0となることに注意されたい。微分方程式 (15)はベルヌーイ
型であるから解析的に解くことができ，そこから，資本ストックと消費の比率につい

ての一般解として，
kt

ct
=

k̄
c̄
+ Θ exp

[
ρ + (1 − α)δ

α
t
]
, (16)

を得ることができる5）。ここで Θは任意定数である。

今，このΘが正であると仮定しよう。すると式 (16)は，資本ストック・消費比率が
時間とともに無限大に発散することを示す。しかしこれは横断性条件 (5)を満たさな
いため，このケースは起こりえないことが分かる。同様に，もしΘが負であるとする

ならば，資本ストック・消費比率が時間の経過の途中で負となってしまうことを意味

し，これもまた横断性条件 (5)を満たさないことになる。よって，横断性条件 (5)を満
たすのは Θ = 0のときのみ，すなわち，資本ストック・消費比率が常に一定の値 1/x̄
をとる場合のみであることが分かるのである。ここから，

ct =
ρ + (1 − α)δ

α
kt, (17)

という関係を導くことができる。ここで，係数 (ρ + (1 − α)δ)/αは (kt, ct)平面における
安定経路の傾きを表している6）。

次に，この式を (14)に代入すると，それは

k̇t = Akαt −
ρ + δ

α
kt,

となって，ktのみのベルヌーイ型微分方程式となる。そしてこの式から，ktに関する

最適経路を求めることができ，これにより，他の変数の経路を求めることができるの

である。 �

ここで，このモデルにおける条件の意味を考察しておくことにする。θ = αという条

件は，異時点間の代替の弾力性の逆数が資本ストックのシェアに等しいということを

意味している。仮定より 0 < α < 1であるから，ここから，異時点間の代替の弾力性が
1よりも大きくなることが導かれる。実際，現実的に妥当な数値として多くの論文で採
用されている α = 0.3を利用すると，異時点間の代替の弾力性 1/θの値はおよそ 3.3333

5）ベルヌーイ型の微分方程式については補論を参照されたい。
6）ここで得られた安定経路は動的計画法における政策関数（policy function）に相当するものである。
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となる。しかし，異時点間の代替の弾力性が大きいということは，実質利子率がわず

かに変動した場合に消費が大きく変動することを意味するが，実際のデータはそのよ

うな動きを示してはいない。またVissing-Jørgenson and Attanasio (2003)では，消費に
関する異時点間の代替の弾力性の値は 1よりやや大きい程度という実証結果が得られ
ている。もし，この結果と整合的になるよう異時点間の代替の弾力性を 1.3程度とする
ならば，αの値は 0.75程度でなければならない。Barro and Sala-i-Martin (1995)では，
資本ストックを人的資本をも含むよう広義に解釈するならば，α = 0.75とすることも
あながち不思議なことではなく，これによって，ここで提示されたモデルが，実際の

経済の動きをよく説明できることが述べられている。

また，このモデルにおいては，遷移の過程において消費・資本ストック比率が一定

という帰結が導かれることが顕著な特性である。Smith (2006)では，やはり資本ストッ
クを広義に解釈することによって，この特性が実際のアメリカ経済において観察され

ることが述べられている。

それでは，資本ストックを広義に解釈しなければ，ここで提示したモデルの説明力

はなくなってしまうのであろうか。また，動学経路上で常に消費・資本ストック比率が

一定となるのは普遍的に観察される現象なのであろうか。それを検証するために，節

を改めて，労働供給が弾力的になされるラムゼーモデルを検討することにする。

3. 弾力的労働供給のラムゼーモデル

続いて，労働が弾力的に供給されるラムゼーモデルにおける閉じた解を求める。経

済の基本構造は，第 2節におけるモデルと同一であるが，代表的消費者は，実質賃金
および所得水準に応じて，労働供給を可変的に選ぶと想定される。その効用関数は次

のように与えられるものとする：

U =
∫ ∞

0
e−ρt

Z1−θ
t

1 − θdt, θ > 0, (18)

Zt ≡ ct − 1
1 + χ

(1 − lt)1+χ, χ > 0.

ここで ltは，t期の余暇の消費量を表しており，その定義域は 0 � lt � 1であるとする。
なお，この効用関数においては，消費に関する異時点間の代替の弾力性と余暇に関す

る異時点間の代替の弾力性が一定とはならないことに注意されたい。これらの値はと

もに，消費と余暇が上昇すると大きくなっていく。パラメーター θおよび χはそれぞ

れ，労働供給が 0の場合の消費に関する異時点間の代替の弾力性の逆数および労働に
関する異時点間の代替の弾力性の逆数と解釈できる。

また，代表的消費者が各期に直面するフローの予算制約は，労働保有量を 1と基準
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化したので

k̇t = (rt − δ)kt + wt(1 − lt) − ct, (19)

で与えられる。

代表的消費者の効用最大化問題を解くためにハミルトン関数を

H =
Z1−θ

t
1 − θ + λt[(rt − δ)kt + wt(1 − lt) − ct],

と置けば，1階の条件より， [
ct − (1 − lt)1+χ

1 + χ

]−θ
= λt, (20)

[
ct − (1 − lt)1+χ

1 + χ

]−θ
(1 − lt)χ = λtwt, (21)

λ̇t = (ρ + δ − rt)λt, (22)

を得る。また横断性条件は

lim
t→∞ e−ρtλtkt = 0, (23)

である。ただし λtは t期のシャドープライスである。なお，(20)式と (21)式より，

(1 − lt)χ = wt, (24)

が得られる。この式は，各時点 tにおいて，消費と余暇の間の限界代替率が実質賃金
に等しいことを示している。

続いて生産者行動を記述する。基本的な構造は第 2節と同様であり，その生産関数
はコブ・ダグラス型で次のように与えられるものとする：

yt = Akαt h1−α
t , A > 0, 0 < α < 1. (25)

ここで htは，t期の労働投入量を表している。利潤最大化のための 1階の条件より，

αAkα−1
t h1−α

t = rt, (26)

(1 − α)Akαt h−αt = wt, (27)

を得る。

均衡においてはすべての市場で需給が一致しなければならないので，

yt = ct + k̇t + δkt, (28)

1 = ht + lt, (29)

が成り立つ。

ここまでの準備により，このモデルの基本的な構造が記述されたので，次に，この

モデルの均衡を定義しておく。
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定義 2 (弾力的労働供給を持つラムゼーモデルの均衡). 弾力的労働供給を持つラム
ゼーモデルの均衡は，(1)代表的消費者が与えられた価格経路のもとで効用最大化をし
ており，(2)代表的企業が与えられた価格経路のもとで利潤最大化をしており，(3)す
べての時点 tで財の需給が一致するような価格と数量の組 {rt,wt; yt, kt, ht, ct}∞t=0である。

このモデルにおいても，すべての時点におけるすべての財の需要と供給が一致する

ようにまず価格経路が決まり，これによって，それへの最適反応である需要と供給の

経路が決まるという構造は前節のモデルと変わらないが，このモデルについても，従

来なされている方法に従って分析することにする。そのためには，すべての内生変数

を λtと ktの関数で表せばよい7）。

まず，利潤最大化のための 1階の条件 (27)式と労働市場の需給均等条件 (29)を用い
れば，(24)式より，

ht = [(1 − α)A]
1
α+χ k

α
α+χ

t , (30)

という関係を得る。この式を用いれば，利潤最大化のための 1階の条件 (26)式と生産
関数 (25)はそれぞれ

rt = αA[(1 − α)A]
1−α
α+χ k

− χ(1−α)α+χ

t , (31)

yt = A[(1 − α)A]
1−α
α+χ k

α(1+χ)
α+χ

t , (32)

と書き換えられるので，(31)式を用いることによって (22)式は
λ̇t

λt
= ρ + δ − αA[(1 − α)A]

1−α
α+χ k

− χ(1−α)α+χ

t , (33)

と表すことができる。また，(30)式と労働市場の需給均等条件 (29)を用いれば，(20)
式より，

ct = λ
− 1
θ

t +
[(1 − α)A]

1+χ
α+χ

1 + χ
k
α(1+χ)
α+χ

t , (34)

という関係が得られる。この式と (32)式を用いることによって財市場の需給均等条件
(28)は

k̇t =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣A[(1 − α)A]
1−α
α+χ − [(1 − α)A]

1+χ
α+χ

1 + χ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ k
α(1+χ)
α+χ

t − δkt − λ−
1
θ

t , (35)

と表すことができる。

このモデルにおいて主要な役割を果たすのが (33)および (35)の 2式である。これら
2式と，横断性条件 (23)および k0 > 0が所与という初期条件を含めた連立微分方程式
体系が，このモデルにおける構造型を表すことになる。そしてこの体系から λtおよび

ktの経路が決定されるのである。

7）このモデルには操作変数が ct と lt の 2つあるので，動学体系を ct と kt ではなく，λt と kt で表すほ

うが分析が容易になる。
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ここで，このモデルの構造型が得られたので，次に，このモデルの定常解を求める

ことにする。定常状態における値にはバーを付けることによって表記すれば，このモ

デルの定常解としてそれぞれ，

r̄ = ρ + δ, w̄ = (1 − α)A
(
αA
ρ + δ

) α
1−α
,

ȳ = A[(1 − α)A]
1
χ

(
αA
ρ + δ

) α(1+χ)
χ(1−α)
, k̄ = [(1 − α)A]

1
χ

(
αA
ρ + δ

) α+χ
χ(1−α)
,

h̄ = [(1 − α)A]
1
χ

(
αA
ρ + δ

) α
χ(1−α)
, c̄ =

(
ρ + δ

α
− δ
)
k̄,

を得る。ただし，定常状態における余暇および労働供給が定義域内に属することを保

証するために，

A <
(ρ + δ)α

αα(1 − α)1−α

を仮定する。

以上の準備のもとに，このモデルにおける閉じた解を求めることにする。これにつ

いてもまず，次の命題として，閉じた解を掲げておく。

命題 2. もし
θ =
α(1 + χ)
α + χ

が満たされるならば，ラムゼーモデルの閉じた解は次のように求められる。

rt = αA[(1 − α)A]
1−α
α+χ

[
k̄
χ(1−α)
α+χ +

(
k
χ(1−α)
α+χ

0 − k̄
χ(1−α)
α+χ

)
exp
(
−χ(1 − α)(ρ + δ)

α(1 + χ)
t
)]−1
,

wt = [(1 − α)A]
1
α+χ

[
k̄
χ(1−α)
α+χ +

(
k
χ(1−α)
α+χ

0 − k̄
χ(1−α)
α+χ

)
exp
(
−χ(1 − α)(ρ + δ)

α(1 + χ)
t
)] α

1−α
,

yt = A[(1 − α)A]
1−α
α+χ

[
k̄
χ(1−α)
α+χ +

(
k
χ(1−α)
α+χ

0 − k̄
χ(1−α)
α+χ

)
exp
(
−χ(1 − α)(ρ + δ)

α(1 + χ)
t
)] α(1+χ)
χ(1−α)
,

kt =

[
k̄
χ(1−α)
α+χ +

(
k
χ(1−α)
α+χ

0 − k̄
χ(1−α)
α+χ

)
exp
(
−χ(1 − α)(ρ + δ)

α(1 + χ)
t
)] α+χ
χ(1−α)
,

ht = [(1 − α)A]
1
α+χ

[
k̄
χ(1−α)
α+χ +

(
k
χ(1−α)
α+χ

0 − k̄
χ(1−α)
α+χ

)
exp
(
−χ(1 − α)(ρ + δ)

α(1 + χ)
t
)] α
χ(1−α)
,

ct =

(
(ρ + δ)(α + χ)
α(1 + χ)

− δ
)
kt +

[(1 − α)A]
1+χ
α+χ

1 + χ
k
α(1+χ)
α+χ

t .
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証明. ここでもはじめに，θ = α(1 + χ)/(α + χ)が成立している場合の連立微分方程
式体系を掲げておく：

λ̇t

λt
= ρ + δ − αA[(1 − α)A]

1−α
α+χ k

− χ(1−α)α+χ

t , (36)

k̇t

kt
= A[(1 − α)A]

1−α
α+χ

[
1 − 1 − α

1 + χ

]
k
− χ(1−α)α+χ

t − δ − λ
− α+χ
α(1+χ)

t
kt
. (37)

まず，(36)式の両辺に −(α + χ)/[α(1 + χ)]を掛け，そこから (37)式を引くと，

− α + χ
α(1 + χ)

λ̇t

λt
− k̇t

kt
=
λ
− α+χ
α(1+χ)

t
kt

+ δ − (ρ + δ)(α + χ)
α(1 + χ)

,

を得る。ここで xt ≡ λ−(α+χ)/[α(1+χ)]
t /ktと定義すれば ẋt/xt = −(α+χ)/[α(1+χ)]λ̇t/λt−k̇t/kt

であるから，上式は

ẋt = x2
t +

[
δ − (ρ + δ)(α + χ)

α(1 + χ)

]
xt, (38)

と変形することができる。ここでも，定常状態においては xが一定の値となるため，そ
の定常値は x̄ = (ρ + δ)(α + χ)/[α(1 + χ)] − δ > 0となることに注意されたい。微分方程
式 (38)はベルヌーイ型であるから解析的に解くことができ，そこから，資本ストック
とシャドープライスの比率についての一般解として，

kt

λ
− α+χ
α(1+χ)

t

=
k̄

λ̄−
α+χ
α(1+χ)

+ Θ exp
[{

(ρ + δ)(α + χ)
α(1 + χ)

− δ
}

t
]
,

を得ることができる。ここで Θは任意定数である。

ここでも前節と同様の議論により，Θ = 0であることを示すことができるので，こ
の式から，

λ
− α+χ
α(1+χ)

t =

[
(ρ + δ)(α + χ)
α(1 + χ)

− δ
]
kt, (39)

という関係を導くことができる。

最後に，今得られた (39)式を (37)に代入すると，それは

k̇t = A[(1 − α)A]
1−α
α+χ

(
α + χ

1 + χ

)
k
α(1+χ)
α+χ

t − (ρ + δ)(α + χ)
α(1 + χ)

kt,

となって，この式も ktのみのベルヌーイ型微分方程式になる。よって，ここから ktの

経路を求めることができ，それにより，他の変数の経路を求めることができるのであ

る。 �

ここで，このモデルにおいて閉じた解が導けるための条件について考察しておく。

条件 θ = α(1 + χ)/(α + χ)は，労働供給が 0の場合の消費に関する異時点間の代替の弾
力性の逆数と，労働との代替を考慮した場合の資本の限界生産力が等しくなることを

意味している。仮定より 0 < α < 1であるから，任意の χ > 0について α(1+ χ)/(α+ χ)
は，αより厳密に大きくかつ 1よりも厳密に小さいことが示せる。よって，このときの
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図 1：消費・資本ストック比率の推移

出所. 経済社会総合研究所資料より作成
注. 1980年から 1993年までは，平成 7年基準固定価格によるデータを用い，1994年
から 2006年までは，平成 12年基準固定価格によるデータを用いている。

異時点間の代替の弾力性 1/θは 1よりも大きく，かつ，非弾力的労働供給の場合よりも
小さい値となることが分かる。例えば，α = 0.3，χ = 0.2を利用すれば，1/θ = 1.38889
となり，実証的に妥当な数値を導くことができる。つまり，資本ストックを，人的資

本をも含む広範な概念とみなす必要はなくなるのである。

次に，実際の経済の動きとの関連を説明しておく。図 1は，日本経済における消費・
資本ストック比率の推移を四半期データを用いて示したものである。この比率は減少

傾向にあり，先の非弾力的労働供給のモデルでは説明ができない部分である。しかし，

ここで展開した弾力的労働供給のモデルでは，命題 2における消費の式より，定常状
態に向かう最適経路上において消費・資本ストック比率が減少していくことが容易に

導かれる。つまり，このモデルを用いることによって，日本経済の実際の動きが説明

できるようになるのである。

最後に，このモデルにおいて閉じた解が導けることの数学的な側面に言及しておく。

現在の瞬時効用関数においては，余暇が中級財になっている。実際，(24)式を見れば
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明らかなように，ここでの設定のもとでは htあるいは ltが実質賃金のみの関数となっ
ており，これらがシャドープライス λtに依存していない。一般には，htが λtにも依存

するため，これにより，財市場の需給均等条件が非線形となる。なお，もし消費と余

暇に関して加法分離な瞬時効用関数

u(ct, lt) =
c1−θ

t
1 − θ −

(1 − lt)1+χ

1 + χ
を採用するならば，その場合の閉じた解は，非弾力的労働供給のラムゼーモデルと同

一の条件のもとで容易に導くことができるが，本節で得られた帰結は得られないこと

を付言しておく。

4. 結語

本論文では，瞬時効用関数と生産関数を特定化した 2種類のラムゼーモデルにおけ
る閉じた解を求め，その性質を分析した。まず第 2節において，Smith (2006)で展開
された非弾力的労働供給のモデルを再検討し，その閉じた解を動学的一般均衡の視点

から，より厳密に導出した。第 3節においては，弾力的労働供給を含むラムゼーモデ
ルの閉じた解を求め，資本ストックを必ずしも広義に解釈する必要がないこと，また，

その解が，非弾力的労働供給の場合に得られたものに比べれば，日本経済の実際の動

きをよりよく説明しうることを示した。

確かに閉じた解が得られるような状況は限定的ではあるが，そこから得られる帰結

は，我々の経済について一定の理解を与えてくれる。これは，本論文で扱ったような

ラムゼーモデルのみに限ったことではない。例えば，AKモデルに代表されるような
内生的経済成長モデルでは，その線形性によって解が非常に容易に求められ，その上

で，実際の経済成長についての新たな知見が生み出された。その重要な結論もさるこ

とながら，閉じた解の導出の容易さも，内生的経済成長モデルを活性化させた一因で

はないだろうか。経済成長の分析を行ううえでは，どのようなモデルを採用するにせ

よ，閉じた解の性質を分析する意味は十分にあると思われる。

最後に，本論文で分析することができなかった点について言及しておきたい。まず，

消費に関する異時点間の代替の弾力性についての計量分析である。この値は非常に重要

であり，それが 1よりも大きいか小さいかによって，モデルから得られる帰結が変わっ
てくる。そのため，多くの実証分析がなされてきたが，ほとんどの分析では，この値が

常に一定となる瞬時効用関数を採用している。また，そこで得られる結論は 1より小
さいことを示したもの（Campbell and Mankiw (1989)や Attanasio and Weber (1993)な
ど）も，1より大きいことを示したもの（前掲のVissing-Jørgenson and Attanasio (2003)
など）もあり，結局のところ，この値はおおむね 0から 2の間ということしかわかっ
ていない。本論文で採用したような，消費に関する異時点間の代替の弾力性が一定と
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はならない瞬時効用関数が計量的にどれほどの説得力を持つものなのかを，日本経済

のデータを用いて分析する必要があるだろう。

また，理論的には次の点が重要である。消費の生産量に対する比率（あるいは平均

消費性向）は一定であることが知られているが，本論文のモデルではそれが説明でき

ない。第 2節で展開した Smith (2006)のモデルにおいても，第 3節で展開したモデル
においても，それが遷移の過程で増加してしまう。少なくとも，1980年以降の日本の
データに関する限り，C/KとC/Yの動きはソローモデルにおける遷移過程の動きであ
る。この点を説明できるようにモデルを修正する必要があるだろう8）。

その他，政府部門を含んだラムゼーモデルや多部門のラムゼーモデルにおいても，

閉じた解が導けるかどうかを検討する意味があると思われるが，これらの問題につい

ては，稿を改めて分析することにしたい。

補論

A. ベルヌーイ型の微分方程式について

一般に，tに関する既知関数 atおよび btと，tに関する未知関数 xtについて，次の

形状の微分方程式をベルヌーイ（Bernoulli）型の微分方程式という：

ẋt = atxt
ε + btxt, ε � 0, ε � 1. (A.1)

この微分方程式は，すべての t期について xt = 0という自明な解を持つが，次のよう
にして非自明な解を解析的に導くことができる。

まず，(A.1)式の両辺を (xt)εで割ることによって
ẋt

(xt)ε
= at + bt(xt)1−ε,

を得る。ここで yt ≡ (xt)1−εと定義すれば，ẏt = (1 − ε)ẋt/(xt)εとなり，上の式は

ẏt = (1 − ε)at + (1 − ε)btyt,

と，ytについての線形の微分方程式に変換される。そのため，まず ytについて解いて

やり，その後，これをもとに戻せば，xtが求められる。

本論文で用いたラムゼーモデルでは，atおよび btが常に一定の値をとるような定係

数のベルヌーイ型微分方程式が出てくるので，ここでは，それぞれが aおよび bで固
定されている場合の一般解を導いておくことにする。

まず，(A.1)式に対応する解くべき微分方程式は，

ẋt = axt
ε + bxt, ε � 0, ε � 1, a � 0, b � 0, (A.2)

8）非弾力的労働供給のラムゼーモデルでは，もう一つ閉じた解が導けるケースがあり，この解はソロー

モデルと全く同一のふるまいをするのであるが，その最適経路を解析的に導くことができないうえに，閉

じた解を導くための条件は経済学的に解釈しづらいものとなってしまう。
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である。この微分方程式は，実数 aおよび bが異符号である場合に，条件を満たす任
意の εに対して x̄ = (−b/a)1/(ε−1)という定常解を持っていることに注意されたい。い

ま，zt ≡ (xt)1−εと定義すれば żt = (1 − ε)ẋt/(xt)εとなるので，(A.2)式は

żt − (1 − ε)bzt = (1 − ε)a, (A.3)

と変形できる。この式は，1階の線形常微分方程式なので，境界条件を一つ与えるこ
とによって，その経路を求めることができる。もし境界条件として初期条件が与えら

れていれば，(A.3)は後ろ向きに解くことができ，もし境界条件として終端条件が与え
られれば，(A.3)は前向きに解くことができる。以下では，この微分方程式の後ろ向き
解と前向き解を求める。

はじめに，xの初期値 x0 が所与という条件のもとで（このとき z0 も所与である），

(A.3)の後ろ向き解を求める。まず，(A.3)の両辺に e−(1−ε)bτを掛け，0から tまで積分
すれば [

e−(1−ε)bτzτ
]t
0
=

∫ t

0
e−(1−ε)bτ(1 − ε)a dτ,

e−(1−ε)btzt = z0 +
a
b
− a

b
e−(1−ε)bt, (A.4)

となるので，(A.4)の両辺に e(1−ε)btを掛けることで

zt =
(
z0 +

a
b

)
e(1−ε)bt − a

b
,

を得る。よって求める後ろ向き解は

xt =
[(

x1−ε
0 +

a
b

)
e(1−ε)bt − a

b

] 1
1−ε
,

となる。なお，x̄ = (−a/b)1/(1−ε)であることを利用すれば，この式は

xt =
[(

x1−ε
0 − x̄1−ε) e(1−ε)bt + x̄1−ε] 1

1−ε ,

と，本文中のように書くこともできる。

続いて，lim
t→∞ e−btxt = c（ただし cは任意の定数）という終端条件のもとで，(A.3)の

前向き解を求める。このとき，この終端条件より， lim
t→∞ e−(1−ε)btzt = c1−εという条件が

導かれることに注意されたい。加えて，ここでは (1− ε)b > 0を仮定する。まず，(A.3)
の両辺に e−(1−ε)bτを掛け，tから∞まで積分すれば[

e−(1−ε)bτzτ
]∞
t
=

∫ ∞
t

e−(1−ε)bτ(1 − ε)a dτ,

c1−ε − e−(1−ε)btzt =
a
b

e−(1−ε)bt, (A.5)

となるので，(A.5)の両辺に e(1−ε)btを掛けて変形することで

zt = c1−εe(1−ε)bt − a
b
,

を得る。よって求める前向き解は

xt =
[
c1−εe(1−ε)bt − a

b

] 1
1−ε
,
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となる。この式についても，x̄ = (−a/b)1/(1−ε)であることを利用すれば，

xt =
[
c1−εe(1−ε)bt + x̄1−ε] 1

1−ε ,

と書くことができる。
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