
2点と円があるときの最短距離作図問題

－作図不可能性の証明－

鈴木保高

問題1．同じ平面上に，2点A，Bと円0があります。円0の周上に点Pをとるとき，AP＋PBの長さ

を最小にする点Pを作図せよ。

同一平面上で考える。点Aと点Bは異なり，直線ABと円0は交わらず，且つ，AO＞BOのときについ

て考察する。

円0の半径を1とする。AO＝a，BO＝b（1＜b＜a〕，Ⅰ∠AOB＝0（OO＜0＜900）・∠AOBの2

等分線と円0との交点をM，円0の周上に点Pを，∠APO＝∠BPO，00＜∠POM＝α＜∠BOM＝0＜900

ととる。直線OPに関して，点Bの対称点をDとする。

注．上記の設定のとき，「AP＋PBの長さが最小である。」ことと，「∠APO＝∠BPOである0」ことは同

値である。∠APO＝∠BPO，AO＞BOであるから，点Dは線分AP上にあるo

三角形AOPにおいて，面積を考える。

∠AOP＝∠AOM＋∠MOP＝0＋α，

∠DOP＝∠BOP＝∠BOM－∠MOP＝0－α，

∠AOD＝∠AOB―∠BOD＝20－2∠BOP＝20－2（0―α）＝2α

2006．6．16　受理
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が 成り立 つ
｡ 面積 に つ い て

,

△ A O P - △ A O D + △D O P
,

‡･ A O ･ O P ･

s i n ∠A O P - ‡･ A O ･ O D ･

si n ∠ A O D +与･ D O ･ O P ･

si n ∠D O P
,

a si n ( 0 + α) - a b si n ( 2 α ) + b s i n ( 0 - α)

a b si n ( 2 α) - a si n ( α + 0 ) + b si n ( α l e ) ,

a b si n ( 2 α) - a ( si n α c o s O + c o s α si n O ) + b ( si n α c o s O - c o s α si n O ) ,

2 a b si n α c o s α
- ( a + b ) c o s O si n α + ( a - b ) si n O c o s α

が成 り立 つ
｡ 式(1) を満たす α は - 1 8 0

o

< α 1 < O
o

< α 2
-

α < α 3 < α ｡ < 1 8 0
o

の 4 個存在します ｡ そ の う ち
,

α 2
,

α 4 は ∠ A P O - ∠ B P O を満た して い て
,

α 1
,

α 3 は ∠ A P O + ∠ B P O - 1 8 0
o

を満た して い る ｡

2 t
i - t a n 号とおくと

,
si n α

-

7 了 ア
,

C O S α
-

で ある か ら
,

2 (7 b ･

L
2 t 1 -

t
2

●

1 + t
2

1 + t
2

1 - t
2

2 t

i 了了㌻ ,
t a n α

=

て二 7 ち

( a ･ b ) c o s O ･

i S ･ ( a
- b ) si n e ･

1 1 t
2

1 + f
2 '

( 2 a b) ( 2 t ) ( 1 - t
2

) - ( 1 + t
2

) ( 2 t ) ( a + b ) c o s O + ( 1 + t
2

) ( 1 - t
2

) ( a - b ) si n e
,

4 a b t - 4 a b t
3

- ( 2 ( a + b ) c o s O ) i + ( 2 ( a + b ) c o s O ) t
3

+ ( a - b ) si n e - (( a
- b ) si n e ) t

4

,

(( a - b ) s in e ) t
4

+ ( 1 4 a b - 2 ( a + b ) c o s O ) t
3

+ ( 4 a b 1 2 ( a + b ) c o s O ) i - ( a - b ) si n e - 0

が 成 り立 つ ｡

最初 の 問題 1 は
,

K - Q ( a
,
b

,
si n e

,
c o s O ) とおくと,

｢ 体 K が与えられたとき , ( こ れは , 円 0
,

点A
,

点B が与えられたとき
,

または
,

a
,
b

,
si n e

,
c o s O の 値が 与えられたときと い う こ とと同 じ で す｡ ) 上 の K

係数 の = こ つ い て の 4 次方程式(2) の 解 の 1 つ で あ る t
-

t a n 首( o
o

< α < ∠ B O M - 0 < 9 0
o

) の 値を作図

せ よ｡ ｣ と い う問題となります ｡

定理 2 . 問題 1 は
一

般 に作図 不 可能 で あ る ｡

注 ･ 以下 に
, 作図 不 可能な例と

,
そ の 不 可能性 の 説明を述 べ ます ｡ 下 の 例 の と き

,
f に つ い て の 4 次方程

式(2) の 解は す べ て 作図 不 可能 で ある こ と を証明 します ｡

例 3 ･ a - 6
,

b - 3
,

si n e - i ,
c o s o - i ( 3 0

o

< 0 < 4 5
o

) とす る｡

こ の 場 合 の 円 0 と点A と点 B は具体的 に作図 で きます｡ そ して , K - Q ( a
,
b

,
si n e

,
c o s O ) - Q で す ｡

単位 の 長 さ 1 の みが与えられて い るとき
,

または
,

単位 の 長さ 1 の みを決め て
,

ス タ
ー

ト して い る こ と に な っ

て い ます ｡

( α - ∂) si n β - ( 6 - 3 ) ･号- 号,

1 4 a b " ( a + b ) c o s O - - 2 ( 2 ･ 6 ･ 3 + ( 6 + 3 ) ･ i )

- # ･ 3 6 ･( 5 + 1 ) -

2
4

･ 3
3

- 4 3 2 - 9 ･ 4 8

5 5 5
'

4 a b - 2 ( a + b ) c o s O - 2 ( 2 ･ 6 ･ 3 - ( 6 + 3 ) ･ i )

- そ･ 3 6 ･( 5 - 1 ) -

2
5

･ 3
2

2 8 8 9 ･ 3 2

5 5 5

で ある か ら
,
式(2) より

, 次の 方程式が得られ る｡



2 点と 円が あ る と き の 最短距離作図問題一作 図不 可 能性 の 証 明 -

i t
4

一号 t
3

+ 芋 t
-

i - o

i ( i) - t
4

- 4 8 t
3

+ 3 2 t
-

1 - 0

3

定理 4 . i ( i) -

t
4

-

4 8 t
3
+ 32 t - 1 - ･( 3) は有理数係数 の 範囲 で 既約 で あ る ｡

証 臥 整数係数多項式 に対し て
, 有理数係数の 範囲 で の 既約性と整数係数の範囲 で の 既約性は 一 致す る｡

従 っ て
, i ( i) が 整数係数 の 範囲 で 既約 で あ る こ とを示 せ ば良 い ｡

f ( 1) - 1 - 4 8 + 3 2 - 1 ニ ー1 6 ≠ 0 か つ f ( - 1 ) - 1 + 4 8
-

3 2 - 1 - 1 6 ≠ 0 で ある か ら
, 因数定理 に より

,

i ( i) に は 1 次 の 因数は存在 しな い ｡

2 次 の 因数が存在しな い こ とは
,

未定係数法 に より ,

f ( i) - t
4

- 4 8 t
3
+ 32 t

- 1

- ( t
2
+ u t + 1 ) ( t

2
+ v t l l ) ,

( u
,

v ∈ Z )

と分解しな い こ とが示 せ る ｡ 証終.

定理 5 . 4 次 の 有理数係数多項式g ( 〟) が
, 有理数係数 の 範囲 で 既約とす る｡ 単位 の 長さ 1 の みが与えら

れたとき
,

方程式g (∫) - 0 の 解 の 1 つ が作図可能ならば, ど( 〟) - 0 の 4 つ の 解す べ て が作図可能 で ある｡

証明 .
ス タ - 卜 の 体が K の とき

,
( 今は K - Q で す ｡) 4 次 の K 係数多項式 g ( x) - c o x

4

+ c I X
3

+ c 2 X
2

+

c 3 X + c ｡ ( c .
≠ 0 ) が K 係数 の 範囲 で 既約とする o 方程式g ( x) - 0 の 解 の 1 つ α が作図可能 で あるとする ｡

α ∈ c が作図可能 で あるた め の 必要十分条件は ,

α ∈ K m
,

[ K i
: K ト 1] - 2 ( i - 1

,
2

,

- ･

,
m )

を満たす有限個 の 体 の 列

K - K . ⊆ K l ⊆ K 2 ⊆
- ･ ⊆ K m - 1 ⊆ K m

が存在す る こ と で ある . こ の とき
,

K m の 元はす べ て作図可能 で ある｡

g ( x) が K 係数 の 範囲 で 既約な 4 次 の 多項式 で ある か ら
,

α E g K で ある｡ 上 の 体 の 列 の う ち
,

α ∈ K z･ + 1
,

α EE K i で あるとする｡ [ K i . 1
: K i] - 2 で ある か ら

,
K i . 1

- K i ( (d ) で ある d ∈ K l が存在し
,

α
- a + b JTd ( a

,
b ∈ K i

,
b ≠ 0 )

と表される ｡ β - a - b (d
,

s ( x) - ( x
-

α) ( x - β) - x
2

- 2 a x + a
2

- b
2

d とおく と,
s ( x) は 2 次 の K i

係数多項式 で
,

α g K i で あ る こ と か ら,
K

,･ 係数 の 範囲 で 規約 で ある｡

一 方, g ( α) - 0
, g ( x) ∈ K i[ x] で

ある か ら
, a ( x) は s ( x) を因数とする . 従 っ て

, 方程式 g ( x) - 0 の 4 つ の 解は
,

s ( x) - 0 の 2 つ の 解 α
,

βと
,

残り の 2 つ の 解 で あ るo 残り の 2 つ の 解を r ,
∂ とする｡

再度確認し て おくと ,
K i の 元 はす べ て作図可能 で す ｡ ( d も α もβも作図可能 で す ｡ 解と係数 の 関係に よ

り,

r + ♂ - ( α + β+ r + ♂) - ( α + β) - - ÷ - 2 a ∈ K i

T
･

(ラ -

α
･ β

α
･ β･

r
● ∂ c 4 1

▲ =
●

∧

c o a
2

- b
2

d
E K i

が 成り立 つ か ら
, r ,

∂ は K ≠係数 の 2 次方程式 の 2 つ の 解 で ある｡ 従 っ て
, r も ∂も作図可能 で ある ｡ 以上

に より
,

方程式 g (∫) - 0 の 解はす べ て 作図可能 で あ る こ と が 示された｡ 証終･

注 . 上 の証明 に於 い て
, 証明 に は必要ありま せ ん が

,
以下 の こ とが示され て い ます｡ [ K ( α) : K ] - 4

,

K i( α) - K i(β) - K i . 1 ,
K i( r) - K i ( ♂)

,
拡大次数 [ K i( r) : K ,.] の 値は 1 また は 2 で ある｡ (d EE K z.

等が 成 り立 っ て い ます｡

4 次方程式f (i) - 0 - (3) を解 い て い く こ と に しますo 途 中で
, 作図不可能性が証明されます o



4

の形に直す ｡

より,

依 っ て ,

そ して
,

より
,
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f ( i) - t
4

- 4 8 t
3

+ 3 2 t - 1

- ( t
2

- 2 4 t + k )
2

- ( u t + v )
2

- ( t
2

- 2 4 t + k )
2

- ( A t
2
+ B t + C ) ,

D - B
2

1 4 A C - 0

右辺 - t
4

- 4 8 t
3
+ ( 2 k + 2 4 ･ 2 4 - A ) t

2

+ ( - 4 8 k - B ) i + k
2

- c

O - 2 k + 5 7 6 1 A
,

32 ニ ー4 8 k - B
,

1 1 - k
2

1 C .

A - 2 k + 5 7 6
,

B - - 4 8 k - 32
,

C - k
2
+ 1 .

D - B
2

1 4 A C - 0

( - 4 8 k - 3 2)
2

- 4 ( 2 k + 5 7 6) ( k
2

+ 1 ) - 0

- 8 (( k + 2 8 8) ( k
2
+ 1 ) - ( 4 8 k + 3 2) ( 6 k + 4 )) - 0

( k
3

+ 2 8 8 k
2

+ k + 2 8 8) - ( 2 8 8 k
2

+ 1 9 2 k + 1 9 2 k + 1 2 8) - 0

h (k) - k
3

- 3 8 3 k + 1 6 0 - 0

が導か れる ｡

定理 6 ･ h ( k) - k
3

- 38 3 k + 1 6 0 - (4) は有理数係数 の 範囲 で 既約 で ある｡

証明 ･ こ の ときも, 定理 4 と同様に
,

整数係数 の 範囲 で 既約 で あ る こ とを示 せ ば良 い ｡ 最高次の 係数が 1

で ある 3 次 の 整数係数多項式 に
,

1 次 の 国数が存在しな い こ とを示す に は
, 因数定理 が使えます ｡ しか し

,

今は1 6 0 の 約数 が沢山 あ る の で
, 未定係数法を使う こ と に します ｡

h (k) - k
3

- 38 3 k + 1 6 0

- ( k
2

+ c k + d ) ( A + e ) , ( c
,
d

,
e E Z )

と分解 しな い こ とを示す ｡ まず ,
k

2
の 係数が 0 で ある こ とを使 い

, 次に
,

c が 偶数 の と き
, 奇数 の ときを

考え る こ と に より証明 で き る ｡ 証終.

グ ラ フ y
- h ( A) - k

3

- 3 8 3 k + 1 6 0 の 概形を考え
, 以下 の こ とを調 べ れば, 方程式h (k) - 0 の 解の 大体

の 大きさと ,
h ( k) の 既約性も示 せ ます ｡

h ( - 2 0) - - 8 00 0 + 7 6 6 0 + 1 6 0 ニ
ー 1 8 0 < 0

h ( - 1 9) - - 6 8 5 9 + 7 2 7 7 + 1 6 0 - + 5 7 8 > 0

h (0) - + 1 6 0 > O

h ( 1) - 1 - 3 8 3 + 1 6 0 - - 2 5 8 < 0

h ( 1 9) - 6 8 5 9 1 7 2 7 7 + 1 6 0 - 1 2 5 8 < 0

h ( 2 0) - 8 0 0 0
-

7 6 6 0 + 1 6 0 - + 5 0 0 > 0

で あ る か ら
, 方程式h ( A) - 0 の 3 つ の 解 k l

,
k 2

,
k ｡ は す べ て 実数 で

-

2 0 < k . < 1 1 9 < 0 < k 2 < 1 < 1 9 < k 3 < 2 0

を満たす ｡ 3 つ の 解は す べ て 整数 で な い だけ で なく , 有理数 で な い こ と も説明 で きます｡

定理 7 . 単位 の 長さ 1 の みが与えられたとき
, 方程式

h (k) - k
3
- 3 8 3 k + 1 6 0 - 0 (4)
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の 解は す べ て 作図不可能で あ る ｡

5

証軌 今 は ス タ
-

卜 の 体が有理数体Q で あ る ｡ 有理数係数 の 範囲 で 既約な n 次方程式 の 解が作図可能なら

ば
,

n は n - 2
d

( d は非 負な整数) の 形 で ある｡ こ の こ とは良く知られた結果 で す｡ 逆 は
,

一

般 に成り立

ちま せ ん ｡ こ の 事実を使う こ と に より
,

3 次 の 多項式h (A) は有理数係数 の 範囲 で 既約 で ある か ら
,

方程 式

h (k) - 0 の 解はす べ て作図 不 可能 で ある｡ 証終,

4 次方程式f ( i) - 0 - (3) の 解法に 戻ります o k は方程 式

h (k) - k
3

1 3 8 3 k + 1 6 0 - 0

の 解 の 1 つ とする｡ ( ど の 解 で も良 い ｡)

f ( i) - t
4

1 4 8 t
3

+ 3 2 t 1 1

- ( t
2

- 2 4 t + k )
2

- ( A t
2

+ B t + C )

- ( t
2

- 2 4 t + k )
2

1 (( 2 k + 5 7 6) t
2
1 (4 8 k + 3 2) i + ( k

2

+ i ))

- ( t
2
- 2 4 t + k )

2

- ( 2 k + 5 7 6) ( t
2

一

更に
,

判別式 D - B
2

- 4 A C - 0 が成り立 っ て い る か ら ,

i ( i) - ( t
2

- 2 4 t + k )
2
1 ( 2 k + 5 76) ( i

- ( t
2

- 2 4 t + k )
2

- (J 2 k + 5 7 6 i -

- (( t
2

- 2 4 t + k ) + (J 2 k + 5 7 6 t -

× (( t
2

- 2 4 t + k ) - (J 2 か H 元 t

- ( t
2
+ (J 2 k h - 2 4) i + ( A -

x ( t
2

- (J 2 = 5 7 6 + 2 4) i + ( A

と 2 次式の 積に分解する ｡ こ の こ と か ら , 次の 定理が成り立 つ
｡

定理 8 . 方程式f( i) - t
4

- 4 8 t
3
+ 3 2 t - 1 - 0

の 解は, 次の 4 つ で ある ｡

方程式 h ( k) - k
3

- 3 8 3 k + 1 6 0 - 0

の 解 の 1 つ を k と して
,

2 次方程式

t
2

+ (J 2 = 5 7 6 - 2 4) i + ( k

の 2 つ の 解と
,

2 次方程式

t
2

- ( h k + 5 7 6 + 2 4) i + ( k

の 2 つ の 解とを合わ せ た 4 個 で あ る ｡

2 4 k + 1 6

4 8 k + 3 2 , k
2

+ 1

2 k + 5 7 6
u

I

2 k + 5 7 6

2 4 k + 1 6

2 k + 5 7 6

2 4 k + 1 6 ､ 2

J 2 k + 5 76

2 4 k + 1 6

2 4 k + 1 6

2 4 k + 16

) - 0

証明. 定理 の 直前 の 式が成り立 つ こ と か ら明ら か で ある ｡ 証終.

定理 9 . 単位 の 長さ 1 の み が 与えられたとき , 方程式

f( i) - t
4

1 4 8 t
3
+ 32 t - 1 - 0 (3)
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の 解はす べ て 作図 不 可能 で ある｡ つ まり
, 例 3 の 設定 の とき

,
点 P の 作図は不可能 で ある｡

証明 . 方程 式/ ( i) - 0 の 解の うち, すく なく とも 1 つ の 解が作図可能で ある と仮定す る ｡ すると
, 定理

5 に より
,

4 つ の 解す べ て が作図可能 で ある｡ 2 次方程式

t
2

+ (J 2 = 5 7 6 1 2 4) i + ( k
2 4 k + 1 6

J 2 k + 5 7 6
) - o

の 2 つ の解を α
, βとする｡ 解と係数 の 関係か ら

,

･ + β - 24 - J i b + 57 6

が 成 り立 つ
o α

, βは方程式f( i) - 0 の 解 で あ っ て , 作図可能 で あ る ｡

A -

( 紬 )
2

- 5 7 6 ( 24 -

α - β)
2

1 5 76
･-･･･▲･･････････････････････････････････

=

･･
こ

･･･
= =

ニー-----------
-

2 2

が 成り立 つ こ と か ら
,

k も作図可能となる｡ しか し
,

こ れは
, 定理 7 に矛盾す る｡ 従 っ て

, 方程式f( i) -

0 の 解はす べ て 作図 不 可能 で ある｡ 証終.

追加1 0 ･ 以 上 で
, 例 3 の 設定の とき

,
点 P の 作図は 不 可能 で ある こ と の 証明は終わりま した ｡ 証明 に は必

要 ありま せ ん が
,

4 次方程式

f( i) - t
4
- 4 8 t

3

+ 3 2 t - 1 - 0

の 解を , も っ と具体的 に 表し て みます｡

まず,
3 次方程式

h (A) - k
3

- 38 3 k + 1 6 0 - 0

を解きます o A - u + v とお い て
,

h (k) - 0 に 代入 するo

( u + u )
3

1 3 8 3 ( u + v ) + 1 6 0 - 0

u
3
+ 3 u

2

v + 3 u u
2

+ v
3

-

3 8 3 ( u + v ) + 1 6 0 - 0

( u
3
+ v

3

+ 1 6 0) + ( u + u ) ( 3 u v - 3 8 3) - 0

と変形する ｡ こ こ で
,

u
3
+ v

3

+ 1 6 0 - 0 か つ 3 u v - 3 8 3 - 0

を満たす u , v に対して
,

k - u + v とすれば
,

h ( k) - 0 が成 り立 つ か ら , (7) を満たす u
,

v を求め る ｡

3 8 3 3 8 3
3

u u =

T
･ ( u v )

3
=

丁
, ( u

3

+ v
3

) ニ ー1 6 0

で あ る か ら ,
u

3

,
v

3

は 2 次方程式

t
2

･ 1 6 0 t ･ % - 0

の 2 つ の 解 で ある ｡ 2 次方程式( 8) の 2 つ の 解 をA
,
B とす る ｡ A の 共役複素数を A

I
と表 して おくと

,
B - A

-

で す ｡ x
3

- A の 解 の 1 つ を u と して
,

v - it とすれば
,

u
,

v は(7) 式を満たす｡

そ して
,

3 次方程式h ( k) - k
3

- 3 8 3 k + 1 6 0 - 0 ･ ･ .(4) の 解は

u + u
,

u w + u w
2

,
u w

2

+ u w

の 3 つ で あ る ｡ こ れらはす べ て 実数 で す . こ こ で
,

w は 1 の 原始 3 乗板 の 1 つ とする ｡

根号記号を使 っ て
, も っ と具体的 に表し て みます ｡ 2 次方程式(8) の 解 の 1 つ を

A -

ー2 7 ･ 8 0 + (2 7 ･ 8 0)
2

- 2 7 ･ 38 3
3

- 3 ･ 9 ･ 8 0 + 9 ･( 9 ･ 8 0)
2

- 9 ･ 3 ･ 3 8 3
3

3 ･ 9
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- 9 ･ 80 + ( 9 ･ 8 0)
2
- 3 ･ 3 8 3

3

ニ ー8 0 +

9

､

~~
l 心 H l

･テ古丁

とする ｡ 次に
,

u ∈ C は u
3

- A
,

O
o

< a r g( u) < 9 0
o

を満たすとす る ｡ こ こ で は
,

u
,
盲を仮に

と表し て おく ｡ す る と
,

3 次方程式 h (k) - k
3

- 3 8 3 k + 1 6 0 - 0 . I .(4) の 解は

k 3
- u + 有 -

と k l
-

u W + d w

2

と k 2
- u w

2

+ 盲w の 3 個 で
,

1 2 0 < k l < - 1 9 < 0 < k 2 < 1 < 1 9 < k 3 < 2 0

が成り立 つ ｡

そ して
,

4 次方程式f( i) - t
4

- 4 8 t
3
+ 3 2 t

- 1 - 0 ･ ･ ･(3) の 解は
, 定理 8 に より

,
2 次方程式

t
2

+ (J 2 k + 5 7 6 - 24) i + ( k

の 2 つ の 解と
,

2 次方程式

t
2

- (J 2 k + 5 花 + 2 4) i + ( A

2 4 k + 1 6

J 2 k + 5 7 6

2 4 k + 1 6

) - 0

) - 0

7

の 2 つ の 解と を合わ せ た 4 個 で ある ｡ 2 次方程式(5) の 解 t l , t 2( t l < t 2) と 2 次方程 式(6) の 解 t ,
,
t 4 ( t 3

< t ｡) は

t 2 ,
t l

-

t 4 ,
t 3

=

- k
2

+ 2 8 8 k + 1 6 5 8 8 8 - 6 8 9 6J 2 k + 5 用

J 2 k + 5 7 6

- k
2

+ 28 8 k + 1 6 5 8 8 8 + 6 8 9 6J 2 k + 5 7 6

J 2 k + 5 76

と表 せ る ｡ こ こ で k として
,

k - k ｡
- u + 盲を使うと

, 最初 に求めようと した t -

t a n 号 は t 2 i こ等 しく
,

t l < 0 < t 2
-

t a n % < t 3 < t 4

が成り立ちます ｡

k - u + ii- -

と す る とき
,

t - t a n 首
-

で あ る ｡

( o
o

< a r g( 〟) < 9 0
o

)

- k
2

+ 2 8 8 k + 1 6 5 8 8 8 - 6 8 9 6J 2 k + 5 花

J 2 k + 57 6

以上 .
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前半 の 証明 の 中 で
,

以下 の 定理 が 使われ て い ます ｡

I . 三角関数

定理1 1 . ( 加法定理)

定理1 2 . ( 倍角半角 の 公式)

定理1 3 . ( 但し
,

- 1 8 0
o

< α < 1 8 0
o

)

i
-

t a n
ヱ

とおくと
,

si n α
-

2

2 t

1 + t
2

'
C O S α

=

1 - t
2

2 t
t a n α

=

1 + t
2

'
レ u ▲ ▲ 叫

1 - i
2

定理1 4 . ( 面積 の 公式)

△ A B C の 面積 - 与･ A B ･ B C ･

si n ∠A B C が成り立 つ ｡

で あ る｡

2 . 方程式

定理1 5 . ( 方程式 の 解と係数 の 関係)

定理1 6 . ( 2 次方程式 の 解 の 公式)

定理1 7 . ( 国数定理) 多項式 f( x) に 対し て
, 次 の 条件は 同値 で ある ｡

;A) i ( α) - 0 が成 り立 つ
o

(B) i ( x) は 1 次式 x - α を因数に も つ
｡

定理1 8 ･ 実数係数方程式f( x) - 0 に 対し て
, i ( α) - 0

,
α

- a + b i
,

a
,
b ∈ β ならば , i (言) - o

,

古 - a
- b i が 成 り立 つ ｡

定理1 9 ･ K は 体 , g ( x) ,
s ( x) ∈ K [ x]

,
s ( x) は K 係数 の 範囲 で 既約, 共通 の α に 対 して

, g ( α) - 0
,

s ( α) - 0 が 成り立 っ て い る ならば
, g ( x) は s ( x) を因数に も つ

o

定理2 0 . ( 3 次方程式の解法)

定理2 1 . ( 4 次方程式の 解法)

3 . 整数係数方程式

定理2 2 . 整数係数方程式

a o x
n

+ a l X
nー1

+ - I + a
n _ 1 X + a

n

- 0

に
,

整数 の 解が存在すれば
, そ れ は,

α
〃

の 約数 で あ る｡

注 . 約数
,

倍数は負 の約数, 負 の 倍数も考える｡ 以下同様とする ｡



2 点と 円が あ る と き の 最短距離作図問題一作図 不 可 能性 の 証 明 -

定理2 3 . 最高次 の 係数が α ｡ ( α ｡ ≠ 0 ) の 整数係数方程式

a ｡ x
n

+ a l X
n ~ '

+ ･ - + a
n _ 1 X + a

n

- 0

に , 有理数の 解 q が存在すれば
,

a . の ある約数 b と
,

a
n

の ある約数 c が存在して
, q - % と表される ｡

定理2 4 .

~
最高次 の 係数 が 1 の 整数係数方程式

x
n

+ a l X
n ~ 1

+ ･ ･ ･ + a
n _ 1 X + a

n

- 0

に
, 有理数 の 解が 存在す れば

,
そ れは整数 で あ っ て

,
a

n
の 約数 で あ る ｡

定理2 5 . 整数係数多項式 に対して は
,

整数係数 の 範囲で の 既約性と , 有理数係数 の 範囲 で の 既約性は 一 致

す る ｡

4 . 可換体, 拡大次数に つ い て

定義 . 体 の 定義 ( 略)

定義 . 可換体 の 定義 ( 略)

定義 . 拡大体,
部分体

,
中間体 の 定義 ( 略)

定義 . 最小多項式 の 定義 (略)

定理26 , Q ⊆ K ⊆ C で あ る集合 K に 対し て
, 次の 条件は同値 で あ る ｡

;A) K は体 で あ る ｡

(B) K は四 則 で 閉じ て い る .

注 . こ れ以後は
,
体はQ ⊆ K ⊆ C で ある体 の み を考え るo つ まり

,
こ れ以後考える体 K は

,
集合とし て は

,

Q ⊆ K ⊆ C を満た し て い て
, 四 則 で 閉じ て い る集合K を考える こ と に します ｡

定義 . ( 拡大次数) L は体 K の 拡大体とす る ｡ 体 L は体 K 上 の ベ ク ト ル 空間で ある ｡
ベ ク ト ル 空間 L の 体

K 上 の 次元 d i m K L を体 L の 体K 上 の 拡大次数と い い
, [ L : K ] と表す ｡

di m K L が 有限の と き, 体 L は体 K の 有限次拡大 で あると い う ｡ 有限次拡大 で な い とき , 無 限次拡大と い

ら . d i m K L - n ( n ∈ N ) の とき
, 体 L は体 K の n 次拡大 で あると い う ｡

定理2 7 . K ⊆ M ⊆ L で ある体 K
,
M

,
L に 対し て

, 次 の 等式が成り立 つ
｡

[ L : K ] - [ L : M ] ･ [ M : K ]

定義 . 体K ⊆ C と集合S ⊆ C に 対して ,
K と S を含む体 の う ち で

, 最小 の 体を
, 体K に S を添加 した体 で

あると い い
,

K ( S) と表す ｡

K ( S) は ,
K の 元 と S の 元 の 四 則 で 表せ る数全体か らなる集合 で あ る ｡

S - ( a) の ときは
,

K (i a)) をK ( a) と表す ｡

定理28 . 可換体 L は体K の 拡大体とする｡ α ∈ L は体K 上代数的 , i ( x) ∈ K [ x] を α ∈ L の 体 K 上 の 最

小多項式
,

d e g (i ( x)) - n と する｡ こ の とき
,

[ K ( α) : K ] - n
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が成 り立 つ ｡

5 . 2 次体

注 . L が体K の 拡大体 の とき
,
[ L : K ] - 1 ⇔ L - K

定義 . ( 平方根) α ∈ C に 対して
,

x
2

-
α を満たす x ∈ C を

,
α の 平方根と い う｡

例 I Q (J5 ) - ( a + b ( 2 I a
,
b ∈ Q ) は四則 で 閉じて い る ｡ [ Q (( 2 ) : Q ] - 2 で ある｡

定理2 9 1 体K の 拡大体 L の 拡大次数が 2
,

つ まり
,
[ L : K ] - 2 の とき

, 次が成り立 つ ｡

(1) α ∈ L は K 係数 2 次方程式 の 解 で ある ｡

(2) α ∈ L
,

α 定 K ならば L - K ( α) で あ る ｡

(3) α
2

-

c ∈ K ( つ まり
,

α は c の 平方根) ,
L - K ( α) を満たす α ∈ L が存在する ｡

(4) L - K ( α)
,

α ∈ L ならば
,

L の 元 x は x - a + b α ( a
,
b ∈ K ) と表せ る ｡

6 . 作図可能な数につ いて

平面と複素数平面を同
一

視すれば
, 平面上 の 点が作図 で き る か

, 作図 で きな い か は
, 目的 の 複素数 が作図

で きる か
, 作図 で きな い か を考えれば良い こ と に なります ｡

定理3 0 ･ 作図 で きた数を使 っ て
, 四則 で 表せ る数は作図 で きる ｡ 作図 で きた数 の 平方根は作図 で きる ｡

逆 に
,
作図 で きる の は, 作図 で き た数を使 っ て

, 四 則 や 平方根をと る操作を
, 有限回施 して 表せ る数に 限

る ｡

次 の 定理 で 成り立 つ 3 つ の 事実は, ほ ぼ同じ こ とを言 っ て い ます ｡

定理31 . 次 の 作図 は 可能 で す｡

( 1) α ∈ C が 与えられたとき ,
α の 平方根は作図可能 で あ る ｡

(2) 体K が 与えられたとき
,

K 係数 の 2 次方程式 の 解は作図可能 で ある｡

(3) 体 K が 与えられたとき
,

L が体 K の 拡大体 で
, 拡大次数 [ L : K ] - 2 ならば

,
L の 元はす べ て作図可

能 で あ る｡

定理3 2 ･ 体 K が与えられたと き
,

α ∈ C が作図可能 で あるた め の
, 必要か つ 十分な条件は

,
以下 の 条件を

満たす有限個 の 体 の 列 が存在する こ と で あ る ｡

α ∈ K
m

,
[ K l

: K ト 1] - 2 ( i - 1
,
2

,
3

,

I -

,
m - 1

,
m ) ,

K - K . ⊆ K l ⊆ K 2 ⊆
･ ･ ･

⊆ K
mー1 ⊆ K m .

｢ 体 K が 与えられたとき｣ と表現 して い る の は ,
K は最初に 与えられた数はす べ て 含み, 今ま で に作図 で

きた数や作図可能な数を含ん で い る体 で あ る と い う こ と で す ｡ そ の ような体 の 1 つ K を基礎 の 体として 考え

ると い う こ と で す ｡ 例 え ば
, 単位 の 長さ 1 の み が与えられ て い る ときは , 有理数は す べ て 作図 で き る の で

,

基礎 の 体と して は
, 有理数体¢を考え ます｡

定理32 と体 の 理論か ら
, 次の定理 が 導か れます｡ また, 定理3 3 を適用す る と

, 定理3 4 が 導か れます｡ 定理

3 4 に は
, 代表的な作図 不 可能な例 が 挙げ て あります ｡

定理3 3 ･ 体 K が与えられたとき,
K 係数 の 範囲 で 既約な

,
n 次方程式 の 解 の 1 つ が作図可能ならば

,
n は
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n - 2
d

( d は非負な整数) の 形 の 整数 で あ る ｡

l l

注 . 既約 で ある こ とは必要 で す ｡ また , 逆 は
一

般 に 成り立ちま せ ん ｡

定理34 . 次 の 作図は 不 可能 で す｡

(1) α が 与えられたとき ,
α の 3 乗根は

一

般 に作図 で きま せ ん ｡

(2) 角が与えられたと き, そ の 角の 3 等分線は
一

般 に作図 で きま せ ん ｡

(3) 単位 の 長さ 1 の み が与えられたとき
,

整数係数 の範囲 で 既約な
,

3 次の 整数係数方程式 の 解は作図 で き

ま せ ん ｡




