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0 はじめに

幾何学の歴史は数学の歴史と同じだけ遡れると言

えます.実際,紀元前 3世紀に成立 したユークリッ

ド原論は幾何学史のみならず数学史上最初の理論体

系をもった研究書です.ユークリッド幾何学はその

後2000年に渡って数学の分野において不動の座を占

めていましたが,19世紀半ばのボリヤイ ･ロバチェ

フスキーによる非ユークリッド幾何学の発見を経て,

さらに20世紀初頭に ヒルベル トらによって理論的

(公理論的)により完成された体系に再構築され,

また リーマンによるいわゆる リーマン幾何学という

より大きな枠の中で捉えられる様になっています.

しか しながら,初等 ･中等教育上の意義をあわせて

考えると,その論理的かつ体系的なユークリッド原

論の持つ純粋な魅力は失われるどころかより増 して

来ている様にさえ思われます.他方,ユークリッド

幾何学をより深 く的確に理解するには,やはりその

後の発展の歴史やより大きな枠を踏まえて捉えなお

すことがだいじであると考えます.この論文の目的

は,このような状況のもとでユークリッド幾何学に

おける基本概念である,長さ,角,面積,合同,棉

似および平行についての再考,また コンパスと定規

やオリガ ミの作図問題を理論的に捉えなおすこと,

非ユークリッド幾何学であるボリヤイ ･ロバチェフ

スキー幾何学を念頭に置いたユークリッド幾何学の

位置づげを出来るだけ分か りやす く概説することで

す.
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ユークリッド幾何学の魅力を多 くの万々に伝える

とともに,特に算数 ･数学教育に携わっている教員

の万々にこれらのテーマについての再考 ･熟考の機

会を与えることが出来ればと願っています.

1 絶対幾何学と三角形の合同

ユークリッド幾何学の完全な公理系は,結合,順

序,合同,連続および平行の 5つの公理から成 りま

す.最後の平行の公理を除いた公理系において,ユー

クリッド幾何学の線分,角などのほとんどの基本的

な概念が定義され,また合同の概念による図形の比

較が出来る様になります.この平行の公理を除いた

公理系を ｢絶対幾何学｣と呼びます.三角形の合同

条件はこの絶対幾何学における定理です.これに対

して,あとで見る様に,相似条件は平行の公理に依

存 したユークリッド幾何学の定理です.

さてよく知られている様に,三角形の合同条件は,

二辺爽角相等,二角爽辺柏等 (または二角と一辺相

等),三辺相等がありますが, これ らの証明に ｢三

角形の内角の和が二直角である｣ことは必要でない

ことに注意が必要です.三角形の合同条件の二辺爽

角相等は容易に示せます.次に,その他の三角形の

合同条件や内角に関する定理の証明に関 して基本に

なる次の補題を示 します.

[補題 1]三角形の外角はその内対角より大きい.

証明は下図の様に,辺 ACの中点Mを取 り,BM

の延長上 に Dを MD- BM となる様 に取れば

△ABM≡△CDM となることに依 ります.この補

題 1より次の命題 1が導けます.
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[命題 1]三角形の二つの内角の和は二直角7Cより

小さい.

また上図において,∠MBCまたは ∠MDCは

∠ABC の半分以下になりますから,同じ議論を繰

り返すことで次の命題 2も導けます.

[命題2]与えられた三角形に対して,同じ内角の

和を持ち,かつひとつの角がいくらでも小さい三角

形が存在する.

これら二つの命題より次の重要な定理 1が得られ

ます.

[定理 1]三角形の内角の和は二直角7Tより大きく

ない.

証明は背理法に依ります.すなわち,もしある三

角形で内角の和 Uが二直角7Tより大きいものが存在

すると仮定 しますと,61打より小さい角を持つ三

角形に対 して他の二つの内角の和が二直角より大き

くなり,これは矛盾です.

[注意]命題 1の応用として三角形の合同条件の二

角爽辺相等 (または二角と一辺相等)が示せます.

△ABCと△A′B′C′において,AB-A′B′,∠B

-∠B′,∠C- ∠C′とします.ABとA′B′,∠B

と∠B′を重ね合わせると,C′は直線BC上に釆ま

すが,CがC′に一致 しないとすると△ACC′の2

角の和が二直角7Cに等しいことになり命題 1に矛盾

します.

次にサッケリの四角形について述べます.線分
1

AB上に ∠A- ∠B-す7C,AD-BCとなる様に

線分AD,BCを取 り,頂点CとDを線分 CDで結

び,四角形 ABCDが作れます.これをサッケリの

四角形と言います.△ADC…△BCDより∠C-

∠Dが導けます.

ここで ∠C- ∠D-i7Tが成 り立つとは限らな

いし,AB-DCが成り立つとも限りません.実は,

一般に次の命題 3が成り立ちます.

[命題3]サッケリの四角形 ABCDにおいて,常に

∠C-∠D≦i7Tであって,さらに次が成り立つ.1
(i)∠C-∠D-77T⇔AB-DC

(ii)∠C- ∠D<i7T⇔AB<DC

まず,定理 1より∠C- ∠D≦i7Tが導かれま

チ.したがって,(i),(ii)の=〉を示せばよい.(ii)

を示 します.△CDAをDAがBC上に来る様に回

転させて,△ABC上に重ねると上図の様な状況に

なります.ここで △CDAを△EBCとして重ねて

います.△CEAは二等辺三角形で二つの底角は等

しいことから,頂点 Eは △ABCの外側にあり,

∠BEA< ∠EABが言えます. したがって,対応

する辺の長さに関してAB<EB,すなわちAB<

DCが示せました.(i)は容易に示せます.

サッケリの四角形 ABCDについてさらに次のこ

とが言えます.

[命題 4]サッケリの四角形 ABCDにおいて,吹

が成り立つ.

(i)AB-DC◇△ABCの内角の和 -TE

(ii)AB<DC◇ △ABCの内角の和 <7C
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んな三角形 Sもある ｢T]にふ くまれますから,

丁(T)- 0が成り立ちます.

3

(ii)の証明にはAB<DC⇔∠ACB<∠CAD

を示せば良いことに注意 します.上図において,

△CDAは ACが CAに くる様 に △ABC上 に

△AECとして重ねています.さて,△CBEは二等

辺三角形ですから,命題 3の証明と同様に頂点 E

は△ABCの外側にあり,AB<AE⇔∠ACB<
∠ACEが成り立ちます.(i)は容易に示せます.

[注意]命題 4は△CDAについても成り立ちます.

さて,｢平行の公理｣を除いた絶対幾何学におい

て三角形の内角の和について議論 してきましたが,

｢ある三角形の和が二直角7Cで,別の三角形の和が

7Tより小さい｣ことがあり得るかと言う疑問が生じ

ます.これに関して次の定理が成り立ちます.

[定理2]絶対幾何学において,次のいずれか一方

のみが成り立つ.

(i)すべての三角形についてその内角の和は二直角

7Cに等しい.

(ii)すべての三角形についてその内角の和は二直角

7Eより小さい.

証明には,ある三角形についてその内角の和が二

直角7Tに等しければ,すべての三角形についても同

様であることを示せばよい.三角形 Tに対 して,T

の内角の和 Oと二直角7Cの差7T-UをT(T)と置き

ます.常に 丁(T)≧ 0であり,Tを二つの三角形

TlとT2に分割 したとき,丁(T)-丁(Tl)+ 丁(T2)

が成り立つことに注意 してください. したがって,

｢T(T)- 0であって,三角形 SがTに含まれる

ならば 丁(S)-0｣が成り立ちます.また ｢丁(Ti)

-0を満たす三角形 Tiを隙間なく並べて出来る三

角形 Tに関 しても丁(T)-0｣が言えます.さて,

仮にある三角形 Tで 丁(T)- 0を満たす ものが存

在するとします.Tは直角三角形としてもよいこと

は明らかです.すると同じ三角形 Tを隙間なく並

べていくらでも大きい直角三角形 [T]が作れます

(まず二つのTで長方形が作れることに注意).ど

2 平行の公理と面積

二直線は共通点を持たないとき平行であると言い

ます.平行の公理は ｢与えられた直線とその上にな

い点に対 して,その点を通り与えられた直線に平行

な直線が唯一つ存在する｣と言うものですが,絶対

幾何学において,そのような直線は必ずひとつは存

在しますから,

(i)条件を満たす平行な直線が ｢唯一つ｣存在する.

(ii)条件を満たす平行な直線が ｢二つ以上｣存在す

る.

の二つの場合に分けられ,平行の公理は前者を公

理としたものと考えられます.平行の公理は次の様

に言い換えられます.

[平行の公理]二直線とそれらに交わる直線から出

来る同じ側の二つの内角の和が二直角より小さいと

き最初の二直線は同じ側で交わる.

ここで二つの内角の和が二直角であれば定理 1よ

り二直線は平行になることに注意してください.さ

て,平行の公理をこのように言い換えると,三角形

の内角の和との関連が見えてきます.

[定理 3]絶対幾何学において,｢すべての三角形

の内角の和は二直角打に等 しい｣が成り立てば ｢平

行の公理｣が成り立つ.したがって,上に述べた(i),

(ii)はそれぞれ定理 2の (i),(ii)に同値な ｢公理｣

である.

上図の様に,二直線 a,bに直線 Cが点AとBで

交わり,また ∠A+∠B<ZTと仮定 します.直線

b上に点BlをAB- BBlとなる様に取 り,点 B2

をABl- BIB2となる様に取り,以下同様に点B3,

B4,‥.を取って行きます.
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△ABBlは二等辺三角形ですか ら ∠BABl-

∠BBIA (これをOとおく).

△ABIB2 も二等辺三角形ですから ∠BIAB2-

∠BB2A-如 ,以下同様に,∠B2AB3- ∠BB3A

-加 ,一般に ∠B｡-1ABn- (i)n~10とな り,

∠BAB1-0,'∠BAB2- (1+i)∠O,∠BAB3-

(1+i+i)∠O,一般に ∠BAB｡-2(1-(i)∩)㊥

となる.これを続けると ∠BABnは20-7r-∠B

に近づき,仮定より7T-∠B>∠Aですからnを

十分大きく取れば直線 ABnは直線 aの上に来ます.

したがって直線 aは直線 bと交わることが言えま

す.

次に ｢多角形の面積｣について述べます.｢面積｣

とは,任意の多角形Fに対 して非負の実数 丁(F)を

対応させるもので,

(i)Fl- F2(合同)=〉丁(Fl)-丁(F2)

(ii)F-FIUF2=〉丁(F)-丁(Fl)+ 丁(F2)

(ただしFl,F2は内部を共有 しないものとする)

を満たすものと定義されます.例えば,三角形T

に対 してT(T)-7T一g(ここでUはTの内角の和)

と定めると,定理 2の証明において見た様に,絶対

幾何学における ｢面積｣を定義 します.ただし ｢平

行の公理｣のもとではすべての三角形 Tに対 して

丁(T)- 0となり無意味になります.｢平行の公理｣

を加えたユークリッド平面幾何学においては,サッ

ケリの四角形は長方形になり,同じ長方形を隙間な

く敷き詰めることが出来るので,一辺の長さ1の正

方形の面積を 1として多角形の面積が一意的に定ま

ります.実際,縦と横の長さがそれぞれ有理数 a,b

の長方形の面積は abで無 くてはならない し.a,b

が実数の場合もそれぞれいくらでも近い有理数が取

れることから,面積はやはりabとして一意的に定

まります.特に,三角形の面積がi (底辺×高さ)

で与えられることは明らかで しょう.

さて,ユークリッド平面幾何学において面積が定

義されたので,応用として有名なピタゴラスの定理

が証明できます.そ して三角形の相似条件に関係す

る次の平行線と比の命題が証明されます.

[命題 5]平行の公理が成り立つとする.下図にお

いて,AB-b,AC-C,AD-d,AE-eとおき

ます.このとき,BCJIDE◇ b:d-C:eが成 り

立つ.

△ABC と △ADCの面積比は b:dであ り,

△ABC と△ABEの比はC:eであることに注意す

ると,｢BCllDE◇ △BDCと△CEBの面積が等 し

い｣であることから示されます.

三角形の相似条件,二辺の比と爽角相等,二角相

等,三辺の比相等は命題 5より導けます.よくある

間違えは命題 5の証明に三角形の相似条件を使うこ

とです.それでは堂々巡 りになってしまいます.

次に,命題 5を平行の公理が成 り立たない,すな

わち三角形の内角の和が二直角より小さい場合に考

えてみます.下図において,直角三角形 ABCの斜

辺 ABの二等点 Dから底辺 BCに垂線を下ろしそ

の交点をEとします.このとき,EはBCの中点に

はなりません.実際,EC<BEとなります.なぜ

なら,直線 BC上にBE-EFとなる様に点 Fを取

ると,△DBFおよび△DFAは二等辺三角形になり,

1EC<EFく∋△ABCの内角の和が二直角 7Tより

小さい｣が言えます.実際,EC<EFとすると,

∠BFA- ∠BFD + ∠DFA <Ⅰ7C. したがって

∠A+∠B<∠BAF+ ∠B<Ⅰ7E.すなわち,

△ABCの内角の和が二直角より小さい.逆は容易

に示せます.

つまり,いわゆる l中点連結定理｣はユークリッ

ド幾何学のみで成 り立つ定理です.ところで,上図

において,明らかにDEHACですが,点 Dから辺

AFに垂線を下ろしその交点をG とすると△DBF

および △DFAが二等辺三角形ですからDGはDE
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とも直交 していますから,DEHAFでもあります.

つまり点 Aを通って直線 DEに平行な直線が 2本

以上あることになります.

同様に ｢ピタゴラスの定理｣もユークリッド幾何

学における定理です.1平行の公理｣が成 り立たな

いとして,｢ピタゴラスの定理｣が成 り立たない例

を挙げましょう.

β

上図の様に,△ABCは ∠Aが直角の二等辺三角

形とします.頂点 Aから底辺 BCに垂線を下ろし

その交点をDとします.ここでBD-DC,および

∠BAD- ∠CAD-i∠Aが成 り立ちます.BD-

DC- a,AD- bと置くと,｢a>b◇ i∠A>

∠B⇔△ABCの内角の和が2直角より小さい｣で

あることから,ピタゴラスの定理が成 り立たないこ

とが導けます. したがって,次の定理が得られまし

た .

[定理 4]絶対幾何学において,

｢平行の公理｣⇔ ｢三角形の内角の和が二直角｣

◇ ｢ピタゴラスの定理｣が成 り立つ.

[注意]面積に関して,定理 2で見た様に,三角形

Tに対 して T(T)-7T-6(ここで OはTの内角

の和)は面積を定義 します.実際,ボリヤイ ･ロバ

チェフスキー幾何学において l面 積｣は定数倍を除

いてこのかたちで与えられることが示されます.特

に,三角形の面積はその内角のみで決まってしまう

ことになります.

3 パッシュの公理とジョルダンの曲線定理

三角形の ｢内部｣をきちんと定義 しようとすると

その難 しさに気づかされます.l~三角形の各頂点と

その対辺の中点を結ぶ直線はその三角形の l内部｣

の1点で交わる｣の厳密な証明を与えるには ｢内部｣

をきちんと理解する必要があります.命題 3と命題

5

4の証明において,ある頂点が三角形の ｢外部｣あ

ることを使いました.定理 3おいては,三角形の頂

点からその三角形の ｢内部｣に入る直線はその対辺

と交わることを使いました.これらの直感的には明

らかであるが何となくしっくりしない主張はすべて

次の ｢パッシュの公理｣に帰着されることが分かり

ます.

[パッシュの公理]三角形 ABCのいずれの頂点も

通らない直線 Jは, 3つの辺 AB,BC,CAのいず

れとも交わらないか,その二つと交わって他の一つ

と交わらない.

lパッシュの公理｣は,点 A,B,Cが同一直線

上にあっても成 り立ちます.すなわち,

[命題 6]一直線上の 3点 A,B,Cのいずれにも

交わらない直線は 3つの線分 AB,BC,CAのいず

れとも交わらないか,その二つと交わって他の一つ

と交わらない.

証明は次の様になります.Jが線分ABと点Dで

交わるとし,/上にD と異なる点 Eを取る.線分

CEのE側 の延長上に点 Fを取る./が線分 BCと

交わらないとすると,△FBCに関 して/は線分FB

と交わる.△FABに関 して /は線分 FA と交わら

ない. したがって,△FACに関 して Jは線分 AC

に交わる.

｢パッシュの公理｣を使うと,任意の直線 /に関

して,直線 /にない点全体は共通部分のない2つの

領域 △+と △Jに分割されることが分かります.す

なわち,直線 /にない2点 A,Bが同じ領域にある
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のは線分 ABがJと交わらないときに限ると定義 し

ます.直線Jの点 QとJ上にないPを取り線分PQ

の Q側の延長上に点 Rを取ると,直線 Jにない点

全体は点 Pを含む領域 △ p と点 Rを含む領域 △ R

に分割されます . ｢パッシュの公理｣より2つの領

域は点P,Q,Rの取り方に依らずに定まります.

さて,角 ∠AOBの ｢内部｣を直線 OAの Bを

含む領域 △ B と直線 OBのAを含む領域 △ A の共

通部分と定義 します.また三角形 ABCの内部を直

線 BCのAを含む領域 △ A , 直線 CAのBを含む

領域 △ Bおよび直線 ABの Cを含む領域 △Cの共

通部分と定義します.

[命題7]半直線 OCが線分 ABと交われば点 Cは

角 ∠AOBの ｢内部｣にある.逆に,点 Cが角

∠AOBの ｢内部｣にあれば半直線 OCは線分 AB

と交わる.

半直線 OCが線分ABと点Dで交わるとすると,

線分CDおよび線分BDは直線 OA と交わらないの

で点 Cは領域 △ B にあり,同様に領域 △ A にある

ことが分かります.逆の証明はその対偶 ｢半直線OC

が線分ABと交わらないならば点Cは角 ∠AOBの

｢内部｣に属さない｣を示 します.半直線 OCが直

線ABと点Dで交わるときは明らかに点 Cは直線

aに関 して △ B に属 しません.半直線 OCが直線

AB と交わらないときは点 Cは直線 bに関して △ A

に属 しません. したがって,どちらの場合も点 C

は角 ∠AOBの ｢内部｣に属 しません.

[注意]命題 7によって例えば,｢三角形の各頂点

とその対辺の中点を結ぶ直線はその三角形の ｢内部｣

の1点で交わる｣の厳密な証明が与えられます.各

頂点とその対辺の中点を結ぶ線分は三角形の ｢内部｣

にあるから,まず 2中線の交点をGとし,もうひ

とつの中線もGを通ることを示せばよい.
1

[命題 8]三角形 ABCはその上にない点全体を

｢内部｣と ｢外部｣に分割 し,内部の点 Pと外部

の点Qを結ぶ線分 PQは必ず三角形 ABCと交わる.

証明は次の様になります.半直線PQは,三角形

の頂点 A,B,Cのいずれとも通らないとすると,

∠APB,∠BPC,∠CPAのいずれかの内部に含ま

れる.点 Qは直線AB,BC,CAに関して点Pと異

なる領域に属 しているから線分 PQは辺 AB,BC,

CAのいずれかと交わる.

命題8の多角形への一般化は ｢ジョルダソの曲線

定理｣と呼ばれる単純閉曲線に関する トポロジーの

有名な定理の特別な場合になります.

[定理 5]多角形 AIA2･･･A｡はその上にない点全

体を ｢内部｣と ｢外部｣に分割 し,内部の点 Pと外

部の点 Qを結ぶ線分 PQは必ず多角形 AIA2･･･A｡

と交わる.

証明は次のアイデアに基づいて示せます.多角

形 AIA2･･･A｡上を動点 Qが頂点 AlからA｡を

通って Alに戻るとき,内部の点 Pに対 しては,

∠AIPA2, ‥ . , ∠A｡PAlの和 T(P)は角度の正

負を考慮に入れると丁度 27Tに成 ります.一万,外

部の点Pに対してはて(P)は0になります.そこで,

多角形 AIA2･･･A｡の ｢内部｣ ｢外部｣をそれぞ

れT(P)が 27T,0になる点の全体と定義すればよ

いと分かります.

まず多角形AIA2･･･A｡から十分離れたところに

点 Pを取れば明らかに丁(P)は0です.点 Pから

多角形 AIA2･･･A｡のどの頂点を通らずに,また

どの辺とも平行にならない様に多角形AIA2･･･A｡

と交わる半直線PQを引きます.半直線PQが最初

に交わる辺との交点をR とすると線分 PR上では

丁は0のままで,交点 Rを超えるときにTは0か

ら7Tに変わります.点 Pを改めて交点Rの十分近

くに取 り,点 Q も交点 Rの十分近 くに取 って

I(Q)- 7Cと出来ます.

A2
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さて,まず多角形AIA2･･･A｡の各辺AiAi+1の

両側に辺AiAi+1に平行かつ十分近くに辺A'iA'i+1と

辺A'i'A'i'+1を取りそれらを繋いで多角形A'lA'2･･･A'n

および多角形 A'1'A';･-A'Lをそれぞれ点 p,点 Q

を通 り,多角形 AIA2･･･Anと交わらない様に作

ります.多角形 A'lA'2･･･A'n上では Tは 0,多角

形 A'1'A';･･･AIL上ではTは7Eです.

丁(P′)- 0である点 P′は点 Pと ｢外部｣に含ま

れる折れ線で結べることを示 します.実際,上の議

論で点 Pを定めたときの様に,点 P′から半直線を

多角形 AIA2･･･A｡と交わる様に取 り,その最初

に交わる点をR′とします.線分R′p′上では7- 0

ですから,線分 R′p′またはその P′側の延長と多

角形 A'1A'2･･･A'nとの交点を Tとすると,線分

p′T上で 7-0です. したがって点 P′は点 Pと

｢外部｣に含まれる折れ線で結べることになります.

同様に して,丁(Q′)-0である点 Q′は点 Q と折

れ線で結べることが示せます.

最後に,I(P')- 0である点 P'とT(Q′)-7Tで

ある点 Q′を結ぶ折れ線は必ず多角形 AIA2･･･A｡

と交わることを示 します. しかし,折れ線上の十分

小さい部分では,上で議論 した様に丁が変わるのは

多角形 AIA2 ･- A｡と交わるときですから,もし

この折れ線が多角形 AIA2･･･A｡と交わらなけれ

ばどの小さい部分においてもては変化 しないはずで

す. したがって全体としても丁は変化 しないことに

なり仮定の T(P')-0かつ T(Q′)-7Tに矛盾 しま

す.

4 作図問題とオリガミの幾何学

ユークリッド平面における ｢作図問題｣とは ｢与

えられた有限個の点 (図形)から有限回のある決め

られた操作で,ある新たな点 (図形)が作図できる

か｣という問題です.コンパスと定規による作図問

題が歴史的にも有名です.平面上の点 (X,y)を複

素数Ⅹ+yiで表 し,作図可能な複素数点全体が四

則演算について閉じていれば,問題を代数的に扱う

ことが出来ます.例えば ｢与えられた角の3等分は

コソパスと定規による作図可能か｣の問題は,代数

の問題に帰着され,比較的容易に答えることが出来

ます.すなわち,与えられた 2点 0,Eをそれぞれ

原点と1に対応させ,実軸,虚軸を取 り複素座標が

導入出来ます.作図可能な複素数α,βに対 してα

±β,αβ,α/βは作図可能であることは容易に示

せます. したがってコソパスと定規による作図可能

7

な複素数全体は四則演算について閉 じたいわゆる

l体｣を成すことが分か ります.特に有理数 Qや

有理複素数 γ-p+qi,(p,q∈Q)は作図可能で

す.その他にもJ官や一般にJす,(p∈ Q) も作図

可能です.

さて,コンパスと定規による作図は,与えられた

点 pを中心として与えられた半径の円 rを描き,

直線や別の円との交点を求める操作ですから,与え

られた複素数αi,β ｣ (i,j- 1,2,‥.)と正の実数

rjに対 して,直線の方程式 :αi盲+面 Z-βi,円の

方程式 ‥lz-crl,7- r,?の共通根を求める問題にな

ります.ところが,円の方程式達の2次の係数はす

べて 1ですから,円の方程式は一つだけの場合に帰

着され, したがって連立 2次方程式の根を求める問

題に帰着されます.逆に連立 2次方程式の根は (存

在すれば)コソパスと定規により求められることは,

与えられた複素数αに対 してlcr-が作図可能である

ことから明らかで しょう.

結局,複素数 βがコンパスと定規による作図可能

であるのは,有理複素数百 に,ある百 係数の 2次

方程式の根α1(α1E Q)を ｢付加｣ して出来るQ

の拡大体 Kl- Q(α1),Kl係数の2次方程式の根

α2(α2声 Kl)を ｢付加｣ して出来るKlの拡大体

K2- Kl(α2),と拡大体の列 Ki,i- 1,2,‥.を

取って, β∈K｡となるK｡が存在するときかつそ

のときに限る,ということに成 ります.ここで,拡

大体 Kl-香 (α1)とは,p+qα (p,q∈Q)全体

の複素数のことで,Qを含む ｢体｣であって,Q

上のベクトル空間として次元は2です. したがって

K｡のQの次元は2nです.このことから3次方程式

式は一般にコンパスと定規による作図不可能である

ことが分かります.なぜなら既約な3次方程式の根

を ｢付加｣ した拡大体は一般にその係数体上 3次

または6次のベクトル空間になるからです.例を挙

げ る と, 3次方程 式 Ⅹ3 1 2- 0の根 はr2,

は2次万程

式 x2 + Ⅹ+1- 0の一つの根で,Kl- Q(a),

K2- Kl(彩官)とおくと,Klは百 の2次の拡大体,

K2は Klの 3次の拡大体に成 ります.上の議論よ

は作図不可能です.

次に,オリガミによる作図の問題について考えて

みます.オリガミの ｢折る｣操作は折線を作ること

と考えると,(1)2点A,Bを結ぶ折線,(2)点 Aを

点Bに重ねる折れ線,(3)2点 A,Bと直線 a,bに
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対 して,点 Aを直線 aに重ね,かつ点 Bを直線 b

に重ねる折れ線,を作図することと考えられます.

藤田文章民らの考案による ｢オリガミの公理系｣の

原型にはこれら以外に(4)直線 aを直線 bに重ねる

折れ線,(5)点 Pを通 り直線 Jに垂直な折れ線,

(6)点 A と直線 a,bに対 して,点 Aを直線 aに重

ね,かつ点 bに垂直な折れ線,(7)2点 A,Bと直

線 aに対 して,点 Aを直線 aに重ね,かつ点 Bを

通る折れ線,が含まれています.ただし,これから

見る様に,これらは上の3つの操作によって作図可

能です.また,これらの 3つの操作の中で,特に

(3)がオ リガミ独自の操作と思われますので,後で

考察する ｢オリガミの幾何学の公理系｣において,

(3)を ｢オリガミの公理｣として扱います.

まず,(1),(2)だけで作図可能な点 (図形)につ

いて考察 します.

[補題 2]2点 A,Bを結ぶ直線 /上に,A,Bの

中点 C,および Bを中点とする点 Dは作図可能.

(2)よりA,Bの中点 Cは作図可能.直線 J上にな

い点 Pを取 り,線分PAの中点 L,線分 PLの中点

M,および線分 PBの中点Nを取る.直線 MNとJ

の交点 D′とするとAB- CD′が成 り立つ.同様

にして,CD′-BDを満たす点Dを取ればよい.

[補題 3]直線 J上にない点 Pを通ってJに平行な

直線 mは作図可能.

直線 J上の点 A,Bに対 し,点 Q を点 Pが線分

QAの中点となる様に取 り,点 Pと線分 QBの中

点Rを結ぶ直線をm とすればよい.

[補題 4]直線 J上にない点 PからJへの垂線 m

は作図可能.

直線 J上に垂線 m′を取 り,点 Pを通 りm′に平

行な直線をm とすればよい.

[補題 5]直線 J上にない点 Pの Jに関する対称点

Q (鏡映点)は作図可能.

点 PからJへの垂線 m を取 りJと交点を Rとす

る.補題 2よりm上にRを中点とする線分 PQを

取ればよい.

[注意](5)は,補題 4から明らかに作図可能.(6)

は,点 Aを通 りbに平行な直線 Jを取 りaとの交

点をBとし,(2)を使えばよい.(7)は,(3)において,

点 Bが直線 b上にある場合にあた ります.さらに

(4)は,次の補題に示す様に(1),(2)および(7)から,

したがって(1),(2),(3)から導けることになります.

[補題 6]直線 a,bの2等分線 Jは作図可能.

直線 a,bが点 0で交わっているとき,a上に 0

以外の点 Bを取ると,(7)よりBを bに重ね 0を通

る直線 Jが作図可能.a,bが平行なとき,補題4よ

り,a上の2点 Al,A2からbへ下ろした垂線の足

をそれぞれ Bl,B2とする.線分 AIBlの中点と線

分A2B2の中点を結ぶ直線 /は作図可能.

以下,(3)(および (7))について詳 しく考察 しま

す.

まず,(7)の ｢2点 A,Bと直線 aに対 して,点 A

を直線 aに重ね,かつ点 Bを通る折れ線｣はAを

焦点とLaを準線とする放物線の接線で Bを通る

ものを求めることになります.下図において,0を

原点とすると,A(0,1),a:y--1,B′(0,-r)

に対 して,作図された点 A′の Ⅹ座標がちょうど

2Jrになります.放物線はy- 与x2で与えられま

す.

A ′′

′
′

′y

＼ ′
′

′

0 .′′′＼

β/′′′ ′′ A/＼ α

[注意]上の図で,点 Bが放物線の上側にあると

きは明らかに接線は引けません.つまり,この (7)

の作図はいつでも可能とは限らない.
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次に,(3)｢2点 A,B と直線 a,bに対 して,点

Aを直線 aに重ね,かつ点 Bを直線 bに重ねる折

れ線｣はAを焦点とLaを準線とする放物線とB

を焦点とLbを準線とする放物線との共通接線を

求めることになります.(7)はBが b上にある場合

として含まれます.ただし,次の補題で示す様に,

(3)の作図は常に可能です.(7)の作図は条件がより

強い訳です.

[補題 7]2つの放物線 γ1,γ2は,それらの準練

が平行である場合を除いて少なくとも一つ共通接線

が引ける.

一般に,平面上で直線が曲線に接 しているという

ことは,平面上のアファイソ変換 :

Ⅹ- cllX′+ C12y′+ dl,y- C21Ⅹ′+ C22y′+ d2,

ここで (ciJ)は2次正則行列,によって変わ りま

せん. したがって,はじめから2つの放物線の準線

は直交 していて,さらに, γ 1, γ2は

γ1‥Ⅹ-去y2,γ2:y-i(Ⅹ-p)2- q

のかたちであると出来ます.共通接線の傾き右

γ1との接点を (1
r

X
2

1

2

y

X

,yl),γ 2との接点を (Ⅹ2,y2)

とすると,i- 2V芋Ii(x2l p)が得られます.

これにより,i′し Ⅹ1)- (y2- yl)を)の万程

式に書き直すと,

} 3+ pj 2+ q}+r- 0

が得られ,この3次方程式の実解に共通接線が対応

することになります.3次方程式は少なくとも一つ

の実解を持ちますから,少なくとも一つ共通接線が

引けることになります.

β

[注意]与えられた実係数 p,q,rに対 して上の3

次方程式の実解が(3)によって求められます.

以上の議論によって,与えられた実係数の2次お

よび3次方程式の実解が,オリガミの l折る｣操作

9

によって求められることが分かりました.作図可能

な複素数はその実部と虚部がともに作図可能な実数

ですから,複素係数の2次および3次方程式の場合

も実係数の場合に帰着されます.

結論として,オリガミによる作図可能な複素数全

体は,平方根および立方根をとる操作で閉じた複素

体Cの最小な部分体ということになります.

5 ユークリッ ド平面幾何学の公理系

オリガミの l折る｣操作はユークリッド平面上の

合同変換としてみると ｢鏡映｣と見なせます.良く

知られている様に,平面上の合同変換 (例えば,平

行移動,回転,斜行)は ｢鏡映｣の積で表されます.

この最後の節において,ヒルベル トの ｢公理系｣と

はひと味違った,クライン流の ｢変換群｣を幾何学

の中心に据えて,より直感的な ｢ユークリッド平面

幾何学の公理系｣を考察 します.

｢群｣とはその上に演算を持った集合 Gで,演

算に関して,

(1) 任意の f,g,h∈Gに対 して,(f･g)･h-

f･(g･h)(結合律)の成立,

(2) 任意の g∈Gに対 して,g･e- e･g- gを

満たす単位元eの存在,

(3) 任意の g∈Gに対 して,g･g~1- g~1･g-

eを満たす道元 g~1の存在,

が成 り立つものです.

集合上Ⅹ上の ｢群 Gの作用｣ とは,g∈Gと

Ⅹ∈Ⅹに対 して, g･Ⅹ∈Ⅹが定 ま って, (i)

(g･h)･Ⅹ- g･(h･Ⅹ),(ii)e･Ⅹ- X,が成り立

つものです.任意のⅩ∈Ⅹに対 して g･Ⅹ- Ⅹなら

ば,g-e,が成 り立つとき,作用は ｢効果的｣で

ある,任意の Ⅹ,y∈Ⅹに対 して,g･Ⅹ - yと満

たす g∈Gが存在するとき ｢推移的｣であると言

います.任意の g∈GはⅩ上の変換 (上への 1対

1写像)を定めます,効果的かつ推移的なGをⅩ

上の ｢変換群｣といいます.

[ユークリッド平面幾何学の公理系]

点の集合Pと直線の集合L及びPとL上の変換

群 Gで次の公理を満たしているものを考える.

(1) ｢2点 A,Bに対して直線 JABが唯一に定まる.｣

このとき2点 A,Bは直線 JAB上にある,または

直線 JABは点 A,Bを通るという.

(2) ｢一直線上にない点が存在する.｣
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(3) ｢直線 JとJ上の点 Pに対して共通部分のない

l+,l- (l+,l~≠¢)が定まって,l-(PI-

l~Ul+が成り立つ.｣l+,l~をPから出る半直

線という.Aから出るBを含む半直線をl去,B

から出るAを含む半直線をl言として,l三nl言
を線分ABという.

(4) ｢線分 AB内の点 Cに対して,JAB上の点 D,E

で,DCはAを,CEはBを含むものが存在する.｣

(5) ｢[パッシュの公理]が成り立つ.｣

(6) ｢直線 Jに対して次の条件を満たす変換 ⑳/が

存在する.｣

(i)012- I

(ii)◎吊 - Ⅰ

(iii)◎ l(△+)-△-

(iv)O l(lAB)- l◎L(A)◎′(B)

(7) ｢◎ (P)-P,◎ (l;)-l吉を満たす変換 ⑳

は,恒等変換 lまたは ◎lに限る,｣ただし,l;,

l;はPから出る半直線.

(8) ｢2点 A,Bに対 して Ol(A)-Bを満たす直

線 Jが存在する.｣

(9) ｢変換群 Gは (◎ll,l∈ Lで生成される.｣す

なわち,任意の変換 ◎は有限個の ◎ /(J∈L)の

積で表せる.

(10) ｢2直線 a,bに対 して ◎ l(a)-bを満たす

直線 Jが存在する.｣

㈹ ｢[平行の公理]が成り立つ.｣

｢ユークリッド平面幾何学の公理系｣は,さらに

[連続の公理]を加えたものです.｢オリガミの幾

何学の公理系｣は(10)を次の公理で置き換えたもの

です.

[オリガミの公理]2点A,Bと交わる2直線 a,b

に対 し,直線 Jで ◎ /(A)が a上に,◎ ′(B)が b

上にあるものが存在する.

(1)から(5)までは結合 ･順序の公理,(6)から(10)

までは合同の公理にあたります.まず,結合 ･順序

の公理から,直線上の順序を定義します.

[補題 8]線分 ABに対 して,点 Cが AB上にあ

る為の必要十分条件は,Cから出る半直線l;,lさ

がA∈ l岩,B∈ lさを満たすことである.

C∈ABとすると,B,C∈l三かつA,C∈l言
が成り立つ.公理 (4)より,点 D,Eが存在 して,

A∈ lさ,C∈l吉,かつB∈lE,B∈l言が成り立

つ.同様に,逆も成り立つ.

[補題 9]点Cが線分 AB内にあるとき,線分 AC

および CBは線分 ABに含まれる.

ACnCB-¢ゆえ,パッシュの公理より,P∈

ACならばP∈AB,P∈CBならばP∈ABが成

り立つ.

[補題10]直線 l上の点 0(与関する半直線 l'(l~)

上の2点A,Bに対して,AB⊂J+(J~)が成り立つ.

A∈l言な らばA∈OB,A∈l吉な らばB∈

OAが成り立つ.補題9より,それぞれAB⊂OB,

BA ⊂ OAが成 り立ち,OB⊂l+,OA ⊂l+であ

るから,AB⊂l+が成り立つ.

[命題 9]直線 l上の点0から出る半直線をl+,l~

とする.0においてJと交わる直線 mに関する領域

を△+,△-とすると,l+-△+nl,l--△~nl,

または,l+-△~nl,l--A+nlが成り立つ.

/十,J~からそれぞれ点A,Bを取ると,線分 AB

はm と0で交わるからA,Bはm に関して異なる

領域に属 します.A∈△~,B∈△+とします.捕

題10より,P∈ J~に対 しAP⊂仁であるか ら,

P∈△-,すなわちI-⊂△~.同様にして,l+⊂△+.

したがってl+-△+nl,l~-△~nlが成り立つ.

直線 J上に次の様に ｢順序｣を定義します.すな

わち,直線l上の点0を取り0から出る半直線l+,

l~を定めます. 2点 A,Bに対 して,A,B∈l+

のときは線分 OBがAを含むとき,A,B∈J~と

きは線分 AOがBを含むとき,およびA∈｢,

B∈l+のとき,A <B,と定義します.

補題10より, A,B∈ l+のとき,A ∈OBまた

はB∈OAが成 り立つから,それぞれA<Bまた

はB<Aが成 り立つ.他の場合も同様.したがっ

て, 任 意 の 2点A,Bに対 してA<Bまた は

B<Aが成り立つ.推移律A<BかつB<Cなら

ばA<Cも容易に示せます.A<BまたはA-B

のときA≦Bと定義すると,直線 Jは ≦における

｢全順序｣を定める.

[注意]次の補題より,A,B∈ l+(l~)に対して,

A≦B ◇ OA⊂OB (OA⊃OB)が成り立つ.

[補題目]任意の線分 ABは室でない.特に,OA

-OB⇔ A-Bが成り立つ.

直線 JAH上にない点 Cを取 り,線分 ACのC側

の延長上に点Dを取る.線分DBのB側の延長上

に点Eを取 り,CとEを結ぶ直線をm とする.こ
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のとき,三角形 DABにおいて,m はDA とCに

おいて交わ り,DBとは交わらない. したがって,

パッシュの公理より,m はABと交わる.

集合L上の ｢全順序≦｣とは,任意のA,B∈L

に対 して A≦B または B≦A が成 り立 ち,

(1)A≦A,(2)A ≦B,B≦C⇔ A ≦C,(3)A≦B

かつB≦AならばA-B,が成り立つときをいう.

全順序集合 iL;≦)において,部分集合M の任

意の元 Ⅹ に対 して Ⅹ≦m (Ⅹ≧m)を満たす m ∈

M を M の最大元 (最小元)という.全順序集合

(L;≦)が ｢連続｣である とは,M の任意の

｢切断｣,すなわち二つの部分集合M,N(M nN-0,

L-M UN)で,佳意の (Ⅹ,y)∈M XNに対 し

てⅩ≦yを満たすものに対 して,M の最大限 m ま

たはNの最小元 nのいずれか一万のみが存在する

ときをいう.

[連続の公理]直線は順序 ≦に関して連続である.

[注意]整数 Zの任意の切断は最大元,最小元を

持つ.有理数 Qの切断で最大元,最小元を持たな

いものがある.実数 Rは連続な全順序集合である.

同一直線上にない点 0 と2点 A,Bに対 し,直

線 l.AのBを含む領域を△三,直線 l｡BのAを含む

領域を△言として,△三∩△言を角AOB (∠AOB

と表す) という.直線 l,m が垂直であるとは,

⑳ l(m)-m,O m (l)-lが成 り立つときをいう.

任意の直線 /と点 Pに対 し,PからJへの垂線が唯

一存在する.

[注意]線分ABは単に点A,Bの対 〈A,B)と定

義 して,その内部を公理 (3)にある様に定義 しても

よい.同様に,角AOBも,点 0から出る半直線

l+,m+の対 〈l+,m+)とも定義出来ます.三角

形 ABCは単に3点集合 〈A,B,C)としても, 3

頂点 A,B,Cと3辺 AB,BC,CA から成る集合

(図形)としても定義出来ます.

次に,｢合同｣の概念を導入 します.線分 ABと

線分 CDが合同 (AB…A′B′) とは,変換 ⑳で

◎(A)- A′,⑳(B)- B′となるものが存在すると

きとします.このとき,公理 (6)より⑳ は直線 JAB

を直線 JA･B･に移 します.また公理 (7)より,この様

な変換 ◎ は◎′AB または ◎ ′A′B･を除き一意的に

決まります.∠AOBと∠A′0′B′が合同 (∠AOB

… ∠A′0′B′)とは,変換 ⑳で ⑳(l.'A)-l吉,̂′,

◎ (l.'B)- l吉,B･となるが存在するときとします.

ll

ただし,ここで塩 は直線 J｡AのAを含む半直線,

l.'B は直線 l｡BのBを含む半直線を表す.

三角形 ABCが三角形 A′B′C′が合同 (△ABC

… △A′B′C′)とは,変換 ⑳ で ◎(A)- A′,

◎(B)-B′,◎(C)-C′となるものが存在すると

きとします.このとき,◎(AB)-A′B′,⑳(BC)

-B′C′,◎(CA)-C′A′が成 り立ちます.三角

形の合同条件の一つ ｢二辺爽角相等｣を示 します.

[補題12]任意の線分ABと点 0から出る半直線

l+に対 し,l+上の点 Cで AB…OCとなるものが

一意的に存在する.任意の角 AOBと点 0′から出

る半直線 J十に対 し,点 0′から出る半直線 m十で,

A′,B′をそ れ ぞ れ l+,m+か ら取 る と,

∠A′0′B′≡ ∠AOBとなるものが ⑳/を除いて一

意的に存在する.

公理10より,直線 IAHを直線 lに移す変換を取 り,

さらに公理 (8)より⑳(A)を 0に移す変換を取る.

必要があればさらに点 0 におけるJの垂線桝に関

する ◎mを取って,Bはl+上の点 Cに移すことが

出来る.補題11より,点 Cは一意的に定まる.角

の場合も同様にして示すことが出来ます.

[命題10]△ABCと△A′B′C′において,AB…

A′B′,AC…A′C′,∠BAC… ∠B′A′C′ならば,

△ABC≡ A′B′C′.

線分 ABを線分 A′B′に移す変換 ◎ を取る.必

要であれば ⑳ lA,B′をさらに取ると,⑳(lAC)とIA′C･

は JA′B′に関 して同 じ領域に属する様に出来る.

∠BAC…B′A′C′より,JAC - JA･C･となり,さら

にAC…A′C′であることから,⑳(C)-C′でな

くてはならない.

公理(8)より,任意の線分 OEの中点M が存在す

る.またCをBに移す変換によりAはBがANの

中点となる様な点Nに移る.繰 り返すことで,任

意のm,n∈Nに対 して,mABおよび÷ ABが
敬れる.したがって,線分OEの長さを1として直

線上の点と有理数が 1対 1対応が取れます.1連続

の公理｣より直線と実数 Rの全順序集合としての

1対 1対応が存在することが分かります.

[注意]直線とRが全順序集合として同型である

ことは,(平行の公理を除いた)絶対幾何学におい

て成り立つ性質です.

オリガミの公理系は ｢連続の公理｣の独立性を示

しています.すなわち,l連続の公理｣が成 り立た
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ない ｢モデル｣として ｢オリガミの幾何学｣を捉え

ることが出来ます.一万,｢ユークリッド平面幾何

学の公理系｣はその ｢モデル｣が一意的に定まり,

その意味で ｢完備｣であるといわれます.1オ リガ

ミの幾何学｣は可算集合上のモデルであり,より身

近な幾何学といえます.
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