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概要

真空のアインシュタイン方程式の解として, 回転するブラックホールを表すカー時空が知ら
れている. ここでは, このカー時空において, 光の軌道を表すヌル測地線を具体的に調べ, 図示
する. 赤道面内の軌道だけでなく, カーター定数が値をもち軌道が平面内におさまらないよう
なものについても計算し, 3次元的なプロットを行う. 特に, 無限遠からやって来て再び無限遠
に去っていくような, ホライズンの外側の光の軌道の湾曲の様子を調べる.

1 はじめに

アインシュタインによって一般相対論が提唱されて 100年経過した現在, 重力波の直接観測もなされ, そ

の正しさがさらに確かなものとなってきている. したがって, 自然界の様々な現象を理解するために, 一般相

対論を用いて記述される現象を, 数学的観点からだけでなく, 数値的にも詳しく具体的に調べておくことは

有用である. ここでは, 真空のアインシュタイン方程式の解で, 我々の宇宙に多く存在すると考えられてい

る, カーブラックホールに着目し, そのホライズンの外側での光の軌道（ヌル測地線）を調べた. 特に, 平面

内の軌道だけでなく, 3次元的な軌道をとるものについても, 楕円積分等を用いた解析的な表式をあらわに書

き下し, それに基づく数値的プロットを行った.*1 数式を用いて表すことだけでなく, これを用いて具体的に

図示することは, 直観的に物理現象を理解するのに役に立つと期待される.

以下の節では, まず, カー時空とその測地線方程式について簡単にまとめる. 次に, ヌル測地線を積分して

具体的に定めるために, 場合分けをして, それぞれ調べ図示をする. 特に, 赤道面内 θ = π/2の軌道に限る場

合は, やや詳しく述べる. θ ̸= π/2の場合については, 簡単のため ℓ = 0の場合について記述する.

なお, 本稿では, 万有引力定数 Gと真空中の光の速さ cをともに 1とする幾何学単位系を用いる.

2 カー時空の計量

カー時空の計量*2 は, ボイヤー-リンキスト座標 (t, r, θ, ϕ)を用いて

ds2=−
(
1− 2Mr

ρ2

)
dt2− 4Mar sin2 θ

ρ2
dϕdt+

ρ2

∆
dr2+ρ2dθ2+

(
r2+a2+

2Mra2 sin2 θ

ρ2

)
sin2θdϕ2, (1)

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ, ∆ = r2 + a2 − 2Mr (2)

と表される. (M,aは, それぞれ質量, 角運動量に対応する定数.) これは次のように書き換えられる [5]：

ds2 = −∆

ρ2
(dt− a sin2 θdϕ)2 +

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2 +

sin2 θ

ρ2
((r2 + a2)dϕ− adt)2. (3)

*1 本研究は 2015年度に著者らが行った卒業研究 [1]のゼミに基づくものであり, それ以前の卒業研究 [2], [3]の続きに相当する.
*2 カー時空の入門的な解説等は, 例えば [4]参照.
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このことに注意して, wα ∼ dxα とみなす座標基底の「双対ベクトル基底」{wα}[6] を用いて, (3)から読み

取れる新たな基底 {wα̂} を次のように定義する: wt̂ =
√
∆
ρ (wt − a sin2 θwϕ), wr̂ = ρ√

∆
wr, wθ̂ = ρwθ,

wϕ̂ = sin θ
ρ ((r2 + a2)wϕ − awt). ここで ∆ > 0としており, これは, ホライズンの外側の無限遠方を含む

領域である. 基底とその双対基底について, 「内積」：⟨ , ⟩ の関係は ⟨wα, eβ⟩ = δαβ , ⟨wα̂, eβ̂⟩ = δα̂
β̂
と

なることに注意して, 座標基底 {eα} から正規直交基底 {eα̂} を作ると et̂ =
(r2+a2)et+aeϕ

ρ
√
∆

, er̂ =
√
∆
ρ er,

eθ̂ = 1
ρeθ, eϕ̂ =

a sin2 θet+eϕ

ρ sin θ が得られる. 実際, ベクトルの内積の関係：eµ · eν = gµν から, eµ̂ · eν̂ = ηµ̂ν̂

となることが確かめられる.

一般に, リーマン曲率テンソルの座標基底成分 Rµνρσ は, 計量テンソル ds2 = gµνdx
µdxν と, それから決

まるクリストッフェル記号 Γµ
νρ = 1

2g
µλ(∂νgλρ+∂ρgλν−∂λgνρ)を用いてRµνρσ = 1

2 (∂ν∂ρgµσ+∂µ∂σgνρ−
∂ν∂σgµρ − ∂µ∂ρgνσ) + gτλ(Γ

τ
µσΓ

λ
νρ − Γ τ

µρΓ
λ
νσ) のように表されるものであり, Rµνρσ = −Rνµρσ =

−Rµνσρ = Rρσµν , Rµνρσ +Rµρσν +Rµσνρ = 0 という対称性をもつ. カー時空 (1)の場合に, リーマン曲率

テンソルを具体的に計算し, 正規直交基底で表したもの：Rα̂β̂γ̂δ̂ = (eα̂)
α(eβ̂)

β(eγ̂)
γ(eδ̂)

δRαβγδ のうち, ゼ

ロでない成分は (対称性による重複を除き) Rθ̂r̂θ̂r̂ = Rϕ̂r̂ϕ̂r̂ = −Rt̂θ̂t̂θ̂ = −Rt̂ϕ̂t̂ϕ̂ = − 1
2Rϕ̂θ̂ϕ̂θ̂ = 1

2Rt̂r̂t̂r̂ =

−Mr
ρ6 (r2 − 3a2 cos2 θ), Rt̂r̂ϕ̂θ̂ = 2Rt̂θ̂ϕ̂r̂ = −2Rt̂ϕ̂θ̂r̂ = − 2Ma cos θ

ρ6 (3r2 − a2 cos2 θ) となる.*3 これらの式か

ら 座標基底による ∆ = 0 (ホライズン) での見かけの発散は消えているが, ρ = 0 となる場所 (r = 0かつ

θ = π/2) では発散しており, これが時空の実特異点になっていることがわかる.

この式から, さらにリッチテンソル Rα̂β̂ = ηγ̂δ̂Rγ̂α̂δ̂β̂ を求めると, 全てゼロになる. これはカー計量 (1)

が真空のアインシュタイン方程式: Rµν − 1
2gµνR = 0 を満たすことを意味する. なお, 上記において, 途中

で ∆ > 0の場合の式を書き下したが, ∆ < 0の領域でも同様にして, (1)が真空のアインシュタイン方程式

を満たすことを確かめられる.

3 カー計量における測地線方程式

カー計量 ds2 = gµνdx
µdxν から, ボイヤー-リンキスト座標 (t, r, θ, ϕ)で, 測地線を手計算で書き下すのは

ラグランジアン L = 1
2gµν ẋ

µẋν（ここで ˙ ≡ d
dτ とした）に対する変分原理: 0 = δ

∫
dτLで求めるのが簡単

である. 質量をもつ粒子の場合 τ は固有時を表し, 質量ゼロの場合は τ の代わりにアフィンパラメータ λを

用いる. 測地線方程式は, 作用の変分の δt, δr, δθ, δϕの係数に対応する, 4つの 2階常微分方程式からなる.

一般に, L の値自身が, 測地線に沿って一定である. つまり, (gµν ẋ
µẋν)˙ = 0. これより, 測地線上

gµν ẋ
µẋν = q (qは定数)とかける. 質量をもつ粒子の場合は (固有時の定義から) q = −1, 質量ゼロの光子

の場合は q = 0 である. カー時空の対称性から, 2 つのキリングベクトル et, eϕ がある. これに対応して

e ≡ −gtµẋ
µ, ℓ ≡ gϕµẋ

µ が保存される. 実際, 測地線方程式のうち 2つを使うと, これらが保存量であること

がわかる.*4 このことは逆に, q, e, ℓが測地線方程式を解くときの積分定数であることを意味する. 赤道面:

θ = π/2に限った運動を調べる場合は, シュワルツシルト時空の場合と同様に, これら 3つの積分定数を用

いれば, 1次元非相対論的力学のポテンシャル問題に帰着する. 赤道面に限らない場合, もう一つ積分定数が

あると便利である. 実際, カー時空の場合, そのような定数 K (あるいは Q)が存在し, カーター定数と呼ば

れる. 以下では, 文献 [5]に沿ってこのことを説明し, §4で具体的なヌル測地線の計算に応用する.

*3 これを全て手計算で行うのは大変であるため, 数式処理ソフトMathematicaやMaximaを用いて確認した.
*4 キリングベクトル ξ = ξµeµ はキリング方程式 (∂γgαβ)ξ

γ + gαγ∂βξ
γ + gβγ∂αξ

γ = 0 の解である. このとき, 測地線方程
式 ẍµ + Γµ

νρẋ
ν ẋρ = 0 を使うと (gµνξµẋν)˙ = 0となり, gµνξµẋν は測地線に沿って保存される.
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3.1 準備

カー時空では t, ϕ方向の形が少し複雑であるので, 見通しよく計算するため, カー計量 (1)の間の恒等式：

gϕϕ + aS2gtϕ = (r2 + a2)S2, gtϕ + aS2gtt = −aS2, (4)

agϕϕ + (r2 + a2)gtϕ = ∆aS2, agtϕ + (r2 + a2)gtt = −∆ (5)

が成り立つことに注意する. ここで S = sin θ , C = cos θ と表記しており, 以下でもこの略号を使う.

キリングベクトルに対応する保存量 e, ℓ は

(
−e

ℓ

)
=

(
gtt gtϕ

gtϕ gϕϕ

)(
ṫ

ϕ̇

)
と表されるが, 行列式

det

(
gtt gtϕ

gtϕ gϕϕ

)
= −∆S2 に注意して, 逆に解くと,

(
ṫ

ϕ̇

)
=

1

∆S2

(
−gϕϕ gtϕ
gtϕ −gtt

)(
−e
ℓ

)
=

1

∆S2

(
gϕϕe+ gtϕℓ

−(gtϕe+ gttℓ)

)
(6)

となる. ここで, [5]に従って,

(
P
D

)
=

(
r2 + a2 −a
−aS2 1

)(
e
ℓ

)
(7)

により P,Dを定義するとき, 逆に
(
e
ℓ

)
=

1

ρ2

(
1 a

aS2 r2 + a2

)(
P
D

)
(8)

となる. これを用いると, (6)は

ṫ =
1

ρ2

(
aD+

r2 + a2

∆
P
)
, ϕ̇ =

1

ρ2

(
a

∆
P+

1

S2
D
)

(9)

と書き換えられる. 次に, gµν ẋ
µẋν = q は, 今の場合

(
ṫ ϕ̇

)(
gtt gtϕ

gtϕ gϕϕ

)(
ṫ

ϕ̇

)
+ grr ṙ

2 + gθθ θ̇
2 = q の形

であるが, (6)から
1

∆S2

(
−e ℓ

)(
−gϕϕ gtϕ

gtϕ −gtt

)(
−e

ℓ

)
+ grr ṙ

2 + gθθ θ̇
2 = q となり, これに (8)を代入

し整理すると

q =
ρ2

∆
ṙ2 + ρ2θ̇2 +

1

ρ2

(
−P2

∆
+

D2

S2

)
. (10)

3.2 積分定数としてのカーター定数

作用 S =
∫
dτ 1

2gµν ẋ
µẋν(光の場合は τ の代わりにアフィンパラメータ λ) に対する変分原理から, 測地線

方程式が 4つ得られるが, そのうちの一つに着目する. つまり, θ のみを変化させたときの変化分 δθS から

(途中で部分積分を行い, 表面での δθをゼロとして) δθS =
∫
dτ(−(ρ2θ̇)˙+ 1

2 (∂θgttṫ
2+∂θgrr ṙ

2+∂θgθθ θ̇
2+

∂θgϕϕϕ̇
2) + ∂θgtϕṫϕ̇)δθ が得られる. したがって, 変分原理から

(ρ2θ̇)˙ = I + II, I ≡ 1

2
(∂θgrr ṙ

2 + ∂θgθθ θ̇
2), II ≡ 1

2
(∂θgttṫ

2 + ∂θgϕϕϕ̇
2) + ∂θgtϕṫϕ̇ (11)

が測地線方程式の一つとして出てくる. まず, I について, (10)を用いて整理すると

I = −a2SC

(
ṙ2

∆
+ θ̇2

)
= −ρ−4a2SC

(
qρ2 +

P2

∆
− D2

S2

)
. (12)
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次に II についてであるが, 計量の微分を整理するために, (5)を θ で偏微分して

∂θgϕϕ = 2∆SC − 1

a
(r2 + a2)∂θgtϕ, ∂θgtϕ = −1

a
(r2 + a2)∂θgtt (13)

という関係式が得られ, これを使うと II = 1
2 (∂θgttṫ + ∂θgtϕϕ̇)ṫ +

1
2 (∂θgtϕṫ + ∂θgϕϕϕ̇)ϕ̇ = 1

2a∂θgtt(aṫ −
(r2 + a2)ϕ̇)ṫ + 1

2a∂θgtϕ(aṫ − (r2 + a2)ϕ̇)ϕ̇ +∆SCϕ̇2 = 1
2a (∂θgttṫ + ∂θgtϕϕ̇)(aṫ − (r2 + a2)ϕ̇) + ∆SCϕ̇2

となり, さらに (9)より得られる関係式 aṫ− (r2 + a2)ϕ̇ = − D
S2 を用いると

II = − D
2aS2

(∂θgttṫ+ ∂θgtϕϕ̇) + ∆SCϕ̇2. (14)

ここで第 1 項について, (9) と (13) を使うと ∂θgttṫ + ∂θgtϕϕ̇ = D
ρ2S2 (aS

2∂θgtt + ∂θgtϕ) となるが, (4) の

第 2 式を θ で偏微分して得られる関係式: aS2∂θgtt + ∂θgtϕ = − 4aSCMr
ρ2 を代入して ∂θgttṫ + ∂θgtϕϕ̇ =

− 4MraSC
ρ4S2 D を得る. これと (9)を (14)に代入して整理すると II = C

ρ4S3 (r
2 + a2)D2 + 2aC

ρ4S DP+ SCa2

∆ρ4 P2.

よって, (12) と合わせて, P2 の項はキャンセルし, さらに (8) から得られる P = ρ2e − aD を使うと
I + II = −a2SC

ρ2 q + C
ρ2S3D(D + 2aS2e) となる. したがって, 測地線方程式の一つ (11) は ρ2(ρ2θ̇)˙ =

−a2SCq + C
S3D(D + 2aS2e) と書き換えられる. Dの定義 (7)から, ∂θD = −2aSCeであることに注意す

ると, この右辺は ρ2(ρ2θ̇)˙ = ∂θ
(
− 1

2a
2S2q− 1

2S2D2
)
のように全体の θ 微分に書き換えられ, 両辺に 2θ̇ を

かけると, τ (光の場合は λ)に関する全微分の形になる: d
dτ (ρ

4θ̇2) = d
dτ

(
−a2S2q− 1

S2D2
)
. よって, 積分

すると ρ4θ̇2 = −
(
a2S2q+ 1

S2D2
)
+ const. となり, 右辺第 1項の S2 を 1− C2 で置き換えて

ρ4θ̇2 = −D2

S2
+ a2C2q+K (15)

(Kは定数)を得る. また, この式と (10)より θ̇2 を消去すると

ρ4ṙ2 = ∆(r2q−K) + P2. (16)

結局, 赤道面: θ = π/2に限らない場合, 4つの定数 q, e, ℓ,Kを決めた上で, 1階常微分方程式 (15), (16) を

連立させて解くことになる. なお, 定数 Kのかわりに, Q = K − (ℓ− ae)2 で定義される Qを用いることも
あり, これもカーター定数と呼ばれる. (15), (16) を書き直すと

ρ4θ̇2 = Q+ C2{a2(e2 + q)− ℓ2S−2}, (17)

ρ4ṙ2 = ∆(r2q−Q)− r2{ℓ2 − (r2 + a2)e2}+ 2Mr(ℓ− ae)2. (18)

4 ヌル測地線

前節までの解析をもとに, ここでは特に質量ゼロの光の場合を調べる [7]. ヌル測地線なので, (10)におい

て q = 0 の場合であり ˙ = d/dλ (λ: アフィンパラメータ)の場合に相当する. 2階微分の連立方程式である

測地線方程式を 1階微分の連立方程式に帰着させた式 (9), (17), (18) において, q = 0とし, 定数パラメー

タ ℓ,Qの代わりに ξ ≡ ℓ/e , η ≡ Q/e2 を用いると, 次のように書き換えられる:

ρ2ṫ/e = a(−aS2 + ξ) +
r2 + a2

∆
(r2 + a2 − aξ), (19)

ρ2ϕ̇/e =
a

∆
(r2 + a2 − aξ) +

1

S2
(−aS2 + ξ), (20)

ρ4θ̇2/e2 = η + a2C2 − ξ2C2S−2 ≡ Θ̂, (21)

ρ4ṙ2/e2 = r4 + (a2 − ξ2 − η)r2 + 2M{η + (ξ − a)2}r − a2η ≡ R̂. (22)

4
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特に, 最後の 2式の比をとると, dθ/dr = ±
√

Θ̂/R̂の形の微分方程式になり, 変数分離法で積分できる:

∫
dθ√
Θ̂

= ±
∫

dr√
R̂
. (23)

なお, (21)の左辺が非負なので Θ̂ = η + (a − ξ)2 − (aS − ξ/S)2 ≥ 0 という条件が必要であり, 定数パラ

メータに次の制限がつくことに注意する:

η + (a− ξ)2 ≥ 0. (24)

4.1 主要零的叢

(24) で等式が成り立つ特別な場合を調べよう. このとき (21) から, 必然的に η + (a − ξ)2 = 0,

aS − ξ/S = 0, θ̇ = 0 という条件が出てくる. 特に, 最後の式は θ が定数になることを意味する. この定数

を θ0 とすると ξ = a sin2 θ0, η = −a2 cos4 θ0 となり, (22), (19), (20)から ṙ = ±e, ṫ = r2+a2

∆ e, ϕ̇ = a
∆e

となる. これらの微分方程式を解くと, ホライズン ∆ = 0を表す r の値：r± = M ±
√
M2 − a2 を用いて,

θ = θ0, r = r0 ± eλ, ϕ = ϕ0 ±
a

r+ − r−
log

����
(r − r+)(r0 − r−)

(r − r−)(r0 − r+)

���� , (25)

t = t0 ±
(
r − r0 +M log

����
r2 + a2 − 2Mr

r20 + a2 − 2Mr0

����+
2M2

r+ − r−
log

����
(r − r+)(r0 − r−)

(r − r−)(r0 − r+)

����
)

(26)

が得られる. ここで λ = 0のとき r = r0, ϕ = ϕ0, t = t0 となるように積分定数 r0, ϕ0, t0 をとった.

4.2 赤道面 (θ = π/2)内の軌道

ここでは「赤道面」つまり θ = π/2で指定される面内に含まれるヌル測地線を調べる. これは, 真空のア

インシュタイン方程式の球対称解であるシュワルツシルド計量での測地線を調べる方法の拡張に相当する.

θ = π/2より, θ̇ = 0, C = cos θ = 0, S = sin θ = 1に注意すると, まず (21)から η = 0となり, カーター定

数 Qがゼロになる場合に含まれる. (20)と (22)の平方根の比から

dϕ

dr
= ± 1

∆

{
1− 2M

r

(
1− σ

a

b

)}(
1

b2
−Weff

)−1/2

, (27)

Weff = 1
r2 {1 − (ab )

2 − 2M
r (1 − σ a

b )
2}, b = |ℓ/e|, σ = (ℓ/e)/b, ∆ = r2 + a2 − 2Mr が得られる. b は衝

突パラメータに対応し [1], σ はカー時空の回転方向に対するヌル測地線の向きを表す符号であり, Weff は

r を時間とみなした 1 次元の質点の運動のアナロジーにおける, 有効ポテンシャルを表している [4]. この

(27)を r で積分することで軌道を表す式が得られる. 光が無限遠から来て, 再び無限遠に去る状況: a < b ,
1
b2 < maxWeff では, 曲がる角度 ∆ϕは

∆ϕ = 2

∫ ∞

r1

dr
dϕ

dr
= 2

∫ ∞

r1

dr
1

∆

{
1− 2M

r

(
1− σ

a

b

)}(
1

b2
−Weff

)−1/2

(28)

で与えられる. ここで, r1 は (27) の平方根の中がゼロとなる r のうち最大のものである. この積

分を実行する準備として, まず平方根の中を因数分解すると 1
b2 − Weff = 1

b2r3 {r
3 − (b2 − a2)r +

2M(b − σa)2} = 1
b2r3 (r − r1)(r − r2)(r − r3) の形になるはずであり, 有効ポテンシャルの形と解と

係数の関係から r3 < 0 < r2 < r1, r1 + r2 + r3 = 0, r1r2 + r2r3 + r3r1 = −(b2 − a2), r1r2r3 =

−2M(b − σa)2 となる. なお, [8] を参考に, 3 次方程式 r3 − (b2 − a2)r + 2M(b − σa)2 = 0 を直接

解くことで, r1 =
√

4
3 (b

2 − a2) sin(π/3 − ϑ) =
√

b2−a2

3 (
√
3 cosϑ − sinϑ), r2 =

√
4
3 (b

2 − a2) sinϑ,

5
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r3 = −
√

4
3 (b

2 − a2) sin(π/3 + ϑ) = −
√

b2−a2

3 (
√
3 cosϑ + sinϑ), ϑ = 1

3 arcsin
√
27M2 b−σa

(b+σa)3 を得る.

ここで 0 < sin 3ϑ =
√
27M2 b−σa

(b+σa)3 = 1
b
√
maxWeff

< 1 より, 0 < ϑ < π/6となっている. 平方根をとった

とき
√
b−2 −Weff = 1

br2

√
r(r − r1)(r − r2)(r − r3) となることに注意して,

h(1) = r1, h(1/k) = r2, h(−1/k) = 0, h(−1) = r3, 0 < k < 1 (29)

を満たす一次分数変換 r = h(u) により, 楕円積分の標準形に書き換える. 第 3 式から h(u) =
ku+1
αu+β , kβ − α < 0 の形のものを探せばよい. r3 = −r1 − r2 に注意して (29) を α, β, k について

解くと k = 1
r2(2r1+r2)

{2r21 + 2r1r2 − r22 − 2
√

r1(r1 + 2r2)(r1 + r2)(r1 − r2)}, α = 1
2 (

1+k
r1

− 1−k
r3

) =
1

r1(r1+r2)(2r1+r2)
{3r1(r1+r2)−

√
r1(r1+2r2)(r1+r2)(r1−r2)}, β = 1

2 (
1+k
r1

+ 1−k
r3

) = 1
r1r2(r1+r2)

{r1(r1 +
r2) −

√
r1(r1 + 2r2)(r1 + r2)(r1 − r2)} が得られる. このとき, 0 < k < 1 から α2−β2 = 1−k2

−r1r3
> 0,

α+kβ = (1+k)2

2r1
+ (1−k)2

−2r3
= 2k

r2
> 0, α−kβ = r1−r3

−2r1r3
(1−k2) > 0 が成り立つことに注意しておく. さらに

dr = h′(u)du = −(α−kβ)
(αu+β)2 du , h(u)− h(ui) =

−(α−kβ)(u−ui)
(αu+β)(αui+β) より,

dr√
b−2−Weff

=br2

√
(α2−β2)(α+kβ)

α− kβ

−du√
(1−u2)(1−k2u2)

=br2

√
4k

r2(2r1+r2)

−du√
(1−u2)(1−k2u2)

(30)

となる. また, この最初の因子 br2 と (28) の被積分関数の平方根以外の因子は br2

∆

{
1− 2M

r

(
1− σ a

b

)}
=

br2−2M(b−σa)r
∆ = b + 2Mσa r−A

(r−r+)(r−r−) (A = σab
2M , r± = M ±

√
M2 − a2) の形をしている. この第

1 項は第 1 種楕円積分に帰着する. さらに r−A
(r−r+)(r−r−) = 1

r+−r−
( r+−A
r−r+

− r−−A
r−r−

), 1
r−r±

= α
k−r±α −

α−kβ
(k−r±α)2

1
u−u±

, (u± = h−1(r±) =
βr±−1
−αr±+k ) となり, α

k−r±α の部分からの寄与は第 1種楕円積分に帰着す

るが, (30)と合わせて, u積分の形に着目して

1

u−u±

du√
(1−u2)(1−k2u2)

=
u

u2−u2
±

du√
(1−u2)(1−k2u2)

− 1

u±

du

(1−u−2
± u2)

√
(1−u2)(1−k2u2)

(31)

と式変形する. この第 2項は第 3種楕円積分に帰着するので, 残りの第 1項について調べよう. まず, t = u2,

t± = u2
±とおくと,今考えている積分範囲では 1−k2t > 0であることに注意して, u

u2−u2
±

du√
(1−u2)(1−k2u2)

=

1
2

dt

(t−t±)
√

(1−t)(1−k2t)
= 1

2
dt

(t−t±)(1−k2t)

√
1−k2t
1−t となり,さらに s =

√
1−k2t
1−t , t = s2−1

s2−k2 , dt = 2(1−k2)
(s2−k2)2 sds

という変数変換をすると 1
2

dt
(t−t±)(1−k2t)

√
1−k2t
1−t = 1

1−t±
ds

s2−s2±
= − 1

2
√

(1−t±)(1−k2t±)
( 1
s−s±

− 1
s+s±

)ds

(s± =
√

1−k2t±
1−t±

とし, 1− t± < 0, 1− k2t± < 0と仮定した*5)となり, 積分すると log で表される項にな

ることがわかる.*6

以上で得られた結果をまとめると, 無限遠方から来て無限遠方に去っていくときの角度は

∆ϕ = 2

∫ ∞

r1

1

∆

{
1− 2M

r

(
1− σ

a

b

)} dr√
b−2 −Weff

= 4

√
k

r2(2r1 + r2)

[{
b+

2Mσaα(k − αA)

(k − r+α)(k − r−α)

}
(K(k)− F (−β/α, k))

+
2Mσa(α− kβ)

r+ − r−

{
r+ −A

(k − r+α)2

(
Π(−u−2

+ ,k)−Π(−β/α,−u−2
+ ,k)

u+
− 1

2
√
(1−u2

+)(1−k2u2
+)

log

����
s∞ − s+
s∞ + s+

����
)

− r− −A

(k − r−α)2

(
Π(−u−2

− , k)−Π(−β/α,−u−2
− , k)

u−
− 1

2
√

(1− u2
−)(1− k2u2

−)
log

����
s∞ − s−
s∞ + s−

����
)}]

(32)

*5 この仮定は平方根を扱う上で必要である. パラメータの値により, この不等号が満たされない場合は, 少し異なる扱いが必要.
*6 ここでの楕円積分の標準形への式変形は [9]などを参考にした.
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で与えられ, 無限遠から r = r1 に近づいてくるときの ϕ = ϕin(r)は

ϕin(r) =

∫ ∞

r

1

∆

{
1− 2M

r

(
1− σ

a

b

)} dr√
b−2 −Weff

=

√
4k

r2(2r1 + r2)

[{
b+

2Mσaα(k − αA)

(k − r+α)(k − r−α)

}(
F (h−1(r), k)− F (−β/α, k)

)

+
2Mσa(α− kβ)

r+ − r−

{
r+ −A

(k − r+α)2

(
Π(h−1(r),−u−2

+ , k)−Π(−β/α,−u−2
+ , k)

u+

− 1

2
√

(1− u2
+)(1− k2u2

+)
log

����
(s(r) + s+)(s∞ − s+)

(s(r)− s+)(s∞ + s+)

����
)

− r− −A

(k − r−α)2

(
Π(h−1(r),−u−2

− , k)−Π(−β/α,−u−2
− , k)

u−

− 1

2
√

(1− u2
−)(1− k2u2

−)
log

����
(s(r) + s−)(s∞ − s−)

(s(r)− s−)(s∞ + s−)

����
)}]

, (33)

となり, r = r1 から無限遠に去るときの ϕ = ϕout(r)は ϕout(r) =
∫∞
r1

1
∆

{
1− 2M

r

(
1− σ a

b

)}
dr√

b−2−Weff

+

∫ r

r1
1
∆

{
1− 2M

r

(
1− σ a

b

)}
dr√

b−2−Weff

= ∆ϕ− ϕin(r) となる. ここで s(r) =
√

1−k2(h−1(r))2

1−(h−1(r))2 , s± = s(r±),

s∞ = s(∞) =
√

k(2r1+r2)
r2

としており, 第 1 種/第 3 種楕円積分, 第 1 種/第 3 種完全楕円積分は, それ

ぞれ F (x, k) =
∫ x

0
dξ√

(1−ξ2)(1−k2ξ2)
, Π(x, n, k) =

∫ x

0
dξ

(1+nξ2)
√

(1−ξ2)(1−k2ξ2)
, K(k) =

∫ 1

0
dξ√

(1−ξ2)(1−k2ξ2)
,

Π(n, k) =
∫ 1

0
dξ

(1+nξ2)
√

(1−ξ2)(1−k2ξ2)
のように定義している.

4.3 θの積分

(23)の左辺の θ 積分について考えよう. まず, µ = cos θ とおいて変数変換すると,

dθ√
Θ̂

= ± dµ√
Θµ

, (34)

Θµ = η − (ξ2 + η − a2)µ2 − a2µ4 = a2

[
η

a2
+

1

4

(
ξ2 + η

a2
− 1

)2

−
{
µ2 +

1

2

(
ξ2 + η

a2
− 1

)}2
]

(35)

となる. [7]に従って, カーター定数に関連する η = Q/e2 の値の大小により場合分けして調べていく.

定数パラメータについて (24)に対応して

η + (a− ξ)2 > 0 (36)

の制限がつくことに注意する. (等式が成り立つ場合は §4.1で調べた通りである.)

4.3.1 η > 0のとき

Θµ(35)の形に着目して

Θµ = a2(µ2
− + µ2)(µ2

+ − µ2), µ2
± = ∓1

2

(
ξ2 + η

a2
− 1

)
+

√
η

a2
+

1

4

(
ξ2 + η

a2
− 1

)2

(37)
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(µ± > 0 とする) とおける. Θµ は非負なので, −µ+ ≤ µ = cos θ ≤ µ+ の範囲をとりうる. さらに

µ = µ+ cosψ のように変数変換すると (34)の積分は第 1種楕円積分の形に帰着する:

∫ µ+

cos θ

dµ√
Θµ

=
1

a
√
µ2
++µ2

−

∫ arccos cos θ
µ+

0

dψ√
1−k2 sin2 ψ

=
1

a
√
µ2
++µ2

−

F (sin(arccos
cos θ

µ+
), k), (38)

k2 =
µ2
+

µ2
+ + µ2

−
. (39)

4.3.2 η = 0のとき

Θµ(35)の形に着目して Θµ = a2µ2(µ2
max − µ2), µ2

max = 1 − ξ2

a2 (µmax > 0とする)とおける. Θµ は非

負なので, −µmax ≤ µ = cos θ ≤ µmax, の範囲をとりうる. このとき, パラメータに関して

−a < ξ < a (40)

の制限がつく. さらに µ = µmax

coshψ = µmax sechψ のように変数変換すると (34)の積分は実行できる:

∫ µmax

cos θ

dµ√
Θµ

=
1√

a2 − ξ2
sech−1 cos θ

µmax
. (41)

4.3.3 η < 0のとき

Θµ(35) の形に着目して Θµ = a2(µ2 − µ2
−)(µ

2
+ − µ2), µ2

± = 1
2 (1+

|η|−ξ2

a2 ) ±
√

1
4 (1 +

|η|−ξ2

a2 )2 − |η|
a2

(µ±> 0とする)とおける. Θµ は非負なので, µ−≤ µ = cos θ ≤ µ+, −µ+≤ µ = cos θ ≤−µ− の範囲をと

りうる. このときパラメータに関して (36)も考慮すると −a+
√
|η| ≤ ξ < a−

√
|η|, a >

√
|η| の制限がつ

く. さらに sinψ =
[
µ2
+(µ2−µ2

−)

µ2(µ2
+−µ2

−)

]1/2
のように変数変換すると (34)の積分は第 1種楕円積分の形に帰着する:

∫ | cos θ|

|µ−|

dµ√
Θµ

=
1

aµ+

∫ ψ(θ)

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

=
1

aµ+
F (sinψ(θ), k), (42)

k2 =
µ2
+ − µ2

−
µ2
+

, ψ(θ) = arcsin

[
µ2
+(cos

2 θ − µ2
−)

cos2 θ(µ2
+ − µ2

−)

]1/2
. (43)

4.4 rの積分

(23)のうち今度は右辺の r の関数に着目する. これは, その形から楕円積分を用いて表現できることがわ

かるが, 具体的に標準形に式変形する必要がある.

4.4.1 η = 0の場合

赤道面：θ = π/2の運動に限った場合は, (21)より Θ̂ = η = 0が要請される. つまり, カーター定数Qが
ゼロの場合に対応する. ここでは, η = 0の場合の, θ = π/2には限らない運動に着目する. (パラメータに

(40)の制限がついていることに注意する.) このとき, (22)は

R̂ = r(r3 + (a2 − ξ2)r + 2M(a− ξ)2) (44)

であるが, 3 次方程式の解の公式 (たとえば [8] など参照) を使うと r3 + (a2 − ξ2)r + 2M(a − ξ)2 =

(r − r1)(r − β)(r − β̄), r1 = −
√

4
3 (a

2 − ξ2) sinhϑ, β =
√

1
3 (a

2 − ξ2)
(
sinhϑ+ i

√
3 coshϑ

)
, β̄ =√

1
3 (a

2 − ξ2)
(
sinhϑ− i

√
3 coshϑ

)
, ϑ = 1

3 sinh
−1

√
27M2 a−ξ

(a+ξ)3 のように因数分解できることがわか

る. 実際, これらの r1, β, β̄ は解と係数の関係 r1 + β + β̄ = 0, r1β + ββ̄ + β̄r1 = a2 − ξ2, r1ββ̄ =

8
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−2M(a − ξ)2 を満たしている. r1 は負の実数, β, β̄ は互いに共役な複素数であることに注意し, (44)

を R̂ = r(r − r1)(r
2 + r1r + A2), A2 = ββ̄ = r21 + a2 − ξ2 と書き換えておく. そして一次分数変換

で
∫

dr√
R̂
を第 1 種楕円積分の形にすることを考えよう. r = 0 �→ 1, r = r1 �→ −1 とするような変換

として, v = g(r) = (A−B)r−r1A
(A+B)r−r1A

(B は定数) の形を仮定する. 逆変換は r = g−1(v) = r1A(v−1)
(A+B)v−A+B

であるが, これを用いて r2 + r1r + A2 を計算し, (楕円積分の標準形になるように) 通分したとき

分子の v について 1 次の項が消えることを要請すると, B2 = 2r21 + A2 = 3r21 + a2 − ξ2 となり,

このとき r2 + r1r + A2 = ( 2AB
(A+B)v−A+B )2(1 − k2 + k2v2), k2 =

(A+B)2−r21
4AB の形になる. 以上よ

り dr√
R̂

= − 1√
AB

dv√
(1−v2)(1−k2+k2v2)

となり, さらに, cosψ = v という変数変換をすると
∫ r

0
dr√
R̂

=

1√
AB

∫ ψ(r)

0
dψ√

1−k2 sin2 ψ
= 1√

AB
F (sinψ(r), k), ψ(r) = arccos g(r) = arccos( (A−B)r−r1A

(A+B)r−r1A
) となる. この

ことと θ の積分の結果を合わせると (23) より 1√
a2−ξ2

sech−1 cos θ
µmax

= ± 1√
AB

F (sinψ(r), k) により, こ

の場合のヌル測地線の (r, θ) 平面への射影の軌道の式が決まる. ここで, r = 0 で θ = arccosµmax =

arccos
√
1− ξ2/a2 となるように積分定数を選んだ. これは r = 0 に到達できる軌道になっているので,

θ = π/2の場合のポテンシャルの山を越える場合に相当すると考えられる.

4.4.2 R̂(r) = 0が 4つの異なる実数解をもつ場合 (η ̸= 0)

ここでは一般に η ̸= 0の場合を考え, R̂(r)(22)が,

R̂(r) = r4 + (a2 − ξ2 − η)r2 + 2M{η + (ξ − a)2}r − a2η = (r − r1)(r − r2)(r − r3)(r − r4), (45)

r4 < r3 < r2 < r1 (46)

のように実数の範囲で因数分解できる場合を考えよう. そして, 無限遠から r = r1 まで来た後, r = r1

から無限遠に去る状況を考えよう. つまり, (23) の右辺の積分範囲が r ≥ r1 の場合を想定する. このと

き, 解と係数の関係から r1 + r2 + r3 + r4 = 0, r1r2 + r1r3 + r1r4 + r2r3 + r2r4 + r3r4 = a2 − ξ2 − η,

r1r2r3 + r1r2r4 + r1r3r4 + r2r3r4 = −2M{η + (ξ − a)2}, r1r2r3r4 = −a2η が成り立つ. (23)の右辺を第

1種楕円積分の形に式変形するために,

r = h(u) =
a′u+ b′

u− c′
, u = h−1(r) =

c′r + b′

r − a′
, (47)

r1 = h(1), r2 = h(1/k), r3 = h(−1/k), r4 = h(−1), 0 < k < 1 (48)

という形の 1次分数変換を考える. これらの条件を解くと

k =
(r1 − r2)(r3 − r4) + (r1 − r3)(r2 − r4)− 2

√
(r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r4)(r3 − r4)

(r1 − r4)(r2 − r3)
, (49)

a′ =
r1r4 − r2r3 +

√
(r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r4)(r3 − r4)

r1 − r2 − r3 + r4
, (50)

b′ =
2r1r4(r2 + r3) + (r1 + r4){

√
(r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r4)(r3 − r4)− r1r4 − r2r3}

(r1 − r4)(r1 − r2 − r3 + r4)
, (51)

c′ =
(r1 − r2)(r1 − r3) + (r2 − r4)(r3 − r4)− 2

√
(r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r4)(r3 − r4)

(r1 − r4)(r1 − r2 − r3 + r4)
(52)

となる. このとき,

a′c′ + b′=
2(r1 − r4)

√
(r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r4)(r3 − r4)

(r1 − r2)(r1 − r3)+(r2 − r4)(r3 − r4)+2
√

(r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r4)(r3 − r4)
> 0, (53)

1− c′2 =
4(

1 +
√

(r1−r2)(r1−r3)
(r2−r4)(r3−r4)

)(
1 +

√
(r2−r4)(r3−r4)
(r1−r2)(r1−r3)

) > 0, 1− k2c′2 > 0 (54)

9

35カー時空における光の軌道の 3 次元的な図示について



に注意する. これらの k, a′, b′, c′ を用いて定義される 1次分数変換 (47)を用いると, (23)の右辺は

∫ ∞

r

dr√
R̂

=

√
(1− c′2)(1− k2c′2)

a′c′ + b′

∫ h−1(r)

c′

du√
(1− u2)(1− k2u2)

=

√
(1− c′2)(1− k2c′2)

a′c′ + b′
(
F (h−1(r), k)− F (c′, k)

)
≡ R(r) (55)

のように第 1種楕円積分を用いて表される.

特に η > 0の場合, (38), (23)より

1

a
√

µ2
+ + µ2

−

F (sin(arccos
cos θ

µ+
), kµ) = R(r), kµ ≡ µ+√

µ2
+ + µ2

−

(56)

となる. (ただし r = ∞で cos θ = µ+ であるとした.) 第 1種楕円積分の, 母数を固定したときの逆関数と

して定義される sn関数, つまり,

y =

∫ x

0

du√
(1− u2)(1− k2u2)

= F (x, k) ←→ x = sn(y, k) (57)

を用いると

sin(arccos
cos θ

µ+
) = sn

(
a
√
µ2
+ + µ2

− R(r), kµ

)
(58)

となる. さらに, sn(y, k) = sin(am(y, k)) を満たす振幅関数 am(y, k)を用いると,*7 (58)は

θ=arccos

(
µ+ cos

(
am

(
a
√
µ2
+ + µ2

− R(r), kµ

)))
= arccos

(
µ+ cn

(
a
√

µ2
+ + µ2

− R(r), kµ

))
(60)

となる. 最後の式では cn(y, k) = cos(am(y, k)) で定義される cn関数を用いて簡単化した.

ただし, この式 (60)を用いて軌道をプロットする場合, arccosが, 主値 (0 ≤ arccosx ≤ π) で定義されて

いるので注意が必要である. (60)で r を連続的に変化させた際, θ が主値の端まできたときも滑らかにつな

がるように, 適切に調整しなければならない. η > 0の場合で, 特に ξ = 0 (つまり ℓ = 0)の場合, (37)より

µ+ = 1となり, (60)は

θ = am

(
a
√

µ2
+ + µ2

− R(r), kµ

)
(61)

のように簡単化される. このように振幅関数 am を用いた式では, r の関数として滑らかにつながった

ものになっている. このとき, 無限遠方から r = r1 まで近づいて (θ = θin(r)), 再び無限遠に飛び去る

(θ = θout(r))軌道をプロットする際には,

θin(r)=am
(
a
√
µ2
++µ2

− R(r), kµ
)
, ∆θ=2am

(
a
√
µ2
++µ2

− R(r1), kµ
)
, θout(r)=∆θ − θin(r) (62)

を用いればよい.

なお, プロットの際, am関数が使えない場合は, am(x+ 2K(k), k) = am(x, k) + π, cn(x− 2K(k), k) =

−cn(x, k)に注意して, floor関数 (床関数; floor(x)は x以下の最大の整数)を用いて,

Fl(r)=floor


a

√
µ2
+ + µ2

− R(r)

2K(kµ)


 , (63)

θin(r)=arccos cn

(
a
√
µ2
+ + µ2

− R(r)−2K(kµ)Fl(r), kµ

)
+π Fl(r) (64)

*7 言い換えると

y =

∫ ϕ

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

= F (sinϕ, k) ←→ ϕ = am(y, k) (59)

ということである. これら楕円積分とその逆関数については [10]など参照.
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などとすれば, 滑らかにつながる.

4.4.3 R̂(r) = 0が 2つの異なる実数解と互いに複素共役な解をもつ場合 (η ̸= 0)

ここでは一般に η ̸= 0の場合を考え, R̂(r)(22)が,

R̂(r) = r4 + (a2 − ξ2 − η)r2 + 2M{η + (ξ − a)2}r − a2η = (r − r1)(r − r2)(r − r3)(r − r̄3), (65)

r2 < r1, Re r3 = Re r̄3, Im r3 = −Im r̄3 ̸= 0 (66)

(ここで Re, Im はそれぞれ複素数の実部, 虚部を表す. ) のように, 2 つの実数 (r1, r2) と一組の互いに複

素共役な複素数 (r3, r̄3) を用いて因数分解できる場合を考える. そして, 無限遠から r = r1 まで来た後,

r = r1 から無限遠に去る状況を考えよう. つまり, (23) の右辺の積分範囲が r ≥ r1 の場合を想定する.

このとき, 解と係数の関係から r1 + r2 + r3 + r̄3 = 0, r1r2 + (r1 + r2)(r3 + r̄3) + |r3|2 = a2 − ξ2 − η,

r1r2(r3 + r̄3) + (r1 + r2)|r3|2 = −2M{η + (ξ − a)2}, r1r2|r3|2 = −a2η が成り立つ. 少し書き換え

ると r1 + r2 = −(r3 + r̄3) = −2Re r3, r1r2 = −a2η|r3|−2, |r3|2 − a2η
|r3|2 − 4(Re r3)

2 = a2 − ξ2 − η,(
|r3|2 + a2η

|r3|2

)
Re r3 = M{η + (ξ − a)2} > 0 となることに注意しておく.

さて, (23) の右辺を楕円積分の形にするために r = g(v) = αv+β
v+γ , v = g−1(r) = γr−β

−r+α , r1 = g(1),

r2 = g(−1), (α, β, γ ∈ R) となるものを考えよう. まず, 条件から α = 1
2 (r1 − r2)γ + 1

2 (r1 + r2),

β = 1
2 (r1 + r2)γ + 1

2 (r1 − r2) となることがわかる. また g(v) − g(vi) =
(αγ−β)(v−vi)
(v+γ)(vi+γ) , dr = g′(v)dv =

(αγ−β)dv
(v+γ)2 より R̂(r) = (αγ−β)4(v2−1)(v−g−1(r3))(v−g−1(r̄3))

(v+γ)4(γ2−1)|γ+g−1(r3)|2 の分子の (v − g−1(r3))(v − g−1(r̄3)) = v2 −
(g−1(r3) + g−1(r̄3))v + |g−1(r̄3)|2 において, v の 1 次の項が消える条件: g−1(r3) + g−1(r̄3) = 0 を

課すと g−1(r3) + g−1(r̄3) = (r1−r2)(r3+r̄3)
|α−r3|2

(
γ2 + 2(|r1−r3|2+|r2−r3|2)

|r1−r3|2−|r2−r3|2 γ + 1
)
から γ に関する 2 次方程式

が得られ, その解は γ± ≡ − |r1−r3|±|r2−r3|
|r1−r3|∓|r2−r3| となる. ここでは特に γ = γ− のほうの解に着目すると

1 − γ2
− = 4|r1−r3||r2−r3|

(|r1−r3|+|r2−r3|)2 > 0, (αγ − β)|γ=γ− = − 2(r1−r2)|r1−r3||r2−r3|
(|r1−r3|+|r2−r3|)2 < 0, (|g−1(r3)|2)|γ=γ− =

|r1−r3||r2−r3|−Re((r1−r3)(r2−r̄3))
|r1−r3||r2−r3|+Re((r1−r3)(r2−r̄3))

となる. 以上のことから, γ = γ− とすることで

dr√
R̂(r)

=
k
√

(1−γ2)(γ2+|g−1(r3)|2)
β−αγ

dφ√
1− k2 sin2φ

, k =
1√

1 + |g−1(r3)|2
, v = cosφ (67)

となる. したがって, この場合は
∫ ∞

r

dr√
R̂

=
k
√

(1− γ2)(γ2 + |g−1(r3)|2)
β − αγ

∫ φ∞

φ(r)

dφ√
1− k2 sin2 φ

=
k
√

(1− γ2)(γ2 + |g−1(r3)|2)
β − αγ

(F (sinφ∞, k)− F (sinφ(r), k)), (68)

φ(r) = arccos g−1(r), φ∞ = arccos(−γ−) = arccos

(
|r1 − r3| − |r2 − r3|
|r1 − r3|+ |r2 − r3|

)
. (69)

4.5 ϕの積分 (ℓ = 0の場合)

(23)により θ が r の関数として求まったとき, ϕを r の関数として求めるためには, (20), (22)より
∫

dϕ = ±
∫

dr√
R̂

(
a

∆
(r2 + a2 − aξ)− a+

ξ

sin2 θ(r)

)
(70)

の積分を実行すればよい.

特に, パラメータが ξ = 0 (つまり ℓ = 0)とすると (70)の積分が
∫

dϕ = ±
∫

dr√
R̂

2Mra

∆
(71)

のように簡単になるので, 以下では ℓ = 0の場合のみ調べることにする.
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■R̂(r) = 0が 4つの異なる実数解をもつ場合 まず, R̂(r)について, §4.4.2の場合を考えよう. このとき,

θ = π/2の場合のヌル測地線の軌道 (§4.2)と同様に式変形することで, 第 1種, 第 3種楕円積分を用いて表

せる. 無限遠から r = r1 まで来る場合の ϕ = ϕin(r)は

ϕin(r) =

∫ ∞

r

dr√
R̂

2Mra

∆

= 2Ma

√
(1− c′2)(1− k2c′2)

a′c′ + b′

[
a′

(r+ − a′)(r− − a′)

(
F (h−1(r), k)− F (c′, k)

)

+
a′c′+b′

r+−r−

{
r+

(r+−a′)2

(
Π(h−1(r),−u−2

+ ,k)−Π(c′,−u−2
+ ,k)

u+
− 1

2
√
(1−u2

+)(1−k2u2
+)

log

����
(s(r)+s+)(s∞−s+)

(s(r)−s+)(s∞+s+)

����
)

− r−
(r−−a′)2

(
Π(h−1(r),−u−2

− ,k)−Π(c′,−u−2
− ,k)

u−
− 1

2
√
(1−u2

−)(1−k2u2
−)

log

����
(s(r)+s−)(s∞−s−)

(s(r)−s−)(s∞+s−)

����
)}]

(72)

となる. (ただし, 1 − u2
± < 0, 1 − k2u2

± < 0 と仮定した.) ここで k, a′, b′, c′ はそれぞれ (49), (50), (51),

(52)で与えられるものであり,

r±=M±
√

M2−a2, u±=h−1(r±), s(r)=

√
1−k2(h−1(r))2

1−(h−1(r))2
, s±=s(r±), s∞=

√
1−k2c′2

1−c′2
. (73)

さらに r = r1 まで来て, 飛び去る軌道については

ϕout(r) = ∆ϕ− ϕin(r), (74)

∆ϕ = 2

∫ ∞

r1

dr√
R̂

2Mra

∆

= 4Ma

√
(1− c′2)(1− k2c′2)

a′c′ + b′

[
a′

(r+−a′)(r−−a′)
(K(k)− F (c′, k))

+
a′c′+b′

r+−r−

{
r+

(r+−a′)2

(
Π(−u−2

+ , k)−Π(c′,−u−2
+ , k)

u+
− 1

2
√
(1−u2

+)(1−k2u2
+)

log

����
s∞−s+
s∞+s+

����
)

− r−
(r−−a′)2

(
Π(−u−2

− ,k)−Π(c′,−u−2
− ,k)

u−
− 1

2
√
(1−u2

−)(1−k2u2
−)

log

����
s∞−s−
s∞+s−

����
)}]

. (75)

■R̂(r) = 0が 2つの異なる実数解と互いに複素共役な解をもつ場合 次に, R̂(r)について, §4.4.3の場合
を考えよう. この場合も, θ = π/2の場合のヌル測地線の軌道 (§4.2)と同様に式変形して, 第 1種, 第 3種

楕円積分を用いて表せる. 2Mra
∆ = 2Ma

r+−r−

(
r+

r−r+
− r−

r−r−

)
, r±

r−r±
= − r±

r±−α + r±(αγ−β)
(r±−α)2

1
v−v±

に注意して

dr√
R̂

2Mra
∆ =2Ma dr√

R̂

(
α

(r+−α)(r−−α)+
αγ−β
r+−r−

(
r+

(r+−α)2
1

v−v+
− r−

(r−−α)2
1

v−v−

))
となり, 右辺第 1項は第 1種

楕円積分に帰着する. さらに, v3 = g−1(r3)とおいて,

1

v−v±

dv√
(1−v2)(|v3|2+v2)

=
v

v2−v2±

dv√
(1−v2)(|v3|2+v2)

+
v±

v2−v2±

dv√
(1−v2)(|v3|2+v2)

(76)

としたとき，第 2項について v = cosφとおくと v±
v2−v2

±

dv√
(1−v2)(|v3|2+v2)

= −kv±
1−v2

±

dφ(
1− 1

1−v2
±

sin2φ

)√
1−k2 sin2φ

となり, 第 3種楕円積分に帰着する. (ただし, 積分範囲において −γ− ≥ 0つまり |r1 − r3| ≥ |r2 − r3|と仮
定して φ∞ ≤ π/2とした.) (76)の右辺第 1項については s =

√
|v3|2+v2

1−v2 , v2 = s2−|v3|2
s2+1 , vdv = 1+|v3|2

(s2+1)2 sds

とおくことで v
v2−v2

±

dv√
(1−v2)(|v3|2+v2)

= 1
1−v2

±

ds

s2−
|v3|2+v2

±
1−v2

±

となる. この積分は 1− v2± > 0のときは logで,
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1− v2± < 0のときは arctanで表される. 以上を用いてまとめた結果,

ϕin(r) =

∫ ∞

r

dr√
R̂

2Mra

∆

=
2Mak

β − αγ

√
(1− γ2)(γ2 + |v3|2)

[
α

(r+ − α)(r− − α)

∫ φ∞

φ(r)

dφ√
1− k2 sin2 φ

+
αγ−β

r+−r−

{
r+

(r+−α)2

(
−kv+
1− v2+

∫ φ∞

φ(r)

dφ

(1− 1
1−v2

+
sin2 φ)

√
1−k2 sin2 φ

+
1

1−v2+

∫ s∞

s(r)

ds

s2−s2+

)

− r−
(r−−α)2

(
−kv−
1−v2−

∫ φ∞

φ(r)

dφ

(1− 1
1−v2

−
sin2 φ)

√
1−k2 sin2 φ

+
1

1−v2−

∫ s∞

s(r)

ds

s2−s2−

)}]
(77)

となる. ここで γ = γ− としており, s(r)=
√

|v3|2+(g−1(r))2

1−(g−1(r))2 , s∞=
√

|v3|2+γ2

1−γ2 , s2± =
|v3|2+v2

±
1−v2

±
とおいた. 各

項の積分は次のように表せる:

∫ φ∞

φ(r)

dφ√
1− k2 sin2 φ

= F (sinφ∞, k)− F (sinφ(r), k), (78)

∫ φ∞

φ(r)

dφ

(1− 1
1−v2

±
sin2 φ)

√
1− k2 sin2 φ

= Π(sinφ∞,
−1

1− v2±
, k)−Π(sinφ(r),

−1

1− v2±
, k), (79)

1

1−v2±

∫ s∞

s(r)

ds

s2−s2±
=




1

2
√
(1−v2±)(|v3|2+v2±)

log

����
(s(r)+|s±|)(s∞−|s±|)
(s(r)−|s±|)(s∞+|s±|)

���� , (1−v2± > 0),

1√
(v2±−1)(|v3|2+v2±)

(
arctan

s(r)

|s±|
−arctan

s∞
|s±|

)
, (1−v2± < 0).

(80)

5 ヌル測地線の図示

ここでは, カー時空における光の軌道（ヌル測地線）を具体的に図示する. 前節までで主に調べてきた光

の湾曲を表す軌道, つまり, 無限遠からカーブラックホールに近づいて, 再度無限遠に遠ざかる状況を調べ

る. 以下の具体的なプロットでは, カーブラックホールの質量M を全てM = 1としている. このとき, ホ

ライズンが存在する条件から, ブラックホールの角運動量 aの値は 0 ≤ a ≤ 1に限られる.

5.1 赤道面内の場合

§4.2 で調べた式を用いて, ヌル測地線が赤道面 (θ = π/2) 内にある場合のホライズンの外側での光の

湾曲の様子を図示したものが図 1, 2, 3, 4, 5, 6 である. (特に図 5, 6 においては, 光の軌道がホライズ

ン近くを周回する様子を見やすくするため, 拡大したものを図示している.) これらの図において実線は

無限遠から近づいてくる光の軌道: (x, y) = (r cosϕin(r), r sinϕin(r)), 破線は無限遠へ遠ざかる光の軌道

(x, y) = (r cosϕout(r), r sinϕout(r)), 点線はホライズン: r = r+ ≡ M +
√
M2 − a2 を表す. 角度の定義か

ら衝突パラメータ bは無限遠から近づく際の, 遠方での x軸からの距離に対応する. また, σ = +1のときは

順回転 (光の軌道とブラックホールの角運動量の向きが同じ), σ = −1のときは逆回転を表している.
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図 1 σa = 0.95, b = 10.

     
x












y

図 2 σa = 0.01, b = 10.
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図 3 σa = −0.95, b = 10.
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図 4 σa = 0.95, b = 5.
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図 5 σa = 0.95, b = 3.
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





y

図 6 σa = 0.95, b = 2.6.
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光が無限遠からブラックホールに近づき, 再び無限遠に去っていく際の, 赤道面内の角度の変化分 ∆ϕ

(∆ϕ − π が光が湾曲する角度に相当する)は aの値を固定したときは図 7, bの値を固定したときは図 8 の

ようになる.

     
b
















図 7 実線のグラフは, 左からそれぞれ σa =

0.99, 0.5, 0.01, − 0.5, − 0.99 (σa > 0 は順

回転, σa < 0 は逆回転) の場合の, 衝突パラメー

タ b を変化させたときの ∆ϕ のプロット. 破線は

∆ϕ = π, 2π を表す.

    

















図 8 実線のグラフは, 上からそれぞれ b =

5, 7, 10, 50 の場合の σa (σa > 0 は順回転,

σa < 0 は逆回転) を変化させたときの ∆ϕ のプ

ロット. 破線は ∆ϕ = π, 2π を表す.

以上から, 無限遠からカーブラックホールに近づいてきて再び無限遠に去っていくような, ホライズンの

外側の光の軌道 (ヌル測地線)について

• 順回転 (σ = +1)のとき, 角運動量 aは小さいほど/衝突パラメータ bは小さいほど 湾曲大.

• 逆回転 (σ = −1)のとき, 角運動量 aは大きいほど/衝突パラメータ bは小さいほど 湾曲大.

という性質が読み取れる. 直観的には, bが小さいほどブラックホールに近づくことができ, 時空の曲がりの

影響を受けやすく, また, 順回転では, aが大きいほど「加速」されて, あまり湾曲せず進み, 逆回転では, a

が大きいほど「減速」されて, 時空の回転の影響で湾曲しやすくなる, と解釈できるであろう.

5.2 平面内にない場合

ここでは, θ = π/2に限らない, 3次元的なヌル測地線の具体例として, §4.5のように ℓ = 0 (ξ = 0)の場

合を調べる. 特に R̂(r) = 0が 4つの異なる実数解をもつ場合として, 角運動量が a = 0.95で, η = 30 (図 9)

の場合と η = 23 (図 13)の場合に, 3次元デカルト座標系で x = r sin θ(r) cosϕ(r), y = r sin θ(r) sinϕ(r),

z = r cos θ(r) により光の軌道を図示する. (θ(r)としては (62)を用いる.)
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図 9 a = 0.95, η = 30の場合. 球はホライズン表す.

   
y











z

図 10 図 9 の yz 平面への射

影. 点線はホライズンを表す.

(実際には, この軌道はホライ

ズン外部を通っていることに

注意.)

   
x









y

図 11 図 9の xy 平面への射影. 点線はホライズンを表

す. (実際には, この軌道はホライズン外部を通っている

ことに注意.)

   
x











z

図 12 図 9 の xz 平面への射影. 点線はホラ

イズンを表す.
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図 13 a = 0.95, η = 23 の場合. 球は

ホライズンを表す.

   
y









z

図 14 図 13の yz 平面へ

の射影. 点線はホライズ

ンを表す. (実際には, こ

の軌道はホライズン外部

を通っていることに注意.)

  
x









z

図 15 図 13の xz平面への射影. 点

線はホライズンを表す. (実際には,

この軌道はホライズン外部を通って

いることに注意.)

  
x











y

図 16 図 13 の xy 平面への射影. 点線はホライズンを表す. (実際には, この軌道はホライズン外部を

通っていることに注意.)

これらの図において, 光の軌道はともに z 軸の正の無限遠方から近づいてくるものである. 実際, ℓ = 0

(ξ = 0)のとき, r → ∞において θin(r) → 0, ϕin(r) → 0であるが,マクローリン展開 am(x, k) = x+O(x3)
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と, 積分表式から読み取れる関係R(r) ∼ 1
r を用いると, 今の場合 µ+ = 1, µ2

− = η/a2 であることから,

lim
r→∞

r sin θin(r) =
√

a2 + η (81)

となる. つまり, 光の軌道の z軸の正の無限遠方において (x, y) → (
√

a2 + η, 0)となり, この場合,
√
a2 + η

が衝突パラメータを表していることがわかる. 図 9, 13の場合では, (81)の値は, それぞれ 5.558, 4.889と

なり図 12, 15の軌道の様子と整合している.

球対称なシュワルツシルドブラックホールの場合には, 赤道面内 (θ = π/2)の軌道と θ = 0の無限遠方か

らくる軌道は (互いに回転の違いだけなので)同等になるが, 回転するカーブラックホールの場合は異なるも

のであり, ℓ = 0の場合でも, カーター定数 Q ̸= 0の η = 30 (図 9), η = 23 (図 13)の場合には, 時空自体

の回転に光の軌道が引きずられる様子が, 具体的なプロットから読み取れる. 特に, 図 13, 14, 15, 16 をみる

と, 光の軌道が, 3次元 xyz 空間内のある平面内におさまらないことは明白である. また, 軌道があたかもホ

ライズンに巻きつくように, カーブラックホールの回転の影響を受けている様子がわかる.

6 まとめと展望

本稿では, カーブラックホール時空における, 光の軌道 (ヌル測地線)を赤道面内のものだけでなく, 本質

的に平面内におさまらない軌道についても調べた. 特に測地線方程式の解を積分表式のままでとどめず, 楕

円積分等を用いて書き直すことで, 数式処理ソフト (Mathematica, Maxima等)による具体的なプロットを

円滑に行えるようにし, 実際に典型的ないくつかの例を図示した. これにより, 光の軌道の湾曲の様子を直観

的に理解できるようになった. ただし, 赤道面内に限らない 3次元的な軌道については, 簡単のため ℓ = 0の

場合のみ具体的に調べた.

本稿の元となっている卒業研究ゼミでやり残したこととしては, ℓ ̸= 0の場合の積分表式, 質量のある粒子

の軌道 (つまり時間的測地線), ホライズンを横切るヌル測地線および時間的測地線, について, それぞれ具体

的に調べ図示することなどがある. 文献 [5], [7] などでは, 数学的な性質等について記述されているが, より

具体的な軌道の表式とその図があるほうが, 直観的な理解が得られやすい. また赤道面内に限る場合はシュ

ワルツシルドブラックホールの場合と同様にカーブラックホールの場合も有効ポテンシャルWeff を用いた

記述が測地線の定性的理解に便利であるが, カーター定数 Qがゼロでない一般的な場合にも, 定性的に分類

しやすい記述が理解できるとよい.
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