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ニシ論 説＜そ

ネイマン ・ ピアソンの補題についての感想

高 官
、、生
｛口 司＊

概要

数理統計学における統計的仮説検定を学んでいて気がついたことを二つ書
＜． 第一に， 検定論における基本結果であるネイマン ・ ピアソンの補題の直
観的な理解の仕方を記す． 第二に， この補題に関係する仮説検定の考え方に
ついてざっくばらんな感想を述べる．

1 緒言

今年度 (2023年度）大学院のゼミで一年間学生たちとともに数理統計学を学ん
できたが， 本稿ではそこで気がついたことのうち， とくに統計的仮説検定につい
て二つ， ごく気楽に記しておく．

第一に， ネイマン ・ ピアソンの補題の理解の仕方についてである． ゼミではこ
の補題をいかにして直観的に理解するかということに学生たちとともに取り組
んだので， その結果をここに記す． この補題は基本的な結果なのでさまざななと
ころで解説されているが， その直観的な意味についての説明はなぜか見当たら
なかった． 無論見尽くしたわけでないし， われわれが得た直観的な理解の仕方と
いうのは当然以前から知られているものであろう． わかってしまえば当り前の話
なので， わざわざ述べるほどもないと思われているのかもしれない． しかし少な
くとも著者と学生の間ではこれで「分かった気」になれたし， そこまで到達する
にはある程度時間がかかったので， こういう説明がもっと普及していてもよいと
思った． したがって読者の勉強の助けになることがあれば望外の喜びと思い， そ
れに期待して記しておく．

第二に述べることは， ネイマン ・ ピアソンの補題についての議論から敷術した
統計的仮説検定の考え方についてのごくざっくばらんな感想である． 仮説検定の
論理の微妙さや落し穴については， 長年多くの人がいろいろなところでいろいろ
なことを述べているから， 新しいところはないであろう． ただ思ったことを述べ
たまでの文字通り感想である． 読者の勉強の助けになるとは思わないが， 書いて
悪いこともなかろうし， だれかのなにかのヒントになる可能性も皆無ではなかろ
うと思い， 記しておく．
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本文中， 定式化， 用語などの基本事項については竹村 (2020)を参照したが， 必
ずしも全て一致させているわけではない． 上述の大学院のゼミで読んでいたのも
この書であり， 大いに学ぶところがあった． 元々は19 91年に創文社から「現代
経済学選書」の一巻として出たもので， そのころから数理統計学における本邦で
の名著として知られたものと思う． 同杜の解散にともなって学術図書出版杜から
改訂版として出された． この選書には他にもすばらしい書がいくつもあったが，
いまでは手に入りづらくなっているものも多く残念である．

2 予備知識

2.1 統計的仮説検定

2.1.1 設定

ある確率空間上で定義された確率変数を考え， その確率分布があるかたちの分
布でありつつも， 母数0の値によって変わるという状況を考える． この確率分布
の族{Fo | 0 € 0}を統計的モデルという．

いま母数0はある特定の値を取っており， そのときの分布F。にしたがって確率
変数の実現値が決まる． しかし， 観測者にとっては， 統計的モデル{Fo | 0 € 0} 
は既知であるものの， いま実現している母数0の値はわからないと想定する． 観
測者はこの確率変数をn同， 各同独立に観測する． この観測の状況は数式では
しばしば

Xi, X2, · · ·,Xn i．足•F。 (1) 

などと書かれる． ここで (XぃX2, ···,ふ）ないしはその実現値（デー タ）（ X 1 心2,.' . , Xn ) 
を標本といい， nを標本の大きさという． 観測された（エ 1 立2,' .' , Xn )をもとに，
観測者は0の値が「どのようなものか」を推測しようとする＼ これが統計的な
推測であるが， とくにここで考えるのは統計的仮説検定である． それは0の値が
予め定めた特定の範囲に入ってるか否かを推測しようとする．

いま0が取りうる値の集合0を2つに分割し， 一方を〇。， 他方を81 とする．
(e = e。U81,8。n81 = 0 . ) 「実現している0が0。に属すること」（あるい
は0。の元の各々）を帰無仮説とよぶ． 帰無仮説が成り立たないこと， すなわち

「実現している0が81 に属すること」（あるいはQの元の各々） を対立仮説と
いう． 帰無仮説をH。， 対立仮説をH1 と表記し， H。： O E 0。とH1: 0 E 81 と
いうように書く． 0。（もしくは81 )が1点のみからなるとき， 帰無仮説 （もしく
は対立仮説）を単純仮説とよぶ． 単純仮説でないときは複合仮説とよぶ．

1標本とは(X1, X2, · · ·, Xn)をいうのか(x1,x2,..., Xn)をいうのかは案外曖昧なようであ
る．ここではとりあえず上のように定義した．このことに限らず，確率変数とその実現値とは場面に
よって都合よく同一視されることが多いように感じる．
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得られたデー タから帰無仮説か対立仮説かのどちらが成立しているのかを推測
する行為が統計的仮説検定である． その結果を通常， 帰無仮説を中心に述べ， 帰
無仮説の成立を取ることを， それを受容（もしくは採択）するといい， 帰無仮説
の不成立を取ることを， それを棄却するという．

ここまででの話では， 帰無仮説と対立仮説は0を2つに分けているだけなの
で， どちらがどちらでもよいように思われる． しかし通常の統計的仮説検定の理
論ではそうではなく， 帰無仮説と対立仮説とは役割が異なり， 非対称に扱われる．
したがって0の分割の仕方が同じであっても， どちらを帰無仮説にするかで話
は全く違ってくる． これについてはすぐあとに述べる．

確率変数の組である標本 (Xi, X2, • · ·,ふ）の可能な実現値の集合を標本空
間と呼ぶ． これを究を表記しよう． すると， 検定は関数8： 少→｛0, 1}と表
せる． これを検定関数とよぶ． これは， 観測値 X = (x1心2,.・・，砂）を得たとき
に， 8(x) = 0 は帰無仮説を受容することを， 8(x) = lは帰無仮説を棄却するこ

とを， それぞれ表している．
検定関数については， 受容 ・ 棄却について確率化された判断までを含める場合，

8: 勿→［0, 1]と一般化できる． ここでr= 8(x)は観測値 X = (x1, X2,···, Xn ) 
を得たときに， 確率rでもって帰無仮説を棄却するということを表している．

帰無仮説が成り立っているのに， これを棄却してしまうことを第1種の過誤と
いう． 帰無仮説が成り立っていないのに， これを受容してしまうことを第2種の
過誤という． もちろん成り立っているのが帰無仮説なのか対立仮説なのかは最終
的にもわからないことが多い． したがって上の「帰無仮説が成り立っているのに
（いないのに）」というのは仮定の話である． すぐ下で説明するように， 検定の良
し悪しを語るときに通常問題とされるのはこれらの過誤の確率となる．

検定8が与えられたとき， 母数0に対して， 帰無仮説が棄却される確率/3s(0)
を8の母数0のときの検出力という． これを関数(3s:e→[O, 1]とみたときは検
出力関数という． 0 E 0。に対しては， 検出力は第1 種の過誤の生ずる確率を表
している． 0 E 81に対しては， 検出力は第2種の過誤の生じない確率を表して
いる．

2.1.2 検定の考え方

「帰無仮説が棄却されることに重要性をもたせる」というのが統計的仮説検
定の通常の考え方である． 帰無仮説を棄却すればふつうは（デ ー タから帰無仮説
の成立を完全に排除できるのでもない限り）必ず第1種の過誤のリスクを負うこ

とになる． 帰無仮説の棄却にこそ重要性があるとの考えのもとでは第1種の過誤
の起こる確率が低く抑えられていることが望ましい． これはつまり「帰無仮説は
よほどのことがないかぎりは棄却されないようにしておく」ということである．
そうすれば， 棄却されればそれはよほどのことであるから， そのことは重要性を
持つわけである． 通常の考え方では， 第1 種の過誤の起こる確率を予め与えた
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ある値aより小さくなるように検定 6 を設計することが求められる．すなわち，
sup()Ee。/3o( 0 ) $ aとするわけである． このaを有意水準とよび，sup()Ee。B6(O)
を検定 6 の サイズという．有意水準をどの 値に設定するかはいわば主観的な問
題である．具体的にはどうやら習慣によるようであり，0.01 (1 バ ー セント）や

0.05 (5 パーセント）がよく用いられるとされている．
このように第1種の過誤の確率をある水準以下に抑えたうえで，第2種の過誤

の 確率もできるだけ小さくするというのが通常の考え方である．検定がが一様
最強力検定であるとは，6*が，あらゆる0 E 81について，第2種の過誤の確率
が最小になるような検定であることをいう．すなわち，有意水準aを満足する任
意の検定6に対してVO Ee1 9 /36(O) s/3o•( 0 ) となることである．無論 このよう
な都合の 良い検定がいつも存在するとは限らない．8 1 が1点の みからなるとき
（対立仮説が単純仮説であるとき），これをたんに最強力検定と呼ぶ．

3 ネイマン ・ ピアソンの補題の直観的理解

3.1 ネイマン ・ ピアソンの補題

以下では標本 (Xi, X2, · · ·, Xn ) の 確率密度関数ないしは確率質量関数を
!(·'0)と表記する．

いま帰無仮説，対立仮説ともに単純仮説の場合を考える．すなわち，

H。 : 0 = 0。 VS H1: 0 =釘

このとき最強力検定が特徴づける，以下の定理が成り立つ．

定理 （ネイマン ・ ピアソンの補題）

(i)検定 6 が有意水準aのもとで最強力検定であるとき，ある C 2: 0 が存在し，
任意の 立疫に対して

知）＝｛ 1 （f(孔) -cf(x, 0。) > 0 のとき）’
（ 2) 

0 (f(x, 01) -cf(x, 0。) < 0 のとき）

が成り立つ．
(ii)有意水準0が与えられたとき，ある0:::; r::; 1とc�Oとが存在し，任意

の XE疫に対して

如）＝ ｛ ：腐悶： ：冨。゜｝ ：ぶ： ： ：!: 
0 (f (x, 01) - cf (x, 0o) < 0 のとき）．

となる有意水準a の最強力検定 6 が存在する． ロ

(3) 
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上で， たとえば，f(x,01) - cf (x, Bo) > 0はf(x,0。)# 0のときは

f(x必）
＞ C (4) 

f(x, Bo) 

と変形できる． この左辺は尤度比と呼ばれる． したがってネイマン ・ ビアソンの
補題は尤度比の大小を受容・棄却の基準とする検定によって最強力検定を特徴付
けているものとされる．

3.2 直観的説明

以下ではこの定理を証明はせず（竹村( 2020)第8章ほか， 一定レベル以上の

統計学の教科書に書 いてある）， どうしてこのような結果になるのか， その直観
的な理由を説明する．

いま度を1次元とするか多次元とするかは全く本質的ではないので， イメ ー

ジしやすいよう1次元とする．

(i)ひとまず標本(X1, X2, · · ·, Xn )の分布が連続分布だと想像してほしい．

まず劣�を多数の微小な断片（区間） に切り刻む． こ れらを（ △ェi)としよう． そ

して検定6はダの各点ではなく， こ の各断片△Xiに対して 0か1かを割り振る

ものと考える． 各断片に対して「0」か「 1」かのラベルが貼り付けられて いると

想像してほし い．いま有意水準aの最強力検定を作るには， どのようにラペル
を貼ったらよいのか考えてみよう．

まず最初に， 全ての断片に「1」を貼り付ける． すると第1種の過誤の確率は

1 (100%)であり， 第2種の過誤の確率は 0である． いまラベルを「1」から「O」

に順次貼り替えていくこととしよう．

断片△ェ．を1枚貼り替えたとき， 第1種の過誤の確率はf(x(i),0o)△Xiだけ

減少する．一方で第 2種の過誤の確率はf(x(i),01)△Xiだけ増加する．（ただし
こ こでx(i)は △Xiの 「位置」 である．） こ の貼り替え作業は 「第2種の過誤の

確率の増加」 と いう 「費用」 を払うことで，「第1種の過誤の確率の減少 」 とい

う「財」を 「購入」するプロセスと見ることができる． こうしてラペルを貼り替

えて いって， 第1種の過誤の確率を有意水準aまで小さくすれば， 有意水準を

クリアする検定ができあがる． これを最強力検定となるようにするのは， 貼り替
えの際に第2種の過誤の確率の増加の総計（つまりそれは第2種の過誤の確率そ

のものである）， つまり 「費用」 の合計をできるだけ抑えればよい ． つまり最強

力検定を求めることとは「 なるべく安 い買物をする こ と」に他ならな い．（した

がって， こ れはミクロ経済学の消費者行動の理論の一部である．）

aが具体的に与えられていないから購入が い つ終るかわからない． しかし， ど

の時点で終ったとしても， その時点までの費用の合計が最小化されているように

するのは易しい ． そのためには， 財の 「単価」． すなわち． 財 「第1種の過誤の
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確率の減少」1単位に対する， 費用I第2種の過誤の確率の増加」，

f (x(i），佑）△x,
f (x(i), Bo)△ Xi 

f (x(i), 0り
j(x(i), 0。)

第116号 2023- II 

(5) 

の安い断片から順に， 財の塁が1-aきっかりになるまで（つまり， 第1種の過
誤の確率がきっかりaになるまで）購入していけばいいのである． そうすると購
入をすすめるにつ れ単価はあがっていき， あるところでやめるということにな
る． このIあるところ」をcとすると

f (x(i), 0リ
f (x(i), Bo) 

<c (6) 

となるような断片が全て購入される， つまりそれらの断片△ Xiにラベル「O」が
貼られる， 言いかえれば， 勿のその範囲では帰無仮説は受容される (8(x)= 0) 
ということになる．

いうまでもなく， 反対に

f (x(i), 01) 
f (x(i), 0。)

>c (7) 

となるような断片△mにラベル「1」が貼られ， その範囲の XE 少
～

に対しては
帰無仮説は棄却される (o(x)= 1)こととなる． これで最強力検定が得られたし，
最強力検定はこのようなものしかないこともわかる．

ただしf(x, 0
1) = cとなるようなxについては若干の注意が必要である． この

f(x, 0o) 
ようなxがただ1点となる場合にはその確率は 0であるので重要ではない． し
かし， そうならないときにはo(x)= 0とするか＝1とするかは自動的には決ま
らないので， 有意水準がちょうどaになるように恣意的に決めなければならな
ぃ．1つのやり方はこのようなxに対しては特定の確率rで1を選ぶようにする
こと (o(x)= r)である．

( ii)いま標本の分布が離散分布であるとしよう． この場合はク
0
を切り刻むま

でもなく， デ ー タxの取る点は離散的で， いわば始めから断片をなしているか
ら， それを前提に上の（ i)と同じようにすればよい．

ただし， 断片の刻み方は最初から与えられているので， 第 1 種の過誤の確率が
きっかりaになるところで購入をストップできるとは限らないが， この場合は8
を適宜確率化すればよい．

3.3 図による説明

上で説明したことを図を用いて考え直してみよう． 下の図 1 のようなものは竹
村(2020)（第5章， 8章）をはじめ教科書にときどき載っている． 図の正方形の
なかの任意の点は第1種の過誤の確率と第2種の過誤の確率の糾を表している．
これを「確率ベクトル」と呼ぽう（これは一般的ではないここでの暫定的な呼称
である）． 検定6を1つ 特定すれば， それに対応する確率ベクトルが決まるので，
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確率ベクトルはいずれかの検定によって実現可能なものとそうでないものとにわ

けられる．

いま標本の分布が連続分布の場合(3.2節（i)の場合）を考えてほしい．図の凸

レンズ状の領域の内側（境界を含む）が実現可能な確率ベクトルの集合を表して

いるのだが，これを得るためには以下のように考える．まず 3.2節の要領で兄
～

を微小に切り刻んだ断片（△Xi)を尤度比孔詞汀げの小さいものから順番に並べ，

断片の全てにラベルI1」を付ける．このとき確率ベクトル（の先端）は点Aとな

る．これが出発である．

(i) さて第一の場合として，尤度比の小さい断片から順次ラベルを「1」から

「O」へと変えていくと，確率ベクトルは、点Aから動いていき最終的に全部が「O」

になったときに点Bへとたどり着くが，その軌跡は図のように原点に対して凸

の曲線（下側の曲線）になる．これを「下限曲線Jと呼ぼう．少し見方を変える

と，クの微小断片ラベルの「1」から「O」への貼り替えは，点Aから点Bまで

微小な間線をつなぎ足していく作業に対応する．ここで各微小曲線の傾きの絶対

値が尤度比に一致するわけである．

(ii)第二の場合として，こんどは点Aから尤度比の大きい断片から順次「l」

から「O」へと変えていくと，同様にして，原点に対して凹の曲線（上側の曲線）

が得られる．これを「上限曲線」と呼ぽう．ここで上限下限の2つの曲線は互い

に正方形の中心について回転対称となることを注意する．

(iii)第三の場合として，点Aから尤度比の大小にかかわらず断片を順次「1」

から「O」へと変えていくと，その軌跡は上限曲線あるいは下限曲線（どちらで

もよい）を微小な曲線に切り刻んで，しかしその各微小血線の傾きは変えずにつ

なぎ直したものとなる．どのようにつなげても最後は点Bにたどり着く．この

ような曲線は上限下限2つの曲線に挟まされた領域をとおる．さらに確率化され

た検定も考えれば，この領域（これは凸集合であるから）の全ての確率ベクトル

が実現可能であることがわかる．

以上 3つの場合より，この上限下限2つの曲線とその内側の部分が実現可能な

確率ベクトルの集合を表すことがわかる．このことがわかれば，有意水準aの最

強力検定を得ることはやさしい．まずその最強力検定の確率ベクトルは点Dと

なることは明らかである．（明らかに，これが第 1 種の過誤の確率がa以下の実

現可能な確率ベクトルのうち第2種の過誤の確率が最小のものである．）いま下

限血線の点Dにおける（接線の）傾きをcとする．さて点Aから出発して微小曲

線をつなげていって点Dにたどり着くには，ただたんに点Aから点Dまで下限

曲線に沿ってすすむか，あるいは下限曲線の点Aから点Dまでを微小に切り刻

んで並べ替えればよいし，そうするほかない．これらの微小曲線の傾きの絶対値

はいずれもcよりも小さいから，これは尤度比がcより小さい断片に「0」を付

けることを意味する．反対に尤度比がcより大きい断片には「1」が付く．この

ように，尤度比の大小による基準で最強力検定が得られることがわかる．
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標本の分布が離散分布の場合 (3.2節（ii)の場合）， あるいは上限（下限）曲線が
直線部分を持つ場合などでは適宜調整が必要だが， 本質的なところは上に示した
ものと変わらない．

4 統計的仮説検定についての感想

ネイマン ・ ピアソンの補題から敷術し統計的仮説検定の考え方についてのごく
ざっくばらんな感想を雑駁に記す． 内容はこれまでに他処で繰り返し書かれてい
ることと多く重複するであろう．

4.1 仮説検定の考え方に対する混乱

統計的仮説検定の根幹の考え方についての説明として「珍しいことが起こった
ら， 何か他に理由があると考えたほうがよい」ということだとするものがある．
例えば， このコインには歪みがないとの仮説を立てて， 実際に10回を投げてみ
たら， 10回とも表が出た． では仮説は間違っていて本当はコインが歪んでいる
のではないかと考えようとなる． なんとなればもし仮説が正しければそのような
ことが起こるのはとても「珍しい」からである．

このたぐいの説明や例は多くの統計学の教科害に述べられている． こういう説
明が間違っているとは全然思わないが， しかしそこにはある種の混乱が見られ，
そのことが仮説検定の考え方をかえって理解しづらくしているように思われる．
この点を説明するためにつぎの例を考えよう．
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いまコインがあり表が出る確率 p が 0.5か1かのどちらかであることが分かっ
ている． このとき p = 0.5を帰無仮説とする． すなわち，

H。 : p = 0.5 vs H1 : p = l. 

そのうえで， コインを1回だけ投げるという検定を行う．

( i)いま有意水準のことはおいておき， この検定で帰無仮説を棄却するのなら
「表が出たときに棄却する」 ということ以外にはありえない． しかし帰無仮説が
正しかったとして表が出ることが「珍しい」わけでは全くない． あるデ ー タが帰
無仮説の棄却にふさわしいかどうかは「珍しさ」の問題ではなく， 他のデ ー タと
比較したとき対立仮説に対していかに支持的であるかの問題である．

( ii)つぎに有意水準のことを考えよう． 当り前のことだが（その割には言われな
いと気が付かないことかもしれないが）， 有意水準をク リ アするだけなら， デ ー

タを全く見ないでたんに所望の確率を設定したク ジを引いて帰無仮説を棄却す
ればそれでよい． 棄却の確率を低く設定すれば， それは当然「珍しい」 ことであ
る． しかしその 「珍しさJ とはそのときのデー タの内容が帰無仮説の棄却にふさ
わしいか否かとは全く 関係がない．

( iii) 上の2つの話を合わせれば「表が出たらくじを引いて有餘水準をク リ ア
する確率で帰無仮説を棄却する」といういかにも妥当な検定が出てくる． 帰無仮
説が棄却される確率が有意水準ぴったりになるようにくじの確率を調整してやれ
ば， この検定が最強力検定になる．

要するに「デ ー タに対して適切に帰無仮説の受容 ・ 棄却を決めること」とI有
意水準を低く おさえること」とは本来全く別の要請であって， これらを混同して
はならない． 無論状況によってはこれらの要請の含意が重なってくることはある．
むしろそれが通常であることから， この区別はわかりづらくなっている．II珍し
いこと」が起こったら帰無仮説を棄却する」というよくある説明は常識的でわか
りやすくはあるが， これら2つの要請を区別しないことで理解を混乱させている
というのが， わたくしの感想である．

4.2 尤度比基準への直接的 ア プ ロ ー チ

ネイマン ・ ピアソンの補題の メ ッセ ー ジは「尤度比の大小によって帰無仮説の
受容か棄却かを決めよ」 ということである． それを具現化しているのが最強力検
定の概念なわけであるが， これによってかえって尤度比を使うことの意味がわか
りづらくなっているきらいがある． 上ではそのわかりづらさを購買行動とのアナ
ロ ジ ー で解決したわけであるが， ここでは代替的なアプ ロ ー チを考えてみよう．
以 下では， デー タを見て帰無仮説の受容 ・ 棄却を判断する際の「自然な態度」 と
はどんなものかを考え， そこからネイマン ・ ピアソンの補題で述べられている尤
度比を用いた基準を導く．
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前節で議論したとおり， あるデ ー タに対して帰無仮説を棄却すべきかは（それ
が帰無仮説のもとで「珍しい 」かではなく）他のデー タに比較してより対立仮説
に対して支持的であるかで決まるべきである． この考えを定式化することから出
発しよう．

以下では簡単化のために， 標本空間 先 を有限とし， 任意の X E X' に対して
J(x, 0a ), J (x，仇）＞ 〇 とする． まず， いま検定8において， あるデー タ X E % に
対して帰無仮説を棄却したとする ( o (x)= 1). このとき別のデー タ が を拾い上げ
てみて， xとその尤度を比較したら， f (x',0リ ＞ f (x,0り かつ f (x',0。) < f  (x, 0o ) 
であった． これをもってxのもとでよりも 対 のもとでのほうが対立仮説01 はよ
り尤もらしいとするのは全く無理がない ． ならば が に対しても帰無仮説を棄却
する ( o (x' )= 1)のが 自 然であろう． この考え方は 6 につ いての以下の条件にま
とめることができる．

単調性 いかなる2つのデー タx,x' E X' に対しても， もし [f (x',01 ) ;::: f (x, 0リ
かつ f (x',0。) s; f (x,0。)]であるなら， o (x' );::: o (x)が成り立つ ．

つぎに， 同等性につ いて考えよう． 2つの別々のデー タが受容 ・ 棄却の判断にお
いて同じく扱われるべきなのはどのような状況だろうか． 2つのデー タx,x' E 虎ア

を考える． い まある実数 a > Oが存在し J (x',0。) = af (x, 0o )かつ J (x',0リ ＝
af (x, 0り が成り立 つとしよう． このときxと が とに対しては受容 ・ 棄却の判断
を同じくするのが妥当であろう． なぜならば， いま母数0の条件付き確率を考え
れば， Pr [0。 | x]= Pr [0。 | X' ]かつ Pr [01 I x] = Pr [01 I x' ]が成り立 つからで
ある． つ まりxと が とは母数の成立の確からしさに対して全く同等な情報を持
つわけである．

ここで母数0の確率を考えているのは明らかにベイ ズ主義的である． 統計的仮
説検定を含 む古典統計の考え方では， どの母数が成立しているかはあくまで「未
知」なのであって， そこに確率を付与できるものではない （付与すべきではない）
とされる． したがってこれは明らかな逸脱であるので， 上の議論を許容するか否
かは議論のあるところであろう． ただし， 上の2つ の確率等式を得るには0上
の事前分布を知っている必要はない ． 必要なのは確率を付与できるという事実で
あって， その確率 自 体は未知で全然よいわけである． 確率が付与できるがそれを
知らない （知れるほどの情報を持たない）ということと， 未知 ゆえに確率が付与
できないということとはどのように異なるのかは興味ある哲学的論題であるが，
ここで立ち入ることはしない ．

上述の単調性にいま議論した同等性の条件を取り入れることで以下の条件を定
義することができる． この条件は受容 ・ 棄却の判断における「 自 然な態度」を規
定するものとみなせる．

広単胴性 いかなる2つのデー タx,x' E 虎＇ に対しても， もし， ある2つの正の
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実数a, /3 に対して， ［af (x' , 0リ 2 /3f (x, 01 ) かつaf (x' , 0。） � /3f (x, 0o)] 
が成り立つのならば， o(x' )� o(x)が成り立つ．

検定を非確率的なものに限定したとき， 上の条件から「尤度の大小による帰無
仮説の受容 ・ 棄却」が帰結する こ とが示せる．

定理 もし 虎 上の非確率的な検定6が 広 単調性 をみたすとすると， ある実数
c> O が存在し， 任意の XE !Z° に対して

叩） ＝ ｛
1 （f (x, 0リ ー ef (x, 0。)> 0のとき），
0 ( f  (x, 0i )  -cf (x, 0。)< 0のとき）

が成り立つ．

( 8) 

証明 い ま a (x)でもってf(x,0o )]f(x,0 l ) を表す． 任意の2つのx' , x" E 洗
を取る． こ のとき a (x' )f (x' , 0i )  ::::, a (x" )f (x" , 01 ) ならば必ず a (x' )f (x' , 0。) < 
び (x" )J (x" , 0。）となる こ とを確認するのは容易である． したがって検定の非確率
性と広単調性とにより， ク の元xを a (x)f (x, 0リ の大きい順に並べれば， ある
元x* とそれより上では全てo(x)= 1, それより 下ではo(x)= 0となる． いま こ

の順序で 圧 のすぐ下のものをx** とする． そうして ；｛：：：：鷹］ ＜c< 廷ご：鷹］ を
みたすcを任意に取れば定理の主張のとおりの式が成り立つ． ロ

はじめに述べたとおり こ の導出は最強力検定の概念とは関係がない． それど こ

ろか2.1.2節に説明した統計的仮説検定の通常の考え方すらも前提にしていない．
要になるのはベイズ主義的な同等性であり， それが尤度を比でもって比較する根
拠を与えている．

4.3 棄却の含意

上に述べたとおり， 統計的仮説検定による立証では， 帰無仮説が棄却される こ

とが重要性を持っている． 帰無仮説が棄却されるという こ とは対立仮説が支持さ
れるという こ ととされ， それによってなにかを立証するというやり方が取られる．
こ の ロ ジックもまた少 なからぬ混乱の原 因となっているように見受けられる．

対立仮説は帰無仮説の否定であるから， 帰無仮説が棄却されれば対立仮説が支
持されるのは当然と思われるかもしれないが， そうではない． 問題は対立仮説は
帰無仮説の論理的な否定であるが， 帰無仮説がデ ー タをもって棄却されるときに
は， それは論理的に否定されるわけではないという こ とである． ならば， 対立仮
説を支持する根拠はど こ にあるのか． 管見のかぎり， 統計的仮説検定の説明では
その根拠を欠 いているように見える．（ こ こ で問題にしている こ とは「統計的な
判断は完全に確実なものではな い」と い う一般的な注意よりもはるかに微妙な
こ とである ． いま問題にしている こ とは， そういう不確実な判断を受入れたとし
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て ， そ の含意 を 確実 な 判 断 の そ れ と ど こ ま で 同 じ よ う に扱 え る の か， あ る い は ど

の よ う に扱 っ た ら よ い の か で あ る ． ） こ の こ と を 理解す る た め に 以下の例 を 考 え
よ う ．

い ま コ イ ン があ り 表が出 る 確率 p が 0.5 か 0.501 か の どち ら か で あ る こ と が分

か っ て い る ． （ こ の よ う な コ イ ン を 実際 に作 る の は不可能 で あ ろ う ． し か し計算

機 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン で 同 じ状況 を 設定す る こ と は か ん た ん で あ り ， し た がっ て全
然非現実的 な 状況で は な い ． ） こ の と き p = 0.5 を 帰無仮説 と し て コ イ ン を 10 回
投 げ る と い う 検定 を す る ． す な わ ち ，

(A) H。 : p = 0 .5  vs H1 : p = 0 .501 .  

さ て ， い ま コ イ ン を 投 げて み た ら ， 驚 く こ と に ， 10 回 と も 表だ っ た ． 帰無仮
説が正 し い と す る と そ う な る 確率 は 0,5 1 0 = Til贔 で あ り ， 有意水準 が 5 ％ で も 1
％ で も 帰無仮説 H。 : p = 0 .5 は棄却 さ れ る の が妥 当 で あ ろ う ． し か し こ れ を も っ
て 対立仮説 H1 : p = 0 .501 が支持 さ れ た と す る の は全 く バ カ げて い る ． な ぜ な

ら こ れ は 対立仮説 の も と で も 同 じ程度 に 起 こ り そ う も な い で き ご と だ か ら で あ
る ． む し ろ こ の場合， 常識的 に 正 し い判 断 は そ も そ も 「表が出 る 確率 p が 0.5 か
0.501 か の ど ち ら か」 と い う 設定そ の も の を 疑 う こ と で あ ろ う ．

で は も し 設定が以下 の よ う で あ っ た ら ど う で あ ろ う か ．

(B) H。 : p = 0 .5  vs H1 : p = 0 .9 .  

こ の場合 は I10 回 と も 表」 と い う デー タ に対 し て H。 を 棄却 し ， し た が っ て H1

を 支持す る の は全 く 妥 当 で あ ろ う ．
で は H1 : p = 0 .502 な ら ど う か ． H1 : p = 0 . 503 な ら ば． （A) か ら 出発 し て こ

の よ う に確率 を 上 げて い け ばい つ か は (B) に な る はずだが， そ の途 中 の ど こ か で
（徐々 に で も ） 対立仮説 を 支持す る こ と が 「莫迦 げて い る 」 か ら 「妥 当 で あ る 」 に
は な る は ず で あ る ． こ の こ と 自 体 は常識的 な 判 断の 範 囲 と 思 う し (H1 が正 し い

と し た と き の確率 と 比較す る な どで き る ） ， も っ と き ち ん と し た 理論 も き っ と だ

れかが作 っ て い る で あ ろ う ． し か し ， 通常 の統計的仮説検定の説明 を 受 け入 れ る
か ぎ り は ， そ の よ う な 判 断 を 行 う 論理 は仮説検定の論理 と は整合 し な い よ う に 思
わ れ る ．

4.4 科学的 と 客観性

巷で は 数理統計学の方法 は 客観的 な 判 断の権化の よ う に 扱 わ れて （思 わ れ て ）
い る が， そ れ は適切 で は な い ． 昨今の科学の実践 で は ， し ば し ば特定の統計的方
法の形式がみ た さ れて い る こ と があ る レ ベ ル の客観的 な 立証がな さ れた こ と と 同
等 と み な さ れ， 結果 と し て 驚 く ほ ど多 く の不適切 な 結論が出 さ れて い る ． こ れ は
現代 の 科学が直前 し て い る 深刻 な 危機 的状況の 大 き な 部分 を な し て い る ．
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統計的仮説検定だけを取ってみても， 当然ながら主観的な要素は多くある．（有意
水準の主観性については2.1.2節で注意した．）たとえば， 統計的仮説検定の理論で
は既知の部分と未知の部分とを明確にわけており， 統計的モ デル {Fe I 0 E 8｝（と
デ ー タの観測のされ方）は既知であり， 実現している母数が未知とされる． した
がって， そこでテストされるのは母数に関しての仮説であり， 統計的モ デルその
ものではない． しかし実際の応用においては， 理論通りの統計的モ デルが成り
立っておりしかもそれが既知であるということは， 人工的に設定された状況を除
いては， ないであろう． 未知のものに対して既知を装うならば， それは主観的な
選択になら ざるをえない．

統計的仮説検定は主観的判断を土台にした局所的な客観性を実現しているに過
ぎない． と言って， そのこと自体は良くも悪くもない． そういうものだと分かっ
て適切に使えばよいだけのことなのであるが， 悪意なのか誤解なのか， 濫用され
ることが多いのは問題視されるとおりである．

統計的仮説検定（および， それに代表される統計的方法） の濫用の大方は科学
者の不誠実によるものだと思うが， しかし， より深い原 因として， その根底にあ
るニ ヒ リ ステ ィックな科学観と， そのような科学観と妥当な科学的思考との不整
合とがあると思う． 仮説検定の理論には 「科学的な判断とはなにか」ということ
に対してのある種の態度や姿勢が込められている． しかし， それはある時代のあ
る グル ー プの人たちの 「科学哲学」であって， それが必ずしも科学的思考の実情
と合致しているわけではないし， 科学の理想的な思考形式を体現しているわけで
もない． わたくしの見たところ， それは本来の科学のあり方に比較して過度に殺
伐としており， しかもそれが科学に還流することにより科学を殺伐としたものに
変えていっている．

統計的仮説検定の考え方は カ ー ル ・ ポパ ー の反証主義に通じている． 反証主義
は科学を科学理論の生き残りの消去プロ セスと特徴づける． そこでは， 提案され
た科学理論は， その含意が観測や実験などによる 「事実」と照合され， 整合しな
ければ失格となり， 捨てられる． これがすなわち反証である． 事実との照合は客
観的で論理的な手続きであり， そのような手続きによって捨てられないような曖
昧さや流動性を持つ理論は科学理論としての資格がないとされる． すなわち， 科
学理論は反証可能でなければならない． ポパ ー によれば， 科学の進展は反証とそ
れを受けた新たな理論の提案というプ ロ セスの繰り返しであり， 現時点での科学
は当 該生き残っているものが生き残っているだけである．

しかしこのような考え方は初期の科学哲学者の理想化された思い込みに過ぎな
ぃ． 反証主義は当 時の科学哲学の展 開からすれば非常に重要な貢献であったのは
間違いないだろうが， 今 日 日 これを額面通りに受け取っている科学哲学者は非常
に少ないであろう． しかし反証主義は今 日 においても科学の中心的なテ ー ゼであ
るかのように説明されることがある． 実際そのように考えてる研究者にもよく
会った． 反証主義は非常にわかりやすく魅力的なところがあり， このような考え
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方が広まってしつこく残り続けたことが， とくに科学者自身の科学に対する理解
を歪めたように思われる．

実際の科学は ポパ ー の言うようにはすすまない． 科学哲学の書を開けばその
ような例が挙げられているであろうが， ここでは， わたくしの好きな例として，
ダ ー クエ ネルギ ー について取り上げよう． 現代の科学では宇宙には ダ ー クエ ネル
ギ ー と呼ばれる正体不明の巨大なエ ネルギ ーが存在するとされている． その根拠
は Ia 型超新星爆発の観測 デ ー タである． そのデ ー タから宇宙の膨張の速さにつ
いての算定ができ， それによれば宇宙の膨張は加 速している． それは観測から推
定される宇宙のエ ネルギ ー の総量とは整合しないが， ダ ー クエ ネルギ ーが存在し
ているとすれば整合するわけである．

しかし超新星爆発の観測 デー タが ダ ー クエ ネルギ ー の存在を意味していると必
ずしも考える必要はない． たとえば観測 デー タそのものの解釈が適当ではなかっ
た可能性もあり， 実際にそういう研究もあった． あるいは， いっそ超新星爆発の
観測 デ ー タを ビッグバン理論への反証だと解釈することもできる． そうした複数
の可能性のあるなかで， 理論的にも全く正体のわからない ダ ー クエ ネルギ ー なる
ものを想定し， 前にすすむというのが実際に行われていることである． これはポ
パ ー が非科学的と断じる流動的な（「あとづけの」、 「ア ド ホ ックな」）説明に他
ならない． むしろポパ ー の見解に忠実ならば， これをもって ビッグバン理論は御
破算にすべきであろう．

明らかに科学者たちは， こうした既存の理解と整合しない観測事実に直而し
て， 既存の理論を捨てること， 既存の理論を保持したうえで新しい要素で辻棲を
合わせることを含む複数の進むべき道を天秤にかけている． （科学哲学を知って
いる人はデュ エ ム ・ ク ワ インの テ ー ゼを想起するだろう． ） 論理的に可能な多数
の選択肢のなかから， ダ ー クエ ネルギ ー の存在によって ビッグバン理論を維持す
るのが適切だと考えているのである． そう考える理由をかれらは説明できるであ
ろうし， 当然それは科学的で合理的な説明であろう． しかしそれは主観的な判断
である． 客観的には上述したようなさま ざまな可能性があり， そのなかから， い
わば ダ ー クエ ネルギ ー に賭け， そこに資源も努力も投入しようというのである．
これはたとえ事実にもとづいた合理的判断であるとしても， 他にもそう判断でき
る選択肢がある以上， それのみで説明しうるものではない． 科学者たちは明らか
に科学が「いかにあるべきか」についての主観的な価値判断による選択を行って
いるのである汽

このような主観的判断をしないかぎり， 科学は進歩しようもない． 主観的な判
断は重要でも適切でもありうるのであって， 主観的だから程度が低く価値が低
い， 客観的なのが程度も価値も高いというのは現代杜会にはびこっている病的な
思い込みである． その根底には人間の価値を信じず， それよりむしろ機械的な手

2全然余談だが， わ た く し個人 は ダ ー ク エ ネ ル ギ ー な ど な く ， ビ ッ グバ ン 理論が間違 っ て い る の だ
と 思 う ．
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続 き や 形式 あ る い は機械 そ の も の に信 を お く 深刻 な ニ ヒ リ ズ ム があ る ．

人 間 の 行 う 判 断 は つ ね に 主観的 な 要素 を 含 む の で あ っ て 科学 的 な 判 断 も 例外
で は な い ． そ れ ど こ ろ か， 主観性 は健全 な 判 断 に必要 な も の で あ り ， 科学 に お い
て も 同様であ る ． 健全な 判 断 に は健全 な 主観が必要 な の で あ り ， 判 断 の 主観的 な

部分は 主観的 と 認め た う え で ， そ の 適切性 を 検討すべ き で あ る ． 念 を 押 し て お く
が， わ た く し は 科学が非論理的 で主観的 な 思 い 込み に も と づい た も の で よ い と
言 っ て い る の で は な い ． 論理的 で な ら ね ばな ら ぬ と こ ろ も ， 客観的 で な ら ね ばな
ら ぬ と こ ろ も あ り ， そ う い う と こ ろ は そ う で な け れ ばな ら な い ． し か し 主観的 な
部分， 非論理的 な 部分は そ う 認め ， さ ら に そ う で あ る こ と の必要性 と 意義 と を 認
識せ ね ばな ら な い と 言 っ て い る の で あ る ．

客観性 と 形式性 と は 緊密 に 結 びつ い て お り ， 通常客観的 な 判 断 は形式的， 機械
的 な 方法 を も っ て 実現 さ れ る も の と 考 え ら れて い る ． 反対 に 主観的 な 判 断 は形式
的 で あ る 必要 は な い し ， ふ つ う 形式化で き る も の で も な い ． し た が っ て 主観的 な
判 断が存在 し て い る こ と ， そ れが必要 な こ と へ の 認 識 の 欠如が， 形式性， 機械
化への盲従 と そ れ を 盾 に取 っ た 自 己正当化 に つ な がっ て い く の は 自 然 な こ と で あ
り ， そ れ こ そ が現 に い ま 科学 の 実践で起 き て い る こ と で あ る ．

恣意 的 な 論証が一 定 の 形式が満 た さ れ て い る こ と で あ り も し な い 客観性 を 装

い ， そ の う え で客観的 で あ る こ と を 盾 に取 り ， 議論 を 封殺 し判 断 を 押 し通す． あ

る い は 逆 に 元 々 実現で き な い よ う な （ あ る い は 必要 も な い よ う な ） 形式性， 客観

性 を 要求す る こ と で ， そ れ ら がみ た さ れて い な い と し て他人の議論や結果 を 退 け
る ． 特定の 形式 を み た し て い な い こ と で 「客観的で は な い か ら 科学 的 で は な い」
と 断す る ． な ど な ど， 主観性 を 認識せず に 客観性 に う っ た え る こ と に よ っ て ， 間

違 っ た結論が押 し通 さ れ， 本来有意義で生産 的 で あ り う る 多 く の科学的議論が非
生産 的 な 方 向 に 導 か れて い る ．

科学の進歩 を ， ひ い て は 人類の進歩 を 牽引 す る の は 人 間 の 主体的 な 選択そ の も
の で あ っ た し ， ま た そ う で あ る べ き で あ る ． ポパ ー の描 く よ う に ， 人 間 は理論 を

作 り は す る が， そ れ ら は論理的 で客観的 な 手続 き よ っ て裁定 さ れ， 生 き 残 る べ き
も の が生 き 残 る だ け で あ る と い う 科学観 は ， あ た か も 人間 の行い を 機械が裁 く か

の ご と き も の で あ り ， 人類が 自 ら の行 く べ き 道 を 自 ら の 意志で積極的 に選び取 る
と い う 理想 も 希望 も 欠如 し て い る ． ポパ ー は か れの謳 う よ う な 裁定 を 自 由 な 議論
に よ っ て行 う 「 開 か れた社会」 を提唱 し た ． そ れ は 聞 こ え は美 し い が， そ の 開放
性 は 予 め 決 ま っ て い る 勝者 を 効率的 に あ ぶ り 出 す た め の も の に す ぎ な い ． そ し て
そ の 裁定は定義 に よ り 勝者 に有利 な よ う に準備 さ れた も の で あ る ． こ の よ う な 世
界観 は病 的 な ニ ヒ リ ズ ム の極致 に わ た く し の 目 に は 映 る ．

こ の よ う な ニ ヒ リ ズ ム の先 に待 っ て い る も の は ， 人 間 が AI に 裁定 さ れ服従 し

て 生 き る よ う な 社 会 で あ ろ う ． そ し て ， そ の AI の 背後 に い る の は 人 間 で あ る ．

「 開 か れた杜会」 で 「議論」 に 勝 っ た 連 中 で あ る ． そ れ は わ た く し の 目 に は デ イ
ス ト ピ ア 以外の何物 で も な い が， そ れ を 望 ん で い る と し か思 え な い 人た ち が多 く
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いる以上，そのような杜会は 目 の前かもしれない．

統計的仮説検定に話を戻る．とこ ろ で ネ イ マ ンと ピ ア ソ ンの原論文 ［2] を読む

と，かれらの統計的仮説検定の理論に対する理解は現在一般的に（通俗的に）そ

れが扱われて いる仕方とはかなり異なるように思われる．かれらの明言すると

こ ろ では，統計的仮説検定は個 々 の仮説の真偽につ いては（確率的にすらも）な

にも主張しない．それは 1 つの「行動のルー ル」 であって「それにしたがってい

れば長期的にはそんなに間違うことはない」( "in the long run of experience, we 

shall not be too often wrong . ’' ) と いう行動パ タ ー ンを与えているにすぎな い．

これはこの理論の内容のあらわすところ そのままであり，全く穏当で妥当な理解

であ ろ う．しかし，ひとた び形式化，機械化されてしまえば，それは本来の限界

を飛 び越して使われるようになってしまう．AI と同様である．その背景には上

で批判したような ポパ ー 的で ニ ヒ リ ス テ ィ ッ クな科学観が強くあらわれており，

ネ イ マ ンや ピ ア ソ ンもその世界観のなかにいたように，わたくしには思える．そ

してそれは現代にお いて現代の仕方で科学を侵食している．

最後に，主観性につ いて少し異なった論点を付け加えておく．科学における主

観的判断は集団的な判断でもある．もち ろん個 々 の科学者がまず個人的に主観的

判断を行うことが土台にあるが，それが科学的に意味のある判断になるのは集

団 レベルになったときである．べ つの言い方をすれば，科学においてはただ一人

の人間が「正しきことJを知るものとなることはあり得ない．いや何度もあった

ではないかと思う人もいるかもしれないが，理論なり事実なりが「正しきこと」

となるのは他の大勢がそれを認めたときであって，そうならない限りはそれはた

とえ「正しく」ても「正しきこと」とはならないのである．かように科学はその

本質にお いて集団的な営みである．したがって科学的判断の十全な特徴付けはそ

の集団性を考慮していなくてはならない．ここに詳しく論ずることはしないが，

ゲ ー ム 理論と杜会選択理論の知見によれば，集団的な選択と判断には個人的なそ

れらとは別次元のさま ざまな問題や困難が存在する．科学はある部分では社会選

択の一種である．十全な「科学哲学」は集団的主観にもとづいた杜会選択の説明

を含んで いなくてはならない．（トマ ス ・ クー ンの有名なパラ ダ イ ム 論はその方

向での説明の初期のものであ ろ う．）そしてそれは統計的推測の理論にもある程

度は同様かもしれない．少なくともそれが科学的論証にお いて現行謳歌している

特権的な地位に見合うものであるためには．

現代の科学はイ ンチ キが横行する危機的な状況にある．その少なからぬ部分が

統計的方法の濫用に関係している．なかんずく統計的仮説検定はそのチ ャ ン ピ オ

ンであ ろ う．科学の実践にお いて，権威付けられた機械的な手続きを盾にとって

「客観的で論理的」などというありもしな い フ ァ ン タ ジ ー を押し通していれば人

類の未来は明るくない．数理統計学それ 自 体はすばらしい 学問であると思う．そ

れは見事な ア イ デ イ アに滋れた厳密で有用な応用 数学である．しかしそれは使い

方次第であり，それを使う者は実直な理解と何よりも健全な精神とを持たねばな
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らない． 以上が今回わたくしが数理統計学を学生たちとともに学んでの感想で
ある．
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