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第 1章

序論

この章では本研究のための導入を行う。まずは本研究に至った背景を先行研究とともに述べ、最後に本

研究の目的について述べる。

1.1 背景

超伝導は電気抵抗 0をはじめとする魅力的な性質から、1世紀にも亘る永きにわたって膨大な研究がさ

れてきた。Onnesによる 1911年の発見 [1]から半世紀もの間、そのメカニズムは謎に包まれていた。し

かしMeissner効果 [2]や同位体効果 [3, 4]の発見を経て、1950年に巨視的性質を説明する理論（GL理

論）[5]、1957年に微視的機構に対する基礎理論（BCS理論）[6]が提出されたことで、ようやく超伝導に

対する基本的な理解が得られたのである。BCS理論によると、超伝導転移温度 Tc の上限は 40K程度で

あるとされ、実際にこれを超える Tc の新規超伝導体は見つからなかった。加えて多くの研究者たちの尽

力により、超伝導の物理は高度に洗練されていったため、超伝導研究は終焉を迎えたかに思われた。

しかし 1986年、BednorzとMullerによって銅酸化物高温超伝導体が発見され [7]、超伝導の研究は再

び盛り上がりを見せる。銅酸化物高温超伝導体は BCS理論の枠組みを超え、それまでの常識を覆すよう

な高い Tc を有していた。初めて発見された物質はランタン系とよばれるものであったが、その後イット

リウム系やタリウム系といった多彩な物質群が発見されるとともに、最終的な Tc は 160Kにまで達した。

この事実は研究者の関心をいっそう強くし、更なる high-Tc を有する高温超伝導体を求めて探索が続けら

れた。2008年には Hosonoらが 26Kの Tc を有する鉄系超伝導体を発見する [8]。鉄系超伝導体も銅酸化

物超伝導体と同様に多彩な物質群と高い Tc を有していたことから、大きな注目を集めた。

現在までの膨大な研究により、high-Tc の超伝導に共通する事柄が明らかにされつつある。それは電子

の持つ量子力学的自由度が担うゆらぎが重要な役割を果たすということである。これは格子系を介して

電子間に有効引力が働き、超伝導が発現するとした BCS理論とは立場が異なる。例えば銅酸化物高温超

伝導体では、反強磁性相近傍の強いスピンゆらぎが超伝導を担う電子対に働く有効引力を大きく増強し、

high-Tc が実現するとされている [9]。鉄系超伝導体では、銅酸化物超伝導体と同様な反強磁性スピンゆら

ぎ [10, 11] に加え、軌道縮退によって生じた強い軌道ゆらぎが駆動する超伝導 [12]が現在も議論されて

いる。

このような経緯から、更なる high-Tc を実現する超伝導機構には、より一般化した量子力学的自由度が
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担うゆらぎを考えることが重要であると思われる。量子力学的自由度の一般化については、多極子という

概念が導入され [13]、重い電子系を中心にこれまで多くの研究がされている。例えば、Ceヘキサボライ

ド化合物 CeB6 とその La希釈した系では、磁気秩序を含む多くの秩序相が見つかっているが、その起源

は磁気双極子（磁気モーメント）や電気四極子（電荷分布の異方性を特徴づける量）、磁気八極子（局所的

な渦電流を表す量）による反強秩序 [14, 15, 16, 17, 18]であるとされている。他にもスクッテルダイト化

合物 PrRu4P12 では、伝導電子のネスティングと反強電気十六極子秩序が協調して電荷密度波が発生し、

金属絶縁体転移が起こるとされている [19, 20]。また昨今では、更なる一般的な対称性を有する多極子が

導入され [21, 22]、それらによる、より一般的な物理の記述を目指す試みが進められている。

近年、この多極子のゆらぎを媒介とする超伝導の発現が期待される物質群があり、大きな注目を集めて

いる。それが本研究の対象である Pr1-2-20系 [23]である。

1.2 Pr1-2-20系の概略

先行研究の詳しい内容は後の節で述べることにして、ここでは Pr1-2-20 系の概略 [23] を述べる。

Pr1-2-20系（PrT2X20）は空間群が Fd3̄m（No.227）で指定される立方晶の重い電子系物質群で、慣例

単位胞は 8PrT2X20=184個、基本単位胞は 2PrT2X20=46個の原子を内包する（図 1.1(a)(b)）。この物

質群の特徴は大きく 3つである。1つ目は、Prサイトの結晶場基底状態が非 Kramers二重項 Γ3 である

ことである。Γ3 二重項が張る状態空間で活性な多極子モーメントの対称性を、Prサイトの点群 Td の既

約表現で分類すると

Γ3 × Γ3 = Γ1 + Γ2 + Γ3 (1.1)

となる。単極子を除いて、これら対称性を有する独立なものは電気四極子 Ou, Ov（Γ3 対称性）と磁気八

極子 Txyz（Γ1 対称性）の 3つであり（図 1.3）、磁気双極子が活性でないことから、高次多極子が司る物

性の発現が期待される。2つ目は、系の示す物性の特性温度に比べて結晶場励起エネルギーが十分大きい

ことである（図 1.2）。これにより、Pr1-2-20系では、f 電子の状態空間を Γ3 二重項に限定して議論をす

ることができる。3つ目は、Pr原子が高い立方対称性（Td）で 16個の X原子に囲まれる籠状構造 [24]

を有していることである（図 1.1(c)）。これにより、X原子の伝導電子（c電子）と Pr4f 電子の間に高い

c-f 混成の効果が期待され、それに由来した異常物性が観測される可能性がある。

実際、この系では四極子秩序やその下で起こる超伝導等、高次多極子の示す物性が多く観測されてい

る。以下では先行研究を通じてその詳細を見ていく。

1.3 先行研究

この節では Pr1-2-20 系の先行研究について見ていく。後に述べるように、本研究の対象は

PrT2Al20(T=Ti,V)であるため、これらに関する先行研究を中心に取り上げていく。
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図 1.1 Pr1-2-20系の結晶構造。(a)慣例単位胞、(b)基本単位胞、(c)籠状構造（Frank-Kasper籠 [24]）。

図 1.2 Pr1-2-20系の主要物質に対する結晶場準位 [23]。

(a) (b) (c)

図 1.3 Γ3 二重項が張る状態空間で独立かつ活性な多極子モーメント。Prサイトの点群 Td の既約表

現で (a)(b)Γ3 対称性の電気四極子 Ou, Ov(= O20, O22)、(c)Γ1 対称性の磁気八極子 Txyz。
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1.3.1 実験

·結晶場基底状態
結晶場基底状態について見るため、まずは結晶場固有状態の情報を整理する。この系における Prイオ

ンの安定価数は 3価（f 電子数 2）であり、全角運動量 J = 4の多重項が結晶場によって分裂する。これ

ら結晶場固有状態を Prサイトの点群 Td の既約表現で分類すると、

D(J=4) ↓ Td = Γ1 + Γ3 + Γ4 + Γ5 (1.2)

となる。Γ1 は非磁性一重項、Γ3 は非磁性二重項、Γ4 と Γ5 は磁性三重項である。これら 4 つの多

重項のうち、どれが結晶場基底状態となるかは磁化率と比熱の測定から知ることができる。図 1.4 に

PrT2Al20(T=Ti,V)の磁化率の温度依存性を示す [25]。PrTi2Al20、PrV2Al20ともにそれぞれ T ∼ 30K、

T ∼ 20K 以下で磁化率が一定値になる振る舞いが見られる。これは Van-Vleck 常磁性を表し、結晶場

基底状態が非磁性であることを示している。すなわち Γ1 一重項と Γ3 二重項が結晶場基底状態の候補と

なる。さらに図 1.5 は PrT2Al20(T=Ti,V) の 4f 電子に対するエントロピーの温度依存性 [25] であり、

PrTi2Al20、PrV2Al20 ともに T ∼5Kで R ln 2に漸近する。このことから結晶場基底状態は二重項であ

ることが分かる。したがって、PrT2Al20(T=Ti,V)の結晶場基底状態は非磁性 Γ3 二重項であると結論付

けられる。この結果は PrTi2Al20 に対して中性子散乱の実験も支持しており、第一結晶場励起状態は Γ4

三重項で、分裂の大きさは 65Kであることも判明している [26]。PrV2Al20 については、中性子散乱の実

験は行われていないものの、磁化率と比熱の測定に対するフィッティングから、第一励起状態は Γ5 三重

項で、分裂の大きさは約 40Kであるとされている [25]。

図 1.4 PrT2Al20(T=Ti,V)の磁化率 χの温度依存性 [25]。
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図 1.5 PrT2Al20(T=Ti,V)の 4f 電子に対するエントロピー S4f の温度依存性 [25]。

·四極子秩序
次に四極子秩序について見ていく。PrT2Al20(T=Ti,V)の 4f 電子に対する比熱 C4f、磁気比熱 CP の

温度依存性をそれぞれ図 1.6、図 1.7 に示す [25]。PrTi2Al20、PrV2Al20 ともに C4f に異常（それぞれ

TQ = 2.0, 0.6K）が見られるが、これらは磁場印加に対する振る舞いが異なる。PrTi2Al20 ではピークが

なだらかになりつつ高温側へシフトするのに対し、PrV2Al20 ではピークの形状を保ちつつ 5Tの磁場印

加まで高温側へシフトする。これはそれぞれ強四極子（FQ）秩序、反強四極子（AFQ）秩序から期待さ

れる振る舞いであり、PrTi2Al20 については超音波実験 [27]も FQ秩序を支持している。また中性子散乱

[26]や NMR[28]の実験によって、PrTi2Al20 の秩序変数は Ou であり、基本単位胞内の異なる Prサイ

トで秩序変数に符号反転がないことも明らかになっている。磁気八極子については、PrT2Al20(T=Ti,V)

に対する µSRの実験 [29, 30]で時間反転対称性の破れや明確な異常が観測されていないことから、秩序

していないとされている。このように、PrT2Al20(T=Ti,V)はそれぞれ FQ、AFQ秩序を示すとされて

いるが、この物質依存性の起源は明らかにされておらず、解明が一つの課題となっている。

さらに図 1.8 に示すように、PrV2Al20 の比熱異常は試料の純度に依存して大きく振る舞いを変える

[31]。低い純度では異常がほとんど見えないが、純度が高くなるにつれてダブルピークが見えるようにな

る。このダブルピークを示す温度は RRR∼ 20の試料に対して降温順に TQ = 0.75K、T ∗ = 0.65Kであ

り、この起源も未だ明らかにされていない。

·超伝導
PrT2Al20(T=Ti,V)は超伝導も発現する。図 1.9、図 1.10にそれぞれ PrT2Al20(T=Ti,V)の電気抵抗

率と交流磁化率の温度依存性を示す [32]。PrTi2Al20 は Tc = 0.2K、PrV2Al20 は Tc = 0.05Kで電気抵
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図 1.6 PrT2Al20(T=Ti,V)の 4f 電子に対する比熱 C4f の温度依存性 [25]。

図 1.7 PrT2Al20(T=Ti,V)における磁気比熱 CP の温度依存性 [25]。

抗率が 0になると同時に交流磁化率が負となることから（Meissner効果）、超伝導転移していることが分

かる。PrT2Al20(T=Ti,V)のいずれも Tc < TQ を満たすことから、超伝導状態が四極子秩序を伴って発

現していることになる。

図 1.11 に PrTi2Al20 の圧力-温度相図を示す [33]。圧力印加により、超伝導は最大 Tc = 1.1K（P =

8.7GPa）まで増大する一方、四極子秩序は量子臨界点に向かって抑制されることが分かる。このことか

ら、PrTi2Al20 では四極子ゆらぎを媒介とした有効引力による超伝導の発現が期待される。

· f 電子の振る舞い
重い電子系の議論をするにあたって、f 電子の振る舞い（局在、遍歴）を知ることは大変重要である。

図 1.12(a)(b) にそれぞれ、LaTi2Al20 と PrTi2Al20 に対する de Haas-van Alphen(dHvA) 振動数の磁

場印加角度依存性を示す [35]。LaTi2Al20、PrTi2Al20 の実験結果はよく一致し、両者で共通した分枝



1.3 先行研究 9

図 1.8 比熱を C、温度を T として、様々な純度の PrV2Al20 試料に対する C/T の温度依存性 [31]。

図 1.9 PrTi2Al20 の電気抵抗率 ρ の温度依存性。挿入図は PrTi2Al20 の交流磁化率 ac−χ（左縦

軸）、直流磁化率 dc−χ（右縦軸）の温度依存性 [32]。
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図 1.10 （上図）PrV2Al20 の電気抵抗率 ρ の温度依存性。（下図）PrV2Al20 の直流磁化率 4πχ の

温度依存性。挿入図は交流磁化率 χ′ の実部の温度依存性。上図、下図ともに [34]から引用。

図 1.11 圧力実験により得られた PrTi2Al20 の圧力-温度相図 [33]。
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（α, δ, ε）が見られる。これは両者の Fermi面がよく一致することを表す。LaTi2Al20 の f 軌道を占有す

る電子は 0 であることから、PrTi2Al20 の f 電子は Fermi 準位近傍で分散を持たず、十分局在してい

ることが分かる。ゆえに LaTi2Al20 に対し第一原理計算を行うことで、PrTi2Al20 の Fermi面のトポロ

ジーを知ることができる。図 1.13に第一原理計算によって得られる LaTi2Al20 の Fermi面を示す [35]。

Fermi面は合計で 7枚存在し（band91-97）、dHvA振動数は磁場印加角度に対する Fermi面の極値断面

積に比例することから、観測された ε, δ, αの分枝はそれぞれ band91,92,93に対応すると考えられる。

図 1.12 (a)LaTi2Al20 における dHvA振動数の磁場印加角度 θ 依存性。赤丸が実験値、その他の印

がバンド計算による理論値を表す。実線と点線は分枝を表すガイドライン。(b)PrTi2Al20 における

dHvA振動数の磁場印加角度 θ 依存性。青三角は実験値、実線と点線は分枝を表すガイドラインであ

る。実験値は温度 T = 0.5Kにおける測定結果。[35]から引用。

また、PrV2Al20 との比較はされていないが、LaV2Al20 に対して dHvA実験がされている。LaV2Al20

の dHvA振動スペクトルを図 1.14に示す [36]。β, γ, δ, εの合計 4本の分枝が見られ、それぞれに対する

dHvA 振動数 F は F = 26T(B ∥[110]), 109T(B ∥[111]), 252T(B ∥[001]) , 318T(B ∥[001]) である。こ
れらから β 分枝の表す Fermi面はかなり小さく、他の分枝は大きな他の Fermi面を表すと考えられる。

·f2±1 中間状態

図 1.15に PrTi2Al20、Pr金属について得られた X線吸収分光スペクトルを示す [37]。水色の開いた丸

印と黒の実線はそれぞれ、Prイオンの全多重項が考慮された 1不純物 Anderson模型による理論計算（混

成強度 V = 0.55eV）と、Pr3+ 多重項模型を用いた理論計算の結果を表す。1不純物 Anderson模型を用

いた理論計算は実験をよく再現し、このとき計算に用いたパラメータは裸の 4f 準位 εf = −3.2eV、サ

イト内 Coulomb斥力 Uff = 7eV、コア-正孔ポテンシャル Ufc = 10eV、c電子のバンド幅W = 1.6eV
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図 1.13 第一原理計算による LaTi2Al20 の Fermi面 [35]。

図 1.14 LaV2Al20 の dHvA振動スペクトル [36]。
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である。これらのパラメータを用いて f1, f2, f3 状態の重みと f 電子数の V 依存性を計算した結果が図

1.16である。実験を再現する V = 0.55eVで、f1, f2, f3 状態の重みはそれぞれ 10%、75%、15%の割合

で存在する。f2±1 状態の重みが同程度であることから、計算で f 電子の中間状態を扱うときは f2±1 の

両者を扱う必要があると思われる。

図 1.15 PrTi2Al20、Pr 金属の X 線吸収分光スペクトル [37]。水色の開いた丸印と黒の実線はそれ

ぞれ、Pr イオンの全多重項が考慮された 1 不純物 Anderson 模型（混成 V=0.55eV）による理論計

算と Pr3+ 多重項模型を用いた理論計算の結果を表す。

図 1.16 1不純物 Anderson模型によって計算された f1, f2, f3 状態の重みと f 電子数の混成強度 V

依存性 [37]。1不純物 Anderson模型は Prイオンの全多重項が考慮されており、計算には PrTi2Al20

に対する光電子分光の実験を再現するパラメータを用いている。
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1.3.2 理論

ここでは LaT2Al20(T=Ti,V)に対する第一原理計算、PrT2Al20(T=Ti,V)を念頭に置いた四極子秩序、

超伝導の理論先行研究を中心に取り上げる。また、Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida(RKKY)相互作用

についても本研究と大きく関わるため、主な先行研究を取り上げる。

·第一原理計算
Swatek らは様々な RT2Al20 に対して、結晶ポテンシャルに球対称性を仮定しないフルポテンシャル

法による第一原理計算を行った。図 1.17、図 1.18にそれぞれ LaT2Al20(T=Ti,V)のバンド構造、Fermi

面を示す [38]。図 1.18 に Fermi 面とともに引かれている線は極値断面積を表すガイドラインである。

LaT2Al20(T=Ti,V)のいずれも Fermi準位近傍で複雑なバンド分散を持っており、軌道成分の大部分は

Al-3p、T -3d、La-4f からなる。LaTi2Al20 の Fermi面は先行研究 [35] のバンド計算とよく一致してお

り、LaV2Al20 の Fermi面についても dHvA振動 [36]の分枝（図 1.14）をよく説明する。分枝 γ, εがそ

れぞれ band511のガイドライン 1、band513のガイドライン 5の極値断面積に対応し、小さな Fermi面

に対する分枝であると考えられた分枝 β は band513のガイドライン 4の極値断面積に対応すると考えら

れる。

図 1.17 (左上図)(右上図)LaT2Al20(T=Ti,V)のバンド分散。（左下図）（右下図）LaT2Al20(T=Ti,V)

の（部分）状態密度。Fermi準位は 0eVである。[38]から引用。
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図 1.18 LaT2Al20(T=Ti,V) の Fermi 面 [38]。Fermi 面とともに書かれている線は、極値断面積を

表すガイドライン。

·四極子秩序
Pr1-2-20系を念頭に置いた四極子秩序に対する先行理論研究として、電気四極子、磁気八極子間の結合

を仮定した解析がいくつかされている。

Hattoriらは結晶場励起状態における電気四極子、磁気双極子の寄与を 2次摂動で取り込んだ Γ3 二重

項に対する有効ハミルトニアンに反強的な最近接四極子間相互作用を仮定して、四極子秩序とそのゆらぎ

を議論した [39]。図 1.19、図 1.20に示すような温度-磁場相図、四極子ゆらぎの集団励起エネルギーを得

るとともに、Pr1-2-20系における四極子秩序の性質について論じている。また PrV2Al20 における比熱

のダブルピーク [31]を説明しようとする試みがいくつかある。Freyerらは次近接までの多極子間結合と

最近接の多極子対間結合を仮定した計算により、四極子秩序と八極子秩序が連続的に起こることを示し、

それがダブルピークの原因であると主張している [40]。Ishitobiらは異方性を持った次近接までの多極子

間結合を仮定した計算で triple-q 四極子秩序と強的八極子秩序が連続的に起こることを示し、これがダブ

ルピークの原因であると主張している [41]。

·超伝導
Kuboは Γ3 二重項を形成する f1 状態（j = 5/2に由来する Γ7,Γ8 の 6状態）が四極子秩序と超伝導

を担うとして、f -ホッピング項、四極子間相互作用項、オンサイト Coulomb相互作用、四極子外場項、

Kramersスピン一重項ペアリング相互作用項からなるハミルトニアンに対し、平均場解析を行った [42]。

計算の結果、dx2−y2 の対称性を持つ超伝導が Ou 型の FQ秩序と協調し、増強することを示した。他の

四極子秩序は超伝導と協調しない。四極子間相互作用を抑制して初めて超伝導相が出現する。

·RKKY相互作用
重い電子系では、Coulomb 相互作用 U と c-f 混成 V の大小関係で f 電子の振る舞い（局在、遍歴）

が変化する。U が V に比べて十分大きいとき、振る舞いは局在的になり、f 電子を支配する相互作用は

Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida（RKKY）相互作用 [43, 44, 45]となる。これは c電子を介して f 電
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図 1.19 Hattoriらの計算で得られた温度-磁場相図 [39]。

図 1.20 Hattoriらの計算で得られた四極子ゆらぎの集団励起エネルギーの波数依存性 [39]。

子の間に働く間接相互作用である。これまで f 電子の局在描像に基づき、f 電子間の相互作用を仮定した

理論研究が数多くなされてきた一方、RKKY相互作用の第一原理的な導出は将来の課題として残されて

いた。しかし近年、バンド計算に基づいた RKKY相互作用の解析は着実に進んでいる。ここではそれら

のうち、主要なものをいくつか取り上げる。

第 3 章で見るように、RKKY 相互作用は c-f 混成と系のバンド構造によって決まる。Sakurai や

Hanzawaによる研究では、Slater-Kosterパラメータにより対称性を正しく記述した c-f 混成と、第一原
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理計算またはそれを再現するバンド構造を用いて、CeB6 や URu2Si2 といった系の RKKY相互作用を評

価している [46, 47]。さらに Yamadaらは、CeB6 に対して f 軌道を含めた有効多軌道模型を導出し、そ

こから得られる c-f 一体積分を混成として用いることで、c-f 混成も含めた RKKY相互作用の第一原理

的導出に成功している [48]。

1.4 本研究の目的

以上で見たように、PrT2Al20(T=Ti,V) では四極子ゆらぎを媒介とした超伝導の発現が期待されてい

る。背景で述べた歴史的経緯から見ても、一般化した量子力学的自由度である多極子のゆらぎを媒介とし

た超伝導を議論し、メカニズムに関する詳細な知見を獲得することは大変重要であると思われる。そこで

我々は、PrT2Al20(T=Ti,V) における四極子ゆらぎを媒介とした超伝導の解析をすることを目的として

研究を行う。

そのためにはまず、f 電子を支配する相互作用と四極子秩序下の電子状態を、実際のバンド構造に基づ

いて正確に導出する必要がある。これは四極子ゆらぎを媒介とした有効引力が電子状態の詳細に強く依存

することによる。ところで、先の dHvA 効果の実験で見たように、PrTi2Al20 における 4f 電子の振る

舞いは局在的である。f 電子の振る舞いが局在であるとき、f 電子を支配する相互作用は RKKY相互作

用である。よって、実際のバンド構造に基づいて RKKY相互作用を導出すれば、超伝導を正確に議論す

ることができる。具体的には、まず PrT2Al20(T=Ti,V)のバンド構造を第一原理計算によって導出する。

次に導出したバンド構造を再現するような有効多軌道模型を構築し、それに基づいて RKKY相互作用の

計算を行う。そして計算した RKKY相互作用から四極子秩序下の電子状態及びそのゆらぎを評価する。

最後に、それらに基づいて線形化 Eliashberg方程式を解き、超伝導の解析を行う。この一連の流れを図

示すると図 1.21のようになる。先に見たように、Pr1-2-20系ではこのような第一原理に基づいた四極子

秩序及び超伝導の先行理論研究が存在しない。これは Pr1-2-20系の複雑な結晶構造が一つの要因になっ

ていると思われるが、そういった系に対して第一原理に基づいた解析を実行することは大変意義があるこ

とだと考える。

本論文は本章を含め、6つの章から成っており、その構成は以下の通りである。

第 2章では、PrT2Al20(T=Ti,V)の c電子に対する第一原理計算の結果に基づいて、本研究における解

析の基礎となる有効 196軌道模型を導出する。

第 3章では、第 2章で導出した有効 196軌道模型に基づいて局在 f 電子間に働く RKKY相互作用を計

算する。計算の結果、PrTi2Al20ではQ = (0, 0, 0) 2π/aの波数で特徴づけられる秩序（強的）、PrV2Al20

ではQ = (1/2, 0, 1/2) 2π/aの波数で特徴づけられる秩序（反強的）が実現することを示す。

第 4章では、第 3章で導出した RKKY相互作用を用いて、四極子秩序下の電子状態と四極子ゆらぎを

計算する。秩序下電子状態と四極子ゆらぎの計算はそれぞれ平均場近似、一般化した Holstein-Primakoff

理論に基づいて行う。その結果、PrTi2Al20 は Ou 型の FQ秩序、PrV2Al20 は Ov 型の AFQ秩序が実

現することを示す。

第 5 章では、第 4 章で計算した四極子ゆらぎを用いて Pr5d 電子対に働く有効相互作用を評価した

後、それを用いて線形化 Eliashberg方程式を解く。得られた超伝導ギャップ関数の計算結果を PrT2Al20

（T =Ti,V）それぞれについて示す。
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第 6章では本論文を要約する。また今後の課題についてもまとめる。

・秩序変数
・波動関数

四極⼦ゆらぎ

ペアリング相互作⽤

①四極⼦秩序下の電⼦状態計算 ②超伝導の電⼦状態計算

RKKY相互作⽤

平均場近似

秩序変数
（超伝導対称性）

Eliashberg⽅程式

⓪RKKY相互作⽤の計算

第⼀原理計算

⼀般化HP理論

図 1.21 本研究のフローチャート。
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第 2章

第一原理計算に基づく有効 196軌道模型
の導出

この章では、PrT2Al20(T=Ti,V) に対する有効多軌道模型の導出について述べる。有効多軌道模型は

物質の持つ現実的なバンド構造に基づいた計算を可能にし、後の章で四極子秩序や超伝導を議論するため

の基礎となる。まずは模型の導出に必要な PrT2Al20 に対する第一原理計算について触れ、次にそれらに

基づいた有効多軌道模型の導出について述べる。

2.1 PrT2Al20(T=Ti,V)の第一原理計算

一般的に、超伝導をはじめとした秩序の詳細は物質のバンド構造に強く依存する。そのため、現実の物

質を念頭に置いた議論は、物質の持つ現実的なバンド構造に基づいて行われることが望ましい。とりわけ

c電子の軌道依存性が重要となる場合は、有効多軌道模型に基づいた解析が必要となる。有効多軌道模型

は注目する物質の第一原理計算に基づいて導出され、物質固有のバンド構造をよく再現する。第 3章で見

るように、四極子秩序を決める RKKY相互作用の計算には Fermi準位近傍の軌道の重みが大変重要とな

る。したがって本研究では有効多軌道模型を導出する必要があるが、それにはまず第一原理計算を行わね

ばならない。よって、この節では PrT2Al20（T =Ti,V）に対する第一原理計算について見ていく。

第一原理計算はパッケージソフトWIEN2k[49]を用いて行う。一般に、複雑な結晶構造を持つ物質は

ポテンシャルの異方性が重要となるため、Muffin-Tin 近似を用いない計算が必要となる。WIEN2k は

フルポテンシャル法による計算を行うことができる、信頼性のある計算コードとして広く知られてい

る。計算には格子定数や原子の内部座標のような結晶パラメータを指定する必要があるが、これらには

実験により決められた値を採用した（表 2.1、表 2.2）。また、f 電子を局在描像に基づいて扱うため、

PrT2Al20(T =Ti,V) そのものに対して計算を行うのではなく、Pr を La 置換した LaT2Al20(T =Ti,V)

に対して計算を行う。但し結晶パラメータは PrT2Al20(T =Ti,V) のものを用いることとする。また計

算に用いたその他のパラメータを表 2.3、表 2.4にまとめる。交換相関エネルギーの計算には、Perdew、

Burke、Ernzerhofによる一般化勾配近似（GGA）[50]と、自己相関補正（SIC）法による La4f 軌道へ

の +U ポテンシャル [51]を併せて用いた。

以下、計算結果について述べる。LaT2Al20(T =Ti,V)のバンド構造をそれぞれ図 2.1、図 2.2に示す。
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表 2.1 計算に用いた原子座標。a は格

子定数。

Atom(site) x/a y/a z/a

La(8a) 1/8 1/8 1/8

T (16d) 1/2 1/2 1/2

Al(16c) 0 0 0

Al(96g) t1 t1 t2

Al(48f) t3 1/8 1/8

表 2.2 計算に用いた結晶パラメータ [52]。これらは実験に

よって決められたものである。aは格子定数。

LaT2X20 a[Å] t1 t2 t3

LaTi2Al20 14.725 0.05939 0.32501 0.48668

LaV2Al20 14.567 0.05907 0.32529 0.48666

表 2.3 計算に用いた Brillouin ゾーン内の波数点の数 Nk、RMTKmax、平面波展開時の波数のカッ

トオフ Gmax、La4f 軌道への +U ポテンシャルの大きさ、スピン-軌道結合（SOC）の効果の有無。

LaT2Al20 Nk RMTKmax Gmax [（a.u.）−1] U [eV] SOC

LaTi2Al20 4913 8.0 12.0 60 off

LaV2Al20 4913 8.0 12.0 60 off

表 2.4 計算に用いたMuffin-Tin半径 RMT [a.u.]。

LaT2Al20 La(8a) T (16d) Al(16c,48f,96g)

LaTi2Al20 2.5 2.5 2.33

LaV2Al20 2.5 2.5 2.30

波数経路上の対称点に対する波数ベクトルは図 2.3 を参照。LaT2Al20(T =Ti,V) のバンド分散はいず

れも先行研究 [38] とよく一致する。LaTi2Al20 について、Fermi 面は band211-217 の 7 枚が存在し、

band211-215がホール面、band216-217が電子面である。LaV2Al20 については、band216-218の 3枚

が Fermi面を形成し、band216-217がホール面、band218が電子面である。部分状態密度について見て

みると、+U ポテンシャルの効果により、La-4f 軌道が U = 60eVだけ上に持ち上げられ、Fermi準位近

傍の La-4f 軌道成分が LaT2Al20(T =Ti,V)ともに十分排除されていることが分かる。すなわち、得られ

たバンド構造は c-f 混成の効果を含まない、c電子に対する純粋なものである。これに基づき議論をする

ことは、f 電子を局在描像で捉えることに対応する。

図 2.4にWIEN2kで計算した LaT2Al20(T=Ti,V)の Fermi面を示す。これらはやはり先行研究のバ

ンド計算 [35, 38]とよく一致する。LaTi2Al20 には Γ点の周りに 5枚の球状の Fermi面（band211-215）

が存在する。一方、LaV2Al20 にそのような Fermi面は存在しない。次章で見るように、この電子状態の

違いが四極子秩序の物質依存性に大変重要である。ここではさらに、この電子状態の違いがどのような

原因でもたらされるかを見ることにする。図 2.5は仮想結晶近似を適用し、計算した LaTi2(1−x)V2xAl20

の Fermi面である。仮想結晶近似とは、異なる 2つ以上の原子ポテンシャルを混合し、平均化すること

で、合金やキャリアドープを仮想的に再現するバンド計算の近似手法である。Tiと Vは周期表において

同一周期で隣り合う関係にあるため、x は Ti サイト当りの電子ドープ量を表す。x を増やしていくと、

x = 0.7 で Γ 点周りのホール面が消失し始める。x = 1.0 では 5 枚全てが消失し、残った Fermi 面は
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図 2.1 LaTi2Al20 の (a)バンド分散、(b)部分状態密度。Fermi準位は εF = 0。(b)について、例え

ば Al p（緑短鎖線）は単位胞内の全ての Alサイトを中心としたMuffin-Tin球の内部に局在中心を持

つ p軌道の成分を表す。Tot-Int（黒実線）は、全状態密度から空隙（Muffin-Tin球の外部）に存在す

る電子の寄与を差し引いたものを表す。

LaV2Al20 と非常に似通ったものとなる。これは LaT2Al20(T=Ti,V)の電子状態の差異が、Tiと Vの価

電子 1つ分の違いにより生じる Fermi準位のシフトで理解できることを意味する。

2.2 PrT2Al20(T=Ti,V)の有効 196軌道模型

以上の結果を基に、有効多軌道模型を導出する。c電子の軌道（c軌道）をNwann 本考慮したNwann 軌

道模型は次のように書ける。

Hc =
∑
i

Nwann∑
ξ=1

∑
σ=↑↓

[εξ − µ] c†iξσciξσ +
∑
i ̸=j

Nwann∑
ξξ′=1

∑
σ=↑↓

tξξ′ (i, j) c
†
iξσcjξ′σ (2.1)

=
∑
k

∑
σ=↑↓

c†kσĤc (k) ckσ (2.2)

=
∑
k

Nwann∑
s=1

∑
σ=↑↓

[εs (k)− µ] γ†ksσγksσ (2.3)
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V

図 2.2 LaV2Al20 の (a)バンド分散、(b)部分状態密度。Fermi準位は εF = 0。(b)について、例え

ば Al p（緑短鎖線）は単位胞内の全ての Alサイトを中心としたMuffin-Tin球の内部に局在中心を持

つ p軌道の成分を表す。Tot-Int（黒実線）は、全状態密度から空隙（Muffin-Tin球の外部）に存在す

る電子の寄与を差し引いたものを表す。

�

W

X K

L

U

b1

b2

b3

図 2.3 面心立方格子の Brillouin ゾーン。b1, b2, b3 は逆格子に対する無次元の基本ベクトルで

あり、b1 = (−1, 1, 1)、b2 = (1,−1, 1)、b3 = (1, 1,−1) で与えられる。b1, b2, b3 による成分表

示で書いたときの対称点の波数ベクトルは、a を格子定数として以下の通り。Γ : (0, 0, 0) 2π/a、

X: (1/2, 0, 1/2) 2π/a、L: (1/2, 1/2, 1/2) 2π/a、K: (3/8, 3/8, 3/4) 2π/a、U: (5/8, 5/8, 1/4) 2π/a、

W: (3/4, 1/4, 1/2) 2π/a。
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band211 band214 band216band215 band217band213band212

band216 band218band217

LaTi2Al20

LaV2Al20

図 2.4 WIEN2kを用いて計算した LaT2Al20(T=Ti,V)の Fermi面。

ciξσ は単位胞 iにおいて軌道と独立なサイトの組が ξ、スピンが σ の c電子に対する消滅演算子である。

c†kσ は波数 k、スピン σ の生成演算子をベクトル表記したもので、顕には次のように書かれる。

c†kσ =
[
c†k,ξ=1,σ, c

†
k,ξ=2,σ, · · · , c

†
k,ξ=Nwann,σ

]
(2.4)

γksσ は波数 k、バンド s、スピン σ の状態を占有する c電子の消滅演算子である。εs (k)− µは化学ポテ

ンシャル µを基準にしたバンド分散であり、バンド sの番号はエネルギーの昇順につける。γksσ は ckξσ

と次のような関係式で結ばれている。

ckξσ =

Nwann∑
s=1

uξs (k) γksσ (2.5)

ここで uξs (k)は、Ĥc (k)を対角化する固有ベクトル u (k)の成分である。

第一原理計算によって得られたバンド分散と各軌道の重みを再現するように式 (2.1) のエネルギー

準位 εξ と遷移積分 tξξ′ (i, j) を決定することで、有効多軌道模型が得られる。模型を導出するため、

Wien2Wannier、Wannier90 という 2 つの計算コードを使用する。Wien2Wannier はWIEN2k による

計算結果を Wannier90 が必要とするデータへ変換するコード、Wannier90 は最局在 Wannier 関数法

[53, 54]に基づき、有効多軌道模型を得るためのコードである。

以下、導出した LaT2Al20(T =Ti,V)の有効 196軌道模型について述べる。c軌道には、特に Fermi準

位近傍のバンド構造をよく再現するように、La-d（5軌道）×2サイト、La-s（1軌道）×2サイト、T -d

（5軌道）×4サイト、T -s（1軌道）×4サイト、Al-p（3軌道）×40サイト、Al-s（1軌道）×40サイトの

計 196軌道を採用した。構築した LaT2Al20(T =Ti,V)の有効 196軌道模型のバンド分散を図 2.6(a)(b)

にそれぞれ示す。LaT2Al20(T =Ti,V) ともにWIEN2k によるバンド計算の結果をよく再現することが

分かる。第 3章、第 4章で見るように、有効模型により得られるバンド構造が四極子秩序の構造の決定に

大変重要である。有効模型では第一原理計算の結果（図 2.4）に対応して、LaTi2Al20 に対し band67-73

の 7枚、LaV2Al20 に対し band72-74の 3枚が Fermi面を形成する。
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band211 band212 band213 band214 band215 band216 band217 band218

x
0.0

0.1

1.0

1.0 (LaV2Al20)

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

(LaTi2Al20)

図 2.5 仮想結晶近似を適用し、計算した LaTi2(1−x)V2xAl20 の Fermi面。
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(a) LaTi2Al20 (b) LaV2Al20

196軌道模型

第⼀原理計算

図 2.6 有効 196 軌道模型のバンド分散と第一原理計算（WIEN2k）の比較。(a)LaTi2Al20、

(b)LaV2Al20。Fermi準位は εF = 0。

2.3 まとめと議論

この章では PrT2Al20（T =Ti,V）のバンド構造を第一原理計算から求め、その結果に基づいて有効 196

軌道軌道模型を導出した。有効模型は第一原理計算の結果をよく再現する。模型は f 電子の局在描像に

基づき導出されており、f 軌道による c電子への影響は模型を対角化して得られるバンド構造から十分に

排除されている。次章からはこの有効模型に基づき解析を行う。
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第 3章

RKKY相互作用の解析

この章では、前章で導出した有効 196軌道模型に基づいて四極子秩序を決める RKKY相互作用を解析

する。計算の結果、PrTi2Al20 に対してQ = (0, 0, 0) 2π/a、PrV2Al20 に対してQ = (1/2, 0, 1/2) 2π/a

の波数で特徴づけられる多極子秩序が実現することを示す。まずは定式化を行い、次に RKKY相互作用

や関連する物理量の計算結果について見ていく。最後に結果のまとめと考察を行う。

3.1 定式化

はじめに定式化を行う。まずは RKKY相互作用の基となる Kondo格子模型を導入する。次に Kondo

格子模型に対し、2次摂動を計算することによって RKKY模型を導出する。

3.1.1 局所 d-f 混成に基づく PrT2Al20(T=Ti,V)における Kondo格子模型

この系の Prサイトにおける点群は Td であるため、同サイト上では局所的な空間反転対称性が欠如し

ていることになる。そこで本研究では先行研究 [55] に基づき、c-f 混成として局所的な d-f 混成のみを

考えることとする。PrT2Al20(T=Ti,V)に対する Kondo格子模型は次のように与えられる（導出は付録

B.1）。

H loc
KLM = Hc +H loc

df−ex (3.1)

Hc =
∑
k

196∑
s=1

∑
σ=↑↓

[εs (k)− µ] γ†ksσγksσ (3.2)

H loc
df−ex =

1

N

∑
kq

∑
α=x,y,z

Pr2∑
ν=Pr1

∑
ℓℓ′=t2g

∑
σσ′=↑↓

Kα
ℓℓ′σσ′X̂ν

α (q) d†k+qνℓσdkνℓ′σ′ (3.3)

式 (3.2)は c電子の運動エネルギーと結晶中の周期ポテンシャルを表す項で、前章の式 (2.3)と同じもの

である。式 (3.3) は局所 d-f 交換相互作用項であり、図 3.1 のようなダイヤグラムで表される。X̂ν
α (q)

は基本単位胞内の Prサイト ν における多極子演算子であり、Γ3 二重項に対して α = z, xが電気四極子

Ou, Ov = τ̂z, τ̂x、α = y が磁気八極子 Txyz = τ̂y を表す（τ̂x, τ̂y, τ̂z は Pauli行列）。dkνℓσ は波数、スピ

ンがそれぞれ k、σ で、Prサイト ν の t2g 軌道 ℓを占有する d電子の消滅演算子である。また N は単位
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胞の数である。Kα
ℓℓ′σσ′ は局所 d-f 交換相互作用を表し、

Kα
ℓℓ′σσ′ =

1

2

∑
mm′=Γ3

xα∗mm′

∑
M

(
D(−)V

(−)∗
m′MℓσV

(−)
mMℓ′σ′ +D(+)V

(+)∗
MmℓσV

(+)
Mm′ℓ′σ′

)
(3.4)

で計算される。但し f2±1 中間状態M に対する和は、f1(3) 中間状態に対して J = 5/2(9/2)の多重項に

ついてとるものとする。xαmm′ は Γ3 二重項に対する多極子演算子 X̂α の行列要素である。D(±) は f2±1

中間状態に対するエネルギー分母の逆数を表すパラメータで、f 電子間に働く Coulomb相互作用 U の大

きさを特徴づける。

局所 d-f 混成 V
(−)
mMℓσ(V

(+)
Mmℓσ)は以下の式にしたがって計算できる（導出は付録 B.2）。

V
(−)
mMℓσ =

∑
ℓ′=t1u

z
(−)f
mMℓ′σv

fd
ℓ′ℓ (3.5)

V
(+)
Mmℓσ =

∑
ℓ′=t1u

z
(+)f
Mmℓ′σv

fd
ℓ′ℓ (3.6)

vfdℓ′ℓ は局所 f -d一体混成で、Prサイト上の有効結晶場ポテンシャル V̂ eff
CEF = Bx̂ŷẑ を用いて次のように

書かれる。

vfdℓ′ℓ = B
⟨
r5
⟩ ∫

dr̃φf∗
ℓ′ (r̃) x̃ỹz̃φd

ℓ (r̃) (3.7)

ここで式 (3.7)の積分は立体角に対する積分であり、解析的に実行できる。
⟨
r5
⟩
は 4f(5d)電子の動径波

動関数 R4f(5d) (r)を用いて

⟨
r5
⟩
=

∫
r2drR∗

4f (r) r
5R5d (r) (3.8)

と表される。また式 (3.7)は選択則により、f 軌道が ℓ′ = t1u のときのみ有限となる。式 (3.5)(3.6)の係

数 z
(±)f
mMℓ′σ は、Hund 結合やスピン-軌道相互作用の効果を含む f 電子波動関数が持つ多体効果を表す。

顕に書くと以下のようになる。

z
(−)f
mMℓσ =

√
2
∑

M
(2)
J mℓ

∑
M

(1)
L M

(2)
L

∑
M

(1)
S M

(2)
S

⟨
m
∣∣∣M (2)

J

⟩
⟨mℓ | ℓ⟩

× c5,1,4
M

(2)
L M

(2)
S M

(2)
J

c3,3,5
M

(1)
L mℓM

(2)
L

c
1/2,1/2,1

M
(1)
S σM

(2)
S

c
3,1/2,5/2

M
(1)
L M

(1)
S M

(3.9)

z
(+)f
Mmℓσ =

√
3
∑

M
(2)
J mℓ

∑
M

(2)
L M

(3)
L

∑
M

(2)
S M

(3)
S

⟨
M

(2)
J

∣∣∣ m⟩ ⟨mℓ | ℓ⟩

× c
6,3/2,9/2

M
(3)
L M

(3)
S M

c5,3,6
M

(2)
L mℓM

(3)
L

c
1,1/2,3/2

M
(2)
S σM

(3)
S

c5,1,4
M

(2)
L M

(2)
S M

(2)
J

(3.10)

ここで ⟨MJ | m⟩、⟨mℓ | m⟩はそれぞれ Γ3 二重項、t1u 軌道 ℓを J = 4、l = 3に対する多重項で展開し

たときの展開係数で、cJ1J2J3

M1M2M3
は Clebsch-Gordan係数である。

したがって、式 (3.4)には D(±)B2
⟨
r5
⟩2
の未知パラメータが存在することになる。これらは実験によ

り確認されている四極子転移温度を再現するように決定する [47]。
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図 3.1 局所 d-f 交換相互作用を表す Feynmanダイヤグラム。点線がKα
ℓℓ′σσ′ を表す。

3.1.2 RKKY模型

RKKY相互作用は c電子を介して f 電子間に働く間接相互作用であり、図 3.2のようなダイヤグラム

で表される。このダイヤグラムにしたがって 2次摂動を計算すると、RKKY相互作用は以下のように表

される。

HRKKY = − 1

2N

∑
q

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (q) X̂µ

α (q) X̂ν
β (−q) (3.11)

但し、f 電子間に働く有効相互作用を得るという観点から、c電子についてのみ熱平均をとった。RKKY

結合 Jµν
αβ (q)は

Jµν
αβ (q) =

∑
{ℓ}=t2g

∑
σσ′=↑↓

Kα
ℓ1ℓ2σσ′K

β∗
ℓ3ℓ4σσ′χ

(0)µν
ℓ1ℓ2ℓ3ℓ4

(q)− J (loc)µ
α δµνδαβ (3.12)

で計算される。{ℓ} = t2g の和は全ての軌道添え字について t2g 軌道の和をとることを表す。ここで

χ
(0)µν
ℓ1ℓ2ℓ3ℓ4

(q) =
1

N

∑
kss′

uµ∗ℓ1s (k)u
µ∗
ℓ2s′

(k + q)uν∗ℓ3s (k)u
ν∗
ℓ4s′ (k + q)

× f [εs′ (k + q)− µ]− f [εs (k)− µ]

εs (k)− εs′ (k + q)
(3.13)

は c電子の感受率で、RKKY相互作用の波数依存性を司る重要な量である。f [ε]は Fermi分布関数であ

る。また式 (3.12)のように、結合から局所量

J (loc)µ
α =

1

N

∑
q

∑
{ℓ}=t2g

∑
σσ′=↑↓

Kα
ℓ1ℓ2σσ′Kα∗

ℓ3ℓ4σσ′χ
(0)µµ
ℓ1ℓ2ℓ3ℓ4

(q) (3.14)

を引かないと、負の Curie温度や集団励起のエネルギーといった物理量を再現できないことが知られてい

る [56]。

式 (3.13)を見ると分かるように、c電子の感受率はバンド構造が分かれば計算できる量である。したがっ

て、有効 196軌道模型に基づいて c電子の感受率を計算すれば、RKKY相互作用に PrT2Al20(T=Ti,V)

の物質依存性の効果を取り込めることになる。

多極子演算子の Fourier変換

X̂µ
α (q) =

∑
i

e−iq·RiX̂µ
α (i) (3.15)
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を式 (3.11)に代入すると、実空間表示した RKKY相互作用が得られる。

HRKKY = −
∑
⟨ij⟩

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (i, j) X̂µ

α (i) X̂ν
β (j) (3.16)

Jµν
αβ (i, j) =

1

N

∑
q

eiq·(Rj−Ri)Jµν
αβ (q) (3.17)

ここで ⟨ij⟩は i, j の組について和を取ることを表す。式 (3.16)を模式図にして表したものが図 3.3であ

る。図 3.3からも分かる通り、結合 (3.17)について以下が成り立つ。

Jµν
αβ (i, j) = Jνµ

βα (j, i) (3.18)

加えて、式 (3.16)と多極子演算子 X̂µ
α (i)がエルミートであることを用いると、

Jµν
αβ (i, j) = Jνµ∗

βα (j, i) (3.19)

が示せる。式 (3.18)と式 (3.19)を組み合わせると

Jµν
αβ (i, j) = Jνµ

βα (j, i) = Jµν∗
αβ (i, j) (3.20)

すなわち結合 Jµν
αβ (i, j)は実対称でなければならない。同様にして、波数表示した RKKY相互作用につ

いても対称性が議論できる。多極子演算子 X̂µ
α (i)がエルミートであることから、

X̂µ
α (q) = X̂µ†

α (−q) (3.21)

が成り立つ。式 (3.21)と式 (3.11)がエルミートであること、式 (3.20)を組み合わせると以下の関係が示

せる。

Jµν
αβ (q) = Jνµ∗

βα (q) = Jµν∗
αβ (−q) (3.22)

さらに、系の時間反転対称性を考慮すると次のことを示せる。多極子演算子は時間反転に対して偶奇の

2つに分類される。すなわち時間反転演算子 θによる変換に対して

θX̂µ
α (i) θ−1 = ±X̂µ

α (i) (3.23)

のいずれかを満たす。系に時間反転対称性があるとき、θHRKKYθ
−1 = HRKKY であるので

θHRKKYθ
−1 = −

∑
⟨ij⟩

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (i, j) θX̂µ

α (i) θ−1θX̂ν
β (j) θ−1 (3.24)

= −
∑
⟨ij⟩

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (i, j) X̂µ

α (i) X̂ν
β (j) (3.25)

すなわち、時間反転の偶奇が異なる多極子間の相互作用は 0である。Γ3 二重項で活性な多極子モーメン

トのうち、時間反転に対して偶であるものは電気四極子 X̂α=z,x、奇であるものは磁気八極子 X̂α=y であ

るため、系の時間反転対称性が保たれていれば

Jµν
αβ=zy (i, j) = Jµν

αβ=xy (i, j) = Jµν
αβ=yz (i, j) = Jµν

αβ=yx (i, j) = 0 (3.26)
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が成り立つ。

最後に、秩序を特徴づける波数（秩序波数）の計算について述べる。多極子秩序の秩序変数の変化に対

して自由エネルギーが極値をとるという条件から、温度 T の正常相における局在多極子感受率が以下の

ように書ける（導出は付録 B.3）。

χ̂M (q) =

[
1̂− 1

T
Ĵ (q)

]−1
1

T
(3.27)

ここで 1̂は 6× 6の単位行列である。Ĵ (q)は RKKY結合の行列表示であり、式 (3.22)と式 (3.26)を考

慮して顕には次のように書かれる。

Ĵ (q) =


J11
zz (q) J11

zx (q) 0 J12
zz (q) J12

zx (q) 0
J11∗
zx (q) J11

xx (q) 0 J12
xz (q) J12

xx (q) 0
0 0 J11

yy (q) 0 0 J12
yy (q)

J12∗
zz (q) J12∗

xz (q) 0 J22
zz (q) J22

zx (q) 0
J12∗
zx (q) J12∗

xx (q) 0 J22∗
zx (q) J22

xx (q) 0
0 0 J12∗

yy (q) 0 0 J22
yy (q)

 (3.28)

秩序波数は次のように決められる。ユニタリ行列 Û (q)を用いて、式 (3.27)は次のように書き直せる。

Û† (q) χ̂M (q) Û (q) = Û† (q)

[
1̂− 1

T
Ĵ (q)

]−1

Û (q)
1

T

=

[
1̂− 1

T
Û† (q) Ĵ (q) Û (q)

]−1
1

T
(3.29)

式変形には Û† (q) = Û−1 (q)と行列 Â, B̂ に対して [ÂB̂]−1 = B̂−1Â−1 の関係を用いた。Ĵ (q)を対角

化するように Û (q)を選ぶと、χ̂M (q)も同時に対角化されることが分かる。したがって

α̂J (q) = Û† (q) Ĵ (q) Û (q) (3.30)

ˆ̃χ
M
(q) = Û† (q) χ̂M (q) Û (q) (3.31)

と書けば、

χ̃M
t (q) =

1

T − αJ
t (q)

(3.32)

が得られる。ここで χ̃M
t (q) = [ ˆ̃χ

M
(q)]tt、αJ

t (q) = [α̂J (q)]tt (t = 1, 2, · · · , 6) である。式 (3.32) は

T = αJ
t (q)のとき、波数 q、モード tの多極子感受率 χ̃M

t (q)が発散することを意味している。実現する

秩序は、降温に対して最も早く感受率が発散する波数 Q、モード t によって特徴づけられる。したがっ

て、式 (3.28)を対角化したときに最大固有値を与える波数が秩序波数Qである。

3.2 計算結果

次に計算結果について述べる。計算は Brillouinゾーンを N = 323 の波数点に分割し、c電子の感受率

の波数依存性がほとんど変化しなくなる温度（PrT2Al20（T =Ti, V）それぞれに対して T = 0.01, 0.05eV）

で行った。また説明の簡単のため、RKKY相互作用について µ = ν の成分をサイト対角、α = β の成分

を多極子対角と呼ぶことにする。
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図 3.2 RKKY相互作用を表す Feynmanダイヤグラム。

図 3.3 RKKY相互作用を実空間表示したときの概念図。例として、単位胞 iの Prサイト 1上の電

気四極子 Ou と、単位胞 j の Prサイト 2上の電気四極子 Ov の間の相互作用を示している。

3.2.1 RKKY結合

図 3.4(a)(c)、(b)(d) にそれぞれ PrT2Al20(T=Ti,V) に対する RKKY 相互作用の空間依存性を示す。

(a)(b) は単位胞内 Pr サイトに対する対角項、(c)(d) は非対角項に対する結果であり、正（負）の相互

作用は多極子秩序に対して強（反強）的な寄与を与える。横軸は Pr-Pr間距離 ∆Rを格子定数 aで割っ

たものである。同一成分かつ同じ ∆R/aに対して複数のデータ点が打たれているのは、n次近接サイト

が複数存在することによる。これらが縮退していないのは、相互作用の異方性を表すことに他ならない。

PrT2Al20(T=Ti,V)ともに主要成分は四極子間相互作用であり、距離にして単位胞 4つ分の遠方（62次近

接）まで相互作用が到達する。このことから、PrT2Al20(T=Ti,V)では十分遠方まで相互作用を考慮する

ことが重要であることが分かる。加えて留意すべきは、対角成分だけでなく非対角成分も大きな絶対値を

持っていることである。(a)(b)に示すように、対角項の最近接相互作用は PrTi2Al20（PrV2Al20）につい

て正（負）であり、これは強（反強）的秩序を駆動する。しかし (c)(d)に示すように、PrT2Al20(T=Ti,V)

ともに四極子に対するサイト非対角成分が対角項と同等、またはそれ以上の絶対値を持つ。

相互作用から期待される多極子秩序を議論するため、図 3.4 の結果を Fourier 変換し、波数依存性を

見る。図 3.5(a)(c)、(b)(d)にそれぞれ PrT2Al20(T=Ti,V)に対する RKKY相互作用の波数依存性を示

す。(a)(b)が対角項、(c)(d)が非対角項に対する結果である。Brillouinゾーンの対称点のうち、Γ点は

強的秩序への寄与、X点と L点は反強的秩序への寄与を与える。(a)(b)の四極子対角成分について見る

と、PrT2Al20（T=Ti, V）はそれぞれ Γ、X点で最大となる。八極子対角成分についても同様の振る舞

いが見られるが、その絶対値は四極子対角のものと比べて相対的に小さい。これは PrT2Al20（T=Ti, V）

がそれぞれ FQ、AFQ秩序を示すことと整合する。(c)(d)の非対角成分について見ると、PrTi2Al20 で

はサイト非対角かつ四極子対角、PrV2Al20 ではサイト対角かつ四極子非対角の成分が対角項に次いで大
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(a) (b)

(c) (d)

PrTi2Al20

T=0.01eV

PrV2Al20

PrTi2Al20 PrV2Al20

D+/D-=0.6

T=0.01eV

D+/D-=0.6

T=0.05eV

D+/D-=1.0

T=0.05eV

D+/D-=1.0

図 3.4 RKKY 相互作用の空間依存性。(a)PrTi2Al20、(b)PrV2Al20 のサイト対角項。

(c)PrTi2Al20、(d)PrV2Al20 のサイト非対角項。正（負）の相互作用は強（反強）的な寄与を与

える。横軸は Pr-Pr間距離∆Rを格子定数 aで割ったものである。(a)と (b)、(c)と (d)の凡例は同

じであることに注意。

きな絶対値を持つことが分かる。次章で見るようにこれらの成分が秩序下の電子状態を決定するのに重要

である。

3.2.2 Stoner因子

最終的に秩序波数を決めるのは図 3.5 の結果を対角化した Stoner 因子の波数依存性である。図

3.6(a)(b) に PrT2Al20(T=Ti,V) に対する Stoner 因子の波数依存性をそれぞれ示す。PrTi2Al20 は Γ

点、PrV2Al20 は X 点に最大固有値を持つことが分かる。したがって PrTi2Al20 では秩序波数 Q =

(0, 0, 0) 2π/aの強的秩序、PrV2Al20 では秩序波数Q = (1/2, 0, 1/2) 2π/aの反強的秩序が実現する。
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(a) (b)

(c) (d)

PrTi2Al20

T=0.01eV
D+/D-=0.6

PrTi2Al20

T=0.01eV
D+/D-=0.6

PrV2Al20

T=0.05eV
D+/D-=1.0

PrV2Al20

T=0.05eV
D+/D-=1.0

図 3.5 RKKY 相互作用の波数依存性。(a)PrTi2Al20、(b)PrV2Al20 の対角項。(c)PrTi2Al20、

(d)PrV2Al20 の非対角項（実部）。(a)と (b)、(c)と (d)の凡例は同じであることに注意。

(a) (b) PrV2Al20

T=0.05eV
D+/D-=1.0

PrTi2Al20

T=0.01eV
D+/D-=0.6

図 3.6 (a)PrTi2Al20、(b)PrV2Al20 の Stoner因子の波数依存性。
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3.3 まとめと議論

この章では第一原理計算から導出した有効 196軌道模型に基づいて、PrT2Al20（T=Ti, V）における

Pr-4f 電子間に働く RKKY相互作用を計算した。計算した RKKY相互作用から導かれる多極子秩序の

秩序波数は、PrTi2Al20 に対して Q = (0, 0, 0) 2π/a、PrV2Al20 に対して Q = (1/2, 0, 1/2) 2π/a であ

り、PrTi2Al20 が FQ、PrV2Al20 が AFQ秩序を示すという実験による観測と整合する。

それでは、何故このように秩序波数に違いが生まれたのだろうか。第 2章でも述べたように、その答え

はバンド構造にある。式 (3.12)に示すように、RKKY相互作用は Kondo結合と c電子の感受率の積に

よって求まる。今、Kondo結合は局所的なもののみを考えているため、RKKY相互作用の波数依存性を

担うのは c 電子の感受率である。c 電子の感受率は式 (3.13) に示すように、バンド構造から決まる量で

ある。ゆえに、秩序波数の違いはバンド構造に由来するものと思われる。実際、図 2.5に示したように、

La(Pr)T2Al20（T=Ti,V）のバンド構造の差異は、Tiと Vの価電子 1つ分の違いによる Fermi準位のシ

フトに由来する。したがって、PrT2Al20（T=Ti,V）における秩序波数の違いは、Tiと Vの価電子 1つ

分の違いによるバンド構造の差異によるものと結論付けられる。

章の最後に、計算に含まれていない効果について取り上げる。これについては、大きく以下の 3 点と

なる。

1. 籠との混成をはじめとしたサイト間 c-f 混成

2. 結晶場励起状態

3. c電子に働くスピン-軌道相互作用

ここでは 1.と 2.について言及する。1.について、Pr3+ イオンを取り囲む Alの 3p軌道との混成効果を

取り込むことは計算の定量性を向上させるのに重要であると思われる。2.について、結晶場励起状態を考

慮することによって取り込める異方性の効果 [39]は四極子秩序をはじめとした物性に影響を与える可能

性がある。
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第 4章

四極子秩序の解析

この章では、前章で導出した RKKY相互作用を用いて四極子秩序下の電子状態を解析する。具体的に

は、まず多極子間に働く RKKY相互作用に対して平均場近似を適用し、四極子秩序変数と秩序下固有状

態を求める。次に一般化した Holstein-Primakoff理論 [57, 58, 59, 60]に基づき、四極子ゆらぎを表す物

理量を、入手した固有状態と RKKY相互作用から計算する。前章と同様に、はじめに定式化を行い、次

に計算結果について述べる。最後に得られた結果について、まとめと議論を行う。

4.1 定式化

まずは定式化を行う。はじめに RKKY相互作用に対して平均場近似を適用し、秩序下電子状態を得る

ための表式を整理する。次に一般化 Hostein-Primakoff理論 [57, 58, 59, 60] に基づいて四極子ゆらぎを

表す物理量を計算するための表式を整理する。

4.1.1 平均場近似による四極子秩序の解析のための表式

Pr1-2-20系における f 電子に対する有効ハミルトニアンは次のように与えられる。

Hf = HCEF +HRKKY (4.1)

HCEF =
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
m=Γ3

EΓ3a
†
iµmaiµm (4.2)

HRKKY = −
∑
⟨ij⟩

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (i, j) X̂µ

α (i) X̂ν
β (j) (4.3)

式 (4.2)は結晶場項である。aiµm は単位胞 iの Prサイト µにおける結晶場基底状態 mの状態を消すボ

ソン演算子であり、EΓ3 は Γ3 二重項のエネルギー準位を表す。式 (4.4)は f 電子間に働く相互作用であ

り、前章の RKKY相互作用と同じものである。RKKY相互作用の存在によって電子状態を求める問題

は多体問題となり、そのままでは解けない。そこで RKKY相互作用に対し、平均場近似を適用する。式

(4.3)の多極子演算子を X̂µ
α (i) = ⟨X̂µ

α (i)⟩+ δX̂µ
α (i) と、期待値とそのまわりのゆらぎに分けて書き、ゆ
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らぎの 2次の項を無視すると、

Heff
ext = Econ −

∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
α=x,y,z

h(eff)µ
α (i) X̂µ

α (i) (4.4)

が得られる。ここで h
(eff)µ
α (i)は

h(eff)µ
α (i) =

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

Jµν
αβ (i, j)

⟨
X̂ν

β (j)
⟩

(4.5)

と表される。これは多極子モーメントの期待値が有限になる（多極子秩序が起こる）と、RKKY相互作

用によって多極子と結合する有効的な外場が発生することを意味する。定数項 Econ は

Econ =
∑
⟨ij⟩

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (i, j)

⟨
X̂µ

α (i)
⟩⟨

X̂ν
β (j)

⟩
(4.6)

であり、自由エネルギーの計算に必要であるため、省略せず書いた。式 (4.4)を式 (4.1)に代入すると、f

電子に対する平均場ハミルトニアンが得られる。

HMF = HCEF +Heff
ext (4.7)

= Econ +
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
m=Γ3

EΓ3a
†
iµmaiµm −

∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
α=x,y,z

h(eff)µ
α (i) X̂µ

α (i) (4.8)

= Econ +
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
mm′=Γ3

ηµmm′ (i) a
†
iµmaiµm′ (4.9)

ここで

ηµmm′ (i) = EΓ3δmm′ −
∑

α=x,y,z

xαmm′h(eff)µ
α (i) (4.10)

であり、式 (4.8)から式 (4.9)への変形には、多極子演算子が

X̂µ
α (i) =

∑
mm′=Γ3

xαmm′a
†
iµmaiµm′ (4.11)

と書けることを用いた。式 (4.9)は、多極子秩序が起こるとハミルトニアンに非対角な行列要素が生じ、

縮退が解けるとともに系の固有状態が Γ3 二重項から新しい基底（秩序下電子状態）へ移り変わることを

意味している。式 (4.9)を対角化すると

HMF = Econ +
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
γ=0,1

Ẽµ
γ (i) ã†iµγ ãiµγ (4.12)

と書け、秩序下固有状態と Γ3 二重項は

aiµm =
∑
γ=0,1

uµmγ (i) ãiµγ (4.13)
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の関係で結ばれている。ここで Ẽµ
γ (i) は秩序下固有状態 γ = 0, 1 に対するエネルギー固有値であり、

uµmγ (i)は対角化で得られる固有ベクトルの成分である。式 (4.12)を用いれば熱力学量が計算できる。分

配関数が

ZMF = e−βEcon

∏
i

Pr2∏
µ=Pr1

Ziµ (4.14)

Ziµ =
∑
γ=0,1

e−βẼµ
γ (i) (4.15)

であることから、平均場自由エネルギー FMF、内部エネルギー EMF、エントロピー SMF、比熱 CMF が

それぞれ

FMF = −T lnZMF (4.16)

= Econ − T
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

lnZiµ (4.17)

EMF = ⟨HMF⟩ (4.18)

= Econ +
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

1

Ziµ

∑
γ=0,1

Ẽµ
γ (i) e−βẼµ

γ (i) (4.19)

SMF =
1

T
(EMF − FMF) (4.20)

CMF =
∂EMF

∂T
(4.21)

で計算できる。

もちろん、有限になる多極子モーメントの期待値と秩序下電子状態は互いに矛盾してはならない。以下

ではこれらを矛盾なく決めるための自己無撞着方程式を導く。ハミルトニアンが H で与えられる系で、

演算子 Âの熱平均は量子統計力学に基づき

⟨
Â
⟩
=

Tr
[
Âe−βH

]
Tr [e−βH ]

(4.22)

で計算できることから、多極子モーメントの期待値は

⟨
X̂µ

α (i)
⟩
=

Tr
[
X̂µ

α (i) e−βHMF

]
Tr [e−βHMF ]

(4.23)

=
1

Ziµ

∑
γ=0,1

x̃µαγγ (i) e−βẼµ
γ (i) (4.24)

となり、これが自己無撞着方程式である。ここで x̃µαγγ′ (i)は秩序下固有状態に対する多極子演算子の行列

要素であり、次のように表される。

x̃µαγγ′ (i) =
∑

mm′=Γ3

uµ∗mγ (i)x
α
mm′u

µ
m′γ′ (i) (4.25)
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ここまで、一般的な表式で定式化を進めた。次に、これまでの式を強的、反強的秩序の場合について具

体的に整理する。図 4.1のように、系の単位胞を A,B副格子に分けて書き、それぞれの副格子上の秩序

変数を ⟨X̂µ
α (L)⟩（L =A,B）と書くことにする。さらに強的秩序では⟨

X̂µ
α (A)

⟩
= +

⟨
X̂µ

α (B)
⟩
=
⟨
X̂µ

α

⟩
(4.26)

反強的秩序では ⟨
X̂µ

α (A)
⟩
= −

⟨
X̂µ

α (B)
⟩
=
⟨
X̂µ

α

⟩
(4.27)

が満たされているとする。式 (4.26)、式 (4.27)はまとめて⟨
X̂µ

α (i)
⟩
=
⟨
X̂µ

α

⟩
eiQ·Ri (4.28)

と書くことができる。但し秩序波数Qは A副格子、B副格子上の任意の単位胞を結ぶ相対ベクトル δ に

対して eiQ·δ = ±1（+ :強的、− :反強的）を満たす。すなわち強的秩序に対してQ = (0, 0, 0)2π/a、反

強的秩序に対して例えば、Q = (1/2, 0, 1/2)2π/aといった波数が秩序を特徴付ける。式 (4.28)を式 (4.5)

に代入すると、強的（反強的）秩序で生じる有効多極子外場が得られる。

h(eff)µ
α (i) =

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

Jµν
αβ (Q)

⟨
X̂ν

β (i)
⟩

(4.29)

すなわち、A,B副格子上の有効多極子外場を h
(eff)µ
α (L)（L =A,B）と書くことにすれば、強的秩序では

h(eff)µ
α (A) = +h(eff)µ

α (B) = h(eff)µ
α (4.30)

反強的秩序では

h(eff)µ
α (A) = −h(eff)µ

α (B) = h(eff)µ
α (4.31)

という有効多極子外場が発生する。ここで

h(eff)µ
α =

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

Jµν
αβ (Q)

⟨
X̂ν

β

⟩
(4.32)

である。式 (4.31)と式 (4.10)から、反強的秩序では[
ai=A,µ,γ=0

ai=A,µ,γ=1

]
=

[
ai=B,µ,γ=1

ai=B,µ,γ=0

]
(4.33)

が成り立つことが分かる。すなわち、A副格子の固有状態が決まれば B副格子の固有状態も決まり、エ

ネルギー固有値は単位胞 iに依らない。ゆえにエネルギー固有値を Ẽµ
γ と書けば、式 (4.16)から単位胞

当りの平均場自由エネルギー fMF = FMF/N を計算できる。

fMF = εcon − T

Pr2∑
µ=Pr1

ln
∑
γ=0,1

e−βẼµ
γ (4.34)

εcon =
1

2

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (Q)

⟨
X̂µ

α

⟩⟨
X̂ν

β

⟩
(4.35)

まとめると、強的 (反強的)秩序の平均場解析は以下のアルゴリズムで実行される。
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1. 秩序変数 (4.28)の初期値を与える。

2. 与えた初期値と式 (4.29)(4.9)(4.10)からハミルトニアンを構築する。

3. 2.で構築したハミルトニアンを対角化し、固有値・固有ベクトルを入手する。

4. 3.で入手した固有値・固有ベクトルと式 (4.24)を用いて秩序変数を再計算する。

5. 秩序変数が再計算前後で一致するまで 2.-5.を繰り返す。反強的秩序の場合は式 (4.27)の拘束条件

をつける。

最後に、計算結果の解析に使える表式をまとめる。磁気八極子が秩序しないとき、秩序下固有状態は実

となるため、対角化の固有ベクトルを次のように書くことができる [39]。[
aµ,m=Γ3u

aµ,m=Γ3v

]
=

[
cos 1

2θµ − sin 1
2θµ

sin 1
2θµ cos 1

2θµ

] [
ãµ,γ=0

ãµ,γ=1

]
(4.36)

但し 0 ≤ θµ < 2π とする。秩序下固有状態に対する多極子演算子は式 (4.36)、式 (4.25)を用いて次のよ

うに計算できる。

X̂µ
α=z =

[
cos θµ − sin θµ
− sin θµ − cos θµ

]
(4.37)

X̂µ
α=x =

[
sin θµ cos θµ
cos θµ − sin θµ

]
(4.38)

X̂µ
α=y =

[
0 −i
i 0

]
(4.39)

よって式 (4.37)、式 (4.38)、式 (4.24)から、秩序変数は⟨
X̂µ

α=z

⟩
= cos θµ tanh

(
∆µ

2T

)
(4.40)⟨

X̂µ
α=x

⟩
= sin θµ tanh

(
∆µ

2T

)
(4.41)

と書けることが分かる。ここで ∆µ = Ẽµ
γ=1 − Ẽµ

γ=0 である。

4.1.2 一般化 Holstein-Primakoff理論による四極子ゆらぎ

この副節では、多極子秩序のゆらぎを計算するための表式を整理する。多極子ゆらぎの計算は、一般化

した Holstein-Primakoff理論 [57, 58, 59, 60]に基づいて行う。系が四極子転移温度 TQ よりも十分低温

であれば、各 Prサイトにおける励起状態 γ = 1の寄与は基底状態 γ = 0のものと比べて十分小さいこと

が期待される。そこで、各 Prサイトの固有状態が満たす完全性関係∑
γ=0,1

a†iµγaiµγ = 1̂ (4.42)

を用いて、γ = 0の生成消滅演算子を γ = 1のもので近似して書き直す（煩雑を避けるため、ãiµγ を aiµγ

と書く）。すなわち、式 (4.42)が

a†iµ,γ=0aiµ,γ=0 = 1̂− a†iµ,γ=1aiµ,γ=1 (4.43)
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図 4.1 Pr1-2-20系で考える A,B副格子。

と書けることから、γ = 0に対する生成消滅演算子を形式的に

aiµ,γ=0 = a†iµ,γ=0 =
(
1̂− a†iµ,γ=1aiµ,γ=1

)1/2
(4.44)

と書き、右辺第 2項が十分小さいとして

aiµ,γ=0 = a†iµ,γ=0 = 1̂− 1

2
a†iµ,γ=1aiµ,γ=1 +O

(
a4
)

(4.45)

と展開する。ここで O(an)は γ = 1に対する生成消滅演算子の n次の項を表す。式 (4.45)を、秩序下固

有状態に対する多極子演算子

X̂µ
α (i) =

∑
γγ′=0,1

xµαγγ′ (i) a
†
iµγaiµγ′ (4.46)

に代入すれば、γ = 1に対する生成消滅演算子のみで多極子演算子を書き直すことができる。

X̂µ
α (i) = xµα00 (i) + xµα01 (i) aiµ + xµα10 (i) a†iµ + (xµα11 (i)− xµα00 (i)) a†iµaiµ +O

(
a3
)

(4.47)

但し、煩雑を避けるため x̃µαγγ′ (i)を xµαγγ′ (i)と書き、生成消滅演算子について γ = 1の添え字を省いた。

第 1項は絶対零度における秩序変数 ⟨X̂µ
α(i)⟩を表し、第 2項は基底状態からの励起に関する多極子ゆら

ぎ、第 3 項は励起状態間の遷移に関する多極子ゆらぎの効果を表す。また、式 (3.15) を用いれば、式

(4.47)の波数表示が得られる。

X̂µ
α (q) = xµα00 (q) +

1√
N

∑
q′

(
xµα01 (q′) aq−q′µ + xµα10 (q′) a†−q+q′µ

)
+

1

N

∑
kq′

(xµα11 (q′)− xµα00 (q′)) a†kµak+q−q′µ +O
(
a3
)

(4.48)

ここで行列要素 xµαγγ′ (i)の Fourier変換を

xµαγγ′ (q) =
∑
i

e−iq·Rixµαγγ′ (i) (4.49)
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で定義した。しかし多極子秩序が A,B副格子を用いて記述できるとき、式 (4.49)の成分は q = 0,Qの 2

つしか存在しない。何故ならば、eiQ·Ri = ±1（+ : A副格子、− : B副格子）より、xµαγγ′ (i)が

xµαγγ′ (i) =
1

2

(
1 + eiQ·Ri

)
xµαγγ′ (A) +

1

2

(
1− eiQ·Ri

)
xµαγγ′ (B) (4.50)

= xµαγγ′ (+) + xµαγγ′ (−) eiQ·Ri (4.51)

と書けるからである。ここで xµαγγ′ (±)は多極子演算子の行列要素に対する一様、交替成分で

xµαγγ′ (+) =
1

N
xµαγγ′ (q = 0) =

1

2

(
xµαγγ′ (A) + xµαγγ′ (B)

)
(4.52)

xµαγγ′ (−) =
1

N
xµαγγ′ (q = Q) =

1

2

(
xµαγγ′ (A)− xµαγγ′ (B)

)
(4.53)

と表される。したがって、式 (4.48)は次のようになる。

X̂µ
α (q) = N (xµα00 (+) δ (q) + xµα00 (−) δ (q −Q))

+
√
N
(
xµα01 (+) aqµ + xµα01 (−) aq+Qµ + xµα10 (+) a†−qµ + xµα10 (−) a†−q−Qµ

)
+ (xµα11 (+)− xµα00 (+))

∑
k

a†kµak+qµ + (xµα11 (−)− xµα00 (−))
∑
k

a†kµak+q−Qµ (4.54)

以上の式を用いて RKKYハミルトニアンを書き直し、多極子ゆらぎによる集団励起のエネルギー、す

なわち多極子波の分散を導出する。式 (3.11)に式 (4.54)を代入し、生成消滅演算子について 2次までの

項を顕に書けば

HRKKY ∼ H(0) +H(1) +H(2) (4.55)

H(0) = −N
2

∑
p=±

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

xµα00 (p) Jµν
αβ (p)xνβ00 (p) (4.56)

H(1) =
√
N

Pr2∑
µ=Pr1

(
Eµ

0 a0µ + Eµ
QaQµ + h.c.

)
(4.57)

H(2) =
1

2

∑
q

Pr2∑
µν=Pr1

∑
pp′=±

(
Ωµν

pp′ (q) a
†
qµ (p) aqν (p

′) + Λµν
pp′ (q) a

†
qµ (p) a

†
−qν (p

′) + h.c.
)

(4.58)
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ここで

Eµ
0 = −

∑
p=±

Pr2∑
ν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

xµα01 (p) Jµν
αβ (p)xνβ00 (p) (4.59)

Eµ
Q = −

∑
p=±

Pr2∑
ν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

xµα01 (p) Jµν
αβ (p)xνβ00 (p) (4.60)

Ωµν
pp′ (q) = −

∑
αβ=x,y,z

xµα10 (p)Jµν∗
αβ (q)xνβ01 (p′)

− δµν

Pr2∑
λ=Pr1

∑
αβ=x,y,z

(xµα11 (p)− xµα00 (p)) Jµλ
αβ (p′)xλβ00 (p′) (4.61)

Λµν
pp′ (q) = −

∑
αβ=x,y,z

xµα10 (p)Jµν∗
αβ (q)xνβ10 (p′) (4.62)

であり、消滅演算子について aqµ (+) ≡ aqµ、aqµ (−) ≡ aq+Qµ、RKKY結合について Jµν
αβ (0) ≡ Jµν

αβ (+)、

Jµν
αβ (Q) ≡ Jµν

αβ (−)という表記を用いた。式 (4.56)は多極子間相互作用による古典的なエネルギーを表

す項、式 (4.57)、式 (4.58)は量子力学的補正項であり、式 (4.56)を最小化することで式 (4.57)は消失す

る。式 (4.56) を最小化するような状態は平均場近似により求めた基底状態（平均場基底状態）である。

そのため、式 (4.25) の計算に平均場基底状態を用いれば、最低次の量子補正項は式 (4.58) となる。式

(4.58)は次のような行列形式で書き表すことができる。

H(2) =
1

2

∑
q

[
a (q)

a∗ (−q)

]† [
Ω̂ (q) Λ̂ (q)

Λ̂∗ (−q) Ω̂∗ (−q)

] [
a (q)

a∗ (−q)

]
(4.63)

ここで a (q) ,a∗ (−q)はそれぞれ

[a (q)]
t
= [aq1 (+) , aq2 (+) , aq1 (−) , aq2 (−)] (4.64)

[a∗ (−q)]
t
=
[
a†−q1 (+) , a†−q(+)2, a

†
−q1 (−) , a†−q2 (−)

]
(4.65)

であり、Ât は Âの転置行列を表す。Ω̂ (q) , Λ̂ (q)は、A = Ω,Λとして

Â (q) =


A11

++ (q) A12
++ (q) A11

+− (q) A12
+− (q)

A21
++ (q) A22

++ (q) A21
+− (q) A22

+− (q)
A11

−+ (q) A12
−+ (q) A11

−− (q) A12
−− (q)

A21
−+ (q) A22

−+ (q) A21
−− (q) A22

−− (q)

 (4.66)

と表され、Â∗ は行列 Â の全ての要素に対して複素共役をとることを表す。ここでボソンに対する

Bogoliubov変換 [
a (q)

a∗ (−q)

]
=

[
Û (q) V̂ (q)

V̂ ∗ (−q) Û∗ (−q)

] [
b (q)

b∗ (−q)

]
(4.67)

[b (q)]
t
= [bq1, bq2, bq3, bq4] (4.68)

[b∗ (−q)]
t
=
[
b†−q1, b

†
−q2, b

†
−q3, b

†
−q4

]
(4.69)
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を導入すると式 (4.63)を対角化でき、多極子波の分散

H(2) =
∑
q

4∑
n=1

ωn (q)

(
b†qnbqn +

1

2

)
(4.70)

が得られる。但しボソンの満たす交換関係に由来して

T̂ (q) =

[
Û (q) V̂ (q)

V̂ ∗ (−q) Û∗ (−q)

]
(4.71)

が満たす関係は、ユニタリ性ではなく擬ユニタリ性

T̂ † (q) σ̂zT̂ (q) = T̂ (q) σ̂zT̂
† (q) = σ̂z (4.72)

であることに注意*1[61]。ここで σ̂z は 4× 4の単位行列 1̂、零行列 0̂を用いて

σ̂z =

[
1̂ 0̂

0̂ −1̂

]
(4.73)

で表される。また式 (4.67)は Û (q) , V̂ (q)の行列要素を用いて

aqµp =
4∑

n=1

(
uµpn (q) bqn + vµpn (q) b

†
−qn

)
(4.74)

と顕に書ける。

最後に具体的なイメージを掴むため、磁気八極子が秩序しないときのハミルトニアン (4.63)を書き下

してみる。以下では FQ、AFQ秩序それぞれの場合について見ていく。まずは FQ秩序であるが、秩序

波数がQ = (0, 0, 0) 2π/aであるため、多極子演算子は秩序下で一様成分のみを持つ。多極子演算子の一

様、交替成分をそれぞれ X̂µ
α (±)と書けば、式 (4.37)-(4.40)から

X̂µ
α=z (+) =

[
cos θµ − sin θµ
− sin θµ − cos θµ

]
(4.75)

X̂µ
α=x (+) =

[
sin θµ cos θµ
cos θµ − sin θµ

]
(4.76)

X̂µ
α=y (+) =

[
0 −i
i 0

]
(4.77)

式 (4.75)-(4.77)を式 (4.61)(4.62)に代入すると、ハミルトニアン (4.63)の行列要素が以下のように得ら

れる。

Ωµν
++ (q) = − sin θµ sin θνJ

µν∗
zz (q) + sin θµ cos θνJ

µν∗
zx (q)

+ cos θµ sin θνJ
µν∗
xz (q)− cos θµ cos θνJ

µν∗
xx (q)− Jµν∗

yy (q)

+ δµν

Pr2∑
λ=Pr1

2

(
cos θµ cos θλJ

µλ
zz (+) + cos θµ sin θλJ

µλ
zx (+)

+ sin θµ cos θλJ
µλ
xz (+) + sin θµ sin θλJ

µλ
xx (+)

)
(4.78)

Λµν
++ (q) = − sin θµ sin θνJ

µν∗
zz (q) + sin θµ cos θνJ

µν∗
zx (q)

+ cos θµ sin θνJ
µν∗
xz (q)− cos θµ cos θνJ

µν∗
xx (q) + Jµν∗

yy (q) (4.79)

*1 数値的に固有値・固有ベクトルを求めるときは、ハミルトニアン Ĥ がエルミート対称正値行列となることから、Cholesky

分解を利用して一般化固有値問題 λσ̂zx = Ĥxを解く。
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ここで式 (3.26)を用いた。FQ秩序下では四極子間結合と八極子間結合が協働して四極子波の分散を作る

ことが分かる。一方、AFQ秩序では事情が異なる。まずは FQ秩序と同様に多極子演算子の一様、交替

成分を考えていく。式 (4.33)、式 (4.37)-(4.40)と式 (4.52)(4.53)から、成分が以下のように計算できる。

X̂µ
α=z (+) =

[
0 − sin θµ

− sin θµ 0

]
, X̂µ

α=z (−) =

[
cos θµ 0

0 − cos θµ

]
(4.80)

X̂µ
α=x (+) =

[
0 cos θµ

cos θµ 0

]
, X̂µ

α=x (−) =

[
sin θµ 0
0 − sin θµ

]
(4.81)

X̂µ
α=y (+) =

[
0 0
0 0

]
, X̂µ

α=y (−) =

[
0 −i
i 0

]
(4.82)

すなわち一様、交替成分で元の演算子の対角、非対角成分が分離する。これらに加え、式 (4.61)(4.62)で

多極子演算子の対角項と非対角項の積で構成される項が存在しないこと、多極子間結合は式 (3.26)を満た

すことを考慮すると、ハミルトニアン (4.63)の行列要素は p = p′ = ±のときのみ有限となり、pp′ = ++

の波数依存性は四極子間結合、pp′ = −−の波数依存性は八極子間結合が担うことが分かる。顕に書くと

Ωµν
+− (q) = Ωµν

−+ (q) = Λµν
+− (q) = Λµν

−+ (q) = 0 (4.83)

Ωµν
++ (q) = Λµν

++ (q) = − sin θµ sin θνJ
µν∗
zz (q) + sin θµ cos θνJ

µν∗
zx (q)

+ cos θµ sin θνJ
µν∗
xz (q)− cos θµ cos θνJ

µν∗
xx (q) (4.84)

Ωµν
−− (q) = −Jµν∗

yy (q) + δµν

Pr2∑
λ=Pr1

2

(
cos θµ cos θλJ

µλ
zz (−) + cos θµ sin θλJ

µλ
zx (−)

+ sin θµ sin θλJ
µλ
xx (−) + sin θµ cos θλJ

µλ
xz (−)

)
(4.85)

Λµν
−− (q) = Jµν∗

yy (q) (4.86)

式 (4.83)から、ハミルトニアン (4.63)は pp′ = ++,−−の部分毎にブロック対角化されることになる。
ゆえに、それぞれについて対角化してやれば四極子波の分散が求まる。しかし式 (4.84)から、pp′ = ++

の行列に対する固有値は波数に依らず 0となり、分散を与えない。したがって、対角化は pp′ = −−の部
分についてのみ行えばよい。このとき生じる分散の起源は四極子間ではなく、八極子間結合である。

4.2 計算結果

次に計算結果について述べる。計算の全体を通して、第 3章で導出した秩序波数と RKKY相互作用を

用いた。多極子秩序の計算では EΓ3 = 0とした。多極子ゆらぎの計算では Brillouinゾーンを N = 323

の波数点に分割し、多極子秩序の計算で得られた秩序下固有状態（PrV2Al20 については後述する AFQ-II

相）に基づいて計算を行った。

4.2.1 四極子秩序変数

図 4.2(a)(b) に PrT2Al20（T=Ti,V）における多極子秩序変数の温度依存性をそれぞれ示す。いずれ

も A副格子に対する結果である。PrT2Al20（T=Ti, V）ともに磁気八極子は有限の値を持たず、µSRの

実験 [29, 30] と整合する結果である。転移の次数に注目すると、PrTi2Al20 では比熱の測定実験 [25] で

観測されているように、2次転移をしているように見える。しかし実際には非常に小さなとび（∼ 0.01）
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を伴う 1 次転移であり、これは Landau 理論による予測 [39] と一致する。PrV2Al20 では TQ = 0.6K、

T ∗ = 0.4Kでそれぞれ 2次、1次転移が起こるが、これは比熱測定で観測されているダブルピーク [31]の

原因である可能性がある。以後この 2つの電子状態を区別するため、高温側の相を AFQ-I相、低温側の

相を AFQ-II相と呼ぶこととする。

図 4.2の秩序変数の線形結合を取り、Prイオンが構成するダイヤモンド格子上に空間分布を図示した

ものを図 4.3に示す。PrTi2Al20 では Pr1、Pr2 の間で秩序変数の符号反転を伴う Ou 型の FQ秩序が実

現する。これは中性子散乱 [26]や超音波実験 [27] とは整合するが、秩序変数の符号反転を伴うという点

で NMRの実験 [28]と不整合な結果である。この不整合については後ほど議論する。一方、PrV2Al20 で

は Ov 型の AFQ秩序が実現する。特に AFQ-I相では Pr1、Pr2 で秩序変数の符号反転を伴わないストラ

イプ型の AFQ秩序、AFQ-II相では符号反転を伴う交替型の AFQ秩序となる。

(a)

PrTi2Al20

(b)

PrV2Al20

D+/D-=0.6 D+/D-=1.0

図 4.2 (a)PrTi2Al20、(b)PrV2Al20 の四極子秩序変数の温度依存性。

4.2.2 四極子秩序に対する熱力学量

図 4.4(a)(c)、(b)(d) に PrT2Al20（T=Ti,V）における単位胞当りの四極子秩序に対する熱力学量の

温度依存性をそれぞれ示す。自由エネルギーに注目すると、PrT2Al20（T=Ti,V）ともに T = TQ で依

存性が −2 ln 2T から外れ始める（単位胞に Pr サイトが 2 サイトあることに注意）。また PrV2Al20 で

は T = T ∗ で自由エネルギーが不連続になっていることが分かる。これらを反映して、エントロピーは

T = TQ で折れ曲がり（PrTi2Al20 では不連続）、2 ln 2のエントロピーが解放され始める。PrV2Al20 で

は T = T ∗ で潜熱を伴うことが分かる。比熱に注目すると、PrTi2Al20 では T = TQ で比熱測定 [25]で

観測されているようなラムダ型のピークが見られる。PrV2Al20 では T = TQ、T = T ∗ でそれぞれラム

ダ型のピークと 1次転移に由来する鋭いピークが見られる。これは比熱測定でダブルピークが観測されて

いる事実 [31]と整合する結果である。ダブルピークのうち、T = T ∗ におけるピークがより大きいという

事実ともコンシステントである。
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(a)

(b) (c)

y

x

z

+

+

-

-

PrTi2Al20 FQ

PrV2Al20 AFQ-I PrV2Al20 AFQ-II

図 4.3 Prイオンが構成するダイヤモンド格子上の四極子秩序変数の空間分布。(a)PrTi2Al20 の Ou

型 FQ秩序。(b)PrV2Al20 の Ov 型 AFQ秩序（I相）、(c)PrV2Al20 の Ov 型 AFQ秩序（II相）。

4.2.3 四極子波分散

図 4.5(a)(b)にそれぞれPrT2Al20（T=Ti,V）の四極子波分散を示す。PrTi2Al20は FQ秩序、PrV2Al20

は AFQ秩序に基づいた計算であるため、生じる分散はそれぞれ 2本、4本となる。但し PrV2Al20 にお

ける ωn=1,2 (q) = 0 の分散は図から省略してある。PrT2Al20（T =Ti,V）ともに RKKY相互作用に異

方性があるため、q → 0で ωn → 0となる Nambu-Goldstoneモードは存在しない。また PrV2Al20 の

分散は PrTi2Al20 のものと比べて波数依存性が小さいように見える。これは定式化でも述べたように、

PrTi2Al20 の分散が四極子間、八極子間結合の協働により生まれているのに対し、PrV2Al20 では八極

子間結合のみが波数依存性に寄与しているからである。図 3.5を見ると、PrT2Al20（T =Ti,V）ともに

波数による結合の変化のオーダーは四極子間結合で 1K、八極子間結合で 0.1Kと同程度である。しかし

PrV2Al20 では四極子間結合が分散の波数依存性に寄与しないため、ハミルトニアンを対角化して得られ



4.3 まとめと議論 49

(c) (d)

(a) (b)

PrTi2Al20 PrV2Al20

PrTi2Al20

-2ln2T

2ln2 2ln2

-2ln2T

PrV2Al20

[K
]

D+/D-=0.6

D+/D-=0.6

D+/D-=1.0

D+/D-=1.0

図 4.4 四極子秩序の熱力学量の温度依存性。(a)PrTi2Al20、(b)PrV2Al20 における単位胞当りの自

由エネルギー fMF、内部エネルギー εMF。(c)PrTi2Al20、(d)PrV2Al20 における単位胞当りのエン

トロピー sMF、比熱 cMF。(a)と (b)、(c)と (d)の凡例は同じことに注意。

る分散も八極子間結合のオーダーと同程度となる。その結果、PrTi2Al20 の分散の幅は四極子間結合と同

じ 1Kのオーダー、PrV2Al20 は八極子間結合と同じ 0.1Kのオーダーとなり、波数依存性が小さいので

ある。

4.3 まとめと議論

この章では前章で導出した RKKY相互作用に基づいて、PrT2Al20（T=Ti, V）における四極子秩序と

そのゆらぎの計算を行った。PrTi2Al20 では、TQ = 2.0Kで秩序変数に非常に小さなとび（∼0.01）を伴

う 1 次転移が起こる。このとき実現する電子状態は、Pr1 と Pr2 で秩序変数に符号反転を伴う Ou 型の

FQ秩序であり、符号反転を伴うことを除き中性子散乱 [26]や超音波実験 [27]、NMRの実験 [28]とコン
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(a) (b)

D+/D-=0.6 D+/D-=1.0

図 4.5 (a)PrTi2Al20、(b)PrV2Al20 の四極子波分散。

システントである。PrV2Al20 では、TQ = 0.6K、T ∗ = 0.4Kでそれぞれ 2次、1次転移が起こる。実現

する電子状態はいずれも Ov 型の AFQ秩序であり、T ∗ < T ≤ TQ、T ≤ T ∗ における電子状態をそれぞ

れ AFQ-I 相、AFQ-II 相とすれば、AFQ-I 相では Pr1 と Pr2 で秩序変数に符号反転を伴わないストラ

イプ型の AFQ秩序、AFQ-II相では符号反転を伴う交替型の AFQ秩序が実現する。正常相から AFQ-I

相、AFQ-I相から AFQ-II相への 2つの転移は比熱測定 [31]で観測されているダブルピークに対応する

可能性がある。実際、得られた電子状態に基づき比熱の計算を行ったところ、T = TQ、T = T ∗ でピー

クを持つ温度依存性が得られた。さらに、得られた秩序下電子状態に基づいて PrT2Al20 の四極子波分散

を計算した。得られた分散は RKKY相互作用の異方性を反映したものとなっており、PrTi2Al20 では四

極子間、八極子間に働く相互作用を波数依存性の起源とした 1K程度の幅の分散、PrV2Al20 では八極子

間に働く相互作用のみを起源とした 0.1K程度の幅の分散が得られた。

得られた計算結果は PrTi2Al20 において、Pr1 と Pr2 で秩序変数の符号反転を伴うという点のみ不整

合が存在する。ここではこの不整合について議論する。平均場ハミルトニアン (4.5) による内部エネル

ギー（絶対零度における自由エネルギー）は次のようにも表せる。

EMF = ⟨HMF⟩ = Econ −
∑
i

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

h(eff)µ
α (i)

⟨
X̂µ

α (i)
⟩

= −
∑
⟨ij⟩

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (i, j)

⟨
X̂µ

α (i)
⟩⟨

X̂ν
β (j)

⟩
(4.87)

= −N
2

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (Q)

⟨
X̂µ

α

⟩⟨
X̂ν

β

⟩
(4.88)

但し実際の計算と同様、EΓ3 = 0 とし、式変形には式 (4.6)(4.8) を用いた。式 (4.88) から、

Jµν=12
αβ (Q = 0) < 0であれば、Pr1 と Pr2 で秩序変数の符号反転があるときにエネルギーが下がること

が分かる。そこで図 3.5(c)を見ると、確かに Jµν=12
αβ=zz,xx (0)といった成分が絶対値の大きい負の値を持っ
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ていることが分かる。したがって PrTi2Al20 が秩序変数に符号反転を伴うのは、Pr1Pr2 間の四極子間結

合が Γ 点で絶対値の大きな負の値を持つからだと結論付けられる。本計算と NMR実験の不一致は第 3

章の最後で議論したような効果が含まれていないからだと思われる。例えば Γ4,Γ5 といった結晶場励起

状態の効果を考慮すると結晶場に由来する異方性の効果が取り込まれ、四極子秩序に影響を及ぼすことが

指摘されている [39]。
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第 5章

四極子秩序下における超伝導の解析

この章では、前章で得た四極子秩序下の電子状態に基づいて四極子ゆらぎを媒介とした超伝導の解析を

行う。具体的には、まず d電子と四極子ゆらぎの間の相互作用から四極子ゆらぎを媒介とするペアリング

相互作用を導出する。次に得られたペアリング相互作用を用いて線形化 Eliashberg方程式を解き、超伝

導ギャップ関数を求める。前章と同様に、はじめに定式化を行い、次に計算結果について述べる。最後に

得られた結果について、まとめと議論を行う。

5.1 定式化

まずは定式化を行う。はじめに線形化 Eliashberg方程式を導入する。次に d電子と四極子ゆらぎの間

の相互作用から四極子ゆらぎを媒介とするペアリング相互作用を導出する。

5.1.1 Dyson-Gor’kov方程式、Eliashberg方程式

Pr-dt2g 電子に対する温度 Green関数を次のように定義する。

Gµν
ζζ′ (k, τ) = −⟨Tτdkµζ′ (τ) d†kνζ⟩ (5.1)

F̄µν
ζζ′ (k, τ) = ⟨Tτd†−kµζ (τ) d

†
kνζ′⟩ (5.2)

Fµν
ζζ′ (k, τ) = ⟨Tτdkµζ (τ) d−kνζ′⟩ (5.3)

式 (5.1)は正常 Green関数、式 (5.2)、式 (5.3)は異常 Green関数と呼ばれる。Tτ は虚時間 τ の順序積を

とる演算子である。d(†)kµζ (τ)は波数 k、Prサイト µ、t2g 軌道とスピンの組 ζ の d電子に対する消滅（生

成）演算子 d
(†)
kµζ の Heisenberg表示で、系のハミルトニアン H、化学ポテンシャル µ、粒子数演算子 N

を用いて以下のように書かれる。

dkµζ (τ) = eτ(H−µN)dkµζe
−τ(H−µN) (5.4)

d†kµζ (τ) = eτ(H−µN)d†kµζe
−τ(H−µN) (5.5)

異常 Green関数は粒子数を保存しない期待値であるため、正常状態では 0となる量である。超伝導状態

は粒子対の生成、消滅がコヒーレントに繰り返される状態であり、異常 Green関数が有限の値を持つこ
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とが本質的である。温度 Green関数には次のような反周期性が存在する。

Gµν
ζζ′ (k, τ) = −Gµν

ζζ′ (k, τ + β) (5.6)

F̄µν
ζζ′ (k, τ) = −F̄µν

ζζ′ (k, τ + β) (5.7)

Fµν
ζζ′ (k, τ) = −Fµν

ζζ′ (k, τ + β) (5.8)

但し β = 1/T である。この周期性から、温度 Green関数の虚時間に対する Fourier変換が定義できる。

Gµν
ζζ′ (k, τ) = T

∑
ε

e−iετGµν
ζζ′ (k, iε) (5.9)

F̄µν
ζζ′ (k, τ) = T

∑
ε

e−iετ F̄µν
ζζ′ (k, iε) (5.10)

Fµν
ζζ′ (k, τ) = T

∑
ε

e−iετFµν
ζζ′ (k, iε) (5.11)

ここで逆変換は

Gµν
ζζ′ (k, iε) =

∫ β

0

dτeiετGµν
ζζ′ (k, τ) (5.12)

F̄µν
ζζ′ (k, iε) =

∫ β

0

dτeiετ F̄µν
ζζ′ (k, τ) (5.13)

Fµν
ζζ′ (k, iε) =

∫ β

0

dτeiετFµν
ζζ′ (k, τ) (5.14)

であり、ε = (2m+ 1)πT は奇数松原振動数である。以降、k = (k, iε)と略記する。式 (5.12)-(5.14)は

µ, ζ に関する 12× 12の行列形式で表すと、次の Dyson-Gor’kov方程式と呼ばれる関係式を満たす。

Ĝ (k) = Ĝ(0) (k) + Ĝ(0) (k) Σ̂ (k) Ĝ (k) + Ĝ(0) (k) ∆̂ (k) ˆ̄F (k) (5.15)

ˆ̄F (k) = Ĝ(0)t (−k) ˆ̄∆ (k) Ĝ (k) + Ĝ(0)t (−k) Σ̂t (−k) ˆ̄F (k) (5.16)

F̂ (k) = Ĝ(0) (k) ∆̂ (k) Ĝt (−k) + Ĝ(0) (k) Σ̂ (k) F̂ (k) (5.17)

Ĝ(0) (k)は相互作用が入っていないときの温度 Green関数で、Σ̂ (k)は自己エネルギー、 ˆ̄∆ (k)、∆̂ (k)は

ギャップ関数（異常自己エネルギー）と呼ばれる量である。ギャップ関数も異常Green関数と同様、正常状

態では 0であるが、超伝導状態では有限の値を持つ量である。Feynmanダイヤグラムで式 (5.15)-(5.17)

を表現すると図 5.1のようになる。超伝導転移が 2次転移であれば、超伝導転移温度 Tc の近傍では異常

項は小さい。そのため、Tc 近傍では式 (5.15)-(5.17)を異常項に関して線形化することができる。異常項

に関して 2次となっている式 (5.15)の第 3項目（図 5.1の 1行目第 3項）を無視すれば

Ĝ (k) = Ĝ(0) (k) + Ĝ(0) (k) Σ̂ (k) Ĝ (k) (5.18)

ˆ̄F (k) = Ĝ(0)t (−k) ˆ̄∆ (k) Ĝ (k) + Ĝ(0)t (−k) Σ̂t (−k) ˆ̄F (k) (5.19)

F̂ (k) = Ĝ(0) (k) ∆̂ (k) Ĝt (−k) + Ĝ(0) (k) Σ̂ (k) F̂ (k) (5.20)
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となる。式 (5.18)-(5.20)をそれぞれ Ĝ (k) , ˆ̄F (k) , F̂ (k)について解き、整理すると

Ĝ (k) =
[
Ĝ(0)−1 (k)− Σ̂ (k)

]−1

(5.21)

ˆ̄F (k) = Ĝt (−k) ˆ̄∆ (k) Ĝ (k) (5.22)

F̂ (k) = Ĝ (k) ∆̂ (k) Ĝt (−k) (5.23)

となる。よって式 (5.21)-(5.23)を満たす解が存在するときの温度が超伝導転移温度 Tc となる。

ギャップ関数は一般に次のように書ける。

∆̄µν
ζζ′ (k) = − T

N

∑
k′

∑
ζ1ζ2

V µν
ζζ1ζ2ζ′ (k, k

′) F̄µν
ζ1ζ2

(k′) (5.24)

= − T

N

∑
k′

∑
κρ

∑
ζ1ζ2ζ3ζ4

V µν
ζζ1ζ2ζ′ (k, k

′)Gκµ
ζ3ζ1

(−k′)Gρν
ζ4ζ2

(k′) ∆̄κρ
ζ3ζ4

(k′) (5.25)

ここで、V µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(k, k′)は有効ペアリング相互作用と呼ばれる。式 (5.25)の左辺に定数 λsc をかけると

λsc∆̄
µν
ζζ′ (k) = − T

N

∑
k′

∑
κρ

∑
ζ1ζ2ζ3ζ4

V µν
ζζ1ζ2ζ′ (k, k

′)Gκµ
ζ3ζ1

(−k′)Gρν
ζ4ζ2

(k′) ∆̄κρ
ζ3ζ4

(k′) (5.26)

となり、固有値方程式とみなすことができる。この固有値方程式を線形化された Eliashberg方程式と呼

び、T = Tc のときに固有値 λsc は 1となる。

5.1.2 ギャップ関数

式 (5.26)を解くとギャップ関数は軌道表示で求まるが、式 (2.5)を用いてバンド表示に変換することが

できる。式 (5.24)(5.2)から、バンド表示は

∆̄σσ′

ss′ (k) =
∑
µν

∑
ℓℓ′

uµ∗ℓs (−k) ∆̄µν
ℓℓ′σσ′ (k)u

ν∗
ℓ′s′ (k) (5.27)

と書けるが、今ハミルトニアン (2.1)が時間反転に対して不変であることを用いると uµ∗ℓs (−k) = uµℓs (k)

がいえる。したがって式 (5.27)は

∆̄σσ′

ss′ (k) =
∑
µν

∑
ℓℓ′

uµℓs (k) ∆̄
µν
ℓℓ′σσ′ (k)u

ν∗
ℓ′s′ (k) (5.28)

で計算できる。

また、式 (5.28) はスピン一重項と三重項の秩序変数に分けて書くことができる。Pauli 行列を σ̂ =

(σ̂x, σ̂y, σ̂z)として一重項の秩序変数 ψ̄ と三重項の秩序変数 d̄を[
∆̄↑↑

ss′ (k) ∆̄↑↓
ss′ (k)

∆̄↓↑
ss′ (k) ∆̄↓↓

ss′ (k)

]
=
[
ψ̄ss′ (k) + σ̂ · d̄ss′ (k)

]
iσ̂y (5.29)

=

[
−d̄xss′ (k) + id̄yss′ (k) ψ̄ss′ (k) + d̄zss′ (k)
−ψ̄ss′ (k) + d̄zss′ (k) d̄xss′ (k) + id̄yss′ (k)

]
(5.30)
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で定義する。よって

ψ̄ss′ (k) =
1

2

[
∆̄↑↓

ss′ (k)− ∆̄↓↑
ss′ (k)

]
(5.31)

d̄xss′ (k) = −1

2

[
∆̄↑↑

ss′ (k)− ∆̄↓↓
ss′ (k)

]
(5.32)

d̄yss′ (k) =
1

2i

[
∆̄↑↑

ss′ (k) + ∆̄↓↓
ss′ (k)

]
(5.33)

d̄zss′ (k) =
1

2

[
∆̄↑↓

ss′ (k) + ∆̄↓↑
ss′ (k)

]
(5.34)

でスピン一重項と三重項の秩序変数が計算できる。フェルミオンの反交換関係により、ψ̄、d̄は ψ̄ss′ (k) =

ψ̄s′s (−k)、d̄ss′ (k) = −d̄s′s (−k)を満たす。

=

=

=

+ +

+

+

� �

��

��

図 5.1 Feynmanダイヤグラムによる Dyson-Gor’kov方程式の表現。矢印が 1つ付いている細線は

Ĝ(0) (k)を、太線は Ĝ (k)をそれぞれ表す。内向きの矢印が 2つ付いている太線は ˆ̄F (k)を、外向き

の矢印が 2つ付いている太線は F̂ (k)をそれぞれ表す。

5.1.3 四極子ゆらぎを媒介としたペアリング相互作用

まずは d電子と四極子ゆらぎの間に働く相互作用を導出する。式 (4.54)を式 (3.3)に代入し、a, a† に

ついて 1次の項を残すと

Hel−quad =
1√
N

∑
kq

∑
p=±

Pr2∑
µ=Pr1

∑
ζζ′

(
αµ
ζζ′ (p) aqµp + αµ∗

ζ′ζ (p) a
†
−qµp

)
d†k+qµζdkµζ (5.35)

が得られる。ここで係数 αは

αµ
ζζ′ (p) =

∑
β=x,y,z

Kβ
ζζ′x

µβ
01 (p) (5.36)
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で与えられる。式 (5.35)に Bogoliubov変換の関係式 (4.74)を用いると、d電子と四極子波の相互作用が

以下のように得られる。

Hel−quad =
1√
N

∑
kq

4∑
n=1

Pr2∑
µ=Pr1

∑
ζζ′

(
gnµζζ′ (q) bqn + gnµ∗ζ′ζ (−q) b†−qn

)
d†k+qµζdkµζ (5.37)

gnµζζ′ (q) =
∑
p=±

(
αµ
ζζ′ (p)uµpn (q) + αµ∗

ζ′ζ (p) v
∗
µpn (−q)

)
(5.38)

=
∑

α=x,y,z

Kα
ζζ′

∑
p=±

(
xµα01 (p)uµpn (q) + xµα10 (p) v∗µpn (−q)

)
(5.39)

相互作用 (5.37)をダイヤグラムで表現すると図 5.2のようになる。式 (2.3)、(4.70)、(5.37)を合わせて

電子-四極子ゆらぎ系の全ハミルトニアンは

H = Hc +Hquad +Hel−quad (5.40)

Hc =
∑
k

196∑
s=1

∑
σ=↑↓

[εs (k)− µ] γ†ksσγksσ (5.41)

Hquad =
∑
q

4∑
n=1

ωn (q)

(
b†qnbqn +

1

2

)
(5.42)

Hel−quad =
1√
N

∑
kq

4∑
n=1

Pr2∑
µ=Pr1

∑
ζζ′

(
gnµζζ′ (q) bqn + gnµ∗ζ′ζ (−q) b†−qn

)
d†k+qµζdkµζ (5.43)

で表される。

図 5.2 Feynmanダイヤグラムによる d電子-四極子ゆらぎ相互作用の表現。

次に四極子ゆらぎを媒介としたペアリング相互作用を導出する。以降、四極子波を表す準粒子を

quadrupolonと呼ぶことにする。d電子間のペアリング相互作用として電子-四極子ゆらぎ相互作用によ

る有効相互作用の最低次のみを考慮することにすると、ペアリング相互作用は quadrupolonに対する演

算子を

φ̃nµ
ζζ′ (q) = gnµζζ′ (q) bqn + gnµ∗ζ′ζ (−q) b†−qn (5.44)

で定義し、自由 quadrupolonの温度 Green関数

D
(0)n,µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ) = −
⟨
Tτ φ̃

nµ
ζ1ζ2

(q, τ) φ̃nν
ζ3ζ4 (−q, 0)

⟩
(5.45)
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の nに関する和を計算することによって求められる。ここで式 (5.45)の熱平均 ⟨· · · ⟩0 はハミルトニアン
(5.47)についてとり、φ̃nµ

ζζ′ (q, τ) = eτHquad φ̃nµ
ζζ′ (q) e−τHquad である。顕に書くと

V µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ) = −
4∑

n=1

D
(0)n,µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ) (5.46)

これをダイヤグラムで表すと図 5.3のようになる。式 (5.45)には

D
(0)n,µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ) = D
(0)n,µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ + β) (5.47)

なる周期性が存在することから、虚時間 τ に対する Fourier変換

D
(0)n,µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ) = T
∑
ω

e−iωτD
(0)n,µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, iω) (5.48)

が定義できる。ここで逆変換は

D
(0)n,µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, iω) =

∫ β

0

dτeiωτD
(0)n,µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ) (5.49)

であり、ω = 2πmT は偶数松原振動数である。同様に虚時間 τ に関するペアリング相互作用の Fourier

変換と逆変換を

V µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ) = T
∑
ω

e−iωτV µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, iω) (5.50)

V µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, iω) =

∫ β

0

dτeiωτV µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q, τ) (5.51)

で定義し、式 (5.46)の両辺を振動数表示してやれば以下が得られる。

V µν
ζ1ζ2ζ3ζ4

(q) = −
4∑

n=1

[
gnµζ2ζ1

(q) gnν∗ζ4ζ3
(q)

ωn (q)− iω
+
gnµ∗ζ1ζ2

(−q) gnνζ3ζ4
(−q)

ωn (q) + iω

]
(5.52)

ここで q = (q, iω)である。

図 5.3 Feynmanダイヤグラムによる四極子ゆらぎを媒介としたペアリング相互作用の表現。
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5.2 計算結果

次に計算結果について述べる。計算は Brillouin ゾーンを N = 163 の波数点に分割し、松原振動数に

関する和は 512個の値（−511πT ≤ εn ≤ 511πT）について行った。ペアリング相互作用は前章で得られ

た四極子ゆらぎの固有値、固有ベクトルを用いて計算した。尚、Eliashberg方程式を解く際には 196軌

道模型に基づくバンド構造を用いている。196軌道模型は含む軌道の数が多いため、Pr5d-t2g 軌道が全軌

道に占める重みの割合は Fermi面上でどうしても小さくなる。そのため、転移温度 Tc が計算機の性能の

許す温度 Tthresh を超えて低温となってしまう。そこでペアリング相互作用全体を定数倍し、Tc > Tthresh

となるようにする。具体的には、PrT2Al20（T =Ti,V）ともにペアリング相互作用を 100倍し、λsc = 1

となるときのギャップ関数を計算結果とした。

5.2.1 ギャップ関数

図 5.4と図 5.5に PrT2Al20（T =Ti,V）について得られたギャップ関数をそれぞれ示す。いずれもバ

ンド対角項であり、ε = πT の成分に対する結果である。f 電子に対するスピン-軌道相互作用の効果がペ

アリング相互作用を介して d電子にも取り込まれるため、ギャップ関数はスピンの多重項で分離しない。

PrTi2Al20 について、スピン一重項の成分は全ての Fermi面で符号反転がない。一方、スピン三重項の成

分は各 Fermi面で符号反転を伴い、band67-72にはノードが存在する。PrV2Al20 について、スピン一重

項の成分は各 Fermi面毎にノードが存在し、符号反転を伴う。一方、スピン三重項の成分は各 Fermi面

で符号反転をしない。スピン-軌道相互作用の効果を反映したペアリング相互作用やこれらギャップ関数

は大変複雑であり、超伝導対称性と併せてその解析は将来の課題である。

+0.000086

0

0

+0.000016

-0.000016

0

+0.000033

-0.000033

0

+0.000016

-0.000016

band67 band68 band69 band70band71 band72 band73

図 5.4 四極子秩序下における PrTi2Al20 のギャップ関数（バンド対角項、ε = πT）。Fermi面上の

黒実線はノードを表す。図は Fermi面描画ソフト FermiSurfer[62]を用いて作成した。
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図 5.5 四極子秩序下における PrV2Al20 の超伝導ギャップ関数（バンド対角項、ε = πT）。Fermi面

上の黒実線はノードを表す。図は Fermi面描画ソフト FermiSurfer[62]を用いて作成した。

5.3 まとめと議論

この章では前章の結果に基づき、四極子ゆらぎを媒介としたペアリング相互作用を導出し、超伝導

ギャップ関数を計算した。得られたギャップ関数は、PrTi2Al20 では、各 Fermi面で符号反転がないスピ

ン一重項の成分と符号反転を伴うスピン三重項の成分から成る。反対に、PrV2Al20 では各 Fermi面で符

号反転を伴うスピン一重項の成分と符号反転を伴わないスピン三重項の成分から成る。計算したペアリン

グ相互作用やギャップ関数には、f 電子を通してスピン-軌道相互作用の効果が取り込まれている。その

ため内容が大変複雑であり、超伝導対称性と併せてその解析は将来の課題として残されている。
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第 6章

まとめと今後の課題

この章では、前章までに得られた結果をまとめ、今後の課題について述べる。はじめに結果のまとめを

行い、次に今後の課題について述べる。

6.1 まとめ

第 2章では PrT2Al20（T =Ti,V）に対する第一原理計算を行い、その結果に基づいて有効 196軌道模

型の導出をした。導出した有効模型は PrT2Al20（T =Ti,V）における c電子の電子状態をよく再現する。

第 3 章では第 2 章で導出した有効 196 軌道模型に基づき、PrT2Al20（T =Ti,V）の Pr-4f 電子間に

働く RKKY 相互作用を計算した。計算した RKKY 相互作用から導かれる多極子秩序の秩序波数は、

PrTi2Al20 に対してQ = (0, 0, 0) 2π/a、PrV2Al20 に対してQ = (1/2, 0, 1/2) 2π/aであり、PrTi2Al20

が FQ、PrV2Al20 が AFQ秩序を示すという実験による観測と整合する。

第 4章では第 3章で得られた RKKY相互作用を用いて PrT2Al20（T=Ti, V）における四極子秩序と

そのゆらぎの計算を行った。PrTi2Al20 では、TQ = 2.0Kで秩序変数に非常に小さなとび（∼0.01）を伴

う 1 次転移が起こる。このとき実現する電子状態は、Pr1 と Pr2 で秩序変数に符号反転を伴う Ou 型の

FQ秩序であり、符号反転を伴うことを除き中性子散乱 [26]や超音波実験 [27]、NMRの実験 [28]とコン

システントである。PrV2Al20 では、TQ = 0.6K、T ∗ = 0.4Kでそれぞれ 2次、1次転移が起こる。実現

する電子状態はいずれも Ov 型の AFQ秩序であり、T ∗ < T ≤ TQ、T ≤ T ∗ における電子状態をそれぞ

れ AFQ-I 相、AFQ-II 相とすれば、AFQ-I 相では Pr1 と Pr2 で秩序変数に符号反転を伴わないストラ

イプ型の AFQ秩序、AFQ-II相では符号反転を伴う交替型の AFQ秩序が実現する。正常相から AFQ-I

相、AFQ-I相から AFQ-II相への 2つの転移は比熱測定 [31]で観測されているダブルピークに対応する

可能性がある。実際、得られた電子状態に基づき比熱の計算を行ったところ、T = TQ, T
∗ でピークを持

つ温度依存性が得られた。さらに、得られた秩序下電子状態に基づいて PrT2Al20 の四極子波分散を計

算した。得られた分散は RKKY相互作用の異方性を反映したものとなっており、PrTi2Al20 では四極子

間、八極子間に働く相互作用を波数依存性の起源とした 1K程度の幅の分散、PrV2Al20 では八極子間に

働く相互作用のみを起源とした 0.1K程度の幅の分散が得られた。

第 5 章では第 4 章で求めた四極子ゆらぎの計算結果を基に、四極子ゆらぎを媒介としたペアリング相

互作用を計算した。計算したペアリング相互作用に基づいて線形化 Eliashberg 方程式を解き、超伝導
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ギャップ関数を求めたところ、PrTi2Al20 では、各 Fermi面で符号反転がないスピン一重項の成分と符号

反転を伴うスピン三重項の成分から成るギャップ関数、PrV2Al20 では各 Fermi面で符号反転を伴うスピ

ン一重項の成分と符号反転を伴わないスピン三重項の成分から成るギャップ関数が得られた。

6.2 今後の課題

今後の課題としては以下のようなものがある。

1. 四極子ゆらぎを媒介としたペアリング相互作用及び超伝導ギャップ関数の解析

2. 結晶場励起状態や、籠との混成効果をはじめとしたサイト間 c-f 混成の効果の取り込み

3. PrT2Al20（T =Ti,V）以外の Pr1-2-20系物質への本研究の理論適用

4. f 電子の遍歴描像に基づく Pr1-2-20系の四極子秩序、超伝導の計算

1.について、得られたギャップ関数及びペアリング相互作用は大変複雑であり、これらの解析が第一に将

来の課題として残されている。2.について、PrTi2Al20 において Pr1Pr2 で四極子秩序変数の符号が反転

する不整合は、第 4 章でも述べたように、これらの効果が取り込まれていないことが原因だと考えられ

る。こうした効果を取り込む形で理論を再構築し、計算を実行したい。3.について、Pr1-2-20系では Zn

系や Cd系といった他の物質群も精力的に研究が行われている。PrT2Al20（T =Ti,V）だけでなく、こう

いった物質群にも本研究の理論を適用した計算を行いたい。4.について、本研究では PrV2Al20 に対し f

電子が十分局在していると仮定して理論を適用した。こうした仮定を設けず、f 電子の遍歴描像に基づい

た理論を構築することは重要であると考える。
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付録 A

多極子演算子の性質

本付録では多極子演算子の持つ性質について論ずる。多極子演算子は特殊ユニタリ群の生成子として表

される。ゆえにまずは特殊ユニタリ群について見ていく。次に特殊ユニタリ群の生成子について成り立つ

関係式を用いて、多極子演算子の性質を見ていく。

A.1 特殊ユニタリ群 SU(n)

ユニタリ行列は以下で定義される行列である。

U†U = UU† = 1̂ (A.1)

すなわち U† = U−1 であり、任意のユニタリ行列に対して必ず逆行列が存在する。以下では特に断らな

い限り、U, V をユニタリ行列とする。ユニタリ行列は積に関して閉じており、結合律を満たす。また単位

行列もユニタリ行列である。したがって n次元ユニタリ行列の集まりは群を成す。この群をユニタリ群

と呼び、U(n)と表す。ユニタリ群 U(n)の元の中でも、行列式が 1であるものの集まりは U(n)の部分

群を成し、特殊ユニタリ群 SU(n)という名前がついている。任意の正規行列、すなわち
[
A,A†] = 0を

満たす行列 Aはユニタリ変換によって対角化可能である。ゆえにユニタリ行列もユニタリ変換によって

対角化可能であり、その固有値は絶対値が全て 1である。したがって

V †UV =


eiθ1 0 · · · 0

0 eiθ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 eiθn

 (A.2)

= 1̂ + iΛ− 1

2
Λ2 + · · · (A.3)

ここで

Λ =


θ1 0 · · · 0

0 θ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 θn

 (A.4)
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であり、θk (k = 1, 2, · · · , n)は実数である。式 (A.3)の両辺に左から V、右から V † をかけて

U = 1̂ + iV ΛV † − 1

2
V Λ2V † + · · ·

= 1̂ + iH − 1

2
H2 + · · ·

= eiH (A.5)

但し H = V ΛV † であり、V ΛnV † =
(
V ΛV †)n を式変形に用いた。H† =

(
V ΛV †)† = V ΛV † = H か

ら、H はエルミート行列であることが分かる。すなわち任意の n次元ユニタリ行列は n次元エルミート

行列を用いて記述できる。

ここで n 次元ユニタリ変換の自由度を考えてみる。n 次元複素行列は 2n2 個の実数で記述される。

ユニタリ行列を構成する各列ベクトルは正規直交関係を満たすので（式 (A.1) と同値）、2n2 個の実

数には 2 ×n C2 + n = n2 個の束縛条件が付く。ゆえに n 次元ユニタリ行列を指定する実数パラメー

タは 2n2 − n2 = n2 である。ところで、ユニタリ行列はエルミート行列を用いて記述できるのだか

ら、エルミート行列も n2 個の実数によって記述されるはずである。実際、エルミート行列の定義か

ら、エルミート行列を指定する実数パラメータは対角要素（実数）に n 個、非対角要素（複素数）に

2×
(
n2/2− n/2

)
= n (n− 1)個存在し、合わせて n2個である。もし行列式が 1という条件が付けば束縛

条件が一つ増え、ユニタリ行列とそれを指定するエルミート行列は n2−1個の実数パラメータで記述され

ることとなる。このときの束縛条件について詳しく見ていく。行列の積に関して detAB = detA detB

が成り立つので、式 (A.1)からユニタリ行列の行列式は

detU = eiθ (A.6)

detU† = e−iθ (A.7)

ここで θは実数である。したがって (A.2)式の両辺に対して行列式を計算すると

detU = exp

(
i

n∑
k=1

θk

)
= exp (iTr [Λ]) (A.8)

ゆえに detU = 1を満たすための条件は lを整数として

Tr [Λ] = 2πl (A.9)

ここで対角和の準置換の性質 Tr [AB] = Tr [BA] を用いると Tr [Λ] = Tr
[
ΛV †V

]
= Tr

[
V ΛV †] =

Tr [H]だから

Tr [H] = 0 (A.10)

ここで l = 0と選んだ。したがって SU(n)の元は対角和が 0のエルミート行列を用いて記述でき、n2 − 1

個の実数パラメータで指定される。すなわち tk(k = 1, 2, · · · , n2 − 1)を実数、Xk(k = 1, 2, · · · , n2 − 1)

を対角和 0の線形独立なエルミート演算子として、H を

H =
n2−1∑
k=1

tkXk (A.11)
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と表せる。ゆえに SU(n)の元は

U = exp

i n2−1∑
k=1

tkXk

 (A.12)

= eit·X (A.13)

Xk (k = 1, · · · , n2 − 1)を SU(n)の生成子という。特に SU(2)のとき、生成子Xk (k = 1, 2, 3)は Pauli

行列、SU(3)のとき、生成子 Xk (k = 1, · · · , 8)は Gell-Mann行列である。SU(n)の元は実数パラメー

タの組 t = (t1, · · · , tn2−1)によって指定され、t = 0が単位元に対応する。一般の有限パラメータ T に

対する元は無限小変換 t = T /N（N は十分大きい自然数）を繰り返せば得られることから*1、式 (A.13)

の指数関数の展開を単位元近傍の 1次まで取ればよく、

U ∼ 1̂ + it ·X (A.14)

= 1̂ + i

n2−1∑
k=1

tkXk (A.15)

とすればよい。この元の表現と群の要請（積に関して閉じていること）が同時に満たされるためには

eiα·Xeiβ·X = eiγ·X (A.16)

が生成子の 2次の項まで完全に一致するようなパラメータ α,β,γ が存在する必要がある。両辺を Taylor

展開し、2次の項まで全て正確に拾い両辺を比較すると、任意の k, k′(= 1, 2, · · · , n2 − 1)について

αk + βk = γk (A.17)

αkαk′ + 2αkβk′ + βkβk′ = γkγk′ (A.18)

が満たされていなければならないことが分かる。式 (A.17)(A.18)は

αk + βk = γk (A.19)

αkβk′ = αk′βk (A.20)

と書き直せるが、この関係式は

i
∑
k

(αk + βk − γk)Xk − 1

2

∑
kk′

αkβk′ [Xk, Xk′ ] = 0 (A.21)

と一つの式で表すこともできる。これをさらに変形して

[Xk, Xk′ ] = 2i
∑
k′′

fkk′k′′Xk′′ (A.22)

αk + βk −
∑
k′k′′

αk′′βk′fk′′k′k = γk (A.23)

*1 lim
N→∞

(
1̂ + iT /N ·X

)N
= eiT ·X
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が同時に成り立つと書いてもよい。fkk′k′′ を構造定数といい、構造定数が決まると SU(n)の代数的構造

が全て決まる。(A.22)式から、fiik = 0、fijk = −fjik が分かる。また Xk がエルミート行列であること

から、構造定数は実数であることもいえる。

ところで、SU(n)生成子の組 Xk(k = 1, · · · , n2 − 1)は線形独立であればどう選んでもよい。そこで、

以下の正規直交関係性を満たすように選ぶこととする。

1

n
Tr [XkXl] = δkl (A.24)

加えて生成子の組が式 (A.22)(A.23) を満たすには積に関して以下の関係式を満たしていなければなら

ない。

XiXj = 1̂δij +
∑
k

(gijk + ifijk)Xk (A.25)

ここで gijk は構造定数の対称部分であり、giik = 0, gijk = gjik を満たす。この表式から生成子の反交換

関係について成り立つ式

{Xi, Xj} = 2

(
1̂δij +

∑
k

gijkXk

)
(A.26)

が導ける。(A.26)、(A.22)式に対して (A.24)式を用いると、構造定数 gijk, fijk はそれぞれ

gijk =
1

2n
Tr
[{
Xi, Xj

}
Xk

]
(A.27)

ifijk =
1

2n
Tr
[[
Xi, Xj

]
Xk

]
(A.28)

と表される。

A.2 多極子演算子

多極子演算子はその固有値が物理量であることからエルミート演算子でなくてはならない。加えて常磁

性相では自発分極がないことから、対角和が 0 であることが要請される。したがって結晶場の基底が n

次元であるとき、単位行列（単極子）を除く独立な多極子演算子は n2 − 1個存在し、それらは SU(n)の

生成子として記述される。これは考慮すべき多極子演算子の数が結晶場基底の次元の 2乗に比例して増え

ることを意味する。しかし通常、結晶場励起状態の効かない極低温では、結晶場基底状態に状態空間を制

限して議論を展開すればよい。すなわち、結晶場基底状態の縮重度（擬縮退も含む）が dであったとする

と、系の活性な多極子モーメントは n2 − 1個から d2 − 1個へ減少する。結晶場準位は希土類サイトにお

ける点群の既約表現に基づいて分類されるが、この d2 − 1個の活性な多極子モーメントは、結晶場基底

状態の既約表現 ΓGS の直積を

ΓGS × ΓGS =
∑
r

qrΓr (A.29)

と既約分解したときの Γr のいずれかと同じ対称性を持つ。Pr1-2-20系では結晶場基底状態が非Kramers

二重項 Γ3 であり（d = 2）、

Γ3 × Γ3 = Γ1 + Γ2 + Γ3 (A.30)
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であることから、電気単極子（Γ1 対称性）を除く活性で独立な多極子演算子の数は d2 − 1 = 22 − 1 = 3

つで、それぞれ Γ2 の対称性を持つ磁気八極子 Txyz と Γ3 の対称性を持つ電気四極子 Ou, Ov である。ま

たこれらの演算子は Γ3 二重項基底に対して SU(d = 2) の生成子、すなわち Pauli 行列 τ = (τx, τy, τz)

を用いて以下のように記述される。

Ou ∝ 1

2

(
3J2

z − J2
)
∝ τz (A.31)

Ov ∝
√
3

2

(
J2
x − J2

y

)
∝ τx (A.32)

Txyz ∝
√
15

6
¯JxJyJz ∝ τy (A.33)

以下では状態空間を結晶場基底状態のみの部分空間に限定して話を進める。単位胞 i内のサイト µにお

ける結晶場固有状態がm（m = 1, 2, · · · , d）である状態を |iµm⟩ = a†iµm |0⟩とする。式 (A.24)に対応し

て、単位胞 i内のサイト µにおける多極子演算子 X̂µ
α (i) （α = 1, 2, · · · , d2 − 1）を次のように規格化す

ると、前節で導いた関係式がそのまま使える。

1

d
Triµ

[
X̂µ

α (i) X̂µ
β (i)

]
= δαβ (A.34)

Triµ [· · · ] =
d∑

m=1
⟨iµm| · · · |iµm⟩である。例えば X̂µ

α (i)（α = 1, 2, · · · , d2−1）は以下の関係式を満たす。

X̂µ
α (i) X̂ν

β (j) = δijδµν

[
δαβ +

∑
γ

(gαβγ + ifαβγ) X̂
µ
γ (i)

]
(A.35)

また X̂µ
α (i)は第二量子化表示で次のように書ける。

X̂µ
α (i) =

∑
mm′

xαmm′a
†
iµmaiµm′ (A.36)

ここで xαmm′ = ⟨m| X̂α |m′⟩であり、X̂µ
α (i)がエルミート演算子であることから xαmm′ = xα∗m′m である。

これと式 (A.34)から

1

d

∑
mm′

xαmm′x
β∗
mm′ = δαβ (A.37)

が成り立つ。式 (A.37)を用いれば

a†iµmaiµm′ =
1

d

∑
α

xα∗mm′X̂µ
α (i) (A.38)

の関係が成り立つことは容易に確かめられる。式 (A.38) の両辺を Fourier 変換すると波数表示した関

係式 ∑
k

a†kµmak+qµm′ =
1

d

∑
α

xα∗mm′X̂µ
α (q) (A.39)

が得られる。
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付録 B

解析計算の詳細

本付録では、本論で省略した解析計算の詳細についてまとめる。

B.1 近藤格子模型の導出

軌道縮退の効果を含み、fn 多体状態について顕に書いた周期 Anderson模型 [47]は次のように与えら

れる。

HPAM = Hc +Hf +Hc−f (B.1)

Hc =
∑
kσ

∑
νν′

∑
ℓℓ′

hνν
′

ℓℓ′ (k) c†kνℓσckν′ℓ′σ (B.2)

Hf =
∑

kµmn

E(n)
m a

(n)†
kµma

(n)
kµm (B.3)

Hc−f =
1√
N

∑
kn

∑
µν

∑
mm′

∑
ℓσ

(
V

(n)µν
mm′ℓσ (k) f

(n)†
kµmm′ckνℓσ + h.c.

)
(B.4)

(B.2)は c電子の運動エネルギーと結晶中の周期ポテンシャルを表す項で、前章の式 (2.2)と同じもので

ある。ckνℓσ は波数 k、スピン σ で、単位胞内のサイト ν の軌道 ℓ を占有する c 電子の消滅演算子であ

り、hνν
′

ℓℓ′ (k)は波数表示した遷移積分を表す。(B.3)は fn 多体状態に対するエネルギー項であり、bare

な一電子 f 軌道のエネルギー準位 εf、スピン-軌道相互作用、Coulomb相互作用 U のハミルトニアンを

fn 波動関数で同時に対角化すると得られる。a(n)kµm は単位胞内のサイト µにおける波数 k、量子状態 m

の fn 多体状態に対する消滅演算子であり、nが偶数（奇数）のときボソン（フェルミオン）演算子とし

て振る舞う。(B.4)は c-f 混成項で、演算子 f
(n)
kµmm′ は

f
(n)
kµmm′ =

∑
k′

a
(n−1)†
k′µm′ a

(n)
k′+kµm (B.5)

で定義される。V (n)µν
mm′ℓσ (k)は f 電子が 1つ増え、n個となるときの混成行列要素を表す。

以下ではハミルトニアン (B.1) に対して式 (B.4) を摂動項とし、Schrieffer-Wolff（SW）変換 [63] に

よって有効ハミルトニアンを導く。すなわち、

Hc−f +
[
ŜW,Hc +Hf

]
= 0 (B.6)
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を満たし、摂動項 (B.4)と同形の反エルミート演算子（以下、SW変換子と呼ぶ）

ŜW =
1√
N

∑
kn

∑
µν

∑
mm′

∑
ℓσ

(
A

(n)µν
mm′ℓσ (k) f

(n)†
kµmm′ckνℓσ −A

(n)µν∗
mm′ℓσ (k) c

†
kνℓσf

(n)
kµmm′

)
(B.7)

によって、c-f 交換相互作用 Hcf−ex を次のように計算する。

Hcf−ex =
1

2

[
ŜW,Hc−f

]
(B.8)

式 (B.7)の係数 A
(n)µν
mm′ℓσ (k)は、条件式 (B.6)により決められる。演算子 a

(n)
kµm の満たす関係（交換関係

か反交換関係か）が nに依存することに注意すると

A
(n)µν
mm′ℓσ (k) =

V
(n)µν
mm′ℓσ (k)

E
(n)
m − E

(n−1)
m′ − hννℓℓ (k)

(B.9)

と求まる。したがって SW演算子は

ŜW =
1√
N

∑
kn

∑
µν

∑
mm′

∑
ℓσ

 V
(n)µν

mm′ℓσ(k)

E
(n)
m −E

(n−1)

m′ −hνν
ℓℓ (k)

f
(n)†
kµmm′ckνℓσ

− V
(n)µν∗
mm′ℓσ (k)

E
(n)
m −E

(n−1)

m′ −hνν
ℓℓ (k)

c†kνℓσf
(n)
kµmm′

 (B.10)

と書け、これに基づき式 (B.8)を計算すると、

Hcf−ex =
1

N

∑
kk′k′′

∑
mm′

∑
µνν′

∑
ℓℓ′σσ′

Kµνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) a†k′′µmak′′+k−k′µm′c

†
kνℓσck′ν′ℓ′σ′ (B.11)

となる。但し f 電子数 nが保存する項のみを考慮し、nについての和と添え字を省略した。Kondo結合

Kµνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k′)は

Kµνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) = K

(−)µνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) +K

(+)µνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) (B.12)

K
(−)µνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) =

1

2

∑
η

 V
(n)µν∗
m′ηℓσ (k)V

(n)µν′

mηℓ′σ′ (k′)

E
(n)
m − E

(n−1)
η − hν

′ν′
ℓ′ℓ′ (k′)

+
V

(n)µν∗
m′ηℓσ (k)V

(n)µν′

mηℓ′σ′ (k′)

E
(n)
m′ − E

(n−1)
η − hννℓℓ (k)

 (B.13)

K
(+)µνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) =

1

2

∑
η

V (n+1)µν∗
ηmℓσ (k)V

(n+1)µν′

ηm′ℓ′σ′ (k′)

E
(n)
m′ − E

(n+1)
η + hν

′ν′
ℓ′ℓ′ (k′)

+
V

(n+1)µν∗
ηmℓσ (k)V

(n+1)µν′

ηm′ℓ′σ′ (k′)

E
(n)
m − E

(n+1)
η + hννℓℓ (k)

 (B.14)

と、f 電子が 1 つ増える過程 (B.13) と減る過程 (B.14) の和で表される。η は fn±1 多体状態に対する

ラベルである。E(n+1)
m − E

(n)
η ∼ εf + U と近似できることから、式 (B.13)(B.14) のエネルギー分母は

Coulomb相互作用 U の大きさを特徴づける量であることが分かる。また散乱に寄与する c電子を Fermi

準位近傍のものに限定すると、エネルギー分母は波数 k やサイト ν、軌道 ℓ に依らなくなる。そこで式

(B.13)(B.14)を

K
(−)µνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) ∼

∑
η

D(−)V
(n)µν∗
m′ηℓσ (k)V

(n)µν′

mηℓ′σ′ (k
′) (B.15)

K
(+)µνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) ∼

∑
η

D(+)V
(n+1)µν∗
ηmℓσ (k)V

(n+1)µν′

ηm′ℓ′σ′ (k′) (B.16)
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と書くことにする。式 (A.39)を用いると、式 (B.11)は多極子演算子を使って書き直すことができる。

Hcf−ex =
1

N

∑
kk′

∑
α

∑
µνν′

∑
ℓℓ′σσ′

Kµνν′

αℓℓ′σσ′ (k,k
′) X̂µ

α (k − k′) c†kνℓσck′ν′ℓ′σ′ (B.17)

ここで結合Kµνν′

αℓℓ′σσ′ (k,k′)は

Kµνν′

αℓℓ′σσ′ (k,k
′) =

1

d

∑
mm′

xα∗mm′K
µνν′

mm′ℓℓ′σσ′ (k,k
′) (B.18)

で表され、dは結晶場基底状態の次元である。

また、c-f 混成の Fourier変換は

V
(n)µν
mm′ℓσ (k) =

∑
i−j

V
(n)µν
mm′ℓσ (i, j) e

−ik·(Ri−Rj) (B.19)

で定義されている。局所的な c-f 混成（i = j、µ = ν）のみが考慮されるとき、式 (B.15)から V
(n)µν
mm′ℓσ (k) ≡

V
(n)
mm′ℓσ は波数 k とサイト µに依らなくなる。したがって局所 d-f 交換相互作用式 (B.11)は次のように

書ける。

H loc
df−ex =

1

N

∑
kq

∑
µα

∑
ℓℓ′σσ′

Kα
ℓℓ′σσ′X̂µ

α (q) c†k+qµℓσckµℓ′σ′ (B.20)

Kα
ℓℓ′σσ′ =

1

d

∑
mm′

∑
η

xα∗mm′

[
D(−)V

(n)∗
m′ηℓσV

(n)
mηℓ′σ′ +D(+)V

(n+1)∗
ηmℓσ V

(n+1)
ηm′ℓ′σ′

]
(B.21)

B.2 c-f 混成の導出

c-f 混成はその有効結晶場ポテンシャル V̂ eff
CEF に対する第二量子化に従い、次のように表される。

V
(n)µν
mm′ℓσ (i, j) = ⟨iµfnm| V̂ eff

CEF

∣∣iµfn−1m′; jνℓσ
⟩

(B.22)

=
∑
MM ′

⟨
m
∣∣∣ J (n)M

⟩⟨
J (n−1)M ′

∣∣∣ m′
⟩

×
∫
dr1 · · · drn

⟨
iµJ (n)M

∣∣∣ {r}n⟩ n∑
k=1

V eff
CEF (rk)

⟨
{r}n

∣∣∣ iµJ (n−1)M ′; jνℓσ
⟩

(B.23)

ここで J (n) は fn 配置に対する全角運動量であることを表す。{r}n は n個の電子に対する位置座標 rk

（k = 1, 2, · · · , n）の組であり、V eff
CEF (rk)は k 番目の電子に対する一体の有効結晶場ポテンシャルであ

る。式 (B.23)に現れる多体波動関数は、角運動量の合成を繰り返すことで一体波動関数の積として表現

できる。すなわち、角運動量 J3 の状態を角運動量 J1, J2 の状態の直積で表現することを

|J3M3⟩ =
∑

M1M2

cJ1J2J3

M1M2M3
|J1M1; J2M2⟩ (B.24)
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と表すことにすると（cJ1J2J3

M1M2M3
は Clebsh-Gordan係数）、fn 多体状態は∣∣∣J (n)M

(n)
J

⟩
=

∑
M

(n)
L M

(n)
S

cJ
(n)L(n)S(n)

M
(n)
J M

(n)
L M

(n)
S

∣∣∣L(n)M
(n)
L ;S(n)M

(n)
S

⟩
(B.25)

=
∑

M
(n)
L M

(n)
S

∑
M

(n−1)
L ml

∑
M

(n−1)
S σ

cJ
(n)L(n)S(n)

M
(n)
J M

(n)
L M

(n)
S

cL
(n)L(n−1)L(1)

M
(n)
L M

(n−1)
L ml

cS
(n)S(n−1)S(1)

M
(n)
S M

(n−1)
S σ

×
∣∣∣L(n−1)M

(n−1)
L ;L(1)ml;S

(n−1)M
(n−1)
S ;S(1)σ

⟩
(B.26)

=
∑

M
(n)
L M

(n)
S

∑
M

(n−1)
L ml

∑
M

(n−1)
S σ

∑
{
M

(1)
L

}
∑

{
M

(1)
S

} cJ
(n)L(n)S(n)

M
(n)
J M

(n)
L M

(n)
S

cL
(n)L(n−1)L(1)

M
(n)
L M

(n−1)
L ml

cS
(n)S(n−1)S(1)

M
(n)
S M

(n−1)
S σ

×
⟨
L(n−1)M

(n−1)
L

∣∣∣∣ {L(1)M
(1)
L

}
n−1

⟩⟨
S(n−1)M

(n−1)
S

∣∣∣∣ {S(1)M
(1)
L

}
n−1

⟩
×
∣∣∣∣{L(1)M

(1)
L

}
n−1

;L(1)ml;
{
S(1)M

(1)
S

}
n−1

;S(1)σ

⟩
(B.27)

と表せる。但し iµ の添え字は省略した他、n − 1 個の電子を 1 電子波動関数の直積で表現したときの

Clebsh-Gordan係数の積を式 (B.27)の 2行目のように略記した。よって位置座標による表記は⟨
J (n)M

(n)
J

∣∣∣ {r}n⟩ =
∑

M
(n)
L M

(n)
S

∑
M

(n−1)
L ml

∑
M

(n−1)
S σ

∑
{
M

(1)
L

}
∑

{
M

(1)
S

}
∑
ℓ

cJ
(n)L(n)S(n)

M
(n)
J M

(n)
L M

(n)
S

cL
(n)L(n−1)L(1)

M
(n)
L M

(n−1)
L ml

cS
(n)S(n−1)S(1)

M
(n)
S M

(n−1)
S σ

×
⟨{

L(1)M
(1)
L

}
n−1

∣∣∣∣ L(n−1)M
(n−1)
L

⟩⟨{
S(1)M

(1)
L

}
n−1

∣∣∣∣ S(n−1)M
(n−1)
S

⟩⟨
L(1)ml

∣∣∣ ℓ⟩
×

n−1∏
k=1

wf∗
M

(1)
L (k)M

(1)
S (k)

(rk)w
f∗
ℓσ (rn) (B.28)

と書ける。M (1)
L (k) ,M

(1)
S (k)の k は k 番目の電子に対する量子数であることを表す。wf

ℓσ (r) = ⟨r|ℓσ⟩
は 1電子波動関数である。ここで注意したいのは、粒子置換による符号反転や多体波動関数そのものの規

格化は Clebsch-Gordan係数によって表現されていることである。そのため、式 (B.28)は Slater行列式

で表現されていない。同様にして fn−1c1 多体状態が計算できる。但し式 (B.28)とは異なり⟨
{r}n

∣∣∣ J (n−1)M
(n−1)
J ; ℓσ

⟩
=

∑
M

(n−1)
L M

(n−1)
S

∑
{
M

(1)
L

}
∑

{
M

(1)
S

} cJ
(n−1)L(n−1)S(n−1)

M
(n−1)
J M

(n−1)
L M

(n−1)
S

×
⟨{

L(1)M
(1)
L

}
n−1

∣∣∣∣ L(n−1)M
(n−1)
L

⟩⟨{
S(1)M

(1)
L

}
n−1

∣∣∣∣ S(n−1)M
(n−1)
S

⟩

× 1√
n! (n− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wf

M
(1)
L (1)M

(1)
S (1)

(r1) · · · · · · wf

M
(1)
L (n−1)M

(1)
S (n−1)

(r1) wc
ℓσ (r1)

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

wf

M
(1)
L (1)M

(1)
S (1)

(rn) · · · · · · wf

M
(1)
L (n−1)M

(1)
S (n−1)

(rn) wc
ℓσ (rn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(B.29)

と、Slater行列式で表現せねばならない。これは c電子については Clebsh-Gordan係数で粒子置換が表

現されていないことによる。また Slater行列式で波動関数を表現すると、Clebsch-Gordan係数による規
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格化が済んでいる f 電子部分からの寄与を (n− 1)!倍余分に数えてしてしまうことになる。したがって

規格化因子は 1/
√
n!ではなく 1/

√
n! (n− 1)!となる。式 (B.28)(B.29)を式 (B.23)に代入すると、c-f

混成の計算式が得られる。

V
(n)µν
mm′ℓσ (i, j) =

∑
ℓ′

z
(n)
mm′ℓ′σv

µν
ℓ′ℓ (i, j) (B.30)

ここで係数 z
(n)
mm′ℓσ は f 電子の多体効果を表す部分で

z
(n)
mm′ℓσ =

√
n

∑
M

(n)
J M

(n−1)
J

∑
M

(n)
L M

(n−1)
L

∑
M

(n)
S M

(n−1)
S

⟨
m
∣∣∣ J (n)M

(n)
J

⟩⟨
J (n−1)M

(n−1)
J

∣∣∣ m′
⟩

×
⟨
L(1)ml

∣∣∣ ℓ′⟩ cJ(n)L(n)S(n)

M
(n)
J M

(n)
L M

(n)
S

cL
(n)L(n−1)L(1)

M
(n)
L M

(n−1)
L ml

cS
(n)S(n−1)S(1)

M
(n)
S M

(n−1)
S σ

cJ
(n−1)L(n−1)S(n−1)

M
(n−1)
J M

(n−1)
L M

(n−1)
S

(B.31)

と表される。vµνℓℓ′ (i, j)は c-f 一体軌道混成であり、

vµνℓℓ′ (i, j) =

∫
drwf∗

iµℓ (r)V
eff
CEF (r)wc

jνℓ′ (r) (B.32)

と表される。これは f 軌道を含んだ有効模型を導出することで直接入手できる量である。

B.3 局在多極子感受率の導出

B.3.1 局在多極子感受率

式 (4.1)において多極子外場 hµα (i)が存在するような以下のハミルトニアンを考える。

Hf = HCEF +Hext +HRKKY (B.33)

HCEF =
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
m=Γ3

EΓ3a
†
iµmaiµm (B.34)

Hext = −
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
α=x,y,z

hµα (i) X̂µ
α (i) (B.35)

HRKKY = −
∑
⟨ij⟩

Pr2∑
µν=Pr1

∑
αβ=x,y,z

Jµν
αβ (i, j) X̂µ

α (i) X̂ν
β (j) (B.36)

第 4章と同様の式変形により、式 (B.33)から平均場ハミルトニアン

HMF = Econ +
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
m=Γ3

EΓ3
a†iµmaiµm −

∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
α=x,y,z

h̃µαX̂
µ
α (i) (B.37)

が導ける。但し

h̃µα (i) = hµα (i) + h(eff)µ
α (i) (B.38)

であり、多極子秩序に由来する有効場に加えて外部から印加された外場も含んだ表式となる。以下ではハ

ミルトニアン (B.37)から計算された平均場自由エネルギーが、多極子秩序変数の変化に対して極小とな

る条件を考えることで局在多極子感受率を導出する。
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まずは式 (B.37)で RKKY相互作用がないときを考えてみることにする。このときのハミルトニアン

を H0 としてH0 は

H0 = HCEF +Hext (B.39)

=
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
m=Γ3

EΓ3a
†
iµmaiµm −

∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
α=x,y,z

hµα (i) X̂µ
α (i) (B.40)

となる。自由エネルギー F0 は

F0 = −T lnTr
[
e−βH0

]
(B.41)

で計算され、これは温度 T と多極子外場 hを自然な独立変数として持つ量である。式 (B.41)を多極子外

場で微分することで

− ∂F0

∂hµα (i)
= T

Tr
[
−β ∂H0

∂hµ
α(i)

e−βH0

]
Tr [e−βH0 ]

= T
Tr
[
−β
(
−X̂µ

α (i)
)
e−βH0

]
Tr [e−βH0 ]

=
Tr
[
X̂µ

α (i) e−βH0

]
Tr [e−βH0 ]

=
⟨
X̂µ

α (i)
⟩

(B.42)

と多極子秩序変数が計算できる。系で実現する多極子秩序は、多極子秩序変数を独立変数とする自由エネ

ルギーの停留条件から決まる。ゆえに式 (B.41)を Legendre変換し、独立変数を温度と多極子秩序変数

とした以下の自由エネルギー

F̄0 = F0 +
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
α=x,y,z

hµα (i)
⟨
X̂µ

α (i)
⟩

(B.43)

に対して多極子秩序変数の微分を実行する。式 (B.11)の両辺を
⟨
X̂µ

α (i)
⟩
で微分すると

∂F̄0

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ =

∂F0

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ + hµα (i) (B.44)

ここで式 (B.42)を用いると式 (B.44)の右辺第 1項が

∂F0

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ =

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

∂hνβ (j)

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ ∂F0

∂hνβ (j)

= −
∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

gµναβ (i, j)
⟨
X̂ν

β (j)
⟩

(B.45)

gµναβ (i, j) =
∂hνβ (j)

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ (B.46)
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と書けるので、式 (B.44)は

∂F̄0

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ = hµα (i)−

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

gµναβ (i, j)
⟨
X̂ν

β (j)
⟩

(B.47)

となる。停留条件は ∂F̄0

∂⟨X̂µ
α(i)⟩ = 0より、多極子秩序変数と多極子外場の間に

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

gµναβ (i, j)
⟨
X̂ν

β (j)
⟩
= hµα (i) (B.48)

という関係が成立することが分かる。ここで式 (B.46)に Fourier変換

gµναβ (q) =
∑
j−i

e−iq·(Rj−Ri)gµναβ (i, j) (B.49)

を導入し、式 (B.48)を波数表示すると

hµα (−q) =

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β⃗=x,y,z

g̃µναβ (q)
⟨
X̂µ

β (−q)
⟩

(B.50)

となるが、これは Prサイト µ、多極子演算子 αについての行列形式でまとめることができる。

h (−q) = ĝ (q)
⟨
X̂ (−q)

⟩
(B.51)

ここで

[h (q)]
t
=
[
h1z (q) , h

1
x (q) , h

1
y (q) , h

2
z (q) , h

2
x (q) , h

2
y (q)

]
(B.52)[⟨

X̂ (q)
⟩]t

=
[⟨
X̂1

z (q)
⟩
,
⟨
X̂1

x (q)
⟩
,
⟨
X̂1

y (q)
⟩
,
⟨
X̂2

z (q)
⟩
,
⟨
X̂2

x (q)
⟩
,
⟨
X̂2

y (q)
⟩]

(B.53)

ĝ (q) =



g11zz (q) g11zx (q) g11zy (q) g12zz (q) g12zx (q) g12zy (q)
g11xz (q) g11xx (q) g11xy (q) g12xz (q) g12xx (q) g12xy (q)
g11yz (q) g11yx (q) g11yy (q) g12yz (q) g12yx (q) g12yy (q)
g21zz (q) g21zx (q) g21zy (q) g22zz (q) g22zx (q) g22zy (q)
g21xz (q) g21xx (q) g21xy (q) g22xz (q) g22xx (q) g22xy (q)
g21yz (q) g21yx (q) g21yy (q) g22yz (q) g22yx (q) g22yy (q)

 (B.54)

である。式 (B.51)を多極子秩序変数について解けば⟨
X̂ (−q)

⟩
= χ̂ (q)h (−q) (B.55)

が得られる。χ̂ (q) = [ĝ (q)]
−1 は相互作用がないときの多極子感受率であり、具体的な表式は後ほど導出

する。

次に RKKY相互作用がある場合について考える。このとき、系のハミルトニアンは式 (B.37)で与え

られる平均場ハミルトニアンである。平均場ハミルトニアンから計算される平均場自由エネルギー

FMF = −T lnTr
[
e−βHMF

]
(B.56)
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は温度 T と多極子外場 h を自然な独立変数に持つ量である。RKKY 相互作用がないときと同様に、式

(B.56)の Legendre変換

F̄MF = FMF +
∑
i

Pr2∑
µ=Pr1

∑
α=x,y,z

hµα (i)
⟨
X̂µ

α (i)
⟩

(B.57)

について停留条件を考える。両辺を
⟨
X̂µ

α (i)
⟩
で微分し、停留条件 ∂F̄MF

∂⟨X̂µ
α(i)⟩ = 0を使うと

∂F̄MF

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ =

∂FMF

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ + hµα (i) = 0 (B.58)

この式の計算を続けていく。H̃0 = HMF − Econ として、式 (B.58)の中辺第 1項は

∂FMF

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ =

∂Econ

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ − T

∂

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ lnTr

[
e−βH̃0

]

=
∂Econ

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ − T

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

∂h̃νβ (j)

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ ∂

∂h̃νβ (j)
lnTr

[
e−βH̃0

]

=
∂Econ

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ − T

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

gµναβ (i, j)
∂

∂h̃νβ (j)
lnTr

[
e−βH̃0

]
(B.59)

と書けるが、右辺第 1項は

∂Econ

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ =

∂

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩
1

2

∑
i′j′

Pr2∑
µ′ν′=Pr1

∑
α′β′=x,y,z

Jµ′ν′

α′β′ (i
′, j′)

⟨
X̂µ′

α′ (i
′)
⟩⟨

X̂ν′

β′ (j′)
⟩

=
1

2

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

(
Jµν
αβ (i, j)

⟨
X̂ν

β (j)
⟩
+ Jνµ

βα (j, i)
⟨
X̂ν

β (j)
⟩)

=
∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

Jµν
αβ (i, j)

⟨
X̂ν

β (j)
⟩

(B.60)

第 2項は式 (B.42)と同様にして

∂

∂h̃νβ (j)
lnTr

[
e−βH̃0

]
= β

⟨
X̂ν

β (j)
⟩

(B.61)

と計算できる。式 (B.60)の式変形では Jµν
αβ (i, j) = Jνµ

βα (j, i)の関係を用いた。よって式 (B.59)は

∂FMF

∂
⟨
X̂µ

α (i)
⟩ =

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

[
Jµν
αβ (i, j)− gµναβ (i, j)

] ⟨
X̂ν

β (j)
⟩

(B.62)

となる。したがって式 (B.58)は

∑
j

Pr2∑
ν=Pr1

∑
β=x,y,z

g̃µναβ (i, j)
⟨
X̂ν

β (j)
⟩
= hµα (i) (B.63)
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とまとめられる。ここで g̃µναβ (i, j)は

g̃µναβ (i, j) = gµναβ (i, j)− Jµν
αβ (i, j) (B.64)

で定義されている。RKKY相互作用がないときと同様に、式 (B.63)の両辺を Fourier変換して波数表示

し、µαについての行列形式でまとめると

ˆ̃g (q)
⟨
X̂ (−q)

⟩
= h (−q) (B.65)

と書ける。式 (B.65)を多極子秩序変数について解けば⟨
X̂ (−q)

⟩
= ˆ̃χ (q)h (−q) (B.66)

が得られ、 ˆ̃χ (q) =
[
ˆ̃g (q)

]−1

は平均場近似により求めた相互作用のあるときの多極子感受率である。具

体的な表式は

ˆ̃χ (q) =
[
ĝ (q)− Ĵ (q)

]−1

=
[
ĝ (q)

[
1̂− χ̂ (q) Ĵ (q)

]]−1

=
[
1̂− χ̂ (q) Ĵ (q)

]−1

χ̂ (q) (B.67)

となる。式変形には行列 Â, B̂ について
[
ÂB̂
]−1

= B̂−1Â−1 の関係を用いた。

B.3.2 相互作用がないときの局在多極子感受率

相互作用がないときの多極子感受率を線形応答理論によって求める。τ を虚時間として、静的な多極子

感受率は次のように書ける。

χµν
αβ (i, j) =

∫ β

0

dτ
⟨
Tτ X̂

µ
α (i, τ) X̂ν

β (j)
⟩

(B.68)

ここで X̂µ
α (i, τ)は多極子演算子 X̂µ

α (i)の Heisenberg表示

X̂µ
α (i, τ) = eτHCEFX̂µ

α (i) e−τHCEF (B.69)

であり、式 (B.68)の熱平均は結晶場ハミルトニアンについてとる。式 (B.68)を Lehmann表示して計算

すると、

χµν
αβ (i, j) = δijδµν

∫ β

0

dτ
1

Ziµ

∑
mm′=Γ3

e−βEΓ3 ⟨iµm| eτEΓ3 X̂µ
α (i) e−τEΓ3 |iµm′⟩ ⟨iµm′| X̂µ

β (i) |iµm⟩

= δijδµν
β

2

∑
mm′=Γ3

xαmm′x
β
m′m (B.70)

となる。ここで Ziµ = Triµ
[
e−βHCEF

]
= 2e−βEΓ3 である。ところが、多極子演算子は式 (A.37)で規格

化されているので、結局

χµν
αβ (i, j) =

δijδµνδαβ
T

(B.71)
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で表されることになる。式 (B.71)を波数表示した

χµν
αβ (q) =

δµνδαβ
T

(B.72)

を用いると、相互作用のあるときの多極子感受率は

ˆ̃χ (q) =

[
1̂− 1

T
Ĵ (q)

]−1
1

T
(B.73)

となる。
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