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概 要

本研究の目的は、多成分系の溶液の選択的溶媒和による溶質周りの溶媒の密度
分布の不均一性が粘性に与える影響を理論的に研究することである。溶質と溶媒
のサイズ比が 10倍程度でも溶質周りの溶媒の密度分布は影響を受け、溶媒の密度
分布は不均一になり、これが溶液の粘性に影響を与えると考えられる。巨大粒子
を溶かしたときの粘性の変化率は、流体力学から導出されるアインシュタインの
粘性式から計算することができる。しかし、溶質と溶媒のサイズ比が 10倍程度だ
とアインシュタインの粘性式では計算機シミュレーションの値と一致しないこと
がある。このズレはアインシュタインの粘性式では溶質周りの溶媒の密度分布の
不均一性が考慮できていないことが原因の 1つだと考えられる。溶媒の密度分布
の不均一性は小球と中球からなる 2成分溶媒系に大きな溶質を溶かすと、中球が
溶質に集まることで異常に大きくなることが最近の研究で報告されている。この
片方の溶媒が他方の溶媒よりも優先的に溶質に集中することを選択的溶媒和と呼
ぶ。そこで本論文では、サイズの異なる 2成分溶媒系に大きな溶質を溶かしたと
きの、選択的溶媒和の効果が粘性にどのような影響を与えるのか明らかにする。
次に選択的溶媒和の効果と粘性の関係を研究するために理論の定式化を行う。そ

のために、先行研究で行われた大きな粒子を 1成分溶媒系に溶かしたときの密度
の不均一性を考慮した粘性の理論を新たに 2成分溶媒系に拡張していく。この 1成
分溶媒系の理論では一般化ランジュバン方程式を出発点とし、摂動理論を使うこ
とで粘性の式を導出している。一般化ランジュバン方程式は分子や原子をあらわ
に考えた式と等価であり、流体力学と違って、溶質周りの溶媒の密度の不均一性
を考慮することができる。しかし、そのままの方程式では溶質と溶媒のサイズ比
が 10倍以上になると系が大きくなり計算が困難になる。この困難を避けるために
摂動理論を使って簡単な式を導出している。このときの摂動パラメータは溶質と
溶媒粒子の大きさの比で定義する。溶媒が溶質のサイズよりも小さく、摂動パラ
メータが小さいと仮定し、摂動パラメータの 2次以上の項を無視することで、流
体力学の式と溶質表面の境界条件の式を導出することができる。この溶質表面の
境界条件の式に溶媒の密度分布の不均一性が含まれている。この境界条件を用い
て流体力学の方程式を解くことによって粘性率を求める式が導出される。その結
果、溶媒の密度分布から粘性を計算することができるようになる。
定式化した 2成分溶媒系の粘性の理論をすべての粒子が剛体球からなる系に応

用する。剛体球とは粒子のサイズだけを考慮した変形することのない硬い球体で、
粒子間に引力は働かない。溶質、溶媒 1(小球)、溶媒 2(中球)、の半径をそれぞれ、
R、a、bとしたとき、溶質の半径 R = 50aで固定し、中球の半径 bを 2aから 6a

まで変化させて粘性を計算した。その結果、bが大きくなると溶質周りに中球が
集まり、b = 5a, 6aでは溶質-中球間のピーク値が粘性と相関することが分かった。



ピーク値とは溶質と溶媒がちょうど接する位置の質量密度分布の値で、ピーク値
が大きいほど溶質から離れた無限遠よりも溶媒が溶質周りに集まることを表して
いる。また、b = 2aのときは、中球よりも小球のほうが溶質に集中し、溶質-小球
間のピーク値が粘性と相関することが分かった。b = 3a, 4aのときは、中球も小球
も同じくらい溶質に集まり、溶質-中球間と溶質-小球間のピーク値が競合し、どち
らか片一方が粘性と相関することはなくなる。
また、現実の系では剛体球系ではなく、粒子間には様々な相互作用が働くので、

ソフトコアポテンシャルの系に理論を応用する。このとき、溶媒-溶媒間は剛体 (HS)

ポテンシャルに固定し、溶質-溶媒間は the modified Lennard–Jones (LJ) ポテン
シャルと the modified Weeks, Chandler, and Andersen (WCA) ポテンシャルに変
えて計算し、溶質-溶媒間がHSポテンシャルのときと比較した。LJ ポテンシャル
は粒子間に引力が働き、かつ粒子間が重なることが許されている柔らかい球体で
ある。WCA ポテンシャルは LJ ポテンシャルから斥力部分を取りだした相互作
用である。溶質-中球間のピーク値は HS、WCA、LJポテンシャルの順に大きく
なる。それに対応し、b = 5a, 6aでは粘性はHS、WCA、LJポテンシャルの順に
大きくなる。また、溶質周りの質量密度分布の広がり具合 (ピークの鋭さ)もHS、
WCA、LJポテンシャルの順に鋭くなる。ピークの鋭さは溶媒粒子のゆらぎを表
し、鋭いほどゆらぎが小さくなる。このピークの鋭さも粘性に影響を与えること
が分かった。
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第1章 イントロダクション

この章では最初に、溶液の粘性と溶媒の密度分布の不均一性の関係性について
簡単に説明する。次に流体力学による輸送係数 (拡散と粘性)の理論について説明
する。この理論と実験や計算機シミュレーションとの比較した研究を紹介する。流
体力学による理論が予測する結果と傾向が同じ研究としては、フラーレンをアル
ゴン溶媒にとかしたときのアルゴンの拡散が挙げられる。一方、サイズが異なる
多成分溶媒系の拡散では流体力学による理論は過大評価する傾向にある。この拡
散に関する過大評価は溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性が原因の 1つだと報
告がされている。また、リチウムをアルゴン溶媒に溶かしたときの粘性も流体力
学による理論からずれる傾向がある。この粘性に関するずれの原因も拡散と同様
に溶媒の密度分布の不均一性が原因だと考えられる。
溶媒の密度分布の不均一性が大きくなる系として、サイズが異なる多成分溶媒

系に注目していく。例えば、細胞のようなサイズの異なるタンパク質がたくさん溶
けているような系では粘性に異常が生じるような報告もされている。実際に、サ
イズの異なる多成分系では溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性が選択的溶媒和
によって大きくなる報告がされている。粘性も拡散同様、選択的溶媒和の効果か
ら影響を受けると考えられるが、既存の理論ではその関係性を研究することがで
きない。そこで本研究の目的を述べる。最後にこの論文の構成について述べる。

1.1 溶液系の粘性と溶媒の密度分布の不均一性との関係
粒子間に引力が働かなくても粒子のサイズが異なることによって、大きい粒子

の周りに小さい粒子が集まり、大粒子周りの小粒子の密度分布は不均一になる。大
きさをもった粒子同士が重なることはない、剛体球粒子からなる 1成分溶媒系 (半
径 a)に溶質粒子 (半径R)を 1 個溶かすと、サイズ比R/a = 10のとき、溶媒の密
度がバルクに比べて溶質周りで 5.19倍も大きくなる [1]。特に、大きさの異なる 2

成分溶媒系 (小球と中球)に大きな溶質を溶かしたときで、右図が小球と中質粒子
(大球)を溶かすと中球が溶質周りに異常に集まる (図 1.1、[2])。これは溶質に溶
媒粒子が近づくことで溶媒の配置できる空間が増え、溶媒粒子の配置のエントロ
ピーが増大する。このエントロピーの変化が駆動となって溶質-溶媒間に実行的な
引力が働くと考えられる [3]。
本論文では大きい溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性と粘性の関係について
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図 1.1 溶質 (赤い球体)周りに溶媒が集まる模式図。左図が 1成分溶媒系に溶質
を溶かしたときで、溶質周りに小球 (青い球体)が集まる。右図が小球と中球 (黄色
い球体)からなる 2成分溶媒系に溶質を溶かしたときで、溶質周りに中球が異常に
集まってくる。

図 1.2 粘性係数 ηの説明。左図は水で、右図はハチミツの模式図。ηが大きいほ
ど流体はドロドロ、ネバネバする。
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図 1.3 懸濁液系の模式図。溶質 (赤い球体)は溶媒 (青い領域)よりも十分大きく、
周りの溶媒は連続体であると考える。

着目する。粘性とは気体や液体などの流体のどろどろやネバネバ具合を表す。例
えば、水はさらさらとしている。それに比べてハチミツはどろどろとしている。こ
の違いは粘性係数 ηで表すことができる (図 1.2)。ハチミツの方が水よりも ηが大
きいため、どろどろとしている。つまり、粘性係数 ηは流体の流れにくさを表す
物理量である。本論文では溶液の粘性係数 ηについての理論的な研究を行う。
溶質と溶媒のサイズ比が 10倍程度でも溶質周りの溶媒の密度分布は影響を受け、

溶媒の密度分布は不均一になり、これが溶液の粘性に影響を与えると考えられる。
実際に、溶媒の密度が均一であると仮定して流体力学から求められる粘性係数や
拡散係数の式は、ナノ粒子を溶かした溶液系の粘性のシミュレーションや、サイズ
の異なる 2成分溶媒系の溶媒の拡散の理論研究などの結果から外れることが報告
されている [4–15]。このような流体力学からの理論と合わない要因の 1つとして、
溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性が原因だと考えられる。特に、サイズの異
なる多成分系では溶媒の密度分布の不均一性が大きくなる [2, 16,17]。大小様々な
サイズの異なるタンパク質が溶けているような細胞内の粘性では異常性がみられ
ることが発見されている [18]。しかし、粘性に対する溶媒の密度分布の不均一性
の効果を議論している研究はほとんど存在しない。そこで本研究では新たに理論
を定式化することによって、溶媒の密度分布の不均一性が粘性にどのような影響
を与えるか明らかにしていく。

1.2 流体力学による輸送係数の研究

1.2.1 流体力学による溶液の動的性質の研究

粘性係数を計算する方法として分子動力学 (MD)シミュレーションや流体力学、
摂動理論などがある。MDシミュレーションは各粒子について運動方程式を解くこ
とによって時間変化を追跡することにより、物質全体の性質を導く方法である。懸
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濁液の動的性質についてはMDシミュレーションを使わなくても流体力学を使っ
て簡単に計算する方法がある。懸濁液とは液体中にマイクロスケール程度の固体
微粒子が溶けて分散した溶液である (図 1.3)。例えば懸濁液の粘性や溶質の拡散は
アインシュタインの粘度式やストークス・アインシュタイン (SE)則で計算できる。
その他に摂動理論によって溶質や溶質の拡散の計算に溶媒の密度分布の不均一性
を取り入れた理論がある。ここではアインシュタインの粘度式と SE則について紹
介する。
アインシュタインは流体力学を使って懸濁液の粘性の理論を定式化した (付録 A.1

からA.4まで参照)。この理論によれば、溶質を溶媒に溶かしたときの粘性の変化
η1/η0を計算することができる。η0は純溶媒の粘性係数である。η1は溶液全体の粘
性率 ηが溶質の充填率 ϕの関数で表すとき、ηを ϕでテーラ展開したときの ϕの 1

次の展開係数で、η = η0 + η1ϕ+ η2ϕ
2 + · · · のようになる。

アインシュタインの粘度式の導出には懸濁液系の粘性率を計算するために、い
くつかの仮定が使われている [19]。

� 溶質の大きさが溶媒粒子に比べ十分大きく、溶媒は流体として扱
うこと。

� 溶質の濃度は十分小さく、溶質-溶質間の相関は無視することがで
きること。

� 溶質は球状の固体粒子であること。

また、溶質と溶媒間には境界条件が仮定されている (図 1.4)。主に使われている境
界条件には 2つあり、スティック境界条件とスリップ境界条件がある。便宜上、2次
元系の極座標を考えるとする。スティック境界条件とは溶質の表面では溶媒がくっ
ついて動かないという仮定である。溶媒の速度を v(r, θ)、溶質の半径をRとした
とき、スティック境界条件の式は v(R, θ) = 0となる。このときの粘性の変化の値
は η1/η0 = 2.5になる。それに対して、スリップ境界条件は溶質表面に沿って溶媒
が滑るように運動する仮定である。r方向に対して、θ方向に働く応力を σr,θ(r, θ)

としたとき、スリップ境界条件は σr,θ(R, θ) = 0である。それに加えて vの r方向
の成分 vr = 0である。このときの粘性の変化の値は η1/η0 = 1になる。
以上をまとめると、

� スティック境界条件 v(R, θ) = 0のとき、η1/η0 = 2.5

� スリップ境界条件 σr,θ(R, θ) = 0 かつ vr = 0のとき、η1/η0 = 1

である。
次に SE則について説明する。アインシュタインの粘度式と同様な系 (図 1.3)に

おいて、溶質の拡散係数Dは

D =
kBT

ξ
(1.1)
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図 1.4 溶質表面における溶媒の境界条件の模式図。左図はスティック境界条件
で、右図はスリップ境界条件である。赤い球体は溶質で、周りの溶媒は流体であ
る。スティック境界条件では溶質表面で溶媒の速度は 0に対し、スリップ境界条件
では溶質表面に沿った速度が存在する。

となる [20]。kB はボルツマン定数で T は温度、ξは抵抗係数である。ξはストー
クスの法則より

ξ = Cση0 (1.2)

となる。σは溶質の直径、η0は純溶媒の粘性係数である。また、C は境界条件で
決まる値で、スリップ境界条件のときC = 2π、スティック境界条件のときC = 3π

になる。ξはアインシュタインの粘度式の導出のときと同じ仮定で流体力学を使っ
て導くことができる [19]。この 2つの式より SE則

D =
kBT

Cση0
(1.3)

が導かれる。SE則は実験やシミュレーションでよく使われており、様々なサイズ
や形状の溶質の拡散に適用されている。また、溶質だけでなく様々な溶媒に対し
ても使われている。
SE則はアインシュタインの粘度式と同様、溶媒の半径 aと溶質の半径 Rの比

a/Rが 0の時に厳密になるが、1/10ぐらいでも (1.3)が正しい拡散係数を導く場合
がある。例えば、アルゴンからなる溶媒にフラーレン (溶質)を溶かすと、溶質と
溶媒のサイズ比が 10倍程度でも SE則がよく一致することがある [6]。また、サイ
ズの異なる多成分溶媒系に溶質を溶かすと、サイズ比が 10倍程度でも SE則から
ずれることもある [9–13]。アインシュタインの粘度式も溶質と溶媒のサイズ比に
よって説明できない例がある [4, 5]。次の章ではアインシュタインの粘度式や SE

則の適用例について紹介する。
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1.2.2 ストークスアインシュタイン則と一致する例

ここでは溶質と溶媒のサイズ比が10倍程度でもストークスアインシュタイン (SE)

則と一致する例の研究について紹介する。石井らは様々なフラーレン (C20, C60, C180,

C240, C540)に対して、アルゴンからなる溶媒に溶かし、各フラーレンの拡散係数
をMDシミュレーションで計算した [6]。このとき、アルゴンは 1.6× 105個で、フ
ラーレンは 8個で計算している。図 1.5はMDシミュレーションと SE則の比較で
ある。D1は溶質の拡散係数、ηsvは純溶媒の粘性係数、T は温度、σ1は溶質に対す
る Lennard-Jones ポテンシャルのサイズのパラメータである。c = kB/2πは SE則
におけるスリップ境界条件の値で、c = kB/3πはスティック境界条件の値である。
溶質が大きいとき、MDシミュレーションの値と SE則の値は一致する。また、

溶質が小さいときはMDシミュレーションの値と SE則の値は合わなくなる。例
えば溶質がC540(◆)のとき、MDシミュレーションと SE則におけるスティック境
界条件の値と一致していることが分かる。このときの溶質と溶媒のサイズ σ2の比
は σ1/σ2 = 7.082となる。溶質がC20(●)のとき、SE則におけるスティック境界条
件の値からずれていく。このときの溶質と溶媒のサイズの比は σ1/σ2 = 1.802であ
る。このように、溶質のサイズが溶媒の 10倍程度でも SE則とよく一致するが、そ
れよりも小さい 2倍程度だと、SE則からずれていくことがある。石井らはまた、
溶質が小さい場合でも次元解析とMDシミュレーションから経験的に、MDシミュ
レーションと一致する拡散係数を求める式を導出し、様々な系に対してMDシミュ
レーションと比較している [6, 7, 21–23]。
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図 1.5 MDシミュレーションとストークスアインシュタイン則の比較のグラフ。
[6]より引用。縦軸は MDシミュレーションから得た値で、横軸は溶質に対する
Lennard-Jonesポテンシャルのサイズのパラメータである。フラーレン (C20(●),

C60(■), C180(▲), C240(▼), C540(◆))に対して、アルゴンからなる溶媒に溶かし、
フラーレンの拡散係数を計算している。このとき、アルゴンは 1.6× 105個で、フ
ラーレンは 8個で計算している。D1は溶質の拡散係数、ηsvは純溶媒の粘性係数、
T は温度である。c = kB/2πはストークスアインシュタイン則におけるスリップ
境界条件の値で、c = kB/3πはスティック境界条件の値である。同じ記号で複数プ
ロットされているのは異なる温度で計算したデータである。

1.2.3 ストークスアインシュタイン則と合わない例

ここでは溶質と溶媒のサイズ比が 10倍程度で SE則からずれる例の研究につい
て紹介する。中村らは溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性が溶質の拡散係数に
どのような影響を与えるのか研究するために、摂動理論を使って溶媒の密度分布
から拡散係数を計算する式を

D0

D
=

12− 6αϵ− 6βϵ

12− 4βϵ+ α2ϵ2
(1.4)
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のように導出した [9–13]。ただし、D0はスリップ境界条件による SE則から計算
した拡散係数である。また、Dは

D =
kBT

ξ
(1.5)

ξ = Cπη0(R + a) (1.6)

C =
48− 24αϵ− 24βϵ

12− 4βϵ+ α2ϵ2
(R + a) (1.7)

のように書き表すことができる。kBはボルツマン定数で、T は温度、ξは抵抗係
数、η0は純溶媒の粘性係数、Rと aはそれぞれ溶質と溶媒粒子の半径である。C

は溶質表面の境界条件から決まる定数で、スリップ境界条件のときは C = 4、ス
ティック境界条件のときは C = 6となる。また、αϵと βϵは溶質-溶媒間の動径分
布関数の汎関数となっており、動径分布関数を与えることによって計算できる。
中村らは開発した理論を溶質と溶媒 1と溶媒 2がそれぞれ剛体球からなる系に

応用した。剛体球とは粒子のサイズだけを考慮した変形することのない硬い球体
で、各粒子間の相互作用は

UHS
i (r) =

{
∞, ri + rj

0, ri + rj
(1.8)

のように表される。ただし、riと rjは溶質と溶媒 1 (小球) と溶媒 2 (中球) の半径
の大きさである。r1、r2、r3はそれぞれ、溶質の半径R、小球の半径 a、中球の半
径 b である。また溶質は無限希釈する系を仮定するので、溶質-溶質間の相互作用
は考えないことにする。このときRはR = 50aで固定し、bを 2aから 6aまで変
化させた。また、各球体の質量は体積に比例すると仮定した。さらに、溶媒全体
の充填率を 0.38とし、中球の充填率 ϕ2を 0.00から 0.10まで変化させた。
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図 1.6 2成分溶媒系における境界条件係数 Cと中球粒子の充填率 ϕ2の依存性を
示したグラフ。[12]から引用。動径分布関数はHNC近似式から計算している。溶
質粒子の大きさは 50aで、aは小球の半径の大きさである。中球粒子の大きさ bは
それぞれ 2a(◆)、3a(■)、4a(●)、5a(▲)、6a(▼)である。また、実線 (C=4)と破
線 (C=6)はそれぞれスリップ境界条件とスティック境界条件における SE則で得ら
れる値である。

図 1.6は境界条件定数 C と ϕ2の依存性を表したグラフである。実線 (C=4)と
破線 (C=6)はそれぞれスリップ境界条件とスティック境界条件における SE則の
値である。ϕ2 = 0のときの純溶媒のとき、C = 4.5となっている。中球の半径比
b/a = 2のとき、ϕ2が増加するとCはスリップ境界条件に近づく。それに対し、中
球の半径比が b/a = 5, 6のとき、ϕ2が増加すると Cはスティック境界条件に近づ
くまた、中球のサイズが 5aのとき、溶質は中球のサイズのちょうど 10倍大きい
が、SE則のスリップ境界条件とスティック境界条件のときのどちらの値も一致し
ていない。これは溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性が原因で、溶質周りの境
界条件が変化したと考えられる。

1.2.4 アインシュタインの粘度式と合わない例

ナノ流体は、ナノスケールの粒子 (< 100nm)が溶けて分散した流体である (図 1.7)。
ナノ粒子は基本的に金属や酸化物、その他の化合物（AlN、SiC、CaCO3、グラフェ
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図 1.7 ナノ流体の模式図。懸濁液系と比べて溶質が小さく、溶質 (赤い球体)周
りの溶媒 (青い球体)を流体ではなく、粒子として扱う必要がある。

ンなど）で作られている。溶媒は水、エチレングリコール、プロピレングリコー
ル、エンジンオイルなどが使われている。このナノ流体を用いた沸騰による冷却
性能は水に比べて向上するが、最適なナノ粒子の濃度や大きさなど，そのメカニ
ズムについては明確になっていない。
粘性は、流体の流れに対する内部抵抗を表すものであり、流体が関与する熱的

用途において重要な特性である 。したがって、流体の流れを伴う工学システムに
おいて、粘性は熱伝導率と同様に重要である。しかしナノ粒子は非常に小さいた
め、溶質が溶媒より十分大きいというアインシュタインの粘度式の仮定を満たさ
ない。懸濁液のように溶媒を流体としてではなく、粒子として扱う必要があり、溶
媒の粒子性を考慮して粘性を求めることが重要になる。
V. Ya. Rudyakらはナノ粒子の粘性を分子動力学 (MD)シミュレーションで計

算し、ナノ流体ではナノ粒子の大きさによって粘性が変わることを示した [4, 5]。
V. Ya. RudyakらはArを溶媒にし、そこにLiをナノ粒子として系を設定した。ナ
ノ粒子の大きさ依存性を研究するために、Liの大きさは決まっているが、Liのサ
イズをあえて変化させて粘性を計算した。
図 1.8の左図はLiの充填率 ϕが 0.02で固定したときで、右図は 0.04で固定した

ときの粘性 ηr = η/η0のグラフである。DはLiの直径 (nm)である。●はMDで得
られたデータで、ドット・ダッシュ曲線は近似曲線

ηr = ηB +
(
5.25ϕ+ 40.94ϕ2

)
exp (−0.208D/d) (1.9)

である。ただし、dはArの直径で、ηBはダッシュ曲線はアインシュタインの粘度
式に修正を加えたBatchelorの式

ηB = 1 + 2.5ϕ+ 6.2ϕ2 (1.10)

である。Arの密度は 0.707で、系の温度は 300Kにしている。
溶質 (Li)と溶媒 (Ar)のサイズ比が 10程度だとアインシュタインの粘度式とMD

シミュレーションの値は一致しない。Arの直径は 0.4nm程度で、Dが 4nmのと
き、サイズ比が 10倍程度になる。MDシミュレーションの値はDが小さいほどア
インシュタインの粘度式の値から大きく外れる。Dが 4nm程度の値になると、両
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図 1.8 Liを Arに溶かしたときの粘性 ηr = η/η0 と Liの直径の依存性のグラ
フ。[4]より引用。左図がLiの充填率が 0.02で、右図が 0.04で固定している。Dは
Liの直径 (nm)である。●はMDで得られたデータで、ドット・ダッシュ曲線は
近似曲線 (1.9)である。ダッシュ曲線はアインシュタインの粘度式に修正を加えた
Batchelorの式 (1.10)である。Arの密度は 0.707で、系の温度は 300Kにしている。

者の値は近づいていくがまだズレがある。Liの充填率は固定しているため、アイ
ンシュタインの粘度式は一定値をとるので、Liのサイズによって粘性の値が変化
することはこの式から説明することができない。ズレの原因の 1つとして、溶質
がマクロではなくナノスケールなサイズのために、溶質周りの溶媒の密度の不均
一性が無視できなくなっていることが考えられる。

1.3 サイズの異なる粒子の混合系
この節では溶媒の密度分布の不均一性が大きくなる系として、サイズが異なる

多成分溶媒系の研究について紹介する。1.2.3小節ではサイズの異なる 2成分溶媒
系に大きな溶質を溶かしたときの溶質の拡散係数の研究について紹介した。この
研究によって、溶質周りの溶媒の不均一な密度分布が拡散に影響を与えることが
分かった。このようなサイズが異なる多成分溶媒系では粘性や密度分布に異常性
が見られる。その例としてまず、細胞のようなサイズの異なるタンパク質がたく
さん溶けているような系の粘性の研究について紹介する。次に、サイズの異なる 2

成分溶媒系の溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性が選択的溶媒和によって大き
くなる研究について紹介する。
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図 1.9 細胞内の様子を表した図。左図が細胞質基質を拡大した模式図。[24]より
引用し改変。細胞質基質はタンパク質やRNAなどの生体高分子、リボソームなど
の生体高分子集合が水の中にたくさん溶けて密に詰まっている。右図は細胞の模
式図である。

1.3.1 細胞内の環境

細胞の内部は大小様々な生体高分子で非常に混み合っており、この環境が細胞質
の粘性に影響を与える (図 1.9)。細胞質から細胞内小器官を除いた残りの部分は細
胞質基質と呼ばれ、この細胞質基質はタンパク質やRNAなどの生体高分子、リボ
ソームなどの生体高分子集合で構成されており、隣り合うタンパク質の間の距離は
タンパク質自体のサイズと変わらないくらい密に詰まっている [24,25]。西澤らに
よって、大腸菌やカエルの卵、がん細胞などの細胞質から代謝物と細胞骨格を除いた
抽出物の粘性を測定する実験が行われた [18]。これらは異なる生物種、組織に由来
する細胞から抽出したものであるにも関わらず、生きた細胞内の濃度≈ 300mg/ml

よりも低い濃度で粘性が急激に上昇し、固化する現象が見られた (図 1.10)。一方、
球形タンパク質の 1種類の水溶液 (BSA溶液)では、このような粘性の発散はみら
れない。つまり、水の中にサイズの異なる高分子が溶けている混み合った状態が
粘性の発散の原因と推察されているが、詳細なメカニズムは不明である。

1.3.2 選択的溶媒和

粒子間に引力が働かなくても、サイズの異なる 2成分溶媒 (小球と中球)系に大
きな溶質を溶かすと溶質周りに中球が凝集する (図 1.11)。これは中球が溶質に近
づくことによって、溶媒粒子の配置できる空間が増えることで溶媒粒子の配置の
エントロピーが増大し、このエントロピーの変化が駆動となって溶質-溶媒間に実
行的な引力が働くと考えられている [3]。一方の溶媒が他方の溶媒よりも優先的に
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図 1.10 細胞質の抽出物の粘性 ηのグラフ。[18]より引用。ηwは水の粘性で、横
軸は溶質の濃度である。●はBSA(1種類の球状のタンパク質からなる水溶液)で、
△、□、◆はそれぞれ、大腸菌、カエルの卵、がん細胞の抽出物を表す。

溶質に集まることを選択的溶媒和と呼ぶ。小球と中球からなる 2成分溶媒系では、
中球による選択的溶媒和が生じ、小球よりも中球が集まりやすくなる。
木下と林は選択的溶媒和によって溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性が大き

くなることを示した。このとき、溶質-中球間の局所密度がバルク密度の 60.77倍
となる (図 1.12, [2])。バルク密度は溶質から十分離れた位置の溶媒の密度で、局
所密度は溶質と中球がちょうど接する位置の溶媒の密度である。つまり、溶質付
近では溶質から十分離れた位置よりも中球が 60.77倍集まりやすいことを表してい
る。この高い局所密度を得るために、彼らは積分方程式理論に基づいて溶質と溶
媒の粒子間の動径分布関数を計算した。計算に用いた系は、小球と中球と大球の
直径をそれぞれ dS, dC , dU としたとき、dS : dC : dU = 1 : 4 : 20である。溶質-小球
間の gS(r)に比べて、溶質-中球間の gC(r)のピーク値が高く、溶質に中球が優先的
に凝集している。2成分溶媒系の溶質-中球間の溶媒の局所密度が高いことは、積
分方程式理論やモンテカルロシミュレーションに基づく他の研究でも示されてい
る [16, 17]。

1.4 本論文の研究目的
溶質が溶媒のサイズが 10倍程度の系では流体力学による輸送係数を計算する理

論が成り立つ場合と成り立たない場合がある。例えばアルゴン溶媒にフラーレン
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図 1.11 サイズの異なる 2成分溶媒系に溶質を溶かしたときの模式図。赤い球体、
青い球体、黄色い球体はそれぞれ、溶質、溶媒 1(小球)、溶媒 2(中球)である。

を溶かしたときの SE則はシミュレーションの結果とよく一致するが [6]、アルゴ
ン溶媒にリチウムを溶かした系では、アインシュタインの粘度式とシミュレーショ
ンの結果が一致しない [4]。また、サイズの異なる 2成分溶媒系に大きな溶質を溶
かした系では摂動理論による値は SE則から外れる [9–12]。これらの流体力学によ
る理論からずれる原因の一つとして、溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性が原
因だと考えられる [8–12,14]。特に、サイズの異なる 2成分溶媒系では溶質周りの
溶媒の密度の不均一性が著しく大きくなる [2, 16,17]。
本研究の目的は溶質周りの溶媒の密度の不均一性が粘性に与える影響を明らか

にすることである。特に、サイズの異なる 2成分溶媒系を取り扱うことで、選択的
溶媒和によって生じる溶媒の密度分布の不均一性が、粘性に対してどのような影響
を与えるのかを明らかにする。そこで、山北らによって定式化された 1成分溶媒系
の粘性の摂動理論をベースに 2成分溶媒系の粘性の摂動理論を定式化する [8]。こ
れによって、選択的溶媒和による溶媒の密度分布の不均一性を考慮に入れて粘性
を計算することができる。定式化した理論を剛体球系やソフトコアポテンシャル
系に応用し、選択的溶媒和の効果が粘性にどのように影響を与えるのか議論する。

1.5 本論文の構成
本論文の構成は以下の通りである。第 2章ではこれまでに研究されてきた微視

的な理論について述べる。主に一般化ランジュバン方程式と摂動理論について説
明する。一般化ランジュバン方程式は摂動理論の基礎方程式となる。摂動理論は
1成分溶媒系の粘性の理論を定式化するのに使われる。第 3章では摂動理論を使っ
て 2成分溶媒系の粘性の理論を定式化する。この理論によって、溶媒の密度分布
から粘性を計算することができるようになる。第 4章では第 3章で定式化した理論
を様々な系に応用する。インプットデータとなる溶媒の密度分布を、簡単な密度
関数または、剛体球系、ソフトコアポテンシャル系から求めた密度関数を使って、
粘性をそれぞれ計算していく。第 5章はまとめである。
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図 1.12 溶質-小球間の動径分布関数 gS(r)(a) と溶質-中球間の動径分布関数
gc(r)(b) のグラフ。[2] より引用し抜粋。小球と中球と大球の直径をそれぞれ
dS, dC , dU としたとき、System 1 と System 2 はそれぞれ dS : dC : dU = 1 : 2 : 20

と dS : dC : dU = 1 : 4 : 20 である。dUC は dUC = (dU + dC)/2である。また全体
の充填率は 0.3831で固定し、小球の充填率を 0.3831、中球の充填率を 0にしてい
る。このとき、System 2では gC(r)のピーク値が 60.77になる。
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第2章 溶媒の密度分布の不均一性を
考慮したこれまでの理論

ここではアインシュタインの粘度式では考慮できなかった、溶質周りの溶媒の
粒子性を取り入れた溶液の理論について紹介する。まず始めに一般化ランジュバ
ン方程式の導出について紹介をする。この方程式は分子や原子をあらわに考えた
ハミルトンの正準方程式と厳密に等価であることを示す。山口らはこの一般化ラ
ンジュバン方程式の枠組みを使って外場を取り入れた [15,26]。この外場を溶質と
みなすことで、溶質周りの溶媒のダイナミクスの式を導出した。山口らはこの定
式化した式を使って溶質の拡散係数を計算したが、溶質を大きくすると系のサイ
ズから受ける影響を小さくするために系を大きくしなければならない (有限サイズ
効果)。そのために実際に拡散係数を計算しようとしても、溶質のサイズが溶媒 8

倍程度までしか計算できない。
この有限サイズ効果を回避するために、山北らは拡張した一般化ランジュバン

方程式を摂動展開して溶質の粘性係数を計算する式を導出した [8]。この式によっ
て溶質周りの溶媒の密度分布が粘性に与える影響を研究することができる。また、
この摂動理論による粘性の式はアインシュタインの粘性式の拡張した理論といえ
る。しかし、溶媒は 1成分なので、多成分系における選択的溶媒和の粘性への効
果を研究することができない。
この章では一般化ランジュバン方程式の導出、山口らの外場を取り入れた一般

化ランジュバン方程式の拡張、山北らの拡張した一般化ランジュバン方程式に摂動
理論を施して定式化した粘性の理論の紹介をする。また、選択的溶媒和と粘性の
関係を研究するために、山北らの理論と中村らの 2成分溶媒系の拡散の理論 [9–13]

をベースに、2成分溶媒系の粘性の理論を第 3章で定式化する。

2.1 一般化ランジュバン方程式による1成分溶媒系の理
論

山口らは一般化ランジュバン方程式を使うことで、溶質周りの溶媒の密度分布
の不均一性を考慮した。一般化ランジュバン方程式は分子や原子をあらわに考え
る運動方程式と厳密に等価なので、流体力学とは違い、溶媒の密度分布の不均一
性を考慮することができる。しかし、従来の一般化ランジュバン方程式 を液体粒
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子に応用した研究では、外場を考慮しない均一系に限定されていた。山口らはこ
れらの相関関数に密度の不均一性を考慮した。また、溶質が動かないとき、溶媒
から見て溶質は外場とみなせることを使って、溶質周りの溶媒粒子のダイナミク
スを記述できるように拡張した。

2.1.1 Liouville方程式

質量mのN個の粒子系を考える。粒子 iの位置と運動量をそれぞれ ri(t)とpi(t)

とする。粒子 iは溶媒として扱い、溶質は原点に固定することで溶媒からみると
外場ΦN(r

N)として扱うことができる。ただし、rN ≡ r1, · · · , rN である。運動量
についても同様に pN ≡ p1, · · · ,pN の表記をつかう。このときのハミルトニアン
H(rN ,pN)は

H(rN ,pN) = KN(p
N) + VN(r

N) + ΦN(r
N) (2.1)

で表される。KN(p
N)、VN(r

N)、ΦN(r
N)はそれぞれ、運動エネルギー、粒子間ポ

テンシャル、外場によるポテンシャルである。また、変数 ri(t)とpi(t)はハミルト
ンの正準方程式に従う。
ここである物理量X(rN ,pN) = {Xµ}について考える。µはベクトルの成分で

ある。このとき、Xµ(r
N ,pN)で表される物理量の時間発展は

dXµ

dt
=

N∑
i=1

(
∂Xµ

∂ri
· ṙi +

∂Xµ

∂pi

· ṗi

)

=
N∑
i=1

(
∂Xµ

∂ri
· ∂H
∂pi

− ∂Xµ

∂pi

· ∂H
∂ri

)
= iL(t)Xµ (2.2)

で表される。この運動方程式をLiouville方程式と呼ぶ。ただし、Liouville演算子は

iL(t) ≡
N∑
i=1

(
∂H
∂pi

· ∂

∂ri
− ∂H

∂ri
· ∂

∂pi

)
(2.3)

のように定義している。(2.2)をテーラー展開を使って解くと

Xµ(t) = exp(iL(0)t)Xµ(0) (2.4)

となる (付録 B.1 参照)。以後、簡単にするためにL(0) = Lとする。
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2.1.2 射影演算子法

Liouville方程式 (2.2)に射影演算子法を使うことによって、一般化ランジュバン
方程式を導出する。射影演算子法は孤立系の注目している物理量Aに対して、A

の時間発展を自分自身であらわされる部分に射影し、残りの部分をその他の量と
して分離する方法である。ここで、XµについてA = {Aµ}に射影する演算子Pを

PXµ ≡
∑
ν,λ

∫ ∫
dr′dr′′ ⟨Xµ(r)Aν(r

′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
νλ Aλ(r

′′) (2.5)

と定義する。PはP2 = Pを満たす。また、⟨A,A⟩−1は行列 ⟨A,A⟩の逆行列であ
る。AνAµは行列の成分である。また、ブラケットは

⟨Y (r)Z(r′)⟩ ≡
∫

Y (r)Z(r′)feq
({

rN ,pN
})

drNdpN (2.6)

で定義する。feq
({

rN ,pN
})
は位相空間の平衡状態のときの確率密度である。|ri| →

∞または |pi| → ∞のとき、feq
({

rN ,pN
})

→ 0になる。また、射影演算子P に
対して、垂直な方向に射影する演算子をQ ≡ 1−P と定義する。QはQ2 = Qを
満たす。(2.2)はPとQを使って

dXµ

dt
= iLeiLtXµ = eiLtPiLXµ + eiLtQiLXµ (2.7)

のように書き直すことができる。(2.7)の各項をそれぞれ計算することによって、
一般化ランジュバン方程式

dXµ

dt
=
∑
λ

∫ ∫
dr′dr′′iΩµλAλ(t)−

∑
λ

∫ t

0

dt′
∫ ∫

dr′dr′′Mµλ(t− t′)Aλ(t
′) +Rµ(t)

(2.8)

が得られる (付録 B.2参照)。ただし、

iΩµλ(r, r
′, r′′) = ⟨(iLXµ(r))Aν(r

′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
νλ (2.9)

Mνλ(t− t′) =
∑
ν

⟨Rµ(t)Rν⟩ ⟨A,A⟩−1
νλ (2.10)

Rµ (t) = eQiLtQiLXµ (2.11)

である。(2.8)の右辺第 1項目は現時刻のAに比例する項である。第 2項目は以前
の時刻のAに比例する項である。第 3項目はAに直交するランダム力を表して
いる。
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2.1.3 密度場と速度場への応用

(2.8)を密度場 ρ(r, t)と速度場 J(r, t)に応用する。このとき、注目する物理量
{Xµ} = {ρ,J}を、遅く変化する量 {Aµ} = {ρ,J}と速く変化するその他の量の 2

つに分離していく。ただし、溶媒の密度場 ρ(r, t)と速度場 J(r, t)を

ρ(r, t) ≡
N∑
i=1

δ (r − ri(t))− ρeq(r) (2.12)

ρeq(r) ≡ ⟨δ (r − ri(t))⟩ (2.13)

J(r, t) ≡
N∑
i=1

vi(t)δ (r − ri(t)) (2.14)

と定義する。vi(t)は溶媒 iの速度で、δ (r)はデルタ関数である。(2.8)に対して、
{Aµ} = {ρ,J}と {Xµ} = {ρ,J} を代入することで、ρと J の時間発展の方程式

dρ(r, t)

dt
= −∇ · J(r, t) (2.15)

dJ(r, t)

dt
= −

∫ ∫
dr′dr′′ ⟨J(r),J(r′)⟩ · ∇′

[
⟨ρ(r′), ρ(r′′)⟩−1

ρ(r′′)
]

−
∫ t

0

dt′
∫ ∫

dr′dr′′M (r, r′, r′′, t− t′) · J(r′′, t′) +R(r, t) (2.16)

を得る (付録 B.4 参照)。ただし、

M(r, r′, r′′, t) = ⟨R(r, t),R(r′, 0)⟩ · ⟨J(r′, r′′)⟩−1
(2.17)

R(r, t) ≡ eQiLtQJ(r) (2.18)

である。(2.15)と (2.16)は Liouville方程式と等価の方程式である。
今の系の設定では溶媒粒子がN個存在し、溶質は原点に固定して外場と見なして
いる。しかし、従来の一般化ランジュバン方程式による研究では ⟨ρ(r′), ρ(r′′)⟩ と
⟨J(r),J(r′)⟩には密度が一定の均一系が参照されていた。この場合、溶質-溶媒間の
溶媒の平衡状態の密度分布ρeq(r)は定数になる。しかし、これだと相関関数について
は溶質の存在を無視していることになる。山口らはこれらの相関関数に対して不均
一系を参照した。⟨J(r),J(r′)⟩はカノ二カルアンサンブルより kBT/mρeq(r)δ(r−
r′) とし、⟨ρ(r′), ρ(r′′)⟩ はOZ/HNC理論から評価した。kB, T,mはそれぞれ、ボ
ルツマン定数、温度、溶媒の質量である。また、⟨R(r, t),R(r′, 0)⟩ については溶
質の存在による影響を無視する近似をした。これらによって溶質周りの溶媒のダ
イナミクスを考えることができる。
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2.2 摂動理論による1成分溶媒系の粘性

2.2.1 背景と目的

溶質と溶媒のサイズ比が 10倍程度でも溶質周りの溶媒の密度分布は影響を受け、
溶媒の密度分布は不均一になり、これが溶液の粘性に影響を与えると考えられる。
粘性を計算する方法としてアインシュタインの粘度式がある。しかし、アインシュ
タインの粘度式では溶質がマクロなサイズと仮定して溶媒は均一として扱ってい
るため、溶媒の密度分布は不均一性を考慮することができない (1.2.1小節参照)。
実際にナノ粒子を溶かした溶液系の粘性の計算機シミュレーションの値は、溶質
と溶媒のサイズ比が 10倍程度でアインシュタインの粘度式と一致しない (1.2.4小
節参照)。不均一性を考慮しながら粘性を計算する方法として 1.2.4小節のように
計算機シミュレーションや 2.1節のように一般化ランジュバン方程式を使う方法が
あるが、溶質と溶媒のサイズ比が 10倍以上大きくなると計算する系のサイズが大
きくなるため、数値計算が現実的にできなくなる (有限サイズ効果)。溶質と溶媒
のサイズ比が 10倍以上で、溶質がマクロなサイズではないような系の粘性を研究
するには、有限サイズ効果を回避しつつ、溶質周りの溶媒の密度の不均一性を考
慮した粘性を計算する新しい方法が必要になる。

2.2.2 摂動理論の全体のあらすじ

山北らは摂動理論を使うことで有限サイズ効果を回避しつつ、溶媒の密度分布
の不均一性を取り入れた粘性の理論を定式化した [8]。溶媒の密度分布の不均一性
を取り入れるために、2.1節で説明した山口らの理論によって拡張された一般化ラ
ンジュバン方程式を出発点とした。この方程式は溶媒の速度場と圧力場を求める
運動方程式である。摂動パラメータ ϵは溶質と溶媒粒子の大きさの比で定義し、一
般化ランジュバン方程式を ϵで展開した。このとき空間を、溶媒の密度が変化す
る領域 (境界層領域)と定数である２つの領域 (外域)にわけ、各々の領域で展開す
る。境界層領域と外域の解が接続するという条件を仮定し、ϵの 2次以上の項を無
視することで新たに流体力学の式と、溶媒の密度分布の不均一性が考慮された溶
質表面の境界条件の式を導いた。これを解くことで溶媒の速度場と圧力場を求め
ることができる。山北らは溶媒の速度場と圧力場を使ってランダウの方法から粘
性の変化 η1/η0を導出した ( [19]、付録 A.4参照)。この理論をベースに、第 3章で
2成分溶媒系の粘性の理論へ拡張していく。

2.2.3 基礎方程式

山北らはまずアインシュタインの粘度式を導いたときと同じように溶質粒子を
原点に固定し、せん断流 u(r)が流れる系を考えた。せん断流 u(r)は座標系に関
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して線形であると仮定し、

ui(r) = αikxk (2.19)

のように表す。αikは対称な定テンソルである。ui(r)とxiはそれぞれせん断流u(r)

と座標 rの i成分を表す。非圧縮性流体 (∇ · u(r) = 0)を仮定し、

αii = 0 (2.20)

となる。
山北は 2.1節で説明した山口らの理論を使い、基礎方程式を導出した。(2.15)と

(2.16)より定常状態のときのの溶媒粒子のダイナミクスは

∇ · [weq(r)v(r)] = 0 (2.21)

−weq(r)∇
δP (r)

weq(r)
+

∫
dr′M (r, r′)J(r′) = 0 (2.22)

で表される (付録 B.5参照)。この 2つの式は与えられたweq(r)に対して、未知変数
v(r)と δP (r)を求める方程式で、v(r)が小さいときに成り立つ。v(r)は溶媒粒子
の速度表す。r → ∞のとき、v(r) → u(r)となる。weq(r)は平衡状態 (u(r) = 0)

のときの溶媒粒子の密度分布を表す。δP (r)は非平衡状態と平衡状態の圧力の差を
表す。M (r, r′)はメモリータームと呼ばれるテンソルである。ただし、(2.17)と
は異なり、(2.16)について t → ∞にしたときに、(2.17)について tと r′について
積分したものを新たにメモリータームとして置き換えている。また、t → ∞で J

は時間によらなくなる。
M (r, r′)をそのままで計算することは困難なため、山北らは 2つの近似を行っ

た。1つ目は一様近似と呼ばれるもので、溶質粒子がない溶媒粒子だけのテンソル

M (r, r′) ∼= M (r − r′) (2.23)

のようになる。これは山口らも同様な近似を採用されている。この近似に加え、山
北らは長波長近似を行った。これはマクロな近似で、これによって∫

dr′M(r, r′)J(r′) ∼= η0∇2v(r) + γ∇ [∇ · v(r)] (2.24)

のようになる。η0は純溶媒のときの粘性率を表し、γは γ = ζ + η0/3で表され、ζ

はバルクの粘性とよばれる。
また、(2.21)と (2.22)の未知変数であるv(r)と δP (r)は系が対称性を持つために

v(r) = vr̂ [r̂ · u(r)] r̂ + vu(r)u(r) (2.25)

δP (r) = Ps(r) [r̂ · u(r)] (2.26)

のように表せる。r̂は rの単位ベクトルである。
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(2.25)と (2.26)を (2.21)と (2.22)、(2.24)に代入して式を整理すれば基礎方程式

d

dr
(weq(r)vr̂(r)) + 3

weq(r)vr̂(r)

r
+

d

dr
(weq(r)vu(r)) = 0 (2.27)

− 2
Ps(r)

r
+ η0

[
d2vu(r)

dr2
+

4

r

dvu(r)

dr
+

4vr̂(r)

r2

]
+ γ

[
2

r

dvr̂(r)

dr
+

6vr̂(r)

r2
+

2

r

dvu(r)

dr

]
= 0 (2.28)

− weq(r)
d

dr

Ps(r)

weq(r)
+

Ps(r)

r
+ η0

[
d2vr̂(r)

dr2
+

4

r

dvr̂(r)

dr
− 10vr̂(r)

r2

]
+ γ

[
d2vr̂(r)

dr2
+

2

r

dvr̂(r)

dr
− 6vr̂(r)

r2
+

d2vu(r)

dr2
− 1

r

dvu(r)

dr

]
= 0

(2.29)

を得る。
また、この基礎方程式を解くために山北らは溶質表面の境界条件をスリップ境

界条件として

∂vθ(r, θ)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

=
vθ(Ra, θ)

Ra

(2.30)

のように仮定した。vθ(r)は z軸を極とした時のv(r)の θ方向の成分で、(2.25)から

vθ(r, θ) = uu(r)u(r) · eθ (2.31)

を得る。eθは θ方向の単位ベクトルである。また、RaはRa = R+aで表され、Rと
aはそれぞれ溶質粒子と溶媒粒子の半径である。(2.31)を (2.30)に代入し、(2.19)

を使うことで、

dvu(r)

dr

∣∣∣∣
r=Ra

= 0 (2.32)

を得る。

2.2.4 摂動理論

基礎方程式 (2.27)～(2.29)をそのまま解くのは溶質が大きいと有限サイズ効果の
ため困難になる。そこで山北らはこれらの式を摂動展開し、近似的に解くことに
した。摂動パラメータを溶質と溶媒粒子の大きさの比

ϵ ≡ a

Ra

(2.33)

で定義した。このとき、溶質は溶媒粒子よりも十分大きいことを仮定した (a ≪ R)。
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次に山北らは空間を２つの領域に分けた。wを溶媒粒子の平均密度をとすると、
rが十分大きいとき weq(r)は定数 wとなる。溶質粒子付近の溶媒粒子の密度が変
化する領域 (weq(r) ̸= w)を境界層領域とし、溶媒粒子から十分離れた、溶媒粒子
の密度が定数である領域 (weq(r) = w)を外域と定義した。

図 2.1 2つの領域：境界層領域と外域の模式図。溶質粒子付近では境界層領域と
なり、溶質粒子から十分離れたところでは外域となる。

外域では、weq(r)が定数であることから (2.21)と (2.22)から流体力学の方程式

∇ · v(r) = 0 (2.34)

−∇δP (r) + η0∇2v(r) = 0 (2.35)

がただちに求まる。また、この領域において

vr̂,out(r) =
∞∑
n=0

ϵnv
(n)
r̂,out(r̄) (2.36)

vu,out(r) =
∞∑
n=0

ϵnv
(n)
u,out(r̄) (2.37)

RaPs,out(r) =
∞∑
n=0

ϵnP
(n)
s,out(r̄) (2.38)

のように未知変数を展開する。r̄は r̄ = r/Raで表される。
境界層領域においては

vr̂,b(r) =
∞∑
n=0

ϵnv
(n)
r̂,b (x) (2.39)

vu,b(r) =
∞∑
n=0

ϵnv
(n)
u,b (x) (2.40)

RaPs,b(r) =
∞∑
n=0

ϵnP
(n)
s,b (x) (2.41)
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のように展開される。xは x = (r−Ra)/aで表される。また、(2.32)に (2.40)を代
入することによって、溶質表面の境界条件は

dv
(n)
u,b (x)

dx

∣∣∣∣∣
x=0

= 0 (2.42)

のように書き表せる。
この２つの領域において、各物理量は以下の接続条件を満たすことを仮定する。

lim
x→∞

[Xb(x)−Xout(r̄)] = 0 (2.43)

Xb(x)やXout(r̄)は vr̂,out(r)や vu,b(r)などの物理量を表す。また、r̄ = 1 + ϵxと書
けるのでXout(r̄)を r̄ = 1の周りで展開すれば

lim
x→∞

[
Xb(x)−

∞∑
n=0

ϵnxn

n!

dnXout(r̄)

dr̄n

∣∣∣∣
r̄=1

]
= 0 (2.44)

を得る。ここで x → ∞で

X
(n)
b (x) −→

∞∑
m=0

C(n)
m xm (2.45)

になることを仮定すれば

C(n)
m =

1

m!

dmX
(n−m)
out (r̄)

dr̄m

∣∣∣∣∣
r̄=1

(2.46)

が導かれる。

2.2.5 境界条件と粘性の変化率

山北らは (2.36)～(2.41)を (2.27)～(2.29) に代入し ϵの 1次までのオーダをとる
ことで、以下の 2つの溶質表面の境界条件を導出した。

vr̂,out(Ra) + vu,out(Ra) =
3αϵ

2
vu,out(Ra) (2.47)

dvu,out(r)

dr

∣∣∣∣
r=Ra

=
αϵ

η0
Ps,out(Ra)−

3βϵ

Ra

vu,out(Ra) (2.48)

ただし、

αϵ =
2

Ra

∫ ∞

Ra

{g(r)− 1} dr (2.49)
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であり、g(r)は g(r) ≡ weq(r)/wで定義される。また、

βϵ =
1

Ra

∫ ∞

Ra

{
∆v(r)−

(
1 +

γ

η0

)
g(r)

∫ ∞

r

1

g(r′)2
dg(r′)

dr
∆v(r′)dr′

}
dr (2.50)

ただし、

∆v(r) =
2

g(r)2
dg(r)

dr

∫ r

Ra

g(r′)dr′ (2.51)

である。(2.34)と (2.35)を溶質表面の境界条件 (2.47)と (2.48) をつかって解くこ
とによって解析解

v(r) =

(
3A

r3
− 15B

r5

)
{r̂ · u(r)} r̂ +

(
1 +

6B

r5

)
u(r) (2.52)

δP (r) = 6η0
A

r4
{r̂ · u(r)} (2.53)

を得る。ただし、

A = −5

6

2− 3αϵ− 3βϵ

5 + 3αϵ− 3βϵ+ 3α2ϵ2
R3

a (2.54)

B = −1

6

−2αϵ− 3βϵ+ 3α2ϵ2

5 + 3αϵ− 3βϵ+ 3α2ϵ2
R5

a (2.55)

である。この解析解 v(r)と δP (r)をつかってランダウの方法 [19]より、粘性の変
化率の解析解

η1
η0

=
5

2

2− 3αϵ− 3βϵ

5 + 3αϵ− 3βϵ+ 3α2ϵ2
(2.56)

を得た (付録 A.4参照)。溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性は αと βに含まれ
ている。また、ϵ = 0のとき、η1/η0はアインシュタインの粘度式のスリップ境界
条件の値になる。ϵ ̸= 0のとき、アインシュタインの粘度式とは一致しなくなる。

2.2.6 簡単な系への応用

山北らは簡単な動径分布関数 g(r)をつかって (2.49)と (2.50)を計算した。この
g(r)はピークの値だけを考慮するような関数となっており、g0 ≥ 0の定数を用いて

g(r) =

− (g0 − 1)
r −Ra

a
+ g0 (Ra ≤ r < Ra + a)

1 (Ra + a ≤ r) (2.57)

のように表される (図 2.2)。
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図 2.2 (2.57)による簡単な g(r)のグラフ。横軸は溶質の中心からの距離 rをRa

で割っている。g(r)のピークは g0で定義されている。また、ϵは溶質と溶媒粒子
の大きさの比 a/Raで定義される。

この g(r)を (2.49)と (2.50)に代入することによって

α = g0 − 1 (2.58)

β = −1

6
(g0 − 1)2(g0 + 3) + (1− g0) (2.59)

となる [14]。ただし、γ = 0を仮定した。
山北らは (2.58)と (2.59)より (2.56)を計算した。また、粘性の変化率だけでな

く、稲吉らによる 1成分溶媒系の拡散係数 [14]

D0

D
=

12− 6αϵ− 6βϵ

12− 4αϵ+ α2ϵ2
(2.60)

も計算した (図 2.3)。ただし、D0はスリップ境界条件におけるストークス・アイ
ンシュタインの関係式から得られた拡散係数である。
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図 2.3 (2.57)のよって与えられるピーク値 g0に対しての η1とDのグラフ。η0は純
溶媒のときの粘性率で、溶質を溶かしたときの溶液全体の粘性率 ηは η = η0+ η1ϕ

で書き表される。ϕは溶質の充填率で、η1は (2.56)によって計算される。拡散係
数Dは稲吉らの研究によって得られた (2.60)を使って計算している [14]。D0はス
リップ境界条件におけるストークス・アインシュタインの関係式から得られた拡
散係数である。また、ϵは溶質と溶媒粒子の大きさの比で与えられている。

溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性は g0を通して粘性に影響与える。g0は溶
質-溶媒間が接触している g0の値なので、溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性
の大きさを表し、g0が大きいほど不均一性が大きい。図 2.3より g0 > 2のとき、
粘性の変化率 η1/η0は単調増加していることがわかる。これは溶質周りの溶媒粒
子の密度分布が大きくなるなるほど η1/η0が大きくなることを表している。また、
g0 → ∞のとき、スティック境界条件におけるアインシュタインの粘性式の値 2.5

に近づいていく。これは、g0の値が大きくなると (2.58)と (2.59)がそれぞれ g0と
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g30に比例して大きくなっていく。これより g0 → ∞のとき、αの値よりも βの値
のほうが十分大きくなり、(2.56)から η1/η0 → 5/2になることがわかる。
拡散係数D0/Dも粘性と同様に溶質周りの溶媒の密度分布の不均一性から影響
を受ける。これは溶質周りの溶媒粒子の密度分布が大きくなるなるほどD0/Dが
小さくなる。また、g0 → ∞のとき、スリップ境界条件におけるアインシュタイ
ン・ストークスの関係式の値 1.5に近づいていく。η1/η0のときと同様に g0 → ∞
のとき、βの値が支配的になり、(2.60)よりD0/D → 1.5に近づいていく。本研究
では第 3章で、この山北らによる 1成分溶媒系の粘性の理論を 2成分溶媒系へと拡
張する。
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第3章 摂動理論による2成分溶媒系
の粘性

第 2章で紹介した山北らの理論をもとに、2成分溶媒系の粘性の理論を定式化し
ていく。中村らの 2成分溶媒系の拡散の研究で用いられた、2成分溶媒系の一般ラ
ンジュバン方程式から出発し、摂動を用いて理論を定式化していく [9–13]。山北
らと同様に、粘性を求めるために系にせん断流を流す。その結果、2成分溶媒系の
溶媒粒子の密度分布を考慮した、粘性の変化率 η1/η0の解析解を導出することがで
きた。

3.1 基礎方程式
溶媒が 2成分系あるときの粘性の理論を定式化するために、溶質粒子を溶媒粒

子が 2種類からなる系に溶質粒子を沈める。溶質粒子は原点に固定し、溶媒粒子
が原点から十分離れたところでせん断流 (2.19)を流す。溶質粒子と 2種類の溶媒
粒子 1と 2の半径の大きさをそれぞれR, a, bとし、溶質粒子は溶媒粒子よりも十
分大きいと仮定する (a, b ≪ R)。また、溶媒粒子 2は溶媒粒子 1よりも大きいと仮
定する (a ≤ b)。この系の溶媒粒子のダイナミクスを述べるために、山口らによっ
て開発された方程式 [26]を 2成分系に拡張し、

∇ · [wi,eq(r)vi(r)] = 0 (3.1)

−wi,eq(r)∇
δPi(r)

wi,eq(r)
+

∫
dr′

2∑
j=1

Mij(r, r
′)Ji(r

′) = 0 (3.2)

で表す。これらの式は与えられたwi,eq(r)に対して、未知変数 vi(r)と δPi(r)を求
める方程式である。vi(r)は溶媒粒子 iについての速度を表す。r → ∞のとき、
vi(r) → u(r)となる。wi,eq(r)は平衡状態 (u(r) = 0)のときの溶媒粒子 iの密度
分布を表す。δPi(r)は溶媒粒子 iについての非平衡状態と平衡状態の圧力の差を表
す。Mij(r, r

′)はメモリータームと呼ばれるテンソルである。Mij(r, r
′)をそのま

まで計算することは困難なため、2つの近似を行う。1つ目は一様近似と呼ばれる
もので、溶質粒子がない溶媒粒子だけのテンソル

Mij(r, r
′) ∼= Mij(r − r′) (3.3)
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のようになる。この近似に加えて長波長近似を行う。これはマクロな近似で、∫
dr′

2∑
j=1

Mij(r − r′)Ji(r
′) ∼=

wi,eq(r)

wT,eq(r)

{
η0∇2v(r) + γ∇ [∇ · v(r)]

}
∓ L [v1(r)− v2(r)] (3.4)

と表される。(3.4)の右辺は宮崎らによる 2成分系の流体力学の方程式で使われてい
る。wT,eq(r)はwT,eq(r) = w1,eq(r)+w2,eq(r)で表される。η0は溶媒が 2成分からな
る純溶媒の粘性係数で、γは γ = ζ+η0/3で表され、ζはバルクの粘性と呼ばれる。
Lは溶媒粒子 1と 2の間の摩擦定数である。また、i = 1のとき、−L [v1(r)− v2(r)]

で i = 2のときは+L [v1(r)− v2(r)]である。
ここで、(3.1)と (3.2)の未知変数である vi(r)と δPi(r)は、系が対称性を持つた
めに

vi(r) = vr̂,i [r̂ · u(r)] r̂ + vu,i(r)u(r) (3.5)

δPi(r) = Ps,i(r) [r̂ · u(r)] (3.6)

のように表せる。r̂はrの単位ベクトルである。(3.5)と (3.6)を (3.1)と (3.2)、(3.4)
に代入して式を整理すれば基礎方程式

d

dr
(wi,eq(r)vr̂,i(r)) + 3

wi,eq(r)vr̂,i(r)

r
+

d

dr
(wi,eq(r)vu,i(r)) = 0 (3.7)

− 2
Ps,i(r)

r
+

wi,eq(r)

wT,eq(r)

{
η0

[
d2vu(r)

dr2
+

4

r

dvu(r)

dr
+

4vr̂(r)

r2

]

+ γ

[
2

r

dvr̂(r)

dr
+

6vr̂(r)

r2
+

2

r

dvu(r)

dr

]}
∓ L [vu,1(r)− vu,2(r)] = 0

(3.8)

− wi,eq(r)
d

dr

Ps,i(r)

wi,eq(r)
+

Ps,i(r)

r
+

wi,eq(r)

wT,eq(r)

{
η0

[
d2vr̂(r)

dr2
+

4

r

dvr̂(r)

dr
− 10vr̂(r)

r2

]

+ γ

[
d2vr̂(r)

dr2
+

2

r

dvr̂(r)

dr
− 6vr̂(r)

r2
+

d2vu(r)

dr2
− 1

r

dvu(r)

dr

]}
∓ L [vr̂,1(r)− vr̂,2(r)] = 0 (3.9)
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を得る。また、この基礎方程式を解くために溶質表面の境界条件を slip条件として

∂vθ,1(r, θ, ϕ)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

=
vθ,1(Ra, θ, ϕ)

Ra

(3.10)

∂vθ,2(r, θ, ϕ)

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

=
vθ,2(Rb, θ, ϕ)

Rb

(3.11)

∂vϕ,1(r, θ, ϕ)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

=
vϕ,1(Ra, θ, ϕ)

Ra

(3.12)

∂vϕ,2(r, θ, ϕ)

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

=
vϕ,2(Rb, θ, ϕ)

Rb

(3.13)

のように仮定する。vθ,i(r, θ, ϕ)と vϕ,i(r, θ, ϕ)はそれぞれ z軸を極とした時の vi(r)

の θと ϕ方向の成分で、(3.5)から

vθ,i(r, θ, ϕ) = uu,i(r)u(r) · eθ (3.14)

vϕ,i(r, θ, ϕ) = uu,i(r)u(r) · eϕ (3.15)

を得る。(3.14)を (3.10)と (3.11)に代入することによって

dvu,1(r)

dr

∣∣∣∣
r=Ra

= 0 (3.16)

dvu,2(r)

dr

∣∣∣∣
r=Rb

= 0 (3.17)

を得る。また、(3.15)を (3.12)と (3.13)に代入しても同じ式 (3.16)と (3.17)を得る。

3.2 摂動理論
基礎方程式 (3.7)～(3.9)をそのまま解くのは困難なため、これらの式を摂動展開

し、近似的に解く。摂動パラメータを溶質と溶媒粒子の大きさの比

ϵ ≡ b

Ra

(3.18)

で定義する。溶質粒子付近の溶媒粒子の密度が変化する領域 (wi,eq(r) ̸= wi)を境界
層領域とし、溶媒粒子から十分離れた、溶媒粒子の密度が定数である領域 (wi,eq(r) =

wi)を外域と定義する。wiは溶媒粒子 iの平均密度を表し、r → ∞でwi,eq(r) → wi

となる。
外域では、wi,eq(r)が定数であることから (3.1)と (3.2)から流体力学の方程式

∇ · v(r) = 0 (3.19)

−∇δP (r) + η0∇2v(r) = 0 (3.20)
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がただちに求まる。また、この領域において

vr̂,i,out(r) =
∞∑
n=0

ϵnv
(n)
r̂,i,out(r̄) (3.21)

vu,i,out(r) =
∞∑
n=0

ϵnv
(n)
u,i,out(r̄) (3.22)

RaPs,i,out(r) =
∞∑
n=0

ϵnP
(n)
s,i,out(r̄) (3.23)

のように未知変数を展開する。r̄は r̄ = r/Raで表される。
境界層領域においては

vr̂,i,b(r) =
∞∑
n=0

ϵnv
(n)
r̂,i,b(x) (3.24)

vu,i,b(r) =
∞∑
n=0

ϵnv
(n)
u,i,b(x) (3.25)

RaPs,i,b(r) =
∞∑
n=0

ϵnP
(n)
s,i,b(x) (3.26)

のように展開される。xは x = (r−Ra)/aで表される。(3.16)と (3.17)に (3.25)を
代入することで溶質表面の境界条件は

dv
(n)
u,1,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=0

= 0 (3.27)

dv
(n)
u,2,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=x0

= 0 (3.28)

のように書き表せる。ただし、x0 = (b− a)/bとおいた。
この 2つの領域において、各物理量は以下の接続条件を満たすことを仮定する。

lim
x→∞

[Xi,b(x)−Xi,out(r̄)] = 0 (3.29)

Xi,b(x)やXi,out(r̄)は vr̂,i,out(r)や vu,i,b(r)などの物理量を表す。また、r̄ = 1 + ϵx

と書けるのでXi,out(r̄を r̄) = 1の周りで展開すれば

lim
x→∞

[
Xi,b(x)−

∞∑
n=0

ϵnxn

n!

dnXi,out(r̄)

dr̄n

∣∣∣∣
r̄=1

]
= 0 (3.30)

を得る。ここで x → ∞で

X
(n)
i,b (x) −→

∞∑
m=0

C
(n)
i,mx

m (3.31)
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になることを仮定すれば

C
(n)
i,m =

1

m!

dmX
(n−m)
i,out (r̄)

dr̄m

∣∣∣∣∣
r̄=1

(3.32)

が導かれる。また、この 2つの領域において各物理量は (3.29)～(3.32)を満たすよ
うにする。
次に (3.7)に (3.24)と (3.25)を代入して ϵの 0次と 1次のオーダ式を求めておく。

ϵの 0次のオーダは

d

dx

{
wi,eq(x)

(
v
(0)
r̂,i,b(x) + v

(0)
u,i,b(x)

)}
= 0 (3.33)

となる。ϵの 1次のオーダは

d

dx

{
wi,eq(x)

(
v
(1)
r̂,i,b(x) + v

(1)
u,i,b(x)

)}
+ 3wi,eq(x)v

(0)
r̂,i,b(x) = 0 (3.34)

となる。
次に (3.8)に (3.24)～(3.26) を代入して ϵの 0次から 2次までのオーダ式を求め

ておく。ϵの 0次のオーダは

d2

dx2
v
(0)
u,b(x) = 0 (3.35)

となる。ϵの 1次のオーダは

η0

[
d2

dx2
v
(1)
u,b(x) + 4

d

dx
v
(0)
u,b(x)

]
+ γ

[
2
d

dx
v
(0)
r̂,b (x) + 2

d

dx
v
(0)
u,b(x)

]
= 0 (3.36)

となる。ϵの 2次のオーダは

− 2P
(0)
s,i,b(x)

+ η0
wi,eq(x)

wT,eq(x)

[
d2

dx2
v
(2)
u,b(x) + 4

(
d

dx
v
(1)
u,b(x)− x

d

dx
v
(0)
u,b(x)

)
+ 4v

(0)
r̂,b (x)

]
+ γ

wi,eq(x)

wT,eq(x)

[
2

(
d

dx
v
(1)
r̂,b (x)− x

d

dx
v
(0)
r̂,b (x)

)
+ 6v

(0)
r̂,b (x)− 2x

d

dx
v
(0)
u,b(x) + 2

d

dx
v
(1)
u,b(x)

]
∓ L̄

(
v
(0)
u,1,b(x)− v

(0)
u,2,b(x)

)
= 0 (3.37)

となる。ただし、L̄ = R2
aLとおいた。

次に (3.9)に (3.24)～(3.26) を代入して ϵの 0次と 1次までのオーダ式を求めて
おく。ϵの 0次のオーダは

η0
d2

dx2
v
(0)
r̂,b (x) + γ

d2

dx2

[
v
(0)
r̂,b (x) + v

(0)
u,b(x)

]
= 0 (3.38)
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ϵの 1次のオーダーは

− wi,eq(x)
d

dx

(
1

wi,eq

P
(0)
s,i,b(x)

)
+ η0

wi,eq(x)

wT,eq(x)

[
d2

dx2
v
(1)
r̂,b (x) + 4

d

dx
v
(0)
r̂,b (x)

]
+ γ

wi,eq(x)

wT,eq(x)

[
d2

dx2
v
(1)
r̂,b (x) + 2

d

dx
v
(0)
r̂,b (x) +

d2

dx2
v
(1)
u,b(x)−

d

dx
v
(0)
u,b(x)

]
= 0 (3.39)

を得る。

3.3 εの 0 次に比例する方程式
(3.35)より

v
(0)
u,b(x) = Ax+B (3.40)

を得る。ただし、Aと Bは積分定数である。v
(0)
u,1,b(x)について考える。(3.31)と

(3.32)より

lim
x→∞

[
v
(0)
u,1,b(x)− v

(0)
u,1,out(1)

]
= 0

⇐⇒ lim
x→∞

[
w1,eq(x)

wT,eq(x)
v
(0)
u,1,b(x)−

w1,eq(∞)

wT,eq(∞)
v
(0)
u,1,out(1)

]
= 0 (3.41)

v
(0)
u,2,b(x)も同様にして

lim
x→∞

[
w2,eq(x)

wT,eq(x)
v
(0)
u,2,b(x)−

w2,eq(∞)

wT,eq(∞)
v
(0)
u,2,out(1)

]
= 0 (3.42)

(3.41)と (3.42)より

lim
x→∞

[
v
(0)
u,b(x)− v

(0)
u,out(1)

]
= 0 (3.43)

を得る。(3.40)と (3.43)より

v
(0)
u,b(x) = v

(0)
u,out(1) (3.44)

を得る。次に、(3.38)と (3.44)から

d2

dx2
v
(0)
r̂,b (x) = 0 (3.45)

を得る。(3.44)を導いたときと同様にして計算すれば

v
(0)
r̂,b (x) = v

(0)
r̂,out(1) (3.46)
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を得る。(3.33)より iについて足し合わせれば

d

dx

{
wT,eq(x)

(
v
(0)
r̂,b (x) + v

(0)
u,b(x)

)}
= 0 (3.47)

を得る。積分して式を整理すると

v
(0)
r̂,b (x) + v

(0)
u,b(x) =

C

wT,eq(x)
(3.48)

を得る。ただし、Cは積分定数。x = 0のときwT,eq(0) = 0となるので、x → 0の
とき、速度場 v

(0)
r̂,b (x) + v

(0)
u,b(x)が発散しないようにC = 0とおく。(3.44)と (3.46)

と (3.48)から

v
(0)
r̂,b (x) + v

(0)
u,b(x) = v

(0)
r̂,out(1) + v

(0)
u,out(1) = 0 (3.49)

を得る。

3.4 εの 1 次に比例する方程式
ここで、1つ目の溶質表面の境界条件を導く。(3.34)より iについて足し合わせ

れば

d

dx

{
wT,eq(x)

(
v
(1)
r̂,b (x) + v

(1)
u,b(x)

)}
+ 3wT,eq(x)v

(0)
r̂,b (x) = 0 (3.50)

を得る。積分して式を整理すれば

v
(1)
r̂,b (x) + v

(1)
u,b(x) = − 3

wT,eq(x)

∫ x

0

wT,eq(s)v
(0)
r̂,b (s)ds+

C

wT,eq(x)
(3.51)

を得る。x = 0で発散しないためにC = 0。(3.49)より

v
(1)
r̂,b (x) + v

(1)
u,b(x) =

3v
(0)
u,out(1)

wT,eq(x)

∫ x

0

wT,eq(s)ds (3.52)

となる。(3.52)を微分すると

d

dx

(
v
(1)
r̂,b (x) + v

(1)
u,b(x)

)
= 3v

(0)
u,out(1)−

3v
(0)
u,out(1)

wT,eq(x)2
dwT,eq(x)

dx

∫ x

0

wT,eq(s)ds　　

(3.53)

また、(3.31)と (3.32)より

lim
x→∞

{(
v
(1)
r̂,b (x) + v

(1)
u,b(x)

)
−
(

d

dr̄

[
v
(0)
r̂,out(r̄) + v

(0)
u,out(r̄)

]∣∣∣
r̄=1

x+ v
(1)
r̂,out(1) + v

(1)
u,out(1)

)}
= 0 (3.54)
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が成り立つ。(3.54)を微分し、極限と微分が入れ替えられることを仮定すると

lim
x→∞

{
d

dx

(
v
(1)
r̂,b (x) + v

(1)
u,b(x)

)
−
(

d

dr̄

[
v
(0)
r̂,out(r̄) + v

(0)
u,out(r̄)

]∣∣∣
r̄=1

)}
= 0 (3.55)

を得る。(3.53)と (3.55)から

d

dr̄

[
v
(0)
r̂,out(r̄) + v

(0)
u,out(r̄)

]∣∣∣
r̄=1

= 3v
(0)
u,out(1) (3.56)

を得る。ただし、wT,eq(x)は無限遠で定数になるのでwT,eq(x)の微分が無限遠で 0

になることを使った。(3.52)と (3.54)と (3.56)より

v
(1)
r̂,out(1) + v

(1)
u,out(1) =

3

2
αv

(0)
u,out(1) (3.57)

を得る。ただし、αは

αϵ =
2

Ra

∫ ∞

Ra

{
wT,eq(r)

wT,eq(∞)
− 1

}
dr (3.58)

となる。(3.49)と (3.57)に ϵをかけて 2式を足しあわせ、ϵの 1次のオーダーまで
取れば、1つ目の溶質表面の境界条件

vr̂,out(Ra) + vu,out(Ra) =
3

2
αϵvu,out(Ra) (3.59)

を得る。
ϵの 2次のオーダの式の議論で使うために、P

(0)
s,i,b(x)の微分の式を導く。(3.36)と

(3.44)と (3.46)から

d2

dx2
v
(1)
u,b(x) = 0 (3.60)

を得る。これより

v
(1)
u,b(x) = Ax+B (3.61)

を得る。ただし、AとBは積分定数である。ここで、(3.27)より

dv
(n)
u,b (x)

dx

∣∣∣∣∣
x=0

= 0 (3.62)

も成り立つ。(3.28)より

dv
(n)
u,2,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=x+

0

= 0 (3.63)
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が成り立つ。ただし、x+
0 = x0+δxである。δxは正の値をとる微少量である。また、

dv
(n)
u,1,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=x+

0

=
dv

(n)
u,1,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=x−

0

(3.64)

が成り立つことを仮定する。ただし、x−
0 = x0 − δxである。(3.28)と (3.64)より

dv
(n)
u,1,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=x−

0

=
dv

(n)
u,b (x)

dx

∣∣∣∣∣
x=x−

0

(3.65)

が成り立つ。(3.63)と (3.65)より

dv
(n)
u,b (x)

dx

∣∣∣∣∣
x=x−

0

=
dv

(n)
u,b (x)

dx

∣∣∣∣∣
x=x+

0

(3.66)

が成り立つ。(3.61)より、0 < x < x0の領域で

v
(1)
u,b(x) = A1x+B1 (3.67)

が成り立ち、x0 < xの領域で

v
(1)
u,b(x) = A2x+B2 (3.68)

が成り立つ。ただし、A1, A2, B1, B2は積分定数である。(3.62) と (3.67)より

A1 = 0 (3.69)

が成り立つ。(3.66)と (3.68)と (3.69)より

A2 = 0 (3.70)

が成り立つ。(3.67)から (3.70)より v
(1)
u,b(x)は定数となる。これより (3.31)と (3.32)

から

v
(1)
u,b(x) = v

(1)
u,out(1) (3.71)

を得る。(3.44)と (3.46)と (3.71)より (3.39)は

− d

dx

P
(0)
s,i,b(x)

wi,eq(x)
+ (η0 + γ)

1

wT,eq(x)

d2v
(1)
r̂,b (x)

dx2
= 0 (3.72)

となる。
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3.5 εの 2 次に比例する方程式
2つ目の溶質表面における境界条件の式を求める。(3.31)と (3.32)より、v

(2)
u,1,b(x)

は

lim
x→∞

{
v
(2)
u,1,b(x)−

(
1

2

d2v
(0)
u,1,out(r̄)

dr̄2

∣∣∣∣∣
r̄=1

x2 +
dv

(1)
u,1,out(r̄)

dr̄

∣∣∣∣∣
r̄=1

x+ v
(2)
u,1,out(1)

)}
= 0

(3.73)

となる。(3.73)を xで微分し、極限と微分が入れ替えられることを仮定すると、

lim
x→∞

{
dv

(2)
u,1,b(x)

dx
−

(
d2v

(0)
u,1,out(r̄)

dr̄2

∣∣∣∣∣
r̄=1

x+
dv

(1)
u,1,out(r̄)

dr̄

∣∣∣∣∣
r̄=1

　

)}
= 0 (3.74)

となる。さらに (3.74)を xで微分し、極限と入れ換えれば

lim
x→∞

{
d2v

(2)
u,1,b(x)

dx2
−

d2v
(0)
u,1,out(r̄)

dr̄2

∣∣∣∣∣
r̄=1

}
= 0 (3.75)

を得る。v
(2)
u,2,b(x)も同様にして極限と微分が入れ替えられることを仮定すれば、

lim
x→∞

{
dv

(2)
u,2,b(x)

dx
−

(
d2v

(0)
u,2,out(r̄)

dr̄2

∣∣∣∣∣
r̄=1

x+
dv

(1)
u,2,out(r̄)

dr̄

∣∣∣∣∣
r̄=1

)}
= 0 (3.76)

lim
x→∞

{
d2v

(2)
u,2,b(x)

dx2
−

d2v
(0)
u,2,out(r̄)

dr̄2

∣∣∣∣∣
r̄=1

}
= 0 (3.77)

を得る。ここで

c1 =
d2v

(0)
u,1,out(r̄)

dr̄2

∣∣∣∣∣
r̄=1

(3.78)

c2 =
d2v

(0)
u,2,out(r̄)

dr̄2

∣∣∣∣∣
r̄=1

(3.79)

とおく。ここで、(3.75)、(3.77)、(3.78)、(3.79)から

∆vu ≡
∫ ∞

0

[
d2v

(2)
u,b(x)

dx2
− c

]
dx (3.80)

を定義することができる。ただし、

c =
w1(∞)c1 + w2(∞)c2

wT (∞)
(3.81)
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とおいた。また、ここで∆vuを計算すると、

∆vu =

∫ ∞

0

d

dx

(
dv

(2)
u,b(x)

dx
− cx

)
dx

= lim
x→∞

[
dv

(2)
u,b(x)

dx
− cx

]
−

dv
(2)
u,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=0

= lim
x→∞

[
dv

(2)
u,b(x)

dx
− cx

]
(3.82)

となる。ただし、(3.27)から

dv
(2)
u,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=0

=
dv

(2)
u,1,b(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=0

= 0 (3.83)

が成り立つことを使った。(3.82)と (3.74)と (3.76)から

∆vu =
dv

(1)
u,out(r̄)

dr̄

∣∣∣∣∣
r̄=1

(3.84)

を得る。
次に (3.37)について考える。(3.44)と (3.46)と (3.71)より (3.37)は iについて和

を取ると

− 2
2∑

i=1

P
(0)
s,i,b(x) + η0

d2

dx2
v
(2)
u,b(x) + 2γ

d

dx
v
(1)
r̂,b (x) + C = 0 (3.85)

と書き表される。Cは定数項である。これと (3.80)と (3.84)より

dv
(1)
u,out(r̄)

dr̄

∣∣∣∣∣
r̄=1

=
2

η0

∫ ∞

0

{
2∑

i=1

[
P

(0)
s,i,b(s)

]s
∞
− γ

[
dv

(1)
r̂,b (s)

ds

]s
∞

}
ds (3.86)

を得る。ただし、[A(x)]ab = A(a)− A(b)である。
(3.86)の右辺の被積分は溶媒粒子の大きさが異なるため (a < b)、x0の位置で不

連続になる。そのため、xの領域を分けて考えていく。まず、x0 < xの領域につ
いて考えていくと、

2∑
i=1

[
P

(0)
s,i,b(x)

]x
∞
− γ

[
dv

(1)
r̂,b (x)

dx

]x
∞

=
2∑

i=1

P
(0)
s,i,out(1)

wi,eq(∞)
[wi,eq(x)]

x
∞

− 3

2
η0v

(0)
u,out(1)

{
∆vT (x)− (1 +

γ

η0
)wT,eq(x)

∫ ∞

x

ds
1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s)

}
(3.87)
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を得る (付録D.1 参照)。
次に x < x0の領域について考えると、

2∑
i=1

[
P

(0)
s,i,b(x)

]x
∞
− γ

[
dv

(1)
r̂,b (x)

dx

]x
∞

=
P

(0)
s,1,out(1)

w1,eq(∞)
[w1,eq(x)]

x
∞ − 3

2
η0v

(0)
u,out(1)∆v1(x)

+
3

2
η0v

(0)
u,out(1)(1 +

γ

η0
)w1,eq(x)

([
1

wT,eq(x)

]x−
0

x+
0

∆v1(x0) +

∫ ∞

x+
0

ds
1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s)

)

+
3

2
η0v

(0)
u,out(1)(1 +

γ

η0
)w1,eq(x)

∫ x+
0

x

ds
1

w2
1,eq(s)

dw1,eq(s)

ds
∆v1(s) (3.88)

を得る (付録D.2 参照)。
(3.87)と (3.88)を (3.86)に代入することによって∆vuを計算することができ、

∆vu =
1

η0

[
2P

(0)
s,1,out(1)

w1,eq(∞)

∫ ∞

0

[w1,eq(x)]
x
∞ dx+

2P
(0)
s,2,out(1)

w2,eq(∞)

∫ ∞

0

[w2,eq(x)]
x
∞ dx

]
− 3βv

(0)
u,out(1) (3.89)

を得る。ただし、βは

βϵ =
1

Ra

{∫ Rb

Ra

∆v1(r)dr +

∫ ∞

Rb

∆vT (r)dr

−
(
1 +

γ

η0

)[∫ Rb

Ra

w1(r)

∫ Rb

r

ω1(r
′)

w1(r′)
∆v1(r

′)dr′dr +

∫ ∞

Rb

wT (r)

∫ ∞

r

ωT (r
′)

wT (r′)
∆vT (r

′)dr′dr

]
−
(
1 +

γ

η0

)∫ Rb

Ra

w1(r)dr

[∫ ∞

Rb

ωT (r)

wT (r)
∆vT (r)dr +∆v1(Rb)

(
1

w1(Rb)
− 1

wT (Rb)

)]}
(3.90)

となる。ただし、

∆vj(r) =
2ωj(r)

wj(r)

∫ r

Ra

wj(r
′)dr′ (3.91)

ωj(r) =
1

wj(r)

dwj(r)

dr
(3.92)

である。ここで、(3.37)について考える。(3.44)と (3.46)と (3.71)より P
(0)
s,i,b(x)は

P
(0)
s,i,b(x) =

wi,eq(x)

wT,eq(x)
[//]∓ L̄

2
(v

(0)
u,1(x)− v

(0)
u,2(x)) (3.93)
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と書き表せる。ただし、

[//] =
η0
2

[
d2

dx2
v
(2)
u,b(x) + 4v

(0)
r̂,b (x)

]
+

γ

2

[
2
d

dx
v
(1)
r̂,b (x) + 6v

(0)
r̂,b (x)

]
(3.94)

である。また、

P
(0)
s,b (x) ≡ P

(0)
s,1,b(x) + P

(0)
s,2,b(x) (3.95)

P
(0)
s,out(r̄) ≡ P

(0)
s,1,out(r̄) + P

(0)
s,2,out(r̄) (3.96)

と定義すれば

P
(0)
s,b (x) = [//] (3.97)

を得る。よって

P
(0)
s,i,b(x) =

wi,eq(x)

wT,eq(x)
P

(0)
s,b (x)∓

L

2
(v

(0)
u,1(x)− v

(0)
u,2(x)) (3.98)

と表せる。ここで v
(0)
u,1(x) = v

(0)
u,2(x)であることを仮定すれば

lim
x→∞

P
(0)
s,i,b(x) = P

(0)
s,i,out(1) =

wi,eq(∞)

wT,eq(∞)
P

(0)
s,out(1) (3.99)

となる。(3.89)に (3.99)を代入して式を整理すると

dv
(1)
u,out(r̄)

dr̄

∣∣∣∣∣
r̄=1

=
α

η0
P

(0)
s,out(1)− 3βv

(0)
u,out(1) (3.100)

を得る。αと βは (3.58)と (3.90)で与えられる。(3.49)と (3.57)に ϵをかけて 2式
を足しあわせ、ϵの 1次のオーダーまで取れば、2つ目の溶質表面の境界条件

d

dr
vu,out(r)

∣∣∣∣
r=Ra

=
αϵ

η0
Ps,out(Ra)−

3βϵ

Ra

vu,out(Ra) (3.101)

を得る。

3.6 粘性の変化率η1/η0の導出
山北らと同じように 2つの溶質表面の境界条件 (3.59)と (3.101)をつかい、外

域における流体力学の方程式 (3.19)と (3.20)を解くと v(r)と δP (r)は (2.52)と
(2.53)のようになる。AとBも (2.54)と (2.55)に表される。これらをつかってラン
ダウの方法 [19]より、粘性の変化率 η1/η0を求めると (2.56)で表される (付録 A.4

参照)。ただし、αϵと βϵは、(3.58)と (3.90)と同じ式になる。
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第4章 2成分溶媒系に対する理論の
応用

前の章で、2成分溶媒系における粘性の変化率を計算する理論を摂動法をつかっ
て定式化した。粘性の変化率は流体力学の方程式を摂動理論で導かれた溶質表面
の境界条件をつかって解いた。また、溶質表面の境界条件は溶媒粒子の密度分布
に依ることを示した。この章では第 3章で開発した理論を様々な系に応用し、溶
媒粒子の密度分布が粘性に与える影響を研究していく。

4.1 簡単な系への応用
第3章で定式化した理論を基に粘性の変化η1/η0と質量密度分布w1(r)とw2(r)の

ピーク値の依存性を研究する。質量密度分布は動径分布関数に質量密度をかけて定
義される。そこで、溶質周りの密度分布のみを考慮した簡単な動径分布関数 [8,14]を

g1(r) =


0 r < Ra

−(G1 − 1)
r −Ra

a
+G1 Ra ≤ r < Ra + a

1 Ra + a ≤ r

(4.1)

g2(r) =


0 r < Rb

−(G2 − 1)
r −Rb

b
+G2 Rb ≤ r < Rb + b

1 Rb + b ≤ r

(4.2)

のように定義する。G1とG2はそれぞれ g1(r)と g2(r)のピーク値である (図 4.1)。
質量密度を ρ1, ρ2 としたとき、質量密度分布のピークの値はそれぞれ w1(Ra) =

ρ1G1, w2(Rb) = ρ2G2で与えられる。(4.1)と (4.2)から、αϵと βϵ の解析解を得る
(付録 E参照)。
中球の質量密度分布w2(r)のピーク値が小球の質量密度分布w1(r)のピーク値よ

りも十分大きいとき、η1/η0はピーク値w1(Ra)の値によらない (図 4.2)。w2(Rb) >>

w1(Ra)のとき、小球より中球が溶質周りに集中しているので、中球が選択的に溶
質に溶媒和していることを表している。それに対して、w2(Rb) ≈ w1(Ra)のとき、
w1(Ra)が重要になってくる。w2(Rb)が同じでもw1(Ra)が減少すれば、η1/η0も減
少していく。
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図 4.1 (4.1)と (4.2)による簡単な g1(r)と g2(r)のグラフ。溶質、小球、中球の半
径をそれぞれR, a, b としたとき、Ra = R + a,Rb = R + bである。g1(r)と g2(r)

のピークはそれぞれG1とG2で定義する。

1

1.5

2

2.5

0 5 10 15 20

η
1/
η

0

w2(R + b)/ρT

w1(R + a)/ρT=1
w1(R + a)/ρT=3
w1(R + a)/ρT=5
w1(R + a)/ρT=10

図 4.2 (4.1)と (4.2)によって与えられるピーク値w1(R+a)とw2(R+b)に対して
の η1/η0のグラフ。w1(R+a)とw2(R+ b)はそれぞれ (4.1)と (4.2)に質量をかけた
ときの質量密度分布のピーク値である。また、ρT = w1(∞)+w2(∞)である。η0は
純溶媒のときの粘性率で、溶質を溶かしたときの溶液全体の粘性率ηはη = η0+η1ϕ

で書き表される。ϕは溶質の充填率で、η1/η0は (4.1)と (4.2)によって計算される。
小球の半径を aとしたとき、溶質と中球の半径をそれぞれR = 50a, b = 6aとし、
溶媒全体の充填率を 0.38で固定したとき、中球の充填率を 0.09にしている。また、
γ = η0/3として計算している。
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4.2 剛体球系への応用

4.2.1 系の設定

溶質と溶媒 1と溶媒 2がそれぞれ剛体球からなる系に定式化した理論を応用す
る。剛体球とは粒子のサイズだけを考慮した変形することのない硬い球体で、各
粒子間の相互作用は

UHS
i (r) =

{
∞, ri + rj

0, ri + rj
(4.3)

のように表される。ただし、riと rjは溶質と溶媒 1 (小球) と溶媒 2 (中球) の半径
の大きさである。r1、r2、r3はそれぞれ、溶質の半径R、小球の半径 a、中球の半
径 b である。また溶質は無限希釈する系を仮定するので、溶質-溶質間の相互作用
は考えないことにする。
このような相互作用において、溶質の半径がR = 50aとR = 100aの２つの場

合について研究する。各剛体球の質量は体積に比例すると仮定する。溶媒全体の
充填率を 0.38とし、中球の充填率 ϕ2を 0.00から 0.38まで変化させる。(3.58)と
(3.90)と (2.56)より粘性の変化率 η1/η0を計算する。(3.90)の計算には γ/η0が含
まれている。γ = η0/3 + ζ であり、ζ はバルク粘性率である。ここでは ζ = 0を
仮定する。この計算に必要な動径分布関数 gi(r)はOZ/MHNC理論から計算した
( [1, 2, 27,28], 付録 C.1参照)。

4.2.2 溶質が小球の半径よりも50倍大きい場合

溶質の半径をR = 50aで固定したとき、粘性の変化率 η1/η0を計算する (図 4.3)。
このとき、中球の半径比 b/aを変化させる。また、溶媒全体の充填率を 0.38に固
定し、中球の充填率 ϕ2を変化させる。中球の半径比 b/a = 3, 5, 6のとき、ϕ2が増
加すると η1/η0は単調増加する。中球の半径比 b/a = 4のとき、η1/η0は ϕ2 = 0.01

で極大値をとり、0.01 < ϕ2 < 0.06の領域で減少し、0.06 < ϕ2以降で再び増加す
る。中球の半径比 b/a = 2のとき、ϕ2が増加すると η1/η0は単調減少する。また
ϕ2 = 0.1のとき、b/aが大きくなると η1/η0も大きくなる。ϕ2 = 0.1以外の値に固
定したときも、b/aが大きくなると η1/η0も大きくなる。
溶質には中球が小球よりも選択的に溶媒和している。中球の半径比 b/aが大き
くなるほど選択的溶媒和は強くなり、質量密度分布のピーク値はw1(R+a)よりも
w2(R+ b)がずっと大きくなる (図 4.4)。この場合、4.1節で示したように、η1/η0に
対してw2(R+ b)はw1(R+ a)よりも支配的になる。そのため、b/a = 5, 6のとき
は、η1/η0はw2(R+ b)と相関する (図 4.3と 4.4)。それに対し、b/aが小さいとき、
w2(R+ b)が小さくなり、w1(R+a)がより重要になってくる (4.1節)。b/a = 2のと
き、η1/η0はw1(R+a)と相関している。b/a = 3, 4のとき、w1(R+a)とw2(R+ b)
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図 4.3 剛体球系における粘性の変化 η1/η0のグラフ。η0は純溶媒のときの粘性率
で、溶質を溶かしたときの溶液全体の粘性率 ηは η = η0 + η1ϕで書き表される。ϕ

は溶質の充填率で、溶媒全体の充填率は ϕ1 + ϕ2 = 0.38に固定している。ϕ1と ϕ2

はそれぞれ小球と中球の充填率である。また、aと bはそれぞれ小球と中球の半径
で、溶質の半径は 50aで固定している。
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が競合し η1/η0の ϕ2依存性は複雑になるので、どちらか片一方と相関するという
ことはない。

4.2.3 拡散と粘性の類似性

4.2.2小節と全く同じ系で求められた摂動理論による溶質の拡散係数の式

D0

D
=

12− 6αϵ− 6βϵ

12− 4βϵ+ α2ϵ2
(4.4)

を使ってD0/Dを計算する。ただし、αϵとβϵは (3.58)と (3.90)で表される。また、
D0はストークス・アインシュタイン則のスリップ境界条件から得た拡散係数であ
る。このとき、D0/Dと η1/η0は ϕ2に対しての類似性が見られる (図 4.3と 4.5)。
例えば η1/η0は中球の半径比 b/a = 3, 5, 6のとき、ϕ2が増加すると η1/η0は単調増
加する。それに対してD0/Dも中球の半径比 b/a = 3, 5, 6のとき、ϕ2が増加する
と η1/η0は単調増加する。また、中球の半径比 b/a = 2のとき、η1/η0とD0/Dど
ちらも ϕ2が増加すると η1/η0は単調減少する。
この類似性の起源を研究するために、 (3.90)で表される |β|の大きいときの漸近

形について計算する。(4.4)と (2.56)を 1/βϵで展開すると、

η1
η∞

= 1 +
1

βϵ
+

5

3

1

β2ϵ2
+ · · · , (4.5)

D∞

D
= 1 +

1

βϵ
+ 3

1

β2ϵ2
+ · · · , (4.6)

のようになる。ただし今の剛体球系の結果では α << |β|なので α = 0としてい
る。また、η∞とD∞はそれぞれ β → ∞のときの η1とDの値で、η∞/η0 = 2.5と
D0/D∞ = 1.5になる。(4.5)と (4.6)は1/βϵの1次のオーダまで一致し、1/βϵの2次
のオーダからずれていく。実際に b/a = 6で ϕ2 = 0.1のとき、D0/D∞と η∞/η0は
近い値をとる。このとき、βϵ = −13.6, αϵ = 0.05となり、D0/D∞ = 0.94, η∞/η0 =

0.93となる。
|β|が著しく大きくない場合でも α < |β|のとき、D0/D∞と η∞/η0は |β|に対し

て同様な類似性を示す (図 4.6)。このときDと η1は、ほとんど αから影響を受け
ない。D0/D∞も η∞/η0も |β|に対して単調増加する。この βに対する単調増加は
ϕ2と b/aの類似性を引き起こす。したがって、βが大きくなれば、Dと η1両方と
も βだけを通して ϕ2と b/aに依存する。剛体球系では ϕ2 < 0.1のとき、すべての
b/aの値で α/|β| < 0.07となる。
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図 4.4 溶質周りの質量密度分布。w1(R+ a)とw2(R+ b)はそれぞれ小球と中球
の質量密度を表す。また、ρT = w1(∞) +w2(∞)である。その他の記号は図 4.3と
同じである。
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図 4.5 剛体球系における拡散係数D0/Dのグラフ。D0はストークス・アインシュ
タイン則のスリップ境界条件から得た拡散係数である。その他の記号は図 4.3と
同じである。
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図 4.6 輸送係数と αϵ,、βϵの依存性。αϵと βϵはそれぞれ (3.58)と (3.90)で定義
される。D∞と η∞はそれぞれ β → ∞としたときの値である。

4.2.4 拡散と粘性の類似性の物理的起源

まずはじめに物理的な起源の予測に至った経緯の全体の流れを説明する。4.2.3

小節では βが大きくなれば、Dと η1両方とも βだけを通して中球の充填率 ϕ2と
中球のサイズ比 b/aに依存することが分かった。この βは溶質周りの中球の選択
的吸着によって大きくなると考えられる。ここでは、吸着は強く溶媒和した状態
のことをいう。選択的吸着によって (3.92)で表される ωT (r)が大きくなる。この
ωT (r)が大きな値をとるとき、圧力の絶対値が大きくなる。βは圧力とバルクの粘
性の寄与による項に分けることができ、今考えている剛体球系に関しては圧力の
項が支配的になり、圧力が大きくなると βも大きくなる。以上の流れから、中球
の選択的吸着は βを通して粘性と拡散の類似性を引き起こすのだろうと予想する
ことができる。次に物理的な起源の予測に至った経緯について 1つ 1つ議論して
いく。
中球が溶質周りに選択的に吸着するとき、|ωT (r)|は r = Rb周りで大きくなる。

選択的吸着は選択的溶媒和が大きい状態のことを表し、溶質-中球間の質量密度分
布 w2(r)のピークがものすごく高く細くなっている状態を表す。b/a = 6かつ ϕ2
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が大きい値のとき、中球による選択的溶媒和が特に大きくなり w2(r)のピーク値
が大きくなることから、中球の吸着を考えることができる (図 4.4(a))。この場合、
溶質-溶媒間に引力がないのにも関わらず溶質-中球間に実行的な引力が働き溶質周
りに中球が凝集する。もし、中球が強く溶質に吸着しているならば、溶質周りの
中球の位置のゆらぎが小さくなり、w2(r)の r = Rbの位置のピークの幅は狭くな
る。w2(r)のピーク幅が狭くなれば、|dw2(r)/dr|は大きくなるので、|ωT (r)|も大
きくなる。
ここで、|ωT (r)| = |(wT (r))

−1dwT (r)/dr|と βの関係を議論するために (3.90)を
圧力とバルク粘性の項に分けると、

βϵ = − 2ϵ

3η0v
(0)
u,out(1)

∫ ∞

0

{
2∑

i=1

P̃
(0)
i,b (s)− γ

[
dv

(1)
r̂,b (s)

ds

]s
∞

}
ds (4.7)

となる付録 (D.3参照)。ただし、P̃
(0)
i,b (s)は (D.22)で表される。右辺の第 1項目が

圧力の寄与に関する項で、第 2項目がバルク粘性の項である。第 2項目がバルク粘
性を表すのは (4.10)が (2.24)の γ∇ [∇ · v(r)]の項から (3.8)を使って導かれたこと
から分かる。次に右辺の第 1項目がなぜ圧力の寄与に説明する。(4.7)の右辺第 1

項目の
∑2

i=1 P̃
(0)
i,b (s)は (3.6)より溶質周りの溶媒粒子の圧力の差の寄与を表す。も

し、曲座標の rを固定して、θと ϕを動かしたとき、圧力の最大値と最小値の差は

|
2∑

i=1

Pi(r)|[{r̂ · u(r)}max − {r̂ · u(r)}min] (4.8)

で表される。{r̂ · u(r)}maxと {r̂ · u(r)}min はそれぞれ、{r̂ · u(r)}の最大値と最
小値を表す。[{r̂ · u(r)}max − {r̂ · u(r)}min] は b/aと ϕ2 に独立した量なので、ϵ

の 0次のオーダの圧力の差は
∑2

i=1 P
(0)
i (s)を通して b/aと ϕ2から影響を受ける。∑2

i=1 P̃
(0)
i,b (s)は圧力

∑2
i=1 P

(0)
i (s)の 1部ではあるが、ここでは圧力と呼ぶことに

する。
もし、|ωT (r)| = |(wT (r))

−1dwT (r)/dr| が大きな値をとるとき、(4.7)の圧力の項
の絶対値は十分大きくなる。(3.90)と (4.7)より

− 2ϵ

3η0v
(0)
u,out(1)

∫ ∞

0

2∑
i=1

P̃
(0)
i,b (s)ds

=
1

Ra

(
1 +

γ

η0

){∫ Rb

Ra

∆v1(r)dr +

∫ ∞

Rb

∆vT (r)dr

−
[∫ Rb

Ra

w1(r)

∫ Rb

r

ω1(r
′)

w1(r′)
∆v1(r

′)dr′dr +

∫ ∞

Rb

wT (r)

∫ ∞

r

ωT (r
′)

wT (r′)
∆vT (r

′)dr′dr

]
−
∫ Rb

Ra

w1(r)dr

[∫ ∞

Rb

ωT (r)

wT (r)
∆vT (r)dr +∆v1(Rb)

(
1

w1(Rb)
− 1

wT (Rb)

)]}
(4.9)
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になる (付録D.3参照) 。ただし、

2ϵ

3η0v
(0)
u,out(1)

∫ ∞

0

γ

[
dv

(1)
r̂,b (s)

ds

]s
∞

ds = − 1

Ra

γ

η0

{∫ Rb

Ra

∆v1(r)dr +

∫ ∞

Rb

∆vT (r)dr

}
(4.10)

である。圧力の項は (4.9)のωT (r)だけでなく、(3.91)で定義される∆vT (r)を持ち、
∆vT (r)にはωT (r)が含まれている。それに対して (4.10)のバルク粘性には∆vT (r)

のみを持つ。|ωT (r)|が増加すれば圧力の絶対値はバルク粘性よりも急激に増加す
る。これは |ωT (r)∆vT (r)|が |∆vT (r)|よりも急激に大きくなるからである。b/a = 6

のとき、ϕ2が大きくなるに連れて、 |ωT (r)|は r = Rbの位置で大きくなる (図 4.7)。
これより、圧力の項は ωT (r)に置き換えて考えることができる。つまり、|ωT (r)|
が増加すれば圧力の項を通して |β|が大きくなる。
剛体球系の場合、(4.7)の βは圧力の項はバルク粘性の項より十分大きくなる。

すべてのパラメータにおいて、バルク粘性よりも圧力の項のほうが十分大きい。例
えば ϕ2 = 0.09かつ b/a = 6のとき、バルク粘性の項は 0.094に対し、圧力の項は
−12.9の値になる。そのため βに対して、バルク粘性よりも圧力が重要な物理量
だと考えられる。
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図 4.7 ωT (r) = (wT (r))
−1dwT (r)/drと溶質の中心からの距離 r/aの依存性のグ

ラフ。wT (r)は剛体球系における全溶媒の質量密度 wT (r) = w1(r) + w2(r)であ
る。w1(r)とw2(r)はそれぞれ小球と中球の質量密度である。溶質と中球の半径は
それぞれ R = 50a, b = 6aで固定している。aは小球の半径である。r < R + b

の場合は wT (r) = w1(r)となる。r = R + aと r = R + bの位置ではそれぞれ
r = R+

x に置き換えている。xは x = aまたは bの値をとり、正の定数 δϵを用いて、
R+

x = limδϵ→0 {R + x+ δϵ}で表される。

以上の流れから、中球の選択的吸着は βを通して粘性と拡散の類似性を引き起
こすのだろうと予想することができる。中球の選択的な吸着は粘性と拡散の両方
に影響を与える。溶質の拡散係数は溶媒粒子の吸着によって小さくなる [9–13]。こ
れは溶質周りの吸着粒子が溶質の動きを抑制するからである。粘性もまた、溶媒
粒子の吸着によって増加する。粘性は溶質にシェアー流れをかけることによって
ストレステンソルから計算できるが、溶質-溶媒間の強い結合はストレステンソル
を大きくさせる。以上の理由から、溶媒粒子の選択的吸着は粘性と拡散の類似性
を引き起こし、これらの現象の根底にある共通の物理を示すものだと考えられる。
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4.2.5 溶質が小球の半径よりも100倍大きい場合

境界条件の式 (3.59)と (3.101)の代わりにスティック境界条件を使う場合、η1/η0 =
2.5となる [19, 20]。スリップ境界条件 (3.10)–(3.13) を仮定したのにも関わらず、
溶質周りの溶媒の密度分布の影響から η1/η0 ≈ 2.5になることがある。第 4.2.2章
の b/a = 6の結果から、b/aが大きくなるほど η1/η0の値は 2.5に近づくことが予
想することができる (図 4.3)。しかし、b/aを 6以上にすることは摂動パラメータ
ϵ = b/Raの値が大きくなるので、理論が破綻する。
そこで溶質の半径を R = 100aにすることで b/a > 6の領域でも η1/η0を計算
した結果、η1/η0 ≈ 2.5により近づくことがわかった (図 4.8)。b/a = 9のとき、
ϕ2 = 0.1で η1/η0 = 2.45になる。R = 100aの場合でもR = 50aのときと同様な傾
向を説明することができる。b/a = 3, 5−9のとき、ϕ2が大きくなるにつれて η1/η0
は単調増加する。ϕ2が小さいとき、η1/η0は急激に大きくなる。また、R = 100a

の場合では R = 50aと異なる点がある。同じ b/aときの η1/η0を比較したとき、
R = 100aはR = 50aのときよりも全体的に小さくなる。
η1/η0が2.5に近づくとき、溶質周りの中球の質量密度分布も大きくなる (図 4.9)。

b/a = 9で ϕ2 = 0.07のとき、質量密度比w2(Rb)/ρT = 111.3となる。質量密度の
大きい値は溶媒粒子の混み合いを表し、溶媒が動くことが困難になる。これはス
ティック境界条件と同様な状況であると考え、溶媒の速度が溶質周りで 0になると
考えられる。この系ではw2(Rbの大きい値は選択的溶媒和を引き起こし、1成分溶
媒系 [8]ではなく、2成分溶媒系の粘性の理論によって研究することができる。

4.3 ソフトコア系への応用

4.3.1 系の設定

4.2節ではすべての粒子が剛体球からなる系について粘性の変化 η1/η0を計算し
た。剛体球は粒子のサイズだけを考慮した変形することのない硬い球体で、粒子
間に引力は働かない。それにも関わらずサイズの異なる小球と中球からなる溶媒
の中に大きな溶質を溶かすと、溶質周りに中球が集まり、η1/η0は大きくなった。
拡散係数D0/Dも中球の充填率 ϕ2に対する η1/η0との類似性が見られる。この粘
性と拡散の類似性は溶媒粒子の選択的溶媒和によって引き起こされる。ここまで
の結果はすべて剛体球系であったが、現実の系では剛体球系ではなく、粒子間に
は様々な相互作用が働く。
そこで溶質-溶媒間の相互作用が η1/η0に与える影響を研究するために、剛体球と
は異なる2つのソフトコアポテンシャルで計算する。1つ目は the modified Lennard–
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図 4.8 剛体球系における粘性の変化 η1/η0のグラフ。η0は純溶媒のときの粘性率
で、溶質を溶かしたときの溶液全体の粘性率 ηは η = η0 + η1ϕで書き表される。ϕ

は溶質の充填率で、溶媒全体の充填率は ϕ1 + ϕ2 = 0.38に固定している。ϕ1と ϕ2

はそれぞれ小球と中球の充填率である。また、aと bはそれぞれ小球と中球の半径
で、溶質の半径は 100aで固定している。
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図 4.9 溶質周りの質量密度分布。w2(R + b)は中球の質量密度を表す。また、
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Jones (LJ) ポテンシャル

ULJ
i (r) = 4ϵ

[(
σ

r − (di − σ)

)12

−
(

σ

r − (di − σ)

)6
]

(4.11)

で、もう 1つは the modified Weeks, Chandler, and Andersen (WCA)ポテンシャル

UWCA
i (r) =


4ϵ

[(
σ

r − (di − σ)

)12

−
(

σ

r − (di − σ)

)6
]
+ ϵ, r < 21/6σ + (di − σ)

0, 21/6σ + (di − σ) < r

(4.12)

である。ただし、ULJ
i (r) と UWCA

i (r)は溶質-溶媒 i間の相互作用であり、

di = R + ri (4.13)

である。ただし、r1 = a、 r2 = bとする。他のパラメータとして、σ = 2a、
ϵ/(kBT ) = 0.5としている。kB と T はそれぞれボルツマン定数と温度である。
剛体球は粒子のサイズのみを考慮した相互作用で、粒子間が重なることはない硬
い球体である。LJポテンシャルは粒子間に引力が働き、かつ粒子間が重なること
が許されている柔らかい球体である。WCAポテンシャルは LJポテンシャルから
斥力部分を取りだした相互作用である。
溶質-溶媒間の相互作用はULJ

i (r)またはUWCA
i (r)にして、動径分布関数 g(r) を

計算し、η1/η0を計算する。このとき、溶媒-溶媒間の相互作用は剛体球にする。小
球、中球、溶質の半径を a, b, Rとしたとき、R = 50aで固定する。質量は粒子の
体積に比例すると仮定する。また、γ/η0 = 1/3にする。gi(r)は OZ/MHNC 理論
から計算する。(3.58)と (3.90)を (4.11)と (4.12) を用いて計算するとき、 gi(r)の
第 1ピークの位置をそれぞれRaとRbに置き換える。

4.3.2 3つのポテンシャルから得た η1/η0の比較

3つのポテンシャルUHS
i (r), ULJ

i (r), UWCA
i (r)から得られた η1/η0の比較につい

てまとめる。

1. UHS
i (r)と UWCA

i (r)による η1/η0を比較した結果 (図 4.3と図 4.10(a))

(a) η1/η0の値について以下の点が明らかになった。

� ϕ2 = 0のとき、η1/η0は UHS
i (r)で 1.78、UWCA

i (r)で 1.58になる。

� ϕ2 = 0.1, b/a = 6のとき、η1/η0 の差は小さくなり、2.32(HS)と
2.31(WCA)になる。

(b) η1/η0の変化の仕方について以下の点が明らかになった。
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図 4.10 ソフトコア系における粘性の変化 η1/η0のグラフ。図 (a)は溶質-溶媒間
の相互作用を (4.12)で表される the modified Weeks, Chandler, and Andersenポテ
ンシャルにしたときの η1/η0のグラフで、図 (b)は (4.11)で表される the modified

Lennard–Jones ポテンシャルにしたときの η1/η0のグラフである。どちらの図も
ϵ = 0.5kBT にしている。aと bはそれぞれ小球と中球の半径で、溶質の半径は 50a

で固定している。灰色の記号は溶質-溶媒間の相互作用を剛体球にしたときの結果
である。その他の記号は図 4.3と同じである。
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� ϕ2 < 0.01かつ b/a = 5, 6のとき、UWCA
i (r)で計算した η1/η0 は

UHS
i (r) よりも緩やかに増加する。

� ϕ2 < 0.004のとき、UWCA
i (r)での η1/η0の値は b/a = 3のときの方

が b/a = 4よりも大きくなり、0.004 < ϕ2で大小が入れ替わる。

� それに対し、UHS
i (r)の η1/η0の値では b/a = 4のほうが b/a = 3よ

り常に大きくなるように変化する。

2. ULJ
i (r)と UWCA

i (r)による η1/η0を比較した結果 (図 4.10(a)と図 4.10(b))

(a) η1/η0の値について以下の点が明らかになった。

� ϕ2 < 0.01かつ b/a = 5, 6のとき、ULJ
i (r)は UWCA

i (r)の値より小
さい。

� 例えば ϕ2 = 0.1, b/a = 6のとき、ULJ
i (r)では η1/η0 = 2.24になる。

3. ULJ
i (r)と UHS

i (r)による η1/η0を比較した結果 (図 4.10(b)と図 4.3)

(a) η1/η0の値について以下の点が明らかになった。

� b/a > 2で同じ b/aで比較したとき、ULJ
i (r) から計算した η1/η0は

UHS
i (r)よりも小さくなる。

(b) η1/η0の変化の仕方について以下の点が明らかになった。

� ϕ2 < 0.01かつ b/a = 5, 6のとき、UHS
i (r)の場合では急激に η1/η0

が増加する。

� それに対し、ULJ
i (r)では緩やかに増加する。

� ϕ2 < 0.03のとき、ULJ
i (r)での η1/η0の値は b/a = 3のときの方が

b/a = 4よりも大きく、0.03 < ϕ2で大小が入れ替わる。

� それに対し、UHS
i (r)での η1/η0の値では b/a = 4のほうが b/a = 3

より常に大きくなるように変化する。

4.3.3 3つのポテンシャルから得たwi(r)の比較

UWCA
i (r)とUHS

i (r)で計算した η1/η0の違いを質量密度分布wi(r)の第 1ピーク
値wp

i から考察する。UWCA
i (r)から計算したwp

i (w
p
WCA,iと定義する)はUHS

i (r)で
計算した値 wp

i (w
p
HS,iと定義する) よりも、i = 1と 2にかかわらず両方とも小さ

くなり、wp
HS,i > wp

WCA,iとなる (図 4.11)。例えば ϕ2 = 0.1かつ b/a = 6のとき、
wp

WCA,i/ρT とwp
HS,i/ρT はそれぞれ 12.9と 26.4になる。4.2.2小節のように、wp

1と
wp

2が減少すると η1/η0も小さくなる。wp
WCA,1とwp

WCA,2はwHS,1(Ra)とwHS,2(Rb)

と同じものに相当すると考えられる。そのため、wp
WCA,iはwp

HS,iよりも小さいた
めに、η1/η0も UHS

i (r)より UWCA
i (r)で計算した方が小さくなると考えられる。
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溶媒間の相互作用はそれぞれ剛体球 (hard sphere)、(4.12)で表される the modi-

fied Weeks, Chandler, and Andersen (WCA) ポテンシャル, (4.11)で表される the

modified Lennard–Jones (LJ) ポテンシャルである。また、ρT = w1(∞) + w2(∞)

である。溶質と中球の半径はそれぞれR = 50a, b = 5aで固定している。aは小球
の半径である。中球の充填率 ϕ2は ϕ2 = 0.001で固定している。その他の記号は
図 4.10と同じである。
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ULJ
i (r)から計算したwp

i (w
p
LJ,iと定義する)の場合、b/a = 5と 6のときは他の相

互作用で計算したときよりもwp
LJ,2が小さくなる (図 4.12)。もし、wp

LJ,1の値を固定
したとき、wp

LJ,2が減少すればη1/η0も小さくなる (図 4.2)。そのため、wp
LJ,2はη1/η0

が他の相互作用で計算したときよりも小さくなる原因となる。また b/a = 5と 6の
とき、ϕ2の依存性についてはwp

LJ,2 が増加すると η1/η0も増加する (図 4.10)(b))。
この相関は UHS

i (r)で計算した場合と同じである (図 4.3と 4.4)。
溶質-溶媒間の相互作用は質量密度分布のピーク値と同様に鋭さにも影響を与え
る。wp

HS,iはwp
WCA,iやwp

LJ,iよりも鋭くなる (図 4.13)。このピークの鋭さは ϕ2 <

0.01かつ b/a = 5, 6のときの UHS
i (r)で計算した η1/η0の急激の増加の原因になる

と考える。これは拡散係数D0/Dが質量密度分布のピークの鋭さから影響を受け
ることから η1/η0も同様にピークの鋭さから影響を受けると考えられる [13]。
質量密度分布のピークは溶質-溶媒間の相互作用によって変化する。UWCA

i (r)の
rについて緩やかに無限の値に近づくのに対し、UHS

i (r)は r = diで急激に発散す
る。このUWCA

i (r)の緩やかなポテンシャルの発散は質量密度分布のピークの低さ
や広がりの原因となる。それに対し、ULJ

i (r)は (4.11)に引力を持つ。ULJ
i (r)の最

小値の位置は r = diの外側にある。もし、溶媒粒子が最小値の位置に存在すると
き、他の溶媒粒子は最小値の位置に存在する溶媒粒子に阻害されてその位置の内
側に入ることができない。そのため、wp

LJ,2は小さくなると考えられる。
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第5章 まとめ

本研究では以下の結果が得られた。

1. 摂動理論による 1成分溶媒系の粘性の理論 [8]を拡張した結果 (第 3章参照)

� 2成分溶媒系に溶質と溶かしたときの粘性の変化 η1/η0の式を導出した。

� この式では溶質周りの溶媒の密度の不均一性を考慮できる。

2. 理論を (4.1)と (4.2)で表した人工的な gi(r)に応用した結果 (4.1節参照)

� 中球の質量密度のピーク値が小球よりも十分大きいとき、η1/η0は小球
によらない。

� 中球の質量密度のピーク値が小球と同じくらいのとき、η1/η0は小球か
ら影響を受ける。

3. 理論をすべての粒子が剛体球からなる系に応用した結果 (4.2節参照)

(a) R = 50aの系に応用した結果 (4.2.2小節から 4.2.4小節参照)

� b/a = 5, 6のとき、η1/η0はw2(R + b)と相関する。

� b/a = 2のとき、η1/η0はw1(R + a)と相関する。

� b/a = 3, 4のとき、w1(R + a)と w2(R + b)が競合し η1/η0の ϕ2依
存性は複雑になるので、どちらか片一方と相関するということは
ない。

� 拡散係数D0/D [9–13] と η1/η0は (3.90)で表される |β|に対して同
様な類似性を示す。

(b) R = 100aの系に応用した結果 (4.2.5小節参照)

� 中球のサイズ比が b/a = 6以上になるとη1/η0は2.5近づき、b/a = 9

のとき、η1/η0 = 2.45になる。

� 同じ b/aときの η1/η0の値でR = 50aと比較したとき、R = 100a

はR = 50aのときよりも全体的に小さくなる。

4. 理論を溶質-溶媒間の相互作用がソフトコアポテンシャルの系に応用した結
果 (4.3節参照)
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� b = 5a, 6aではHS、WCA、LJポテンシャルも η1/η0は中球のピークと
相関する。

� b = 2aではHS、WCA、LJポテンシャルも η1/η0は小球のピークと相
関する。

� b = 3a, 4aではHS、WCA、LJポテンシャルで η1/η0の中球の充填率に
対する依存性が異なる。

� ピーク値はHS、WCA、LJポテンシャルの順に大きくなる。

� b = 5a, 6aでは η1/η0はHS、WCA、LJポテンシャルの順に大きくなる。

� ピークの鋭さはHS、WCA、LJポテンシャルの順に鋭くなる。

� b = 5a, 6aでの中球の充填率が小さいときの η1/η0の増加の仕方が LJ、
WCA、HSポテンシャルの順に大きくなる。

次に、この定式化した 2成分溶媒系の理論と山北らが開発した従来の 1成分溶媒
系の理論との相違点を議論する [8]。山北らの理論に基づいても溶質を溶かしたこ
とによる粘性の変化 η1は計算できるが、その理論は 1成分溶媒系に限定されてい
る。この点は、多成分溶媒系を扱えるようにした本研究と対照的である。2成分溶
媒系では、溶質粒子の周りの密度分布が非常に大きくなるため、2成分溶媒系の粘
性の理論は、溶媒の高い局所密度が η1に及ぼす影響を調べるために必要である。
この 2成分溶媒系の理論を定式化するために、1成分溶媒系の粘性と拡散の理論
を結合した [9–13]。このような理論の組み合わせは、これまでの研究において考
慮されていなかった。この組み合わせは、拡散係数の定義が粘性係数の定義と異
なるため、簡単ではない。溶質の拡散係数は溶質粒子の運動によって定義される。
このときの系は一定の流れ uが流れている定常状態になる。これに対し、粘性係
数は溶液全体で表されるため、溶質粒子だけでなく溶媒粒子の運動によっても表
される。このときの系は座標系に関して線形のせん断流 v0(r)が流れている定常状
態になる。粘性と拡散では考えている系が異なるが、ランダウの方法を使うこと
で、粘性も拡散と同様に溶媒の速度場と圧力場から求めることができる [19]。
結論として、本研究で提案した理論は粘性に対する選択的溶媒和の影響を研究

するための強力なツールであると考えられる。この理論を適用すると、溶質-溶媒
間の動径分布関数を用いて計算した質量密度分布wi(r)から η1/η0を求めることが
できる。この理論では、wi(r)を含めることで、wi(r)がバルク値からずれたとき
に η1/η0がどのような影響を受けるか明らかにすることができる。2成分溶媒系で
はwi(r)がバルクの質量密度からより顕著に変化するため、その影響は 1成分溶媒
系よりも顕著に現れる。実際に、この理論をいくつかのモデル系に適用すること
で、選択的溶媒和の効果による粘性への影響を複数発見している。
今後の研究の発展として溶質と溶媒のサイズの比によらない理論で粘性を計算

できる理論を定式化する必要がある。今の摂動理論による方法では溶質と溶媒の
サイズの比を摂動パラメータとして、これが小さいと仮定しているので、溶媒が
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溶質のサイズより同等かそれ以上になると理論が破綻する。アルゴンをアルカン
溶媒に溶かしたような、溶媒が溶質のサイズより大きい系だと、ストークスアイ
ンシュタイン則は実験や計算機シミュレーションの値と大きく外れる結果が報告
されている [7, 29]。アインシュタインの粘度式も同様に実験や計算機シミュレー
ションの値から大きく外れると予想できるが、摂動理論ではこのような系を計算
することができない。
そこで動的密度汎関数理論を使って多成分系の粘性の理論を定式化していく [30,

31]。動的密度汎関数理論は粒子の密度分布の時間発展を扱う理論で、溶質周りの
溶媒の密度の不均一性を考慮することができる。動的密度汎関数理論を不均一系
の溶媒の密度分布周りで展開することで、均一系の密度ではなく、平衡系の溶質-

溶媒間の密度分布が参照系となる。動的密度汎関数理論から求めた密度分布と流
体力学の理論を組み合わせることで溶質周りの溶媒の密度の不均一性を考慮した
粘性の式を導出することができる。この理論では溶質と溶媒のサイズの比ではな
く密度で展開するので、溶質の大きさに関係なく理論を応用することができる。こ
れによって溶媒が溶質のサイズより大きい系において、溶質周りの溶媒の密度の
不均一性と粘性の関係を明らかにできると期待される。
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付 録A アインシュタインの粘度式
の導出

ここでは、ランダウの方法によるアインシュタインの粘度式の導出を行う [19]。
まずはじめに一定の速度勾配をもった流体中の 1つの固体粒子が流れにどのような
影響を与えるか考える。固体粒子は球体で周りの溶媒と比べ十分大きいので、溶
媒は流体密度が均一の流体だとみなせる。この固体粒子を原点に固定し、無限遠
で一定の速度 uになる定常流を流す。このときに得られた速度場と圧力場の解は
せん断流 v0(r)が流れているときの速度場と圧力場の解を求めるときに使われる。
このせん断流 v0(r)が流れているときの速度場と圧力場の解から粘性の変化 η1/η0
が導かれる。

A.1 基礎方程式
溶質の大きさが溶媒粒子の大きさと比べ十分大きい時、流体力学の方程式が成

り立つ。特に、非圧縮粘性流体に対して

∇ · v(r, t) = 0 (A.1)

が成り立ち、運動方程式は

ρ
∂v(r, t)

∂t
+ ρ {v(r, t) · ∇}v(r, t) = −∇P (r, t) + η0∇2v(r, t)　　 (A.2)

で表される。v(r, t)は流体の速度、ρは流体の密度、P (r, t)は応力、η0は流体の
粘性率である。流れが定常で、レイノルズ数が小さいとき、運動方程式 (A.2)は

η0∇2v(r)−∇P (r) = 0 (A.3)

となり、連続の式 (A.1)は

∇ · v(r) = 0 (A.4)

となる。(A.3)式の両辺に回転をとることによって

∇2∇× v(r, t) = 0 (A.5)

を得る。
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A.2 系に一定の速度を持つ流れがある場合
ある一定の速度勾配をもった流体中の１つの球状粒子が流れにどのような影響

を与えるか考える。この球状粒子を原点に固定して無限遠で一定の速度 uになる
定常流を流す。球状粒子の存在によって、この粒子の周りの流体の速度 v(r)は変
化し、

v(r) = u+ v1(r) (A.6)

とおく。v1(r)は無限遠で 0となる。また

∇ · v(r) = ∇ · v1(r) = 0 (A.7)

となるので、v1(r)は任意のベクトルAの回転で書くことができ、v(r)は

v(r) = ∇×A+ u (A.8)

のように表すことができる。また、数学的な考察からAは rの任意関数 f(r)を用
いて

A = ∇f(r)× u (A.9)

で書くことができる。これより速度 v1(r)は

v1(r) = ∇× [∇f(r)× u] (A.10)

となる。また、

∇× u = 0 (A.11)

になることから

∇f(r)× u = ∇× [f(r)u] (A.12)

となるので (A.8)に (A.9)と (A.12)を代入することによって

v(r) = ∇×∇× [f(r)u] + u (A.13)

を得る。次に関数 f(r)を得るために (A.5)をつかう。そのためにまず (A.13)の回
転をとると

∇× v = ∇×∇×∇× [f(r)u]

= −∇2∇× [f(r)u] (A.14)
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となる。(A.14)の両辺にラプラシアン∇2をかけると (A.5)から

∇4∇f(r) = 0 (A.15)

を得る。これを積分することで

∇4f(r) = const (A.16)

を得る。v1(r)は無限遠で 0となる。また (A.10)より v1(r)は f(r)の 2階微分に
よって与えられる。そのため上式の constの値は 0になる。これより

∇4f(r) =
1

r2
d

dr

(
r2

d

dr

)
∇2f(r) = 0 (A.17)

を得る。これより

d

dr

(
r2

d

dr

)
∇2f(r) = 0

⇐⇒∇2f(r) = −a′

r
+ b′ (A.18)

となる。ただし、a′と b′は積分定数。速度v1(r)は無限遠で 0になることから b′ = 0

になる。よって

∇2f(r) = −a′

r

⇐⇒f(r) = ar +
b

r
(A.19)

となる。ただし、aと bは積分定数である。(A.13)に (A.19)を代入して計算すれば

v(r) = u(r)− a
u+ n(u · n)

r
+ b

−u+ 3n(u · n)
r3

(A.20)

を得る。nは動径方向の単位ベクトルである。また、aと bは球体表面の境界条件
から決まる。
次に圧力 P (r)を求める。(A.3)に (A.13)を代入することによって

∇p(r) = η0∇2v(r)

= η0∇2
[
∇∇ · (f(r)u)− u∇2f(r)

]
(A.21)

を得る。∇4f(r) = 0だから

∇p(r) = η0∇2 [∇∇ · (f(r)u)]
= ∇

[
η0u · ∇∇2f(r)

]
(A.22)
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となり、

p(r) = η0u · ∇∇2f(r) + p0 (A.23)

を得る。p0は無限遠の流体の圧力である。(A.19)を (A.23)に代入すると

p(r) = −2aη0
u · n
r2

+ p0 (A.24)

を得る。

A.3 系にせん断流が流れている場合
次に球状粒子を原点に固定してせん断流 v0(r)を流す。せん断流 v0(r)は座標系
に関して線形であると仮定し、

v0,i(r) =
3∑

k=1

αikxk (A.25)

のように表す。αikは対称な定テンソルである。v0,iと xiはそれぞれせん断流v0(r)

と座標 rの i成分を表す。ここで、アインシュタインの縮約記法を使うと (A.25)は

v0,i(r) = αikxk (A.26)

のように表される。アインシュタインの縮約記法は同じ項で添字が重なったとき、
その和をとることを表す。以後もこの記法を使うことにする。非圧縮性流体 (∇ ·
v0(r) = 0)を仮定すると、

αii = 0 (A.27)

となる。球状粒子の存在によって、この粒子の周りの流体の速度 v(r)は変化し、

v(r) = v0(r) + v1(r) (A.28)

とおく。ここで、v0(r)が定数uである場合を考える。このとき、v1(r)は

v1(r) = ∇×∇× [f(r)u] (A.29)

f(r) = ar +
b

r
(A.30)

で書くことができる。ただし、aと bは定数である。そのため、(A.29)の空間微分
もまた解であることに注目する。

v1(r) = ∇×∇×
[
u
∂f(r)

∂xj

]
(A.31)
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これもまた、(A.3)～(A.5)の解を満たす。しかし、流れ uをパラメータとした場
合とは異なり、テンソル αikをパラメータとして含む解を求めなければならない。
そのような解は

v1i(r) = ∇×∇×
[
αij

∂f(r)

∂xj

]
(A.32)

と表され、これも (A.3)～(A.5)の解を満たす。圧力 p(r)も同様にして

p(r) = η0αik
∂2

∂xi∂xk

∇2f(r) + p0 (A.33)

を得る。ただし、p0は無限遠の圧力の値である。次に (A.32)と (A.33)に (A.30)を
代入して計算を行うと、

vi(r) = rαiknk + 3

(
a

r2
− 5b

r4

)
αlkninlnk +

6b

r4
αiknk (A.34)

p(r) =
6aη0
r3

αiknink (A.35)

を得る (付録 A.5参照)。ただし、vi(r)は v(r)の i成分を表し、niは動径方向の単
位ベクトルの i成分である。また、p0の値は粘性の変化率 η1/η0の値に影響しない
ので、p0 = 0としている。

A.4 粘性の変化率の計算
せん断流を流している時の流体の速度 v(r)と圧力 p(r)をつかって球体粒子を溶

かした時の粘性の変化率 η1/η0を計算する。ここでストレステンソル σik(r)を

σik(r) ≡ η

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)
− pδik (A.36)

で定義する。σik(r)は運動する流体によって直接運ばれる運動量以外の運動量流
速を表している。σik(r)は溶媒についてのストレステンソルなので溶質の外側の
領域では成り立つが、内側では成り立たない。σik(r)を体積積分したものが η0に
比例することから粘性の変化率 η1/η0を計算していく。
ここである物理量Aの平均値Aを

A ≡ 1

V

∫
AdV (A.37)

のように定義する。積分は中心が球体粒子の中心と一致し、大きな半径をもつ球
の体積 V にわたって行い、次にこの球の半径を無限大までもっていく (図 A.1)。
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図 A.1 体積積分をする範囲を表した図。溶質粒子からの距離 Lを半径としたと
きの球の体積をVとする。左の図はVが小さい時の図で、右の図は Lを大きくし
たときの様子を表している。

そのために、まずは以下の恒等式を考える。

σik = η0

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)
− pδik +

1

V

∫ {
σik − η0

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)
+ pδik

}
dV

(A.38)

溶質の濃度は小さいと仮定すると、他の球体粒子が存在しないと考えて一つの球
に関して積分を行い、その後、溶質の粒子数をN 倍すればよい。この積分をする
ためには球体内部の σijを知る必要がある。この困難を避けるために、体積積分を
表面積分に置き換える。速度に関して線形近似をしているので、このときの粘性
流体の運動方程式は σik(r)を使って

∂σik

∂xk

= 0 (A.39)

と書き直すことができる。これより

σik =
∂(σilxk)

∂xl

(A.40)

が導かれる。これを使えば面積分の形に書き換えられる。懸濁液の濃度は薄いと
仮定しているので、他の球が存在しないと考えて 1つの球に関して積分を行う。そ
の後溶質の濃度 cに合わせるために、溶質の粒子数をN 倍することで、

σik = η0

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)
+ c

∮
{σilxkdfl − η0 (vidfk + vkdfi)} (A.41)

を得る。ただし、c = N/V である。また、pは必ず 0になるため除いている。pは
スカラーであり、成分 αikの線形一次式で表される。しかし、αikによって作られ
るスカラーは αiiだけであり、αii = 0である。
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(A.41)に (A.34)を代入して計算し、(A.41)の右辺一項目と二項目の比を cで展
開して 1次の項まで近似することで

σik = η0

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)
+ c

∮
{σilxkdfl − η0 (vidfk + vkdfi)}

≃ 2αik + 2αik (−4πac) (A.42)

を得る (付録 A.6参照)。このときの一項目と二項目の比が粘性の変化率 η1/η0を
与えるので

η = η0 (1− 4πac) (A.43)

となる。ここで溶質の充填率 ϕについて考える。全溶質粒子の個数をN、溶質粒
子の半径をRとすれば

ϕ ≡ 溶質粒子の全体積
溶液全体の体積

=
4/3πR3N

V
=

4πR3c

3
(A.44)

となるので

η = η0

(
1− 3

a

R3
ϕ
)

(A.45)

と書き直すことができる。aは境界条件から決まる。アインシュタインは溶質粒子
の表面 r = Rで流体の速度 v(r) = 0となる stick条件を仮定した。この条件のと
き、(A.34)より係数 aと bがすぐに求められ、

a = −5R3

6
, b = −R5

6
(A.46)

となる。これより、アインシュタインの粘度式

η = η0

(
1 +

5

2
ϕ

)
(A.47)

が求められる。

A.5 せん断流が流れている時の溶媒の速度と圧力の計
算の補足

先によく使う式変形をまとめておく。niを動径方向の単位ベクトルの i成分、δi,k
をクロネッカーのデルタ記号とする。このとき、

∂ni

∂xk

= −1

r
nkni +

1

r
δik (A.48)

∂

∂xk

1

r
= − 1

r2
nk (A.49)

∂f(r)

∂xk

= ank −
b

r2
nk (A.50)
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となる。(A.32)は

v1i(r) = ∇×∇×
[
αij

∂f(r)

∂xj

]
=

∂

∂xi

∂

∂xl

[
αlk

(
ank −

b

r2
nk

)]
− ∂

∂xl

∂

∂xl

[
αik

(
ank −

b

r2
nk

)]
(A.51)

となる。各項を計算すると

∂

∂xi

∂

∂xl

[αlk (ank)] = aαlk
∂

∂xi

[
−1

r
nknl +

1

r
δkl

]
=

3a

r2
αlkninlnk −

2a

r2
αiknk (A.52)

−αlkb
∂

∂xi

∂

∂xl

nk

r2
= −αlkb

∂

∂xi

[
1

r2

(
−1

r
nknl +

1

r
δkl

)
− 2

r3
nlnk

]
= −15b

r4
αlkninlnk +

6b

r4
αiknk (A.53)

− ∂

∂xl

∂

∂xl

(αikank) = −aαik
∂

∂xl

(
−1

r
nknl +

1

r
δkl

)
= 0 (A.54)

− ∂

∂xl

∂

∂xl

(
−αikb

1

r2
nk

)
= αikb

∂

∂xl

[
− 2

r3
nlnk +

1

r2

(
−1

r
nknl +

1

r
δkl

)]
=

6b

r4
αiknk (A.55)

となる。以上より v1i(r)は

v1i(r) = 3

(
a

r2
− 5b

r4

)
αlkninlnk +

6b

r4
αiknk (A.56)

となる。よって vi(r)は

vi(r) = v0i(r) + v1i(r)

= rαiknk + 3

(
a

r2
− 5b

r4

)
αlkninlnk +

6b

r4
αiknk (A.57)

となる。
次に圧力 p(r)を計算するために (A.33)に (A.19)を代入すると

p(r) = η0αik
∂2

∂xi∂xk

∇2f(r)

= 2aη0αik

[
2

r3
nink −

1

r2

(
−1

r
nink +

1

r
δik

)]
=

6aη0
r3

αiknink (A.58)

を得る。

75



A.6 粘性の変化率の計算の補足
まず,(A.41)の被積分関数の１項目を計算する。

∂vi(r)

∂xl

=
∂

∂xl

(v0i(r) + v1i(r))

= αimδml

+ 3

(
−5a

r3
+

35b

r5

)
αmpnmnpninl

+ 3

(
a

r3
− 5b

r5

)
αmp {δmlnpni + δplnmni + δilnmnp}

− 30b

r5
αimnmnl +

6b

r5
αimδml (A.59)

∂vl(r)

∂xi

= αlmδmi

+ 3

(
−5a

r3
+

35b

r5

)
αmpnmnpninl

+ 3

(
a

r3
− 5b

r5

)
αmp {δminpnl + δplnmnl + δlinmnp}

− 30b

r5
αlmnmni +

6b

r5
αlmδmi (A.60)

より、

∂vi(r)

∂xl

+
∂vl(r)

∂xi

= αimδml + αlmδmi

+ 6

(
−5a

r3
+

35b

r5

)
αmpnmnpninl

+ 3

(
a

r3
− 5b

r5

)
αmp{δmlnpni + δplnmni + δilnmnp

+ δminpnl + δplnmnl + δlinmnp}

− 30b

r5
αimnmnl +

6b

r5
αimδml −

30b

r5
αlmnmni +

6b

r5
αlmδmi

(A.61)

となる。(A.58)、(A.36)、(A.61)より

σilxkdfl =

{
−pδil + η0

(
∂vi
∂xl

+
∂vl
∂xi

)}
rnknldS

= η0dS

[
2rαimnmnk +

(
−24a

r2
+

120b

r4

)
αmpnmnpnink +

(
6a

r2
− 48b

r4

)
αimnmnk

]
(A.62)
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となる。
次に (A.41)の被積分関数の２項目を計算する。

vidfk = (v0i + v1i)nkdS

= dS

[
rαimnmnk + 3

(
a

r2
− 5b

r4

)
αmpnmnpnink +

6b

r4
αimnmnk

]
(A.63)

vkdfi = dS

[
rαkmnmni + 3

(
a

r2
− 5b

r4

)
αmpnmnpnink +

6b

r4
αkmnmni

]
(A.64)

より、

−η0 (vidfk + vkdfi) = −η0dS

{
rαimnmnk + rαkmnmni

+ 6

(
a

r2
− 5b

r4

)
αmpnmnpnink +

6b

r4
αimnmnk +

6b

r4
αkmnmni

}
(A.65)

となる。(A.62)と (A.65)より (A.41)の被積分関数は

σilxldfl − η0 (vidfk + vkdfi)

= η0dS

{
rαimnmnk − rαkmnmni

+

(
−30a

r2
+

150b

r4

)
αmpnmnpnink +

(
6a

r2
− 54b

r4

)
αimnmnk −

6b

r4
αkmnmni

}
(A.66)

となる。(A.66)を r = Lのところで表面積分すると 1/r4の項は、∮
1

r4
dS = lim

L→∞

1

L2

∫
sin θdϕdθ = 0 (A.67)

となるので 1/r2の項だけを計算すればいい。

c

∮
{σilxkdfl − η0 (vidfk + vkdfi)} dS

= η0c

{∫
(−30aαmpnmnpnkni + 6aαimnmnk) sin θdθdϕ

}
= η0c4π × 1

4π

{
−30aαmp

∫
nmnpnkni sin θdθdϕ+ 6aαim

∫
nmnk sin θdθdϕ

}
= η0c4π

{
−30aαmp ×

1

15
(δikδpm + δipδmk + δimδpk) + 6aαim × δmk

3

}
= η04πc (−4aαik + 2aαik)

= 2αik (−4πac) (A.68)

77



ただし途中で

1

4π

∫
nmnpnkni sin θdθdϕ =

1

15
(δikδpm + δipδmk + δimδpk) (A.69)

1

4π

∫
nmnk sin θdθdϕ =

δmk

3
(A.70)

であることを使った。
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付 録B 一般化ランジュバン方程式
の補足

B.1 時刻が変数にあらわに含まれていないときのLiou-

ville方程式の解の計算
B(t)を tについて展開すると

B(t) = B(0) + t

(
dB

dt

)
t=0

+
t2

2!

(
d2B

dt2

)
t=0

+ · · · (B.1)

となる。ここで

L = i
∑(

∂H
∂ri

· ∂

∂pi

− ∂H
∂pi

· ∂

∂ri

)
= −i

∑(
ṗi ·

∂

∂pi

+ ṙi ·
∂

∂ri

)
(B.2)

であるから、

d2B

dt2
=

d

dt
(iL(t)B(t))

=
∑(

ṗi ·
∂

∂pi

+ ṙi ·
∂

∂ri

)
· i
{
−i
∑(

ṗi ·
∂

∂pi

+ ṙi ·
∂

∂ri

)}
B(t)

= i2
{
−i
∑(

ṗi ·
∂

∂pi

+ ṙi ·
∂

∂ri

)}{
−i
∑(

ṗi ·
∂

∂pi

+ ṙi ·
∂

∂ri

)}
B(t)

= (iL(t))
2B(t) (B.3)

となる。繰り返し計算することによって、
dnB(t)

dtn
= (iL(t))

nB(t) (B.4)

を得る。よって

B(t) = B(0) + t

(
dB

dt

)
t=0

+
t2

2!

(
d2B

dt2

)
t=0

+ · · ·

=

(
1 + (iL(0)t+

t2

2!
(iL(0)t)

2 + · · ·
)
B(0)

= exp (iL(0)t)B(0) (B.5)
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となる。

B.2 (2.7)の各項の計算
(2.7)の右辺第 1項目は (2.5)より

eiLtPiLXµ = eiLt {P (iLXµ)}

= eiLt
∑
ν,λ

∫ ∫
dr′dr′′ ⟨(iLXµ(r))Aν(r

′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
νλ Aλ(r

′′)

=
∑
ν,λ

∫ ∫
dr′dr′′ ⟨(iLXµ(r))Aν(r

′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
νλ Aλ(r

′′, t)

=
∑
λ

∫ ∫
dr′dr′′iΩµλ(r, r

′, r′′)Aλ(r
′′, t) (B.6)

と書き直せる。ただし、

iΩµλ(r, r
′, r′′) ≡ ⟨(iLXµ(r))Aν(r

′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
νλ (B.7)

である。ここで、eiLtを係数変化法より速い変化量だけの部分とその他に分けるこ
とができ、

eiLt =

∫ t

0

eiLt
′PiLeQiL(t−t′)dt′ + eQiLt (B.8)

のようになり、これは森公式と呼ばれる (付録 B.3 参照)。(2.7)の右辺第 2項目は
(B.8)より

eiLtQiLXµ =

∫ t

0

eiLt
′PiLeQiL(t−t′)QiLXµdt

′ + eQiLtQiLXµ

=

∫ t

0

eiLt
′PiLRµ (t− t′) dt′ +Rµ (t) (B.9)

となる。ただし、

Rµ (t) ≡ eQiLtQiLXµ (B.10)

とおく。(B.9)の右辺第 1項目は (2.5)より∫ t

0

eiLt
′
[P {iLRµ (t− t′)}] dt′

=

∫ t

0

dt′
∑
ν,λ

∫ ∫
dr′dr′′ ⟨(iLRµ(t− t′))Aν(r

′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
νλ Aλ(r

′′, t′)

(B.11)
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になる。ここで、(2.6)より、部分積分をすることによって、

⟨(iLRµ(t))Aν⟩ = −⟨Rµ(t) (iLAν)⟩ = −⟨Rµ(t)Ȧν⟩ (B.12)

となる。ただし、Rµ(t)はAνに対して垂直なので ⟨Rµ(t)Aν⟩ = 0となることを使っ
た。また、同様に垂直であることを使うと、

⟨Rµ(t)Ȧν⟩ = ⟨Rµ(t) (P +Q) Ȧν⟩
= ⟨Rµ(t)QȦν⟩
= ⟨Rµ(t)e

QiL0QiLAν⟩
= ⟨Rµ(t)Rµ⟩ (B.13)

となる。(B.12)と (B.13)より (B.11)は∫ t

0

eiLt
′
[P {iLRµ (t− t′)}] dt′ = −

∑
ν

∫ t

0

dt′
∫ ∫

dr′dr′′Mνλ(t− t′)Aλ(t
′)

(B.14)

となる。ただし、

Mνλ(t− t′) ≡
∑
ν

⟨Rµ(t)Rν⟩ ⟨A,A⟩−1
νλ (B.15)

とおく。(B.6)と (B.9)と (B.14)を (2.7) に代入することによって

dXµ

dt
=
∑
λ

∫ ∫
dr′dr′′iΩµλAλ(t)−

∑
λ

∫ t

0

dt′
∫ ∫

dr′dr′′Mµλ(t− t′)Aλ(t
′) +Rµ(t)

(B.16)

が得られる。

B.3 森公式の計算
iLをP +Q = 1を使って

iL = PiL+QiL (B.17)

のように 2つに分けたように、eiLtも 2つのパートに分けたい。しかし、PiLと
QiLは交換しないので

eiLt = e(P+Q)iLt = ePiLteQiLt (B.18)
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のようにすることはできない。例えば簡単に ePLtと eQLt を展開すると、

ePLteQLt =

(
1 + PLt+ P2L2t2

2
+O(t3)

)(
1 +QLt+ Q2L2t2

2
+O(t3)

)
= 1 + (PL+QL) t+

(
P2L2 +Q2L2

)
t2 + (PLQL) t2 +O(t3) (B.19)

eQLtePLt = 1 + (PL+QL) t+
(
P2L2 +Q2L2

)
t2 + (QLPL) t2 +O(t3) (B.20)

となり、t2のオーダから一致しなくなる。
そこで

X(t) = A0e
iLt (B.21)

とおく。ただしA0は定数である。(2.2)より

dXµ(t)

dt
= QiLXµ(t) + PiLXµ(t)

= QiLXµ(t) + Z(t) (B.22)

となる。ただし、Z(t) = PiLXµ(t)とおく。Z(t) = 0のとき、変数分離法より
X(t) = A0e

QiLtとなる。係数変化法よりX(t) = A(t)eQiLtとおいて (B.22)に代入
すると

dA(t)

dt
eQiLt = Z(t) (B.23)

を得る。これを解くと、

A(t) = A0 +

∫ t

0

Z(t)e−QiLt′dt′ (B.24)

となり、X(t) = A(t)eQiLtにA(t)とZ(t)を代入することで森公式を得る。
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B.4 基礎方程式の計算
{Aµ} = {ρ,J}と {Xµ} = {ρ,J} としたとき、iΩµλとMµλの項について計算す

る。(2.12)と (2.14)の式より、

⟨iLρ(r), ρ(r′)⟩ = ⟨
N∑
i=1

(
∂ρ(r)

∂ri
· ṙi +

∂ρ(r)

∂pi

· ṗi

)
, ρ(r′)⟩

= ⟨

(
N∑
i=1

vi ·
∂δ (r − ri)

∂ri

)
, ρ(r′)⟩

= ⟨
N∑
i=1

vi · δ (r − ri)1, ρ(r
′)⟩ − ⟨

(
N∑
i=1

vi ·
∂δ (r − ri)

∂r

)
, ρ(r′)⟩

= − ∂

∂r
· ⟨

N∑
i=1

viδ (r − ri) , ρ(r
′)⟩

= −∇ · ⟨J(r), ρ(r′)⟩
= 0 (B.25)

となる。1は単位テンソルである。また、∫
dr′ ⟨(iLρ(r)) ,J(r′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1

J ,J

= − ∂

∂r
·
∫

dr′ ⟨J(r),J(r′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
J ,J

= − ∂

∂r
· δ (r − r′′)1 (B.26)∫

dr′ ⟨(iLJ(r)) , ρ(r′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
ρ,ρ

= −
∫

dr′∇′ · {⟨J(r),J(r′)⟩} ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1
ρ,ρ (B.27)
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となる。⟨(iLJ),J⟩ = 0、⟨A,A⟩−1
J ,ρ = 0であるから∫ ∫

dr′dr′′iΩ1,1(r, r
′, r′′)A1(r

′′)

=

∫ ∫
dr′dr′′

{
⟨(iLρ), ρ⟩ ⟨A,A⟩−1

ρ,ρ + ⟨(iLρ),J⟩ ⟨A,A⟩−1
J ,ρ

}
ρ(r′′)

= 0 (B.28)∫ ∫
dr′dr′′iΩ1,2(r, r

′, r′′)A2(r
′′)

=

∫ ∫
dr′dr′′

{
⟨(iLρ), ρ⟩ ⟨A,A⟩−1

ρ,J + ⟨(iLρ),J⟩ ⟨A,A⟩−1
J ,J

}
J(r′′)

= −
∫

dr′′∇ · δ (r − r′′)J(r′′)

= −∇ · J(r) (B.29)∫ ∫
dr′dr′′iΩ2,1(r, r

′, r′′)A1(r
′′)

=

∫ ∫
dr′dr′′

{
⟨(iLJ), ρ⟩ ⟨A,A⟩−1

ρ,ρ + ⟨(iLJ),J⟩ ⟨A,A⟩−1
J ,ρ

}
ρ(r′′)

=

∫ ∫
dr′dr′′∇′ · {⟨J(r),J(r′)⟩} ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1

ρ,ρ ρ(r
′′)

=

∫
dr′′

[
⟨J(r),J(r′)⟩ ⟨A(r′),A(r′′)⟩−1

ρ,ρ

]∞
−∞

ρ(r′′)

−
∫ ∫

dr′dr′′ ⟨J(r),J(r′)⟩∇′ ·
{
⟨A(r′),A(r′′)⟩−1

ρ,ρ

}
ρ(r′′)

= −
∫ ∫

dr′dr′′ ⟨J(r),J(r′)⟩∇′ ·
{
⟨A(r′),A(r′′)⟩−1

ρ,ρ

}
ρ(r′′) (B.30)∫ ∫

dr′dr′′iΩ2,2(r, r
′, r′′)A2(r

′′)

=

∫ ∫
dr′dr′′

{
⟨(iLJ), ρ⟩ ⟨A,A⟩−1

ρ,J + ⟨(iLJ),J⟩ ⟨A,A⟩−1
J ,J

}
J(r′′)

= 0 (B.31)

となる。ただし、(B.30)に関しては ⟨J(r),J(r′)⟩がデルタ関数 δ (r − r′)に比例
し、r′に±∞を代入したとき、rは有限の値をとると仮定して 0とした。
ランダム力については

R1 = eQiLtQiLρ = −eiLt∇ · (QJ) = 0 (B.32)

R2 = eQiLtQiLJ (B.33)
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になるので、

M1,1 = ⟨R1(t)R1⟩ ⟨A,A⟩−1
ρ,ρ + ⟨R1(t)R2⟩ ⟨A,A⟩−1

J ,ρ = 0 (B.34)

M1,2 = ⟨R1(t)R1⟩ ⟨A,A⟩−1
ρ,J + ⟨R1(t)R2⟩ ⟨A,A⟩−1

J ,J = 0 (B.35)

M2,1 = ⟨R2(t)R1⟩ ⟨A,A⟩−1
ρ,ρ + ⟨R2(t)R2⟩ ⟨A,A⟩−1

J ,ρ = 0 (B.36)

M2,2 = ⟨R2(t)R1⟩ ⟨A,A⟩−1
ρ,J + ⟨R2(t)R2⟩ ⟨A,A⟩−1

J ,J

= ⟨R2(t)R2⟩ ⟨A,A⟩−1
J ,J (B.37)

となる。(B.28)-(B.30)と (B.34)-(B.37)を (2.8)に代入することで、(2.15)と (2.16)

を得る。

B.5 定常状態のときの基礎方程式
(2.15)と (2.16)を非平衡状態での平均を ⟨· · ·⟩ne と定義する。(2.15)と (2.16)は

⟨R(r, t)⟩ne = 0になることから

dρ(r, t)

dt
= −∇ · J(r, t) (B.38)

dJ(r, t)

dt
= −

∫ ∫
dr′dr′′ ⟨J(r),J(r′)⟩ · ∇′

[
⟨ρ(r′), ρ(r′′)⟩−1

ρ(r′′)
]

−
∫ t

0

dt′
∫ ∫

dr′dr′′M (r, r′, r′′, t− t′) · J(r′′, t′) (B.39)

になる。
ここで、定常状態を考える。このとき、t → ∞で dρ/dt = 0, dJ/dt = 0となる。

また、⟨J(r),J(r′)⟩ = kBT/mρeq(r)δ(r − r′) となることと、t → ∞で J が時間
によらないことから (B.38)と (B.39)は

∇ · J(r) = 0 (B.40)

−ρeq(r)∇µ(r) +

∫
dr′M ′(r, r′)J(r′) = 0 (B.41)

となる。ただし、

µ(r) =
kBT

m

∫
dr′′

[
⟨ρ(r), ρ(r′′)⟩−1

ρ(r′′)
]

(B.42)

M ′(r, r′) =

∫ ∞

0

dt′
∫

dr′′M (r, r′, r′′, t− t′) (B.43)

である。また、δP (r) ≡ ρeq(r)µ(r)、weq(r) ≡ mρeq(r)のように定義し、J(r) =

ρeq(r)v(r) であることを使うと (B.40)と (B.41)は

∇ · [weq(r)v(r)] = 0 (B.44)

−weq(r)∇
δP (r)

weq(r)
+

∫
dr′M ′(r, r′)J(r′) = 0 (B.45)
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になる。
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付 録C 積分方程式理論

C.1 MHNC近似式
積分方程式の理論はオルンシュタイン・ゼルニケ方程式 (OZ)と近似式の 2つの

式から g(r)を計算する理論である。溶質をとかしたときの溶媒 1成分系のOZ方
程式は

hij(r) = cij(r) +
∑
k=U,S

ρk

∫
cik(r

′)hkj(|r − r′|)dr′ (C.1)

のように書き表せる [32]。iと jはそれぞれ溶媒を表すS又は溶質を表すUをとる。
全相関関数 hij(r)と直接相関関数 cij(r)は未知変数である。ρkは与えられた密

度である。溶質粒子は無限希釈されていると仮定しているので ρU = 0となる。こ
れより

hSS(r) = cSS(r) + ρS

∫
cSS(r

′)hSS(|r − r′|)dr′ (C.2)

hUS(r) = cUS(r) + ρS

∫
cUS(r

′)hSS(|r − r′|)dr′ (C.3)

を得る。また、hij(r)は gij(r)をつかって

hij(r) = gij(r)− 1 (C.4)

で表すことができる。よって hij(r)を求めることができれば gij(r)を求めることが
できる。
(C.1)を解くためのもうひとつの式は

cij(r) = exp [−βuij(r) + hij(r)− cij(r) + bij(r)]− hij(r) + cij(r)− 1 (C.5)

で表される。ただし、 β = (kBT )
−1であり、kBはボルツマン定数、T は温度であ

る。uij(r)はポテンシャルエネルギーで bij(r)は brigde関数と呼ばれる。しかし、
bij(r)は未知変数なのでこのままだと (C.1)と (C.5)を解くことが出来ない。
代表的な方法としてHNC近似式と PY近似式がある。HNC近似式は

cij(r) = exp [−βuij(r) + hij(r)− cij(r)]− hij(r) + cij(r)− 1 (C.6)
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で表される。これは (C.5)の右辺 1項に対して、

bij(r) = 0 (C.7)

と近似することで得られる。PY近似式は

cij(r) = (1 + hij(r))(1− exp [−βuij(r)]) (C.8)

で表される。これは (C.6)の右辺 1項に対して、

exp [hij(r)− cij(r)] ≃ 1 + hij(r)− cij(r) (C.9)

と近似することで得られる。
これらの近似式に加え、中村らは最近木下らによって提唱されたMHNC近似を
採用した。これによれば bij(r)は

bij(r) = −0.5
γ2
ij(r)

1 + 0.8γij(r)
for γij(r) > 0 (C.10)

= −0.5
γ2
ij(r)

1− 0.8γij(r)
for γij(r) < 0 (C.11)

で表される [27, 28]。ただし、

γij(r) = hij(r)− cij(r) (C.12)

である。
全て同じ大きさの剛体球系においては PY近似式のほうが HNC近似式よりも

精度が良いことが知られている。それに対し、ソフトコアポテンシャルの場合は
HNC近似式のほうがPY近似式よりも精度が良い。しかし、多成分系になるとど
ちらの近似式が精度が良いのかよく分かっていない。そこで中村らは 1成分剛体球
系に大きな溶質を溶かしたときの大球-小球間の g(r)について、PYと HNC近似
式に加え、MHNC近似式の精度をモンテカルロシミュレーションと比較した [1]。
その結果、MHNC近似式が最もモンテカルロシミュレーションの結果に近づき、
PYとHNC近似式はそれぞれモンテカルロシミュレーションの結果に対して過小
評価と過大評価する結果になった。
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付 録D εの 2 次の項の計算

D.1 P
(0)
1,b (x)のx0 < xの領域の計算

(3.72)の両辺を積分すると

[
P

(0)
s,i,b(x)

]x
∞

=
p
(0)
s,i,o(1)

wi,eq(∞)
[wi,eq(x)]

x
∞ + (η0 + γ)wi,eq(x)

∫ x

∞

1

wT,eq(s)

d2v
(1)
r̂,b (s)

ds2
ds

(D.1)

を得る。ただし、[A(x)]ab = A(a)− A(b)である。ここで

Ai(x) = (η0 + γ)wi,eq(x)

∫ x

∞

1

wT,eq(s)

d2v
(1)
r̂,b (s)

ds2
ds (D.2)

とおく。(3.52)を２階微分して (3.71)を使うことによって

d2v
(1)
r̂,b (s)

ds2
=

d

ds

{
−3

2
v
(0)
u,out(1)∆vT (s)

}
(D.3)

を得る。ただし

∆vj(s) =
2

w2
j,eq(s)

dwj,eq(s)

ds

∫ s

0

wj,eq(t)dt, j = 1 or T (D.4)

である。これよりAi(x)は

Ai(x) = −3

2
η0v

(0)
u,out(1)

{
wi,eq(x)

wT,eq(x)
∆vT (x) + (1 +

γ

η0
)wi,eq(x)

×
∫ x

∞
ds

1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s)

}
− 3

2
γv

(0)
u,out(1)

wi,eq(x)

wT,eq(x)
∆vT (x) (D.5)

となる。また、(3.53)から[
dv

(1)
r̂,b (x)

dx

]∞
x

=
3

2
∆vT (x)v

(0)
u,out(1) (D.6)
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となる。ただし、x → ∞で∆vT (x) → 0を仮定した。(D.5)に代入して

Ai(x) = −3

2
η0v

(0)
u,out(1)

{
wi,e(x)

wT,e(x)
∆vT (x) + (1 +

γ

η0
)wi,e(x)

∫ x

∞
ds

1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s)

}

− γ
wi,e(x)

wT,e(x)

[
dv

(1)
r̂,b (x)

dx

]∞
x

(D.7)

となる。(D.1)を iについて足しあわせて (D.7)を代入して式を整理すると

2∑
i=1

[
P

(0)
s,i,b(x)

]x
∞
− γ

[
dv

(1)
r̂,b (x)

dx

]x
∞

=
2∑

i=1

P
(0)
s,i,out(1)

wi,eq(∞)
[wi,eq(x)]

x
∞

− 3

2
η0v

(0)
u,out(1)

{
∆vT (x)− (1 +

γ

η0
)wT,eq(x)

∫ ∞

x

ds
1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s)

}
(D.8)

を得る。

D.2 P
(0)
1,b (x)のx0 > xの領域の計算

(3.72)の両辺を xから x0まで積分すると

P
(0)
s,1,b(x) = w1,eq(x) lim

x→x−
0

P
(0)
s,1,b(x)

w1,eq(x)
+

3

2
η0

(
1 +

γ

η0

)
v
(0)
u,out(1)w1,eq(x)

{
∆v1(x0)

w1,eq(x0)

− ∆v1(x)

w1,eq(x)
+

∫ x0

x

ds
1

w2
1,eq(s)

dw1,eq(s)

ds
∆v1(s)

}
(D.9)

となる。ただし、x− = x0 − δxで δxは正の値をとる微少量である。limx→x−
0
は x0

より小さい方から x0に近づける意味である。limx→x−
0

P
(0)
s,1,b(x)

w1,eq(x)
の値を求めるために、

(3.72)を x−
0 から x+ = x0 + δxまで積分すると

−

[
P

(0)
s,1,b(x)

w1,eq(x)

]x+
0

x−
0

+ (η0 + γ)

[
1

wT,eq(x)

d

dx

{
v
(1)
r̂,b (x) + v

(1)
u,b(x)

}]x+
0

x−
0

− (η0 + γ)

[
1

wT,eq(x)

]x+
0

x−
0

d

dx

[
v
(1)
r̂,1,b(x) + v

(1)
u,1,b(x)

]
x=x−

0

= 0 (D.10)

90



が得られる。(3.52)を xで微分し、(D.4)より x0 < xのとき j = T なので

d

dx

(
v
(1)
r̂,b (x) + v

(1)
u,b(x)

)
= −3

2
v
(0)
u,out(1)∆vT (x) + 3v

(0)
u,out(1) (D.11)

を得る。(D.10)と (D.11)より

−

[
P

(0)
s,1,b(x)

w1,eq(x)

]x+
0

x−
0

+ (η0 + γ)

[
1

wT,eq(x)

{
−3

2
v
(0)
u,out(1)∆vT (x) + 3v

(0)
u,out(1)

}]x+
0

x−
0

− (η0 + γ)

[
1

wT,eq(x)

]x+
0

x−
0

{
−3

2
v
(0)
u,out(1)∆v1(x0) + 3v

(0)
u,out(1)

}
= 0 (D.12)

となる。したがって、

P
(0)
s,1,b(x

−
0 )

w1,eq(x
−
0 )

= −3

2
(η0 + γ)v

(0)
u,out(1)

[
1

wT,eq(x)

]x+
0

x−
0

∆v1(x0)

+
3

2
(η0 + γ)v

(0)
u,out(1)

[
∆vT (x

+
0 )

wT,eq(x
+
0 )

− ∆v1(x
−
0 )

w1,eq(x
−
0 )

]
+

P
(0)
s,1,b(x

+
0 )

w1,eq(x
+
0 )

(D.13)

を得る。
P

(0)
s,1,b(x

+
0 )

w1,eq(x
+
0 )
の値を求めるために、(3.72)を x+

0 から∞まで積分すると

P
(0)
s,1,b(x

+
0 )

w1,eq(x
+
0 )

=
P

(0)
s,1,out(1)

w1,eq(∞)
+

3

2
(η0 + γ)v

(0)
u,out(1)

×

{
−∆vT (x

+
0 )

wT,eq(x
+
0 )

+

∫ ∞

x+
0

ds
1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s)

}
(D.14)

を得る。(D.13)に (D.14)を代入して式を整理すれば

P
(0)
s,1,b(x

−
0 )

w1,eq(x
−
0 )

= −3

2
(η0 + γ)v

(0)
u,out(1)

[
1

wT,eq(x)

]x+
0

x−
0

∆v1(x0)

− 3

2
(η0 + γ)v

(0)
u,out(1)

∆v1(x
−
0 )

w1,eq(x
−
0 )

+
P

(0)
1,out(1)

w1,eq(∞)

+
3

2
(η0 + γ)v

(0)
u,out(1)

∫ ∞

x+
0

ds
1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s) (D.15)
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を得る。(D.9)に (D.15)を代入して式を整理すると、

P
(0)
s,1,b(x) = P

(0)
s,1,out(1)

w1,eq(x)

w1,e(∞)
− 3

2
η0v

(0)
u,out(1)

{
∆v1(x)

−
(
1 +

γ

η0

)
w1,eq(x)

([
1

wT,eq(x)

]x−
0

x+
0

∆v1(x0) +

∫ ∞

x+
0

ds
1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s)

)}

+
3

2
η0v

(0)
u,out(1)(1 +

γ

η0
)w1,eq(x)

∫ x+
0

x

ds
1

w2
1,eq(s)

dw1,eq(s)

ds
∆v1(s)

− 3

2
γv

(0)
u,out(1)∆v1(x) (D.16)

となる。(D.16)の両辺に P
(0)
s,1,b(∞) = P

(0)
s,1,o(1)を引き、(D.6)を使って式を整理す

れば
2∑

i=1

[
P

(0)
s,i,b(x)

]x
∞
− γ

[
dv

(1)
r̂,b (x)

dx

]x
∞

=
P

(0)
s,1,out(1)

w1,eq(∞)
[w1,eq(x)]

x
∞ − 3

2
η0v

(0)
u,out(1)∆v1(x)

+
3

2
η0v

(0)
u,out(1)(1 +

γ

η0
)w1,eq(x)

([
1

wT,eq(x)

]x−
0

x+
0

∆v1(x0) +

∫ ∞

x+
0

ds
1

w2
T,eq(s)

dwT,eq(s)

ds
∆vT (s)

)

+
3

2
η0v

(0)
u,out(1)(1 +

γ

η0
)w1,eq(x)

∫ x+
0

x

ds
1

w2
1,eq(s)

dw1,eq(s)

ds
∆v1(s) (D.17)

を得る。

D.3 βϵ の物理的表現
(D.17)と (3.90)より

βϵ = − 2ϵ

3η0v
(0)
u,out(1)

∫ ∞

0

({
2∑

i=1

[
P

(0)
i,b (s)

]s
∞
− γ

[
dv

(1)
r̂,b (s)

ds

]s
∞

}
ds− α

2
P

(0)
s,out(1)

)
(D.18)

を得る。ここで、(3.58)より

α

2
P

(0)
s,out(1) =

∫ ∞

0

{
wT,eq(x)

wT,eq(∞)
P

(0)
s,out(1)− P

(0)
s,out(1)

}
dx (D.19)

より、∫ ∞

0

2∑
i=1

[
P

(0)
i,b (s)

]s
∞
ds− α

2
P

(0)
s,out(1) =

∫ ∞

0

(
2∑

i=1

P
(0)
i,b (s)−

wT,eq(s)

wT,eq(∞)
P

(0)
s,out(1)

)
ds

(D.20)
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となる。(D.18)と (D.20)より

βϵ = − 2ϵ

3η0v
(0)
u,out(1)

∫ ∞

0

{
2∑

i=1

P̃
(0)
i,b (s)− γ

[
dv

(1)
r̂,b (s)

ds

]s
∞

}
ds (D.21)

を得る。ただし、

P̃
(0)
i,b (s) = P

(0)
i,b (s)−

wi,eq(s)

wT,eq(∞)
P

(0)
s,out(1) (D.22)

である。
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付 録E 簡単なg(r)が与えられたと
きの解析解αϵとβϵ

E.1 解析解
(4.1)と (4.2)で表される gi(r)を (3.58)に代入すると以下の解析解を得る。

αϵ =
2

Ra

[
w1

wT

(
G1a

2
− a+

3

2
b

)
+

w2

wT

(
G2b

2
+

b

2

)
+

(
a

2
− 3

2
b

)]
(E.1)

また、(3.90)の各項の解析解は以下のようになる。

1

Ra

∫ Rb

Ra

∆v1(r)dr =
a

Ra

(1−G1) (E.2)

1

Ra

∫ ∞

Rb

∆vT (r)dr =
b

Ra

{
1−

(
2D1 +

G2
3

k2

)[
1

z

]1+w1/w2

G2+w1/w2

}
(E.3)

− 1

Ra

∫ Rb

Ra

w1(r)

∫ Rb

r

ω1(r
′)

w1(r′)
∆v1(r

′)dr′dr

=
b

Ra

{
D2

2k1
(1−G2

1)−
a

b
+

G2
1

3k1

(
1− 1

G1

)}
(E.4)

− 1

Ra

∫ ∞

Rb

wT (r)

∫ ∞

r

ωT (r
′)

wT (r′)
∆vT (r

′)dr′dr

=
b

Ra

{
D3

2k2

[
z2
]1+w1/w2

G2+w1/w2
− 1 +

G2
3 + 2k2D1

3k2

[
1

z

]1+w1/w2

G2+w1/w2

}
(E.5)

− 1

Ra

∫ Rb

Ra

w1(r)dr

∫ ∞

Rb

ωT (r
′)

wT (r′)
∆vT (r

′)dr′

=
b

Ra

{
D4

2k1

w1

w2

[
z2
]1
G1

+
D4

k1

w1

w2

[z]G1−k1e2
1

}
(E.6)

− 1

Ra

∫ Rb

Ra

w1(r)dr∆v1(Rb)

(
1

w1(Rb)
− 1

wT (Rb)

)
= 0 (E.7)
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ただし、

D1 =
k2
2
e22 −

(
G3 −

w1

w2

)
e2 +

k1
2

w1

w2

(a
b

)2
(E.8)

k1 =
b

a
(G1 − 1) (E.9)

k2 = (G2 − 1) (E.10)

e2 =
Rb −Ra

b
(E.11)

G3 = k2e2 +G2 +
w1

w2

(E.12)

D2 = −1 +
G2

1

3
(E.13)

D3 = − 1

1 + w1/w2

+
1

3

(G2
3 + 2k2D1)

(1 + w1/w2)
3 (E.14)

D4 = −
[
1

z

]1+w1/w2

G2+w1/w2

+
G2

3 + 2k2D1

3

[
1

z3

]1+w1/w2

G2+w1/w2

(E.15)

である。また、これらの式は Ra + a < Rbつまり 2a < bであることを仮定して
いる。
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