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r~w に基づく冪函数成長モデル

緒言

　生物の成長に適用する様々な成長モデルが提案されてきた。
例 え ば、Logistic、Bertalanffy、Gompertz、Richards の 成 長
曲線モデルはその代表としてよく紹介されている（山岸、
1977；猪ら、1987）。これらのモデルは牛の成長解析にもよく
利 用 さ れ て い る（ 例 え ば、Brown et al.、1976； 和 田 ら、
1983；板野ら、1992）。これらのモデルに共通する特徴として、
成長量が最終的に飽和すること、最大成長速度を持つ変曲点が
存在し、時系列成長が S 字型を示すことがあり、これらは多
くの生物の成長に現れる。
　この特徴は、生物の大きさ（w）と相対成長速度（r：w あた
りの成長速度）の関係で説明できる。山岸（1977）はこの関係
を s~n ダイアグラムとしたが、本報告では利用した記号に合わ
せて r~w ダイアグラムとして記載する。上記に示した成長モ
デルは、r~w ダイアグラムの関係において各々 r を w の関数で
表し、この関数に w を乗じることで、成長速度（dw/dt：単位
時間あたりの成長量）を導くことができる。これを微分方程式
とした時の解が時間を説明変数とした各成長モデルとなる（以
降、成長曲線の一般モデルと呼ぶ）。すなわち、r~w ダイアグ
ラムで説明される関数の特徴は、各成長モデルが持つ成長の構
造を表すといえる。
　Hozumi（1985、1989）は、成長モデルの解析を行った報告で、
篠崎が考案した Logistic 曲線を拡張したモデル（Logistic 
curve of degree m として記述されているが、本報告では冪関
数成長モデルと呼ぶ）を紹介している。このモデルは成長曲線
に冪函数を導入したとされているが、その導出法や有用性につ
いての詳細な説明は少ない。またこのモデルは植物群落の成長
解析の研究に適用されており、動物の成長に対しては適用され
た事例が少ない。しかしながら、冪函数は相対成長に代表され

るように多くの生物現象を示すのに利用されており、r~w ダイ
アグラムにおける多様な成長様式を説明できれば、汎用性の高
い成長モデルになると考えられる。
　成長曲線の一般モデルは、上述したように時間を説明変数、
生物の大きさを目的変数とした形で示され、時系列の生物の大
きさの動態を提示できる。しかしながら、式の形から成長の構
造や役割を理解するのは難しい。また一般モデルは成長速度を
微分方程式とした時の解であるが、微分方程式の解を得るのは
困難なことも多く、複雑な成長構造を扱う場合この問題は大き
くなると考えられる。一方、w の関数である成長速度式は、式
の形が成長構造を説明しており、一般モデルよりも単純な形を
とりやすい。本報告では、この成長速度式を成長曲線の微分モ
デルとする。この微分モデルは時間を説明変数として持たない
が、近年取り扱いが容易になってきた数値積分を利用すること
により、時系列の生物の大きさの動態を表すことができる。
　しかしながら、成長曲線の微分モデルは時間を説明変数とし
て持たないため、時系列データである成長計測値に直接当ては
め、モデルパラメータを得るのが難しい。板野ら（2021）は、
進化戦略アルゴリズムと数値積分を併用したモデルへの当ては
め法（以降、EA 数値積分法と呼ぶ）を提案し、説明変数に時
間を持たない微分モデルを時系列データに当てはめ適切なパラ
メータを得ることが可能であることを示した。成長曲線の微分
モデルからパラメータを取得できれば、成長曲線の一般モデル
を導出することなく成長構造の解析が行える。しかしながら、
EA 数値積分法の適用例は少なくその有用性についてはさらな
る検討が必要である。
　そこで本研究では、r~w ダイアグラムに基づく冪関数成長曲
線の微分モデルの簡易な導出法を示し、式の構造と数値積分シ
ミュレーション試験からモデルの特徴と有用性について検討し
た。また、EA 数値積分法を利用し、冪函数成長曲線の微分モ
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要　約
　相対成長速度（r）と成長量（w）の関係図（r~w ダイアグラム）を利用することにより、冪関数を導入した成長曲線の微分モ
デルの特徴および、動物成長解析対する有効性について検討した。r~w ダイアグラムから導出した冪函数成長曲線の微分モデル
の式構造をいくつかの成長モデルと比較した。モデルパラメータを変化させて数値積分することにより、乳牛の成長を想定し
たシミュレーション分析を実施した。進化戦略アルゴリズムを伴う数値積分手法を使用し、微分モデルを乳牛の成長データに
適用した。このモデルにおいて、r は w を説明変数とした冪関数で説明されており、冪関数曲線の形に強く影響する b と、曲線
の水準に強く影響する c の２つのパラメータを持つ。また、b の正の数か負の数かに依存して成長様式は大きく２つに分類され
た。シミュレーション分析の結果は、このモデルが説明する r~w ダイアグラムにおける様々な関係により、多様な成長動態が
説明できることを示した。このモデルは、乳牛の成長データに上手く適用できることが示された。これらのことから、冪関数
を導入した成長曲線微分モデルは、動物の成長解析に有用な汎用性の高いモデルであることが推察された。
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デルに乳牛の体重のデータを適用した。

材料および方法

冪函数成長モデルの導出
　成長期間中の時間を t、与えられた t 時の生物の大きさを w、
相対成長速度を r、成長速度を dw/dt とおくと、これらの間に
は式１、式２の関係がある。

 . （1）

 . （2）

図１の r~w ダイアグラムに示すように、生物の時系列の成長
が S 字型となる場合、r は w の増加とともに減少する。この関
係を冪函数で説明できると仮定し、w = 0時の r（切片となる）
を c とおくと、r は w の関数として式３で表すことができる。

 . （3）

図１に示すように、b は r~w の曲線の湾曲に関与するパラメー
タで、b = 1で直線、0 <b< 1で凹曲線となり、b> 1で凸曲線
となる。w の極限値、すなわち最大成長量を K とするとその
時 r = 0となるので（図１）、式３の w に K を、r に0を代入す
ると式４となる。

 . （4）

式３に式４を代入し、式５を得る。

 . （5）

式２と式５から、式６を得る。

 . （6）

式４を a = － c/Kb に変換し式５に代入すると、式７となる。

 
. （7）

式２と式７から、式８を得る。

 
. （8）

式６もしくは式８が成長曲線の基本モデルとなり、式６は a、b、
K のパラメータを伴う微分モデルで、式８は b、c、K のパラメー
タを伴う微分モデルである。これらを数値積分することで時系
列の成長の動態を示せる。このうち、式８の式構造は多くの成
長モデルのそれと類似点が多く比較検討しやすいため、以降は
式８に基づき説明を行う。
　上述の式の構築は、b、c が正の数の条件で説明した。この
モデルを提案した篠崎のモデルも b>0の制限で示されている

（Hozumi 1989）。しかしながら、後述するように、b が負の数
の時を考慮することで、b が正の数の時とは異なる成長様式を
示すことが可能となる。そこで、b が正負どちらでも利用でき
る汎用性の高いモデルとして、式７と式８をそれぞれ式９と式
10の形に変更した。

 
. （9）

 
. （10）

モデル特性の解析
　冪関数成長モデルの特徴を検討するため、式９の r の式構造
お よ び パ ラ メ ー タ を、Logistic、Bertalanffy、Gompertz、
Richards の成長モデルのそれらと比較した。また最大成長速
度とそのときの w（変曲点）の式を導出し、同様に、他の成長
モデルのそれらと比較した。
　冪関数成長モデルの成長動態を解析するため、生時体重40 
kg BW、最大成長量700 kg BW の乳牛の体重の成長を想定し
て、c を0.005に固定した場合、および日最大成長速度を1 kg/
day に固定した場合の、b を変化させた時の r、成長速度、時
系列成長の動きをシミュレートした。時系列成長のシミュレー
ションは、RungeKutta4次法により式10を数値積分するプログ
ラムを解析ソフト R 上で作成し、実施した。

乳牛の体重成長への当てはめ
　EA 数値積分法を利用し、式10の冪関数成長曲線の微分モデ
ルを乳牛の時系列体重データに当てはめた。利用したデータは、
飼養標準にある乳牛の標準体重データ（農林水産省農林水産会
議事務局編、1999）および新潟大学農学部 FC 村松で飼養され
た乳牛３頭の体重計測値である。本モデルの当てはめには、
EA 数値積分法（板野ら、2021）のアルゴリズムにより、パラメー
タを６万世代変更させて数値積分することにより、最も計測
データに当てはまるパラメータを探索した。プログラムの作成
には解析ソフト R を使用した。
　 モ デ ル 精 度 を 検 討 す る た め、Logistic、Bertalanffy、
Gompertz、Richards 曲線の一般モデルを同じデータに当ては
め、比較した。当てはめには解析ソフト R の nls.lm 関数を用
いた Levenberg-Marquardt アルゴリズムを使用した。図１．r~w ダイアグラム。r は相対成長速度、w は成長量を示す。
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結果および考察

モデルの特徴
　本研究で提示した冪函数成長モデルの基本となるのは式６も
しくは式８である。これらの式は図１に示したように、r~w の
冪函数の関係から容易に構築することができる。式６は c を持
たず、式８は a を持たないが、式４に示すように a = － c/Kb

の関係にあり、どちらも同じ成長様式を表している。
　式３から解るように、b が正の数において、w = 0時の r は、
c と等しい。シミュレーション試験の結果は、r~w ダイアグラ
ムの関係が、この点を始点として b が０に近づくほど凹側に強
く湾曲し、b = 1で直線関係、b が１より大きくなるほど凸側に
強く湾曲した（図２（1））。一方、b が負の数における r~w ダイ
アグラムの関係は、r は w が０に近づくほど無限に大きくなる

（図２（2））。この時 b が大きい負の数となるほど、r は高い値
を示し湾曲は緩やかになった。
　このように、b は、r~w の湾曲の程度を示しており、成長の
構造を示す有用な指標である。また式10から解るように、b が
ある項の式（絶対値の中）により冪函数の曲線の形が決まる。
c はその乗数であることから、c は r の量的水準を示すパラメー
タであり、c が小さいほど r が小さくなる。ただし、b が正の
数か負の数かによって b と c の曲線に与える影響が異なること
から、成長の構造が異なると理解し、パラメータ値の評価も分
けて判定した方が良いと推察される。
　式４の a = － c/Kb の関係から、b を持たない基本モデルを
式11に示した。

  （11）

ただし、式11は、式６、式８に比べ式構造がわかりにくく、上
述したように r~w ダイアグラムの冪函数の有用な指標となる b
を持たない。

相対成長速度
　表１に示すように、冪函数成長モデルの r の式構造は
Gompertz 曲線を除く成長曲線のそれらとの間には類似性を
持った。ただし、Gompertz 曲線の r の式は、式12の b を限り
なく０に近づけた式に近似するため、同様に比較できる。

 
 （12）

これらの式は、c が関係する項と w/K（いくつかは b を含む）
を含んだ項から成立しており、c を含んだ項は r~w 曲線の水準
に関与し、w/K の項は r~w 関係の曲線の形に関与する。それゆ
え、表１の r の式構造を成長曲線間で比較することにより、冪
関数成長曲線の成長様式を把握できると考えられる。
　冪関数成長曲線において b = １の時 Logistic 曲線と同型とな
る。式12から、冪関数成長曲線が Gompertz 曲線に近似するの
は、b が負の数で０に近づき、c が Gompertz 曲線の c の－1/b
となる場合となる。Bertalanffy 曲線と一致するのは、b = －1/3
で、c が Bertalanffy 曲線の c の－３倍の時である。Richards
曲線と一致するのは、b が Richards 曲線の b より１小さく、c
が Richards 曲線の c の1/b 倍となる時である。このように、
冪関数成長曲線は、他の成長モデルの成長構造に対応でき、
Richards 曲線と同様に汎用性の高いモデルといえる。

変曲点と最大成長速度
　式10の成長速度を w で微分すると式13となる。

 
, 

 （b > 0の時 c' = c、b < 0の時 c' = － c）.（13）
変曲点が存在する場合、変曲点の w を w0とすると、その時最
大成長速度をとると仮定できる。すなわち、w = w0時に式13は
０となるので、式13から変曲点 w0は式14で表せる。

表１．５つの成長曲線モデルの式構造
モデル名 相対成長速度 成長速度 一般モデル 変曲点 備考

r = w (t) = w0 =

1. 冪函数 r w （b＋1）－1/b K b≠0，c > 0
Hozumi （1989）

2. Logistic r w 0.5K c > 0

3. Gompertz r w e －1K
c > 0

Winsor （1932）

4. Bertalanffy r w
c > 0

Bertalanffy （1957）

5. Richards r w b －1/（b －1）K
b≠1，c > 0

Richards （1959）

b と c：モデルパラメータ、w0： t 時の成長量、K：最大成長量、t ：時間。ただし、冪函数の一般モデルの c は、b が正の数のとき
c' = c、b が負の数のとき c' = － c となる。各成長曲線モデルは式の類似性を比較できる形で示した。
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, （b > －1）. （14）

最大成長速度を vmax とした時、vmax は式14を式10の w に代入し
式15の形で得られる。

 
, （b > －1）. （15）

式14から解るように、b ≤－1では変曲点 w0 は存在しない。また、
K に対する w0 の割合は b によってのみ変動する。上述したよ
うに、冪函数成長曲線が Logistic、Gompertz、Bertalanfy、

Richards の各成長曲線と一致する時の b との関係の条件下で、
各成長曲線の変曲点と一致する。この時、式14から解るように、
各成長曲線間の c の値の関係は変曲点の位置に関与しない。た
だし、式15から解るように、最大成長速度は、b だけでなく c
の値で変動し、c の値が大きいほど最大成長速度は大きくなる。

シミュレーション分析
　下記に示す条件下で、b を変動させた時の乳牛の成長の特性
を、図２に示した。
　図２（1）に示すように、c = 0.005の条件で b が正の数の時、
c は w = ０時の r となりその値は b が変動しても変化しなかっ

図２．�乳牛の成長を想定したシミュレーション分析。r は相対成長速度（kg/day/kg BW）、dw/dt は成長速度、w は体重（kg 
BW）、age は日齢（day）を示す。

（1）b が正の数の時、c = 0.005に固定して、b を変化させた時の、相対成長速度、成長速度、時系列体重の動態。
（2）b が負の数の時、c = 0.005に固定して、b を変化させた時の、相対成長速度、成長速度、時系列体重の動態。
（3） 式16（本文参照）により c を制御することで最大成長速度を1 kg/day に固定し、b を変化させた時の、相対成長速度、成長速度、

時系列体重の動態。
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た。成長速度の変曲点の w（最大成長速度に達する位置）は、
b が大きくなるほど高い値を示した。また、b が大きくなるほど、
成長速度は大きくなった。その結果、時系列の成長も大きく変
動し、b が小さいほどなだらかな成長を示した。
　図２（2）に示すように、c = 0.005の条件で b が負の数の時、
r は w = ０時の値を持たず、０に近づくほど増加した。この時、
b の値が小さくなるほど、r は大きくなった。また、b が小さ
くなるほど、成長速度の変曲点の w は小さくなり、b = －1で
成長速度と w の関係は直線関係となり、これ以上小さい場合
は変曲点を持たない。その結果、時系列の成長も大きく変動し、
b が０から－１に近づくほど、急激に成長する S 字型成長を示
し、b が－１以下では S 字型にはならない急速な成長を示した。
このうち、b = －1における成長曲線は、修正指数飽和曲線と
呼ばれる（山岸、1977；猪ら、1988）。
　図２（3）に示すように、最大成長速度を１kg/day に一致さ
せた場合、b と変曲点の位置関係はより明確になった。これは、
式15を式16のように変形し、vmax= 1と設定し、b を変動させる
ごとに c の値を算出すればよい。

 
, （b > －1）. （16）

ただし、b ≤－1における成長は変曲点を持たないため、式10を
利用し、w が０もしくはその近くで最大成長速度が１を取るよ
うに c を制御した。この結果、r~w ダイアグラムの関係におい
て、r は狭い範囲において多様な曲線を示した。また、b は成
長速度における変曲点の位置を明確に示し、b が正負に関係な
く、大きくなるほど変曲点が大きくなることを示した。結果と
して、多様な時系列の成長が示された。
　以上のシミュレーション分析の結果から、b は変曲点を決め
る大きな指標であるが、時系列の成長動態は、b が正の数か負
の数かで大きく異なることが示された。冪函数成長曲線はどち
らのタイプの成長にも対応できることから、多様な動物の成長
解析に利用できることが示唆された。

乳牛の体重成長データへのモデルの適用
　表２に乳牛の時系列体重データを冪函数成長曲線および、比
較した４つの成長曲線に当てはめた時の、推定される成長指標

（最大成長量、変曲点、 最大成長速度）と、推定精度として二
乗平均平方根誤差（RMSE）を示した。比較した成長曲線の中
で、Logistic 曲線は、すべての乳牛データで当てはまりが最も
低く、この曲線は乳牛の体重の成長解析には利用しにくいと考
えられる。冪函数成長曲線は、推定精度の点では、比較したモ
デルより１点を除き、最も高い推定精度を示した。また、成長
指標は、Gompertz もしくは Richards の成長指標に近い傾向
があり、Bertalanffy の成長指標と少し離れる傾向を示した。板
野ら（1992）は、乳牛の成長曲線として Gompertz 曲線が利用
できることを示した。Brown et al.（1976）は肉用牛の成長に
は Richards 曲線が最もよく当てはまることを示した。和田ら

（1983）は黒毛和種の成長曲線には Bertalanffy 曲線が当てはま
るとした。このように、牛の適正な成長曲線に対して様々な結
果が示されているが、冪函数成長曲線や Richards 曲線は、多
様な成長様式に利用できる汎用性の高さから、牛の成長解析に
利用しやすいと考えられる。

まとめ

　本研究では、冪関数成長モデルを、r~w ダイアグラムの関係
に基づいた微分モデルの形で紹介し、その特徴と動物の成長解
析への適用について検討した。時間を説明変数とする一般成長
曲線モデルと異なり時間変数を持たないため、直接時系列の成
長データに当てはめ難いという欠点を持つ。しかし、この形は
成長構造を検討しやすく、他の成長モデルとの違いを比較しや
すい。今後さらに複雑な成長構造の解析への進展も期待できる。
シミュレーション分析を行うことで、冪関数成長曲線の微分モ
デルは、乳牛の体重を想定した多様な成長動態を把握できるこ
とが示された。さらに EA 数値積分法を適用することで、微分
モデルの形のまま乳牛の体重成長の時系列データに当てはめら

表２．乳牛の体重データを各成長曲線に適用し算出された成長指標値およびモデル精度
使用

データ
成長曲線

冪函数 Logistic Gompertz Bertalanffy Richards
飼養標準 K 667.9 591.5 646.4 691.7 679.2

wo 232.9 295.7 237.8 204.9 213.4
Vmax 0.817 0.975 0.847 0.801 0.811

RMSE 5.51 25.51 8.18 7.60 6.19
No.1 K 621.9 602.5 622.7 639.0 623.7

wo 204.2 301.2 229.1 189.3 226.4
Vmax 1.090 1.259 1.071 1.018 1.066

RMSE 36.56 39.54 36.68 37.54 36.68
No.2 K 661.6 643.0 669.7 691.3 669.7

wo 241.5 321.5 246.4 204.8 246.4
Vmax 0.953 1.105 0.935 0.886 0.935

RMSE 42.82 46.00 43.09 44.22 43.09
No.3 K 730.6 701.2 729.1 747.9 739.2

wo 273.8 350.6 268.2 221.6 242.9
Vmax 0.854 1.005 0.925 0.918 0.918

RMSE 51.05 56.51 51.43 50.18 50.63
K：最大体重（kg BW）、wo：変曲点体重（kg BW）、Vmax：最大成長速度（kg/day）、RMSE：二乗平均平方根誤差（kg）
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れることが示された。これらの知見から、冪関数成長曲線の微
分モデルは、牛等の大型家畜の成長解析に利用できる汎用性の
高いモデルであると推察される。
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A differential growth curve model with a power function based on the r~w diagram 
and its application to dairy cow growth analysis
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Summary
We investigated the characteristics of the differential growth curve model which introduced the power function to 

demonstrate its effectiveness for animal growth analyses using the relationship diagram between the relative growth rate (r) 
and biological growth (w) (r~w diagram). The differential model of the power function growth curve was derived from the r~w 
diagram, and the formula was compared with several growth models. A simulation analysis of the growth dynamics of dairy 
cows was performed by numerical integration of various model parameters. The differential growth curve model was fitted 
to the dairy cow growth data using a numerical integration method with an evolutionary strategy algorithm. In this model, r 
was explained by a power function and w as an explanatory variable, with parameters b, which strongly affects the shape of 
the power function curve, and c, which strongly affects the level of the curve. In addition, growth was roughly classified into 
two patterns depending on whether b was positive or negative. The results of the simulation analysis showed that this model 
explained diverse growth dynamics using various relationships in the r~w diagram. This model was successfully applied to 
the growth of dairy cows. Taken together, we inferred that the differential power function growth model is a versatile model 
that is useful for animal growth analyses.
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