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第 1章

導入

素粒子の標準模型は多くの高エネルギー実験の結果を精度良く説明する模型である。そこで，より高いエネル
ギーまで標準模型が適用できるかどうかを考える。くりこみ群を用いて標準模型をより高いスケールまで外挿する
と，中間スケール (∼ 1011GeV)付近で Higgs 4点結合が 0となることが知られている [1–3]。Higgs 4点結合が 0

となると真空が不安定となってしまうことから，この中間スケール付近で，標準模型を超える新しい模型に切り替
わることが期待される。Higgs 4点結合が 0となることを予言する模型として，ゲージ・ヒッグス統一模型 [4–7]と
ディラック・ゲージーノ模型 [8–12]の２つが知られている。
ゲージ・ヒッグス統一模型 [4–6]は余剰次元模型の１種である。余剰次元模型とは，我々のよく知っている 4次

元時空に加えて，余分な空間次元を考える模型である。余剰次元を考える動機として一般には，階層性問題の解決，
重力法則の変更，naturalness概念の変更，対称性の破れの新しいメカニズム，などが知られている。ゲージ・ヒッ
グス統一模型では，電弱対称性の破れのメカニズムとして，細谷機構 [13–16]を考える。細谷機構は，ゲージ場の余
剰次元方向成分のゼロモードが非自明な真空期待値 (vacuum expectation value, VEV) を持つことで対称性を破
る。言い換えると，ゲージ場の余剰次元方向成分がヒッグス場と同定される。コンパクト化のスケールより高いエ
ネルギーでは，ヒッグス場はゲージ場の一部となるため，自己結合を持たない。したがって，コンパクト化のスケー
ルを中間スケールに取ることで，ヒッグス場の 4点結合が 0になることが自然に予言される [7]。4次元有効理論で
のくりこみ群方程式の言葉でいうと，コンパクト化のスケール (ここでは中間スケール)で 4点結合が 0になるとい
う境界条件 (ゲージ・ヒッグス条件 [17, 18])を考えることになる。
ディラック・ゲージーノ模型 [8–10]は超対称模型の１種である。超対称性とは，ボソンとフェルミオンを入れ替

える対称性のことである。例えば，ゲージボソンの超対称パートナーはゲージーノと呼ばれる随伴表現フェルミ
オンである。標準模型を最小限に超対称化した模型は最小超対称標準模型 (Minimal Supersymmetric Standard
Model, MSSM)と呼ばれる。MSSMではゲージーノの質量としてMajorana質量を仮定するが，ディラック・ゲー
ジーノ模型では Dirac 質量を仮定する。ゲージーノに Dirac 質量を持たせるために，ゲージーノのディラックパー
トナーと，その超対称パートナーである随伴表現のスカラー場が新たに導入される。また，Dirac 質量項を生成す
る supersoft項 [10]の存在を仮定する。超対称模型ではヒッグス場を含むスカラー 4点結合はD項の寄与によって
生成されるが，ディラック・ゲージーノ模型では，新しく導入された随伴スカラー場が D 項の寄与を相殺する。し
たがって，ディラック・ゲージーノが現れるスケールを中間スケールと同定することで，Higgs 4点結合が 0になる
ことが予言される [11, 12]。
また，ディラック・ゲージーノ模型は TeVスケールの模型としても利点がある。例えば，“supersoft性”[10]や

“supersafe性”[19, 20]と呼ばれる性質をもつ。supersoft性とは，スカラー質量に対する輻射補正において発散が相
殺し，有限となる性質である。この性質によって，スクォークを軽く保ったまま，ゲージーノを重く取ることができ
る。supersafe性とは，重いディラックグルイーノを考えることでグルイーノやスクォークの生成が抑制されるとい
う性質であり，超対称性が破れるスケールに対する制限が緩和されるという利点がある [21, 22]。また，supersoft
項や Dirac 質量の起源や関連する問題については文献 [23–26]で議論された。一方，中間スケールシナリオで重要
であった D 項の相殺は，TeVスケールの模型としては Higgs粒子の質量を再現することが難しくなるという問題
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につながる。この問題の解決策は，R対称な模型 [27–29]や next-to-minimalな R対称模型 [30]に基づいて提案さ
れた。
ディラック・ゲージーノ模型は様々な文脈で興味を持たれている一方で，模型の仮定である随伴表現場と supersoft

項の起源や大統一理論 (grand unified theory, GUT)[31–35]への埋め込みなど，現実的な模型構築のための課題が
ある。本研究では，この課題について取り組む。
軽い随伴表現場を予言する大統一模型として，グランドゲージ・ヒッグス統一模型 [36–39]がある。この模型は，

上で述べたゲージ・ヒッグス統一模型と同様に，余剰次元を仮定する模型であり，余剰次元が S1/Z2 オービフォル
ドとなっている 5次元時空を考える。上で述べたゲージ・ヒッグス統一模型が電弱対称性の破れに対して細谷機構
を適用するのに対して，グランドゲージ・ヒッグス統一模型では，細谷機構を Georgi-Glashowの SU(5)ゲージ対
称性 [31]に対して適用する。細谷機構を用いて SU(5)を SU(3)× SU(2)× U(1)に破るためには，ゲージ場の余
剰次元方向成分のうち，SU(3)× SU(2)× U(1)随伴表現のスカラー場がゼロモードを持つ必要がある。そのため
に，対角埋め込み法 [40–47]という方法を用いる。この方法では、２つの SU(5)を導入し、それらの入れ替え対称
性を課すことで，対角部分群を得る。このとき、SU(3)× SU(2)× U(1)随伴スカラー場はゲージ場の余剰次元方
向成分のゼロモードとして得られる。この随伴スカラー場はツリーレベルではポテンシャルが平坦となるため，量
子補正によって真空の位置が決まる。一般に，ゼロモードのポテンシャルと質量はコンパクト化のスケール程度の
輻射補正を受ける。一方で，超対称化した模型を考えると，ゼロモードの質量はコンパクト化のスケールより十分
小さい超対称性の破れのスケールMSB 程度になる。したがって，超対称化したグランドゲージ・ヒッグス統一模型
は軽い随伴表現のカイラル超場を予言する。また，軽い Higgs 2重項を自然に実現することができるため，大統一
理論における微調整問題の１つである二重項・三重項分離 (Doublet-Triplet splitting, DT分離)問題を自然に解決
するという利点もある [38]。
なお，ゲージ・ヒッグス統一模型の文脈でゲージ対称性の大統一を考える模型は上述のグランドゲージ・ヒッグ

ス統一模型の他にも，いくつかの模型が提案されている [48–53]。上述のグランドゲージ・ヒッグス統一模型との違
いは，細谷機構を適用する対称性である。これらの模型では，大統一の対称性はオービフォルドの境界条件 [54–59]
で破り，細谷機構は電弱対称性の破れ [48–52]，またはゲージ群のランクを下げること [53]に使われる。
本研究では，(超対称化した)グランドゲージ・ヒッグス統一模型が予言する軽い随伴表現場を，ディラック・ゲー

ジーノ模型で必要となる随伴表現場と同定する。さらに，5次元の理論から出発したことで，ゲージーノの Dirac
質量を生成する supersoft項が一種の超対称チャーン・サイモン (Chern-Simons, CS)項 [60]と見なすことができ
ることを示す。そのために，グランドゲージ・ヒッグス統一模型に対する拡張を考える。１つ目の拡張は，超対称
性の破れに対応する U(1)D ゲージ対称性を追加することである。２つ目の拡張は，CS項を生成するために 5次元
フェルミオンを導入し，SU(5)の入れ替え対称性を破るような質量項を仮定することである。
本研究で考える CS項は，5次元フェルミオンの “アノマリー”を通じて生成される CS項である。supersoft項に

対応する CS項は SU(5)と U(1)を混ぜるような CS項であり，SU(5)の入れ替え対称性を破るような組み合わせ
になっている。実際の計算は簡単のために U(1) の場合について行う。CS 項の係数はオービフォルド上のアノマ
リーと密接に関連しており，本論文では２通りの計算方法を説明する。１つ目の方法はアノマリー流入 [61]を用い
た方法である。5次元バルクにはアノマリーが存在せず、オービフォルドの境界上に局在することが知られている
[62]。masslessゼロモードがバルクに広がって分布していると，ゼロモードが生成するアノマリーも同じようにバ
ルクに広がるため，バルクのアノマリーを打ち消すように CS項が生成される。つまり，ゼロモード波動関数の形か
ら CS項の係数を決めることができる。２つ目の方法は，カルーツァ・クライン (Kaluza-Klein, KK)モードを積分
し，三角グラフを直接評価する方法である [63, 64]。この方法では CS項の係数は KKモード波動関数の足し上げ
として得られる。また，これら２つの方法で得られた係数が一致することを示す。最後に，得られた係数からゲー
ジーノの Dirac 質量のスケールを概算する。
本論文の構成は以下の通りである。まず第 2 章では，超対称性や MSSM について手短に紹介してから，ディ

ラック・ゲージーノ模型についてレビューする。特に，模型の仮定である SU(3) × SU(2) × U(1) 随伴表現場や
supersoft 項についてまとめる。また、模型の特徴的な性質である supersoft性やD項の相殺について触れる。第 3
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章では，余剰次元模型を考えるために必要となる S1 コンパクト化と S1/Z2 オービフォルド化について紹介する。
その上で、軽い随伴表現場を予言するグランドゲージ・ヒッグス統一模型についてレビューする。また、模型の特
徴である DT分離問題の回避について簡単に紹介する。第 4章では，supersoft項が１種の CS項と考えられること
を示す。その上で，バルクフェルミオンを導入し，このフェルミオンのアノマリーが生成する CS項の係数を２通り
の方法で計算する。最後に、第 5章でまとめと今後の展望について述べる。付録 Aでは、オービフォルドを構成す
る Z2 変換と境界条件についての補足をする。付録 Bでは、S1/Z2 オービフォルド上の U(1)理論のセットアップ
をまとめた上で、変形された CS項の計算を紹介する。付録 Cでは、藤川の方法に基づいて、S1/Z2 オービフォル
ド上のアノマリーを導出する。そのための準備として、4次元のカイラルアノマリーについてレビューする。付録 D
では、CS項の係数に現れる関数が Green関数と見なせることを議論する。付録 Eでは、ゼロモードのアノマリー
から CS項の係数を決める方法についての補足をする。
なお，本論文は文献 [65]を参考にしている。
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第 2章

ディラック・ゲージーノ模型

この章では，ディラック・ゲージーノ模型についてレビューする。まず，超対称な場の理論を記述するのに必要な
超場を導入し，これを用いて，超対称性をもつラグランジアンの構成法を説明する。次に，標準模型を最小限に超
対称化した MSSM について粒子の種類や量子数など最小限の内容をまとめる。これらのレビューは文献 [66, 67]
に基づき，記法は基本的に文献 [66]に従う。最後に，MSSMの拡張であるディラック・ゲージーノ模型について，
模型の基本的な仮定と利点や課題をまとめる。

2.1 超対称性
ボソンとフェルミオンを入れ替える変換を超対称変換という。超対称変換の生成子 Qα はスピノールで，次の超

対称代数を満たす: {
Qα, Q̄α̇

}
= 2(σµ)αα̇Pµ , {Qα, Qβ} =

{
Q̄α, Q̄β

}
= 0 . (2.1)

生成子 Q を微分演算子として表現するために，反可換な Grassmann 座標 θα を導入する。座標 (xµ, θα, θ̄α̇) で表
される空間を超空間と呼び，この座標で表される場を超場という:

Ψ(x, θ, θ̄) = G(x, θ, θ̄)Ψ(0, 0, 0)G−1(x, θ, θ̄) , G(x, θ, θ̄) = exp
(
ixµPµ + iθαQα + iθ̄α̇Q̄

α̇
)
. (2.2)

ここで Ψ(x, θ, θ̄) は超場，G(x, θ, θ̄) はユニタリー演算子である。微小変換を考えて，そこから Q の関数上の表現
を読み取っていく。超場 Ψ(x, θ, θ̄) に微小変換に対応するユニタリー演算子 G(ε, η, η̄) を作用させたときに，超場
Ψ(x, θ, θ̄)が

G(ε, η, η̄)Ψ(x, θ, θ̄)G−1(ε, η, η̄) = Ψ(x+ δx, θ + δθ, θ̄ + δθ̄) (2.3)

と変換するとする。このとき，左辺に現れるユニタリー演算子の積G(ε, η, η̄)G(x, θ, θ̄)から，座標の変化 (δx, δθ, δθ̄)

が読み取れる。G(ε, η, η̄)G(x, θ, θ̄) は次のように計算できる:

G(ε, η, η̄)G(x, θ, θ̄) = exp
{
i(x+ ε)P + i(θ + η)Q+ i(θ̄ + η̄)Q̄

+
[
(iεP + iθQ+ iθ̄Q̄) , (ixP + iθQ+ iθ̄Q̄)

]
+ · · ·

}
= exp

[
i(x+ ε+ iησθ̄ − iθση̄)P + i(θ + η)Q+ i(θ̄ + η̄)Q̄

]
= G(x+ ε− iησθ̄ + iθση̄ , θ + η , θ̄ + η̄) . (2.4)

ここで，１つ目の等式では Hausdorff の公式 eAeB = exp
(
A+B + 1

2 [A,B]
)
+ · · · を用いた。２つ目の等式では，

反交換関係 (2.1) や，P が Q ，Q̄ と可換であることを用いた。したがって，超空間座標 (x, θ, θ̄) の無限小超対称
変換は，

δx = ε− iησθ̄ + iθση̄ , δθ = η , δθ̄ = η̄ (2.5)
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と読み取れる。これを用いて，式 (2.3) の右辺をテイラー展開する:

Ψ(x+ δx, θ + δθ, θ̄ + δθ̄) =

[
1 + (εµ − iησµθ̄ + iθσµη̄)

∂

∂xµ
+ ηα

∂

∂θα
+ η̄α̇

∂

∂θ̄α̇

]
Ψ(x, θ, θ̄) . (2.6)

ただし Grassmann 数の微分は左微分とする。一方，式 (2.3)の左辺は，無限小変換の生成子との交換関係で

G(ε, η, η̄)Ψ(x, θ, θ̄)G−1(ε, η, η̄) =
(
1− iεP + iηQ+ iη̄Q̄

)
Ψ(x, θ, θ̄)

(
1 + iεP − iηQ− iη̄Q̄

)
= Ψ(x, θ, θ̄) + [−iεP,Ψ] + [iηQ,Ψ] +

[
iη̄Q̄,Ψ

]
(2.7)

と表される。したがって，次の交換関係が導ける:

[Pµ,Ψ] = −i∂µΨ , (2.8a)

[Qα,Ψ] = −
[
i
∂

∂θα
− (σθ̄)α

∂

∂xµ

]
Ψ , (2.8b)

[
Q̄α̇,Ψ

]
= −

[
−i ∂

∂θ̄α̇
+ (θσµ)α̇

∂

∂xµ

]
Ψ . (2.8c)

式 (2.8a)から，Pµ = i∂µ がわかる。同様に，超対称変換の生成子 Qα と Q̄α̇ は次のように読み取れる:

Qα = i
∂

∂θα
− (σµθ̄)α

∂

∂xµ
, Q̄α̇ = −i ∂

∂θ̄α̇
+ (θσµ)α̇

∂

∂xµ
. (2.9)

また，後のために，Qα，Q̄α̇ と反可換な微分演算子

Dα =
∂

∂θα
− i(σµθ̄)α

∂

∂xµ
, D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ i(θσµ)α̇

∂

∂xµ
(2.10)

を導入する。ここで定義された Dα , D̄α̇ は超共変微分と呼ばれる。
一般の超場は θ と θ̄ の展開式として次のように書くことができる:

Ψ(x, θ, θ̄) = A(x) + θψ(x) + θ̄η̄(x) + θ2B(x) + θ̄2C(x) + θσµθ̄Aµ(x) + θ2θ̄χ̄(x) + θ̄2θξ(x) + θ2θ̄2D(x) . (2.11)

しかし成分が多く，超 Poincaré 代数の既約表現ではない。そこで，超対称性と両立する拘束条件で制限する。

■カイラル超場 次の条件を満たす超場をカイラル超場という:

D̄α̇Φ = 0 . (2.12)

この条件を満たす一般的な Φ の形を考えるために，

xµ −→ zµ = xµ − iθσµθ̄ (2.13)

のように座標を取り替える。この zµ を固定すると，超共変微分は D̄α̇ = −∂/∂θ̄α̇ と書ける。式 (2.12)から，Φ は
θ̄ を含まない項のみが残る。したがって，一般のカイラル超場は次のように書ける:

Φ(z, θ) = φ(z) +
√
2θαψα(z) + θ2F (z) . (2.14)

ここで，φ(z) は複素スカラー場，ψ(z) はWeyl スピノール，F (z) は補助場である。

■ベクトル超場 次の条件を満たす超場をベクトル超場（または，実超場）という:

V † = V . (2.15)

一般的に書き下すと成分が多いが，Wess-Zumino ゲージ [66]をとると，

V = (θσµθ̄)Aµ(x) + θ2θ̄λ̄(x) + θ̄2θλ(x) +
1

2
θ2θ̄2D (2.16)

と書ける。ここで，Aµ(x) はゲージ場，λ(x) はゲージーノ，D(x) は補助場である。
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ゲージ場の強さ F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + fabcAbµA

c
ν を含む超場は次のカイラル超場で与えられる:

Wα = −1

4
D̄2

[
1

2
e−2VDαe

2V

]
= λα + θαD +

i

2
(σµνθ)αFµν − iθ2( /Dλ̄)α . (2.17)

超対称変換の生成子の表式 (2.9)より，カイラル超場 (2.14)の F 項, およびベクトル超場 (2.16)の D 項に対する
超対称変換は全微分形であることがわかる。

2.1.1 ラグランジアン

一般的な超場の D 項と，カイラル超場の F 項の超対称変換は全微分になる。したがって，超対称変換の下で不
変なラグランジアンは D 項と F 項を用いて書くことができる:

L =

∫
d2θd2θ̄Φ†e2V Φ+

[∫
d2θ

1

4g2
tr(WαWα) +

∫
d2θW (Φ) + h.c.

]
. (2.18)

ここで，Φ はカイラル超場，V はベクトル超場とした。第１項は極小な Kähler ポテンシャルと呼ばれるもので，カ
イラル超場の運動項を含む。第２項は超対称な Yang-Mills 作用でゲージ場の運動項を含む。第３項は超ポテンシャ
ルで，湯川相互作用などを表す。

■Kähler ポテンシャル∫
d2θd2θ̄ Φ†e2V Φ = |(∂µ − iAµ)φ|2 + ψi (/∂ − i/A) ψ̄ + |F |2 +

√
2
[
(ψ̄λ̄)φ+ (λψ)φ†

]
+ φ†Dφ . (2.19)

Kähler ポテンシャルを成分場で表すと，ゲージ場と結合した物質場の運動項が含まれていることがわかる。ここで
はゲージ結合定数を省略したが，復活させるときは，V → gV のようにすればよい。一方，F は運動項を持たない
補助場であることが分かる。

■超対称 Yang-Mills 作用∫
d2θ

1

4g2
tr(WαWα) + h.c. =

1

g2
tr

[
−1

4
FµνF

µν − λi /Dλ̄+
1

2
D2

]
. (2.20)

これは成分場で書き下すと，確かにゲージ場の運動項を含む。また，D は運動項を持たないことから，F と同様に
補助場である。

2.1.2 R対称性

超対称なラグランジアンは R 対称性と呼ばれる大域的な U(1)R 対称性をもつ。(連続)R 対称性は Grassmann
座標 θ，θ† に対する次のような変換によって定義される:

θ → eiαθ , θ† → e−iαθ† . (2.21)

θ，θ† はそれぞれ R荷 +1，−1 を持つ。ここで，αは変換パラメータである。このとき，超対称変換の生成子の変
換性は

Q→ e−iαQ , Q̄→ eiαQ̄ (2.22)

となる。つまり，Q，Q̄はそれぞれ R電荷 −1，+1を持つ。Q，Q̄は R対称性の生成子とは交換せず，次のような
交換関係

[R,Q] = −Q
[
R, Q̄

]
= Q̄ (2.23)

を満たす。したがって，超場に含まれる各成分場は異なる R荷を持つ。
R荷 rΦ のカイラル超場 Φ = (φ, ψ, F )の各成分の R荷はそれぞれ rΦ，rΦ − 1，rΦ − 2 である:

φ→ eirΦαφ , ψ → ei(rΦ−1)αψ , F → ei(rΦ−2)αF . (2.24)
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一方，ベクトル超場は実なので，R荷を持たない。Wess-Zuminoゲージでは

Aµ → Aµ , λ→ eiαλ , D → D (2.25)

となる。各成分の R荷はそれぞれ 0，1，0である。
ゲージーノは R 荷 +1を持つことから，ゲージーノのMajorana質量項Mλλλは U(1)R を破ることが分かる。

言い換えると，R対称な模型を考えると，ゲージーノの質量としてMajorana質量を考えることはできない。

2.2 最小超対称標準模型
最小超対称標準模型 (Minimal Supersymmetric Standard Model, MSSM) では，標準模型の各粒子に対して超

対称パートナーを導入する。ラグランジアンは標準模型を超対称化したものに加えて，超対称性をソフトに破る項
を含む。

■MSSMの場 MSSM に含まれる物質，ゲージ場を列挙する:

ボソン フェルミオン
スクォーク q̃ =

(
ũL

d̃L

)
, ũcR , d̃cR ,

スレプトン l̃ =

(
ν̃L

l̃L

)
, ẽcR ,


クォーク q =

(
uL

dL

)
, ũcR , d̃cR ,

レプトン l =

(
νL

lL

)
, ẽcR ,

グルーオン g ,

ウィークボソン W , Z ,

フォトン γ ,


グルイーノ g̃ ,

ウィーノ W̃ , Z̃ ,

フォティーノ γ̃ ,

ヒッグスボソン

Hu =

(
H+
u

H0
u

)
,

Hd =

(
H0
d

H−
d

)
,



ヒッグシーノ

H̃u =

(
H̃+
u

H̃0
u

)
,

H̃d =

(
H̃0
d

H̃−
d

)
.

これらの量子数を表 2.1 にまとめる。

表 2.1 量子数

超場 SU(3) SU(2) U(1)

Q 3 2 1
6

ucR 3̄ 1 − 2
3

dcR 3̄ 1 1
3

L 1 2 − 1
2

ecR 1 1 1

Hu 1 2 1
2

Hd 1 2 − 1
2

■超対称性のソフトな破れ 超対称パートナーの粒子はお互いに同じ質量，同じ内部量子数を持つが，現実には同
じ質量をもつボソンとフェルミオンの組は見つかっていないため，超対称性は現実では破れている。超対称性をソ
フトに破る項として，通常よく用いられるものは次のように書くことができる:

Lsoft = −
1

2
(Mλλ

aλa + h.c.)− (m2)ijφ
†
iφj +

[
− 1

3!
(yA)ijkφiφjφk − (Bµ)H1H2 + h.c.

]
. (2.26)
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ここで，Mλ はゲージーノのMajorana 質量，m2 はスカラー場のソフト質量，A はスカラー場の３点結合，B は
スカラー場の２点結合である。

2.3 ディラック・ゲージーノ模型
ディラック・ゲージーノ模型は，MSSMの拡張模型の１つである [10]。本節では模型の基本的な仮定と，模型の

性質や課題についてまとめる。
ゲージーノ λa (a = 1, 2, 3) とはゲージボソン Aaµ の超対称パートナーである SU(3) × SU(2) × U(1) 随伴表

現のフェルミオンであった。MSSM ではゲージーノは Majorana 質量を仮定していたが，ディラック・ゲージー
ノ模型ではゲージーノが Dirac 質量を持つことを考える。そのために，各ゲージーノの Dirac パートナーとなる
SU(3)× SU(2)× U(1) 随伴表現フェルミオン χa を新しく導入し，ゲージーノが Dirac 質量

LDirac = −mDλ
aχa + h.c. (2.27)

を持つことを仮定する。この χa はカイラル超場 Φa

Φa(x, θ) = φa(x) +
√
2θαχaα(x) + · · · (2.28)

に埋め込まれているとする。φa は随伴スカラー場であり，χa の超対称パートナーである。
ディラック・ゲージーノ模型では，隠れたセクター U(1)D の D 項の VEV〈DD〉によって超対称性が破れること

を仮定する。さらに，メッセンジャーセクターを積分することで次の “supersoft”項

Lsupersoft =

√
2

ΛD

∫
d2θWα

DW
a
αΦa + h.c. (2.29)

が生成されることを仮定する。ここで ΛD はカットオフスケール，Wα
D は隠れたセクター U(1)D ゲージ場の強さ

の超場である。超対称性が破れると，〈Wα
D〉 = θα 〈DD〉 6= 0 となる。W a

α は SU(3)× SU(2)×U(1) ゲージ場の強
さ超場，Φa は随伴表現のカイラル超場である。supersoft 項は SU(3) × SU(2) × U(1) ゲージ不変であり，かつ
超対称な相互作用となっている。以上，ディラック・ゲージーノ模型における仮定をまとめると，(i)ゲージーノの
Dirac パートナーを含む随伴表現場 Φa の導入，(ii)ゲージーノの Dirac 質量項を含む supersoft項，(iii)隠れたセ
クター U(1)D による超対称性の破れ，の３つである。

supersoft 項を導入したことによる効果として，ゲージーノの Dirac 質量 mD を生成すること，随伴スカラーの
実部が質量 2mD を持つこと，随伴スカラーを含む新しいスカラー３点結合，の３つがある。これらを順に確認し
ていく。supersoft 項 (2.29) に期待値 〈Wα

D〉 = θα 〈DD〉 を代入すると，
√
2

ΛD

∫
d2θθα 〈DD〉W a

αΦa + h.c. =

√
2

ΛD

∫
d2θθα 〈DD〉

[
θαD

aφa + λaα
√
2θβχaβ + · · ·

]
+ h.c.

= −mD

(
λaχa + h.c.

)
+
√
2mDD

a(φa + φa†) (2.30)

となり，第１項にゲージーノの Dirac 質量項 (2.27)が現れる。ここで，Dirac 質量 mD は

mD =
〈DD〉
ΛD

(2.31)

と定義した。また，第２項には随伴スカラー場の実部のみが現れている。そこで，実スカラー場 σa と πa を用いて
複素スカラー場 φa を

φa =
1√
2
(σa + iπa) (2.32)

と書くことにする。次に，ラグランジアンの中で補助場 Da を含む項を考える:

L =
1

2
(Da)2 +Da

(
Φ†gT aΦ

)
+ 2mDD

aσa − δm2
φ|φa|2 . (2.33)
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ここで、Φは基本表現のスカラー場とする。第１項は補助場の運動項，第２項は Kähler ポテンシャルの D 項であ
り，第３項は 式 (2.30) の第２項で，supersoft項に含まれる項である。最後の項は随伴スカラー場 φa のソフトな
質量項であり，Da を含まない項であるが，後のために手で加えた。式 (2.33) から補助場を消去したものを有効ポ
テンシャル Veff とする。平方完成をすると

L =
1

2

(
Da +Φ†gT aΦ+ 2mDσ

a
)2 − 1

2

(
Φ†gT aΦ+ 2mDσ

a
)2 − 1

2
δm2

φ

(
σ2
a + π2

a

)
(2.34)

となるため，有効ポテンシャルは次のように書ける:

Veff =
1

2

(
Φ†gT aΦ

)2
+ 2mDσ

aΦ†gT aΦ+
1

2
(2mD)

2σ2
a +

1

2
δm2

φ

(
σ2
a + π2

a

)
. (2.35)

第２項に新しいスカラー３点結合が現れている。また，第３項が随伴スカラー場の実部 σa の質量項で，ソフト質
量 δm2

φ = 0 のとき mσ = 2mD になっている。これらは supersoft 項の効果で現れたものである。また，このとき
の随伴スカラー場の虚部 πa の質量は mπ = 0 である。第１項は通常のD項ポテンシャルである。最後の項は手で
加えたソフト質量の効果である。最後のソフト質量項を入れて考えると，随伴スカラー場の質量

m2
σ = 4m2

D + δm2
φ , m2

π = δm2
φ (2.36)

が得られる。
結局，ディラック・ゲージーノ模型における基本的な仮定は次の３つにまとめることができる:

• ゲージーノの Dirac パートナーを含む随伴カイラル超場
• Dirac質量を生成する supersoft項
• U(1)D の D 項による超対称性の破れ

さらに，２つ目の仮定である supersoft 項を導入したことによる効果として，Dirac質量の生成，随伴スカラーを
含む新しい３点結合，随伴スカラー場の質量の生成を確認した。次に，これらの効果によってどのような利点が生
まれるのかを見ていく。特に，新しいスカラー３点結合の効果が supersoft 性という重要な性質をもたらすことを
確認する。

2.3.1 ディラック・ゲージーノ模型の性質

本節ではディラック・ゲージーノ模型の特徴的な性質である supersoft性と D 項の相殺についてレビューする。
また，TeVスケールの模型としての利点と，中間スケールの模型としての利点について簡単にまとめる。

supersoft性 [10]とは，スカラー質量に対する輻射補正が有限になるという性質である。supersoft項 (2.29)は超
対称かつゲージ不変な相互作用であった。もしこの項がスカラーのソフト質量に対して，発散する補正を生成する
ならば，発散を相殺する超対称かつゲージ不変な相殺項が書けるはずであるが，実はそのような項は書けないこと
が分かる。したがって，スカラーのソフト質量に対する輻射補正は有限であると言える。
スカラーのソフト質量に対する輻射補正が有限であることを１ループの場合について具体的に確かめてみる。ま

ず，ゲージボソンループは２通りのダイアグラムが書ける:

Aµ

q̃
= g2T aijT

b
jk

∫
d4k

(2π)4i

δab

m2
q̃ − k2

kµ
−gµν + (1− α) kµkν

m2
q̃
−k2

−k2
kν , (2.37a)

Aµ

= g2(T aT a)ij

∫
d4k

(2π)4i

−gµν + (1− α)kµkνk2

m2
q̃ − k2

gµν . (2.37b)

これら２つを足したものを
(
−δm2

q̃

)
gauge

と表すと，

(
−δm2

q̃

)
gauge = g2C2(R)δij

∫
d4k

(2π)4i

[
3

−(m2
q̃ − k2)

+
−4 + 1− α
−k2(m2

q̃ − k2)
m2
φ

]
(2.38)
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と書ける。被積分関数の第１項が２次発散，第２項が対数発散している。次に，スフェルミオンのループを考える。
スフェルミオンループも２通りのダイアグラムが考えられる。φT aφ† の縮約の取り方の違いは，補助場の飛び方に
対応している:

q̃

D
= g2(T a)ik(T

b)lj
δab

−1

∫
d4k

(2π)4i

δkl
(m2

q̃ − k2)

= g2C2(R)δij

∫
d4k

(2π)4i

−1
(m2

q̃ − k2)
. (2.39a)

一方，生成子がトレースレスであることを用いると，

q̃

D = g2(T a)ij(T
b)kl

δab

−1

∫
d4k

(2π)4i

δkl
(m2

q̃ − k2)
= 0 (2.39b)

となる。次にゲージーノとフェルミオンのループを考える。フェルミオンループの −1 倍に注意すると，

q

λ
= −(

√
2g)2(T aT b)ij

∫
d4k

(2π)4i
tr

(
PR

δab

mD − /k
PL

1

mq − /k

)

= −4g2C2(R)δij

∫
d4k

(2π)4i

[
−1

m2
D − k2

+
m2
ψ

(m2
D − k2)(m2

q − k2)

]
(2.40)

となり，被積分関数の第１項が２次発散，第２項が対数発散している。以下，簡単のため mq̃ = mq = 0 として計
算する。ここまでの寄与を足すと，

(2.38) + (2.39a) + (2.40) = g2C2(R)δij

∫
d4k

(2π)4i

4m2
D

k2(m2
D − k2)

(2.41)

となり，２次発散が相殺している。ここまではMSSMの場合と同様の計算である。
次に，ディラック・ゲージーノ模型で新しく現れる随伴スカラーを含むループを考える:

σa

q̃
= (2mDg)

2C2(R)

∫
d4k

(2π)4i

1

m2
q̃ − k2

1

m2
σ − k2

. (2.42)

この寄与を式 (2.41)に加えると，次のようにまとめられる:

(2.41) + (2.42) = 4m2
Dg

2C2(R)δij

∫
d4k

(2π)4i

[
1

k2(m2
D − k2)

− 1

k2(m2
σ − k2)

]
. (2.43)

次元正則化を用いて積分を評価する。まず Euclid 化して，Feynman のパラメータ公式

1

k2(m2 + k2)
=

∫ 1

0

dx
1

(xm2 + k2)2
(2.44)

を用いる。あとでm = mD,mσ とする。次元正則化をすると，∫ 1

0

dx
1

(4π)2
Γ(ε)

Γ(2)

(
4πµ2

xm2

)ε
=

∫ 1

0

dx
1

(4π)2

[
1

ε̄
+ log

µ2

xm2

]
(2.45)

となる。ここで 1
ε̄ = 1

ε − γ + log 4π とおいた。logµ2 が対数発散する部分である。式 (2.43)からスフェルミオン質
量に対する補正は次のように書ける:

δm2
q̃ =

C2(R)g
2

(4π)2
4m2

D log
4m2

D + δm2
φ

m2
D

. (2.46)
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ただし、(2.36)より、m2
σ = 4m2

D + δm2
φ である。よって確かに，随伴スカラーループの効果によってスフェルミオ

ン質量に対する輻射補正が有限となっている。つまり，supersoft 性が１ループの場合に確かめられた。
次に，D項の相殺について説明する。D項の相殺とは，スカラー場の４点結合を与えるD項が，随伴スカラー場

の寄与と打ち消し合ってしまうという性質である [10]。実際に D 項の相殺を確認する。式 (2.35) を σ で平方完成
する:

Veff =
1

2

(
4m2

D + δm2
φ

)(
σa +

2mD

4m2
D + δm2

φ

Φ†gT aΦ

)2

+
1

2
δm2

φπ
2
a

− 1

2

4m2
D

4m2
D + δm2

φ

(
Φ†gT aΦ

)2
+

1

2

(
Φ†gT aΦ

)
. (2.47)

１行目の第１項は Gauss 積分の形になっているので σa で積分できる。１行目の第２項は他と相互作用しないので
ここでは無視できる。結果として２行目が残る:

Veff =
δm2

φ

4m2
D + δm2

φ

(
Φ†gT aΦ

)2
. (2.48)

もとのD項と比べると因子 δm2
φ

4m2
D+δm2

φ
が掛かっている。δm2

φ →∞ でこの因子は 1 に近づくが，supersoft性も失
われることになる。一方，supersoft (pure Dirac)な極限 δm2

φ → 0 で D 項は０になる。
第 1節で述べたように，D 項の相殺は中間スケールでディラック・ゲージーノ模型を考える動機の１つである。

標準模型での Higgs4点結合についてくりこみ群を考えると，中間スケールで 0になっているためである。一方で，
TeVスケールの模型として考えると，真空が不安定になり，Higgs 粒子の質量 125GeV を再現することが難しくな
るため，D 項の相殺は問題である。この点については，最小 R 対称模型 [27–29]や next-to-minimal R 対称模型
[30]での解決策が提案されている。

2.3.2 ディラック・ゲージーノ模型の課題

ディラック・ゲージーノ模型の課題として，前節で述べた D 項の相殺の他にも，随伴表現場や supersoft項の起
源，大統一理論への埋め込み，随伴スカラー場の質量の問題などが知られている。本研究では，大統一模型の１種
であるグランドゲージ・ヒッグス統一模型から随伴表現場や supersoft項を導けることを示す。随伴スカラー場の
質量の問題については，ゴールドストン・ゲージーノシナリオ [25, 26]という解決策が提案されているので，手短
にレビューする。
ディラック・ゲージーノ模型では，随伴表現場が軽く残っていることと，supersoft 項が何らかのメカニズムで生

成されることを仮定する。supersoft 演算子を導入した文献 [10]では，ゲージセクターの超対称性を N = 2 に拡張
することで，随伴表現のカイラル超場 Φa を導入している。しかし，なぜ随伴表現場が軽く残っているのか，どの
ように supersoft 項が生成されるのかというのは説明されない問題である。また，supersoft 項に現れるカットオフ
スケールは理論から決まらないので，Dirac 質量 mD が TeV スケールや中間スケールになるように手で決めるこ
とになる。
本研究では，この課題について取り組む。余剰次元に基づく大統一理論の模型である，グランドゲージヒッグス

模型に着目する。この模型が自然に予言する軽い随伴表現場を，ゲージーノの Dirac パートナーを含む随伴表現場
と同定し，さらに，余剰次元模型を考えたことで，supersoft項が１種の CS項として導けることを示す。
関連する問題として，随伴スカラー場の問題がある。前節までは，ゲージーノの Dirac質量を生成する項として

supersoft項のみを考えてきた。実は，supersoft項以外に，lemon-twist(LT)項と呼ばれる次のような項も書くこ
とができる [23, 24]:

LLT =
1

Λ2

∫
d2θΦaΦaWDαW

α
D . (2.49)

メッセンジャー場を積分して，supersoft項と LT項が同時に生成されるとすると，随伴スカラーの実部はタキオン
的な質量を持ってしまう。前節で見たように，随伴スカラー場に対してソフトな質量を考えればタキオン的でなく
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することは可能であるが，その分 supersoft性は損なうことになる。一方で，何らかの対称性で，LT項のみを禁止
することは難しい。この問題に対して，ゴールドストン・ゲージーノシナリオと呼ばれる解決策が文献 [25, 26]に
よって提案された。随伴スカラーの虚部 Im(φ)がアノマラスな大域的な対称性の自発的破れに伴う (擬)Goldstone
モードであるならば，LT項は Goldstoneモードのシフト対称性によって禁止される。一方で，欲しい supersoft項
はアノマリーによって生成される，という模型である。
ここで，5次元の模型を考えると，ゲージ場の余剰次元方向成分は 4次元のゲージ対称性の破れに対応する南部・

ゴールドストンモードの一種といえる。(このことは，5次元方向を格子正則化するもしくは “deconstruction”[68]
を考えるとわかりやすい。) 次節以降で見るように，グランドゲージ・ヒッグス統一模型が予言する軽い随伴表現場
のスカラー部分 (の虚部)はゲージ場の余剰次元方向成分であり，本研究ではこの随伴表現場をゲージーノの Dirac
パートナーを含むカイラル超場と同一視する。したがって，本研究で考える模型は，ゴールドストン・ゲージーノ
シナリオの余剰次元的に実現した模型と言える。余剰次元の立場で考えると，LT項が存在しないことは 5次元の
ゲージ不変性から理解できることになる。
以上本章では，超対称模型として MSSM とディラック・ゲージーノ模型についてレビューした。まず超場形式

を導入し，物質場はカイラル超場，ゲージ場はベクトル超場に埋め込まれ，ラグランジアンは超場を用いて書ける
ことを確認した。MSSMは標準模型の Higgs セクターを拡張し，各粒子に超対称パートナーを導入した模型であ
る。そこでは，ゲージーノの質量として Majorana 質量を仮定していた。ディラック・ゲージーノ模型では，ゲー
ジーノが Dirac 質量をもつことを考える。そのための仮定は，(i)ゲージーノの Diracパートナーを含む随伴表現場
Φa の導入，(ii)ゲージーノの Dirac質量項を含む supersoft項，(iii)隠れたセクター U(1)D による超対称性の破
れ，の３つである。supersoft項を導入したことによって得られた効果として，ゲージーノの Dirac 質量 mD を生
成すること，随伴スカラーの実部が質量 2mD を持つこと，随伴スカラーを含む新しいスカラー３点結合，を確認
した。スフェルミオン質量に対する輻射補正が有限になる supersoft性と，スカラー 4点結合がゼロになる D項の
相殺はディラック・ゲージーノ模型の特徴的な性質である。これらの効果は，随伴スカラーを含む新しいスカラー
３点結合によってもたらされた。最後に，ディラック・ゲージーノ模型の課題として，新しく導入した随伴表現場
や supersoft項の起源の問題があることを述べた。次節では，これらの起源がグランドゲージヒッグス統一模型と
いう 5次元時空上の模型によって説明できることを議論する。
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第 3章

グランドゲージ・ヒッグス統一模型

この章では，グランドゲージ・ヒッグス統一模型 (grand gauge-Higgs unification model, gGHU 模型)[36–38]
についてレビューする。グランドゲージヒッグス統一模型は余剰次元に基づく大統一理論の１種であり，本研究で
は大統一の対称性として SU(5)を考える [31]。余剰次元として S1/Z2 オービフォルドを考え，SU(5)対称性の破
れに対して細谷機構 [13–16]を適用する。細谷機構を適用するためには，随伴スカラー場であるゲージ場の余剰次
元方向成分がゼロモードを持つ必要がある。そのために対角埋め込み法 [40–47] を用いる。この方法では，２つの
SU(5)に対する入れ替え対称性 Zex

2 を課すことで、対角部分群 SU(5)G を得る。gGHU模型を超対称化すると，軽
い随伴表現カイラル超場が得られ [38]，本研究ではこれをディラック・ゲージーノ模型で必要な場と同定する。ま
た，超対称 gGHU模型では，軽い Higgs 2重項を実現することができるため，大統一理論における微調整問題の１
種である DT分離問題を自然に解決するという利点がある。

3.1 コンパクト化とオービフォルド化
ここからは５次元の理論を考えていくので，そのための準備として，S1 コンパクト化と S1/Z2 オービフォルド

化について説明する。
一般に，余剰次元模型を考える動機としては，階層性問題の解決や，重力法則の変更，naturalness 概念の変更，

対称性の破れの新しいメカニズムなどが知られている。余剰次元を考える利点は多いが，我々が感じ取っている時
空は４次元であるため，余剰次元を感知できない工夫が必要となる。そのような工夫の一つとして，S1 コンパクト
化がある。これは，余剰次元方向が小さく丸まっているために観測できないと考えるものである。また，４次元のカ
イラルな理論を得るのにはさらに工夫が必要で，その一つとして S1/Z2 オービフォルド化を説明する。オービフォ
ルド化はフェルミオンにカイラリティを導入する方法の１つである。
５次元座標を xM = (xµ, x5 ≡ y) とする (µ = 0, 1, 2, 3)。余剰次元方向の座標 y と y + 2πR を同一視すること

を S1 コンパクト化という。R はコンパクト化の半径である。５次元時空のゲージ場 AM (x, y) を考えると，S1 コ
ンパクト化は AM に対する周期境界条件として表すことができる:

AM (x, y + 2πR) = AM (x, y) . (3.1)

この周期性から，AM をフーリエ級数展開することができる。簡単のために，以下しばらく，フーリエ係数の規格
化因子は考えないことにすると，フーリエ級数展開は

AM (x, y) ∼ A(0)
M+(x) +

∞∑
n=1

[
A

(n)
M+(x) cos

ny

R
+A

(n)
M−(x) sin

ny

R

]
(3.2)

の形であり，フーリエ係数 A
(n)
M±(x) は 4次元場と見なせる。n = 0 モード A

(0)
M+(x) はゼロ質量 (偶関数)で，ゼロ

モードと呼ばれる。n 6= 0 モード A
(n)
M±(x)は質量 mn = n/R をもち，Kaluza-Klein モード (KKモード)と呼ば

れる。このように，S1 コンパクト化した 5次元の場は 4次元からみると，色々な質量mn = n/R をもつ無限個の
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場と等しい。コンパクト化の半径 R が小さければ KKモードの質量は重くなるので，1/R より低いエネルギーで
は KKモードは観測されない。したがって，一般には，エネルギーが低いと余剰次元は観測できない。
一方，今の場合，5次元のベクトル場を考えているので，状況が少し異なる。低エネルギーで残るのは，ゼロ質量

のゼロモード A
(0)
M+(x) である。Aµ は 4次元でみるとベクトル場であるのに対して，A5 はスカラー場である。つま

り，S1 コンパクト化した 5次元上のゲージ場を 4次元でみると，低エネルギーではゼロ質量のベクトル場 A
(0)
µ+(x)

とスカラー場 A
(0)
5+(x) が軽く残るのが特徴である。A

(0)
µ+(x) は 4次元のゲージ場と見なすことができるが，その他

に余分なスカラー場 A
(0)
5+(x) が軽く残っている。余剰次元の存在を示す KK モードはコンパクト化のスケール程度

にエネルギーが高くないと観測できないが，ここでの A5 のように，4次元を考えるだけでは現れなかった場がコン
パクト化のスケールよりも軽く残ることがある。
S1 上でさらに y ∼ −y と同一視することを S1/Z2 オービフォルド化という。点 y0 = 0 および y1 = πR はオー

ビフォルドの固定点である。S1/Z2 オービフォルド化を，U(1) ゲージ場に対する境界条件として表すと，

Aµ(x,−y) = +Aµ(x, y) (偶関数) , (3.3a)
A5(x,−y) = −A5(x, y) (奇関数) (3.3b)

となる。ゼロモードは y 方向に定数モードであることに注意すると，ベクトル場 A
(0)
µ+(x) は境界条件を満たし，ゼ

ロモードが残るが，スカラー場 A
(0)
5+(x) は境界条件を満たさないので，ゼロモードが残らないことがわかる。以下

ではこのように，ゲージ場に対して境界条件を課して，ゼロモードが残るかどうかを考えていく。

3.1.1 S1/Z2 上の SU(5)ゲージ場

ここでは AM が SU(5) のゲージ場である場合を考える。U(1)の場合との違いは，ゲージ場が行列になることで
ある。SU(5) ゲージ場は随伴表現に属し，5× 5 エルミート行列で表すことができる。ここでは，SU(3)× SU(2)

部分群に注目して，

AM (x, y) =


AabM

AαβM

 (3.4)

の形で表示することにする。ここで AabM は SU(3) ゲージ場，AαβM は SU(2) ゲージ場である。非対角成分は
(3,2) + (3,2∗) 表現に対応している。
このとき，固定点 y0 = 0 および y1 = πR まわりの Z2 変換 y− yi 7→ y+ yi (i = 0, 1) を定義して，SU(5) ゲー

ジ場に対して境界条件を次のように課す:

Aµ(x, yi − y) = +PiAµ(x, yi + y)P−1
i , (3.5a)

A5(x, yi − y) = −PiA5(x, yi + y)P−1
i . (3.5b)

ここで，Pi は 5× 5 ユニタリ行列である。前節では周期境界条件と固定点 y0 = 0 まわりの境界条件のみを課して
いたが，ここでは２つの固定点 y0 および y1 のまわりの境界条件を課している。前節とは違うことをしているよう
に見えるが，基本的には同じことをしている。オービフォルドの構成のためには、周期境界条件と２つの固定点 y0

および y1 のまわりの境界条件という３種類の境界条件が考えられるが、独立に取れるのは３つのうち２つである。
この点については付録 Aで説明する。
境界条件は行列 Pi の取り方に依るので，それに対応して残るゼロモードも変わる。具体例として２通りの境界

条件を考えて，どのようなゼロモードが残るのかをみる。

■境界条件１ P0 = P1 = 1 をとると，

Aµ(x,−y) = +Aµ(x, y) , A5(x,−y) = −A5(x, y) . (3.6)
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これは第 3.1 節のときと同じで，Aµ はゼロモードを含むが，A5 はゼロモードを含まない。４次元有効理論では
SU(5)ゲージ場が軽く残り，スカラー場はコンパクト化の半径の逆数 R−1 程度の質量を持つ。

■境界条件２ P0 および P1 を次式のようにとる:

P0 = P1 = PW ≡


+13

−12

 . (3.7)

このときゼロモードが残るのは

Aµ(x, y) =


Aabµ

Aαβµ

 , A5(x, y) =


Aaβ5

Aαb5

 (3.8)

である。つまり，Aµ は SU(3)×SU(2)×U(1) ゲージ場，A5 は (3,2)+ (3∗,2) 表現場が軽く残る。ゲージ場につ
いては，5次元の SU(5) 対称性が境界条件によって破れ，標準模型と同じゲージ場が得られた。A5 は破れた対称
性の生成子に対応するスカラー場である。ただし，これはディラック・ゲージーノ模型で欲しい随伴表現ではない。

3.1.2 SU(5)× SU(5)ゲージ場

次節でグランドゲージ・ヒッグス統一模型についてレビューする前に，SU(5)× SU(5)ゲージ場 [36–38]におい
て，どのように随伴スカラー場がゼロモードを持つのかを手短に確認する。
前節の SU(5) が１つの場合，A5 の随伴スカラー部分がゼロモードを持たないのは，Aµ と A5 の境界条件が −1

倍違うということが重要であった。そこで，SU(5) ゲージ場を２つ用意して，その対角部分群を取るということを
考える。(これは弦理論において対角埋め込み法 [40–47]として知られている。) SU(5)1，SU(5)2 それぞれのゲー
ジ場を A

(1)
M ，A(2)

M と書き，さらに 1 と 2 の入れ替えの下での Zex
2 対称性を課す。ここで，オービフォルドの Z2

と区別するために Zex
2 と書いた。この Zex

2 変換の固有状態である A
(±)
M = 1√

2

(
A

(1)
M ±A

(2)
M

)
を定義する。これは

Zex
2 変換の下で A

(±)
M → ±A(±)

M と変換する。
固定点 y0 = 0 ，y1 = πR まわりの境界条件を次のように課す:

A(±)
µ (x, yi − y) = ±PiA(±)

µ (x, yi + y)P−1
i , (3.9a)

A
(±)
5 (x, yi − y) = ∓PiA(±)

5 (x, yi + y)P−1
i . (3.9b)

y0 = 0 まわりの境界条件として，P0 = 1 をとると，

A(±)
µ (x,−y) = ±A(±)

µ (x, y) , A
(±)
5 (x,−y) = ∓A(±)

5 (x, y) . (3.10)

この境界条件からはA
(+)
µ と A

(−)
5 のゼロモードが残る。A(+)

µ は対角部分群 SU(5)diag. のゲージ場である。y1 = πR

まわりの境界条件として，P1 = PW を取る。PW は式 (3.7)式で定義した。y0 まわりの境界条件と合わせて，ゼロ
モードが残るのは

A(+)
µ (x, y) =


Aabµ

Aαβµ

 , A
(−)
5 (x, y) =


Aab5

Aαβ5

 (3.11)

である。つまり，対角部分群 SU(5)diag. の部分群 SU(3) × SU(2) × U(1) のゲージ場と随伴スカラー場が軽く残
る。前節の SU(5)が１つの場合と比べると，A5 がゼロモードを持つ部分が異なっている。ここで現れた随伴スカ
ラー場は，ディラック・ゲージーノ模型で必要になる随伴表現場と同定できる。
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本節では非自明な境界条件を考えて，SU(3)×SU(2)×U(1) の随伴スカラーである A
(−)
5 がゼロモードを持つこ

とを確認した。ディラック・ゲージーノ模型における随伴表現場の起源を考えるだけであれば以上の説明で十分で
あるが，次節では，異なる境界条件を課して同じように A

(−)
5 の随伴スカラー部分がゼロモードを持つことを見る。

本節との違いは，Wilson線積分がどのような期待値を持つかである。本節では，Wilson線積分の期待値が 1であ
ることを暗に仮定していた。実際には，理論は境界条件とWilson線積分の期待値の組み合わせによって決まり，同
じ理論を導く境界条件は互いに “大きな”ゲージ変換で移り合う [69]。この点については付録 Aで説明する。細谷
機構ではWilson線積分が重要な役割を果たすため，次節で説明する境界条件を用いたほうが都合が良い。一方で，
随伴スカラーがゼロモードを持つことを示すには本節の境界条件で見たほうが見やすいと考え，グランドゲージ・
ヒッグスのレビューをする前に説明した。両者は見かけ上異なる境界条件を考えているが，ゲージ変換で移り合う
ため，同じ理論を考えていることになる。

3.2 グランドゲージ・ヒッグス統一模型
本節では，軽い随伴表現場を予言する模型であるグランドゲージ・ヒッグス統一模型 (grand gauge-Higgs

unification, gGHU模型)[36–38]についてレビューする。gGHU模型は，大統一理論の対称性の破れに対して細谷
機構を適用する模型である。ここでは大統一模型の対称性として SU(5) を考える。この模型を超対称化した模型
は，軽い随伴表現場を予言し，DT分離を自然に説明する模型である。
前節において，SU(5)× SU(5)ゲージ場を考えると，軽い随伴表現場がゼロモードを持つことを確認した。ここ

で改めて模型の仮定を説明する。SU(5)対称性の破れに対して細谷機構を適用するためには，ゲージ場の余剰次元
成分がゼロモードを持つ必要がある。しかし，式 (3.3)で見たように，S1/Z2 オービフォルド上では Aµ と A5 の境
界条件は互いに逆符号である必要があり，Aµ と A5 の両方がゼロモードを持つことはできない。この困難を回避す
る方法として，対角埋め込み法が知られている。２つの SU(5)ゲージ場 A

(1)
M ，A

(2)
M を考えて，それらを入れ替え

る Zex
2 対称性を課す:

Pex : A
(1)
M (x, y)←→ A

(2)
M (x, y) . (3.12)

ここで Pex は Zex
2 の生成子とする。つまり，Zex

2 = {1, Pex}である。オービフォルドの境界条件は，5次元パリティ
P5 と Zex

2 の入れ替え Pex を組み合わせた変換に対して課される:

A
(1)
M (yp − y) = (−)MA(2)

M (yp + y) . (3.13)

ここで，y = yp(p = 0, 1)はオービフォルドの固定点で，y0 = 0，y1 = πRである。この境界条件を，Pex の固有状
態 A

(±)
M = (A

(1)
M ±A

(2)
M )/
√
2 で書き換えると，

A(±)
µ (yp − y) = ±A(±)

µ (yp + y) , (3.14a)

A
(±)
5 (yp − y) = ∓A(±)

5 (yp + y) (3.14b)

と書ける。従って，A(+)
µ と A

(−)
5 がゼロモードを持つ。これは，境界条件によって対称性が SU(5)1 × SU(5)2 →

SU(5)V と対角部分群に破れたことを意味している。A(−)
5 は対角部分群 SU(5)V のもとで随伴表現として変換する

スカラー場である。よって，細谷機構で SU(5)を破るのに必要な随伴スカラー場のゼロモードが得られた。Wilson
線積分は次のように与えられる:

W = P exp

[
ig

∫
dy
(
A

(1)a
5 T a1 +A

(2)a
5 T a2

)]
= P exp

[
i
g√
2

∫
dy
(
A

(+)a
5 (T a1 + T a2 ) +A

(−)a
5 (T a1 − T a2 )

)]
. (3.15)

ここで，P は経路順序化を表し，g は結合定数である。いま，ゼロモードを持つのは A
(−)
5 なので，

W = P exp

[
i
g√
2

∫
dyA

(−)
5

]
(3.16)
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を考える。Pex の固有状態である (±)のベースで見ると，結合定数が 1/
√
2倍されていることが分かる。SU(5)を

SU(3)× SU(2)× U(1)に破るような VEVは

〈W 〉 = diag.(+1,+1,+1,−1,−1) (3.17)

である。このとき，A(−)
5 のうち，SU(3)× SU(2)×U(1)随伴表現のスカラーがmasslessで残る。これは，前節の

境界条件で得られた結果と一致する。実際，〈W 〉 = 1 となるようなゲージ変換をすると，y = y1 = πR周りの境界
条件が式 (3.7)で定義した PW を掛けたものに変更される。
次に，フェルミオンについて考える。Zex

2 対称性から，バルクフェルミオンとして１対のフェルミオン Ψ
(1)
(R1,R2)

，
Ψ

(2)
(R2,R1)

を導入する。添字の (R1,R2)は左側が SU(5)1，右側が SU(5)2 のもとでの表現を表す。境界条件は

Ψ
(1)
(R1,R2)

(y0 − y) = ηΨγ5Ψ
(2)
(R2,R1)

(y0 + y) , Ψ
(1)
(R1,R2)

(y1 − y) = η′Ψγ5Ψ
(2)
(R2,R1)

(y1 + y) (3.18)

と課す。ただし，ηΨ(η′Ψ) = ±1である。Ψ(±) で書き直すと，

Ψ(±)(y0 − y) = ±ηΨγ5Ψ(±)(y0 + y) , Ψ(±)(y1 − y) = ±η′Ψγ5Ψ(±)(y1 + y) (3.19)

となる。この式から，Ψ(+)
L とΨ

(−)
R ，Ψ(−)

L とΨ
(+)
R がそれぞれ同じ境界条件を満たすことが分かる。例えばΨ

(+)
L が

ゼロモードを持てば，Ψ
(−)
R もゼロモードを持つ。以下では簡単のためにR2 = 1と置く。このとき，Ψ

(+)
L と Ψ

(−)
R

は対角部分群 SU(5)V の下で同じ表現であるため，ゼロモードがベクトル的となり，カイラルでなくなる。標準模
型のフェルミオンのような，カイラルフェルミオンはオービフォルドの境界上に置くなどの工夫が必要である。

3.2.1 二重項・三重項分離

次に (超対称)グランドゲージ・ヒッグス統一模型の特徴である，二重項・三重項 (Doublet-Triplet, DT)分離の
実現について説明する。
まず，DT 分離問題について手短に紹介する。例として，4 次元のシンプルな (超対称) SU(5) 模型を考える。

SU(5) 模型では，標準模型の Higgs 場は SU(5) の 5(5̄) 表現に埋め込まれる。SU(5) の 5 表現を作るためには，
SU(3)の基本表現場 HC が必要である:

H̄(5̄) = (H̄C ,Hd) , H(5) = (HC ,Hu) . (3.20)

SU(5)が GUTスケール (∼ 1016GeV)で破れるとすると，HC は GUTスケール程度の質量を持つ。一方で，標準
模型の Higgs場は電弱スケールの質量を持つはずなので，もともと同じ表現の粒子の質量が大きく異なる必要があ
るということになる。これが DT分離問題と呼ばれる微調整問題である。

DT 分離問題を解決する方法はいくつか提案されているが，その１つに missing VEV 機構 [70–76] がある。式
(3.17)のVEVはA

(−)
5 のVEVが

〈
A

(−)
5

〉
∼ diag.(0, 0, 0, v, v)となっていることに対応しており (v 6= 0)，missing

VEVを実現する形になっている。通常の SU(5)の生成子を考えると，トレースレス条件からこのような VEVを
取ることはできないが，W は SU(5)の代数ではなく群の要素であるため，このような VEVを取ることができる。

gGHU模型では，標準模型の Higgs場と HC の質量が異なることが自然に説明される [38]。電弱対称性の破れ
に細谷機構を適用する通常のゲージ・ヒッグス統一模型では，ゲージ場の余剰次元成分のゼロモードが標準模型の
Higgs場と同定される。一方で gGHU模型では，SU(5)の破れに対して細谷機構を適用するため，ゲージ場の余剰
次元成分は随伴スカラー場であり，標準模型の Higgs場は別に考える必要がある。そこで，バルク場の対H

(1)
(5,1) と

H
(2)
(1,5) を導入し，〈W 〉 = 1になるゲージでの境界条件

H(±)(y0 − y) = ηHγ5H
(±)(y0 + y) , H(±)(y1 − y) = η′Hγ5PWH

(±)(y1 + y) (3.21)

を考える。このとき，ηHη′H = −1と取ると，SU(2)二重項のみがゼロモードを持つようにできることが分かる。し
たがって，gGHU模型では DT分離が自然に実現している。
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第 4章

supersoft項の起源

本節では supersoft項が１種の Chern-Simons (CS)項として導けることを示し，その係数をアノマリーとの関係
から計算する [65, 77]。
第 2.3節で見たように，ディラック・ゲージーノ模型では随伴表現のカイラル超場 Φa と supersoft項 (2.29) の

存在を仮定する。一方，第 3.2節で見たように，gGHU模型は軽い随伴表現場を予言する。そこで本研究では，こ
の随伴表現場をディラック・ゲージーノ模型の構成に必要な随伴表現場と同定する。本節では，もう一つの仮定で
ある supersoft 項の導出を議論し，特に，supersoft項のボソン部分 φaF aµν F̃

µν
D に着目する。そのために，gGHU

模型のセットアップに対して以下のような変更を加える:

• ゲージ群を SU(5)1 × SU(5)2 × U(1)D と拡張 ,
• “メッセンジャー”(バルク)フェルミオンと境界フェルミオンの追加 .

ディラック・ゲージーノ模型では U(1)D の D 項による超対称性の破れを仮定するため，この U(1)D ゲージ群を追
加する。U(1)D のゲージ場がゼロモードを持つように，U(1)D は Pex-even と仮定する。メッセンジャーフェルミ
オンと境界フェルミオンは CS項を生成するために追加し，本節ではこれらの混合質量が無限大の極限の場合につ
いて，CS項の係数を計算する。また，本章での議論は超対称でない場合について行う。
まず，supersoft項が１種の CS 項とみなせることを議論する。supersoft項には φaF aµν F̃

µν
D という項が含まれて

いる。gGHU模型のセットアップを考えると，A(+)
µ のゼロモードが 4次元のゲージ場となり，A(−)

5 のゼロモード
が 4次元の擬スカラー成分 πa に対応する (φa = (σa + iπa)/

√
2)。したがって，次のような混合 CS 項

A
a(−)
5 F a(+)

µν F̃µνD (4.1)

が supersoft項に対応する。
SU(5)2i × U(1)D (i = 1, 2)の CS項を次のように定義する:

O(i) = A
a(i)
5 F a(i)µν F̃µνD . (4.2)

このとき，欲しい CS項 (4.1)は以下の組み合わせ

O(−) = O(1) −O(2) = A
a(−)
5 F a(+)

µν F̃µνD +A
a(+)
5 F a(−)

µν F̃µνD (4.3)

に含まれる。右辺第２項の場が少なくとも１つ KKモードを含む一方で，第１項はゼロモードを含む場のみで構成
される演算子である。したがって，4次元有効理論で重要になるのは第１項である。演算子 O(−) は Pex-oddであ
る。このような項を生成するためには，Zex

2 不変性を破るような寄与を加える必要がある。あとで見るように，本
研究ではそのような寄与としてメッセンジャーフェルミオンの質量項を考える。
ここで，Z2 不変性とオービフォルドの構成について考える。通常のオービフォルドを構成するときには，5次元

方向のパリティ不変性 Z5d
2 を要請する。一方，本研究で扱う gGHU模型では，SU(5)1 と SU(5)2 の入れ替えに対

応する Zex
2 が存在する。本研究では，オービフォルドを構成する際に，Z5d

2 × Zex
2 不変性ではなく，その対角部分
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群 Zcomb
2 = {1, P5Pex} 不変性を要請する。つまり，オービフォルドの境界条件は P5 と Pex を同時に作用させた

形になっている。O(−) は Pex-oddであるだけでなく，(通常の CS項と同じように)P5-oddでもある。したがって
O(−) は Zcomb

2 不変な演算子である。

4.1 セットアップ
２種類のフェルミオンを導入する。１つ目は 5次元フェルミオン Ψ

(1)
(R,1) とその Zex

2 パートナー Ψ
(2)
(1,R) で，以下

ではこれらを “メッセンジャー”フェルミオンと呼ぶ。２つ目はオービフォルドの境界 x5 = x5p(p = 0, 1)上に局在
する 4次元フェルミオン ψpL で，境界フェルミオンと呼ぶことにする。新しく導入するフェルミオンを、表 4.1にま
とめる。

表 4.1 CS項を生成するために導入するフェルミオン

バルクフェルミオン SU(5)1×SU(5)2 SU(5)G U(1)D P5

Ψ
(1)
L (xM ) (R,1 ) R qD +

Ψ
(2)
L (xM ) (1,R ) R qD +

Ψ
(1)
R (xM ) (R,1 ) R qD −

Ψ
(2)
R (xM ) (1,R ) R qD −

境界フェルミオン 導入する境界　 SU(5)G U(1)D Pex

ψp=0
L (xµ) x50 = 0 R qD −

ψp=1
L (xµ) x51 = πR R qD −

これらのフェルミオンに対する 5次元ラグランジアンを LΨ = Lbulk
Ψ + Lboundary

Ψ と書き，

Lbulk
Ψ =

∑
i=1,2

Ψ̄(i) (i /D − γ5D5 −mi)Ψ
(i), (4.4)

Lboundary
Ψ =

∑
p=0,1

{
ψ̄pLi /DψpL −

√
µp

(
ψ̄pLΨ

(−)
R + c.c.

)}
2δ(x5 − x5p) (4.5)

とする。ここで，DM は SU(5)1 × SU(5)2 ×U(1)D に対応する共変微分，mi はメッセンジャーフェルミオンの質
量 (i = 1, 2)，µp はメッセンジャーフェルミオンと境界フェルミオンとの混合質量とする。
メッセンジャーフェルミオン Ψ(i) の質量項を Pex の固有状態 Ψ(±) で書き直すと，

m1Ψ̄
(1)Ψ(1) +m2Ψ̄

(2)Ψ(2) = m+

(
Ψ̄(+)Ψ(+) + Ψ̄(−)Ψ(−)

)
+m−

(
Ψ̄(+)Ψ(−) + Ψ̄(−)Ψ(+)

)
(4.6)

と書ける。ただし，m± = m1 ±m2 とおいた。以下ではm+ = 0の場合，つまりm1 = −m2 = m− の場合を考え
る。さらに簡単のため，m− を単にmと書くことにする。結局，バルクの質量項として，

−Lbulk
mass = m

(
Ψ̄(1)Ψ(1) − Ψ̄(2)Ψ(2)

)
= m

(
Ψ̄(+)Ψ(−) + Ψ̄(−)Ψ(+)

)
(4.7)

を考える。通常のオービフォルド上では，フェルミオン質量としてキンク質量を考えるのに対して，式 (4.7)に現
れる m は定数である。O(−)

mass ≡ Ψ̄(1)Ψ(1) − Ψ̄(2)Ψ(2) は Pex-odd であり，また，5 次元フェルミオンの質量項は
P5-odd である。したがって，O(−)

mass は P5 と Pex を同時に作用させたときに偶，つまり Zcomb
2 不変となっている。

ラグランジアン Lbulk
mass が Zcomb

2 不変であるためには，係数 mは定数でなければならない。本研究では，この質量
項 (4.7)のみが Zex

2 を破ると仮定する。
メッセンジャーフェルミオンに対するオービフォルドの境界条件を

Ψ(1)(x5p − x5) = −γ5Ψ(2)(x5p + x5) (4.8)
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と課す。このとき，Ψ
(+)
L と Ψ

(−)
R がゼロモードを持つ。しかし，バルク質量項 (4.7)を導入すると，これらのゼロ

モードが質量項を組み，masslessでなくなる。そのため，masslessゼロモードを得るためには工夫が必要となる。
その工夫として，境界フェルミオン ψpL を導入する。ψ

p
L が Ψ

(−)
R と質量項を組むことで，Ψ

(+)
L が massless ゼロ

モードを持つことができる。

4.2 KKモード関数と KKスペクトル
本節では境界フェルミオンがある場合における，メッセンジャーフェルミオン Ψ(i) の KKモード関数について議

論する。以降では簡単のため SU(5)の代わりに U(1)を考える。
S1/Z2 上の U(1)1 ×U(1)2 ×U(1)D 模型を考える。バルクフェルミオンとして Ψ(1)(q, 0, qD) , Ψ(2)(0, q, qD)を

導入する。ここで，(U(1)1, U(1)2, U(1)D) それぞれの U(1)チャージを (Q1, Q2, QD)と表した。また，以下では 5

次元方向の座標を yと書く。オービフォルドの固定点 y = yp ≡ pπRまわりの境界条件を，式 (4.8)と同じように，

Ψ(1)(yp − y) = −γ5Ψ(2)(yp + y) (4.9)

とする。また，オービフォルドの各固定点 y = yp 上に左巻フェルミオン ψpL(q,−, qD)を導入する。ここで，チャー
ジは (バルクフェルミオンと異なり) (U(1)(+),Zex

2 , U(1)D) に対応している。これは，境界上では U(1)1 × U(1)2

が対角部分群 U(1)(+) に破れるためである。U(1)(−) は破れており，対応する電荷 Q1 −Q2 は決まらない。
考えるラグランジアンは式 (4.4), (4.5) と同じ形だが，U(1)を考えているので共変微分が

DM = ∂M − ig
(
Q1A

(1)
M +Q2A

(2)
M

)
− ig5DQDBM

= ∂M − i
g√
2
(Q1 +Q2)A

(+)
M − i g√

2
(Q1 −Q2)A

(−)
M − ig5DQDBM (4.10)

となる。ここで，U(1)D のゲージ場を BM，ゲージ結合定数を g5D と書いた。また，U(1)(±) のチャージを
Q± = Q1 ±Q2 と見なすと，ゲージ場 A

(±)
M = (A

(1)
M ±A

(2)
M )/
√
2 のゲージ結合定数は g/

√
2となる。

バルクフェルミオン Ψ
(i)
χ (xµ, x5) に対する運動方程式は χ = L,Rとして，

i /DΨ
(i)
R = (D5 +mi)Ψ

(i)
L , (4.11a)

i /DΨ
(i)
L = (D5 +mi)Ψ

(i)
R (4.11b)

となる。m1 = −m2 = m である。4 次元の質量が Mn の KK モード関数を ξ
(i)
n,χ(y) として，Ψ

(i)
χ (xµ, y) =

ψn,χ(x
µ)ξ

(i)
n,χ(y) と展開すると，ξ(i)n,χ(y)に対する運動方程式は

Mnξ
(i)
n,R = (−∂5 +mi) ξ

(i)
n,L , (4.12a)

Mnξ
(i)
n,L = (+∂5 +mi) ξ

(i)
n,R (4.12b)

となる。なお，添字の nはあとの議論を先取りして付けている。境界条件を考慮すると，KK質量は整数または自
然数 nでラベリングされる。運動方程式 (4.12)は２階微分方程式として，まとめて

M2
nξ

(i)
χ (y) =

(
−D2

5 +m2
i

)
ξ(i)χ (y) (4.13)

と表せる。したがって，ξ(i)χ (y) の一般解は

ξ(i)n,χ(y) = eiaiy/R
[
A(i)
n,χ sin(ωny) +B(i)

n,χ cos(ωny)
]

(4.14)

と書ける。ただし，ω2
n = m2

n −m2 とおいた。a1 = −a2 = aはWilson線積分の位相部分で，

a ≡ R gq√
2

〈
A

(−)
5

〉
(4.15)
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とおいた。運動方程式 (4.13) から係数 A
(i)
n,χ, B

(i)
n,χ の間には関係式

A
(i)
n,L =

mi

mn
A

(i)
n,R −

ωn
mn

B
(i)
n,R , (4.16a)

B
(i)
n,L =

mi

mn
B

(i)
n,R +

ωn
mn

A
(i)
n,R (4.16b)

が成り立つ。
KK モード関数に対するオビフォルドの条件は

ξ
(1)
R/L(yp − y) = ∓ξ

(2)
R/L(yp + y)

である。ただし，p = 0, 1であり，y0 = 0, y1 = πRとした。Pex の固有状態では，

ξ
(±)
R (−y) = ∓ξ(±)

R (y), ξ
(±)
L (−y) = ±ξ(±)

L (y) (4.17)

と書ける。
次に，境界条件から KK質量のスペクトルを求めたい。そのためには境界フェルミオンの寄与を考慮する必要が

ある。ここでは，境界フェルミオンの寄与を境界条件の変更として取り込むことを考える。式 (4.5)では，バルク
フェルミオンと境界フェルミオンとの混合質量項

√
µp

(
ψ̄pLΨ

(−)
R + c.c.

)
(4.18)

を導入した。境界 y = yp 上ではこの影響が現れる。運動方程式は，

i /DΨ
(−)
R = −∂5Ψ(−)

L +
√
µpψ

p
L2δ(y − yp) + · · · (4.19)

となる。ただし y = yp で有限の項は省略した。この式を微小領域 [yp − ε, yp + ε] で積分すると，

(−1)pΨ(−)
L (yεp) =

√
µpψ

p
L (4.20)

となる。ここで，yεp ≡ yp + (−1)pεとおいた。ψ̄pL の運動方程式と，Ψ
(−)
R の連続性を使うと

(−1)pξ(−)
L (yεp) =

µp
Mn

ξ
(−)
R (yp) ∼

µp
Mn

ξ
(−)
R (yεp) (4.21)

が得られる。このあとは，ε→ 0の極限を取り，ξ(−) に対する境界条件

(−1)pξ(−)
L (yp) =

µp
Mn

ξ
(−)
R (yp) (4.22)

を考える。なお，この境界条件 (4.22) はMn = 0で発散するため，Mn = 0であるmasslessゼロモードについては
別途考慮する必要がある。一方，Ψ(+) は境界フェルミオンとの質量項を考えないので，境界条件は変更は受けず，

ξ
(+)
R (yp) = 0 (4.23)

となる。以上の境界条件 (4.22),および (4.23)に一般解 (4.14)を代入して計算すると，KK質量スペクトルM =Mn

は，次の関数のゼロ点として得られる:

N(M ; a) =
8ω1ω2

M2
[cos(2πa)−Nc(M)] . (4.24)

ここで，Nc(M)は

Nc(M) = cos(ω1πR) cos(ω2πR)

+
µ0 − µ1

ω1
sin(ω1πR) cos(ω2πR) +

µ0 − µ1

ω2
cos(ω1πR) sin(ω2πR)

− ω2
1 + ω2

1 + [2µ0 − (m1 +m2)] [2µ1 − (m1 +m2)]

2ω1ω2
sin(ω1πR) sin(ω2πR) (4.25)
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である。ただし，式 (4.24)の右辺には全体に 1/M2 が掛かっているため，この式もM = 0では使えない。これは，
もともとM = 0で使えない境界条件 (4.22)から出発していることからも分かる。
最後に，KKモード関数の規格化について考える。境界フェルミオンの寄与を境界条件として取り込んだので，4

次元場として考えるのはバルクフェルミオン Ψ
(i)
χ (x, y)の KKモード ψn,χ(x)である。KKモード ψn,χ(x)の運動

項の規格化を要請すると，KKモード関数に対する規格化条件∫ πR

0

dy
[
ξ(1)n,χξ

(1)
m,χ + ξ(2)n,χξ

(2)
m,χ

]
= δn,m (4.26)

が得られる。ξ(i)n,χ をベクトルの第 i成分とみなすと，上式はベクトルの内積の形をしている。次節以降の計算では
このベクトル表記を用いることがある。運動方程式 (4.12a),(4.12b)はベクトル表記でξ(1)R/L

ξ
(2)
R/L

 =

∓∂y +m− 0
0 ∓∂y −m−

ξ(1)L/R

ξ
(2)
L/R

 (4.27)

と書ける。

4.2.1 massless ゼロモードについて

混合質量 µp が 0の場合と，µp が無限大の極限の場合について，masslessゼロモードの振る舞いを考える。
まず，運動方程式 (4.12)において，Mn = 0の場合は

∂5ξ
(i)
n,L/R = ±mi ξ

(i)
n,L/R (4.28)

となるので，masslessゼロモードは

ξ
(i)
L0 = c

(i)
L e+miy, ξ

(i)
R0 = c

(i)
R e−miy (4.29)

となる。ここで，c(i)χ は未定係数とする。c(i)χ は境界条件と規格化条件から決まる。
µp = 0の場合，ξ(+)

R と ξ
(−)
L が Dirichlet境界条件を満たす:

@y = 0 c
(1)
R + c

(2)
R = 0 , c

(1)
L − c

(2)
L = 0 , (4.30a)

@y = πR c
(1)
R e−m1πR + c

(2)
R e−m2πR = 0 , c

(1)
L e+m1πR − c(2)L e+m2πR = 0 . (4.30b)

この式を満たす係数 c
(i)
χ の組み合わせは c

(1)
R = c

(2)
R = c

(1)
L = c

(2)
L = 0 しかない。したがって，µp = 0 の場合は

masslessゼロモードは存在しない。
µp →∞の極限の場合は，境界条件が境界フェルミオンの効果によって変更されるため，ξ(+)

R と ξ
(−)
R がDirichlet

境界条件を満たす:

@y = 0 c
(1)
R + c

(2)
R = 0 , c

(1)
R − c

(2)
R = 0 , (4.31a)

@y = πR c
(1)
R e−m1πR + c

(2)
R e−m2πR = 0 , c

(1)
R e+m1πR − c(2)R e+m2πR = 0 . (4.31b)

この式から，c(1)R = c
(2)
R = 0 となるが，c(i)L については決まらない。これは，２つの masslessゼロモード ξ

(1)
L , ξ

(2)
L

が存在することに対応する。ベクトル記法では，ξ(1)L

ξ
(2)
L

 =

c(1)L e+my

0

 ,

 0

c
(2)
L e+my

 (4.32)

と書ける。係数は規格化条件から

1(
c
(i)
L

)2 =

∫ πR

0

dye±2πR = e±mπR
sinh(mπR)

m
(4.33)
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と決まる。ただし，上符号が i = 1 ,下符号が i = 2である。よって masslessゼロモードは，係数も含めてξ(1)L

ξ
(2)
L

 =

√
m

sinh(mπR)

e+m(y−πR/2)

0

 ,

√
m

sinh(mπR)

 0
e−my(y−πR/2)

 (4.34)

と書ける。
µp >> 1/R かつ µp >> |mi|の極限で，スペクトルを与える式 (4.24)は

N(M ; a) ∼ 16µ0µ1

M2
sin(ω1πR) sin(ω2πR) (4.35)

となり，KK質量はM2
n = m2

i + (n/R)2 となる。この極限では，上式にWilson線積分の位相 aが現れないため，
KKスペクトルは aに依存しなくなる。このあと見るように，KKスペクトルが aに依存しないときには CS項の
係数も aに依存せず，したがってゲージーノ質量が統一する。

4.3 Chern-Simons項の係数の計算
本節では，境界フェルミオンを y = 0 と y = πRに導入した場合について，CS項の係数を計算する。混合質量

µp が無限大の極限について，アノマリー流入を利用したゼロモードからの計算 [65]と，(massive)KKモードを積
分して得る計算 [77]の２通りの計算を示し，それらが一致することを確認する。

4.3.1 ゼロモードからの計算

S1/Z2 オービフォルド上のアノマリーは 5次元バルクには存在せず，オービフォルドの固定点上に局在する [62]。
オービフォルド上のアノマリーについては付録 C でレビューする。一方で，5 次元フェルミオンが massless ゼロ
モードを持つとき，ゼロモードが生成するアノマリーはゼロモード波動関数に比例してバルクに広がる。このバルク
に広がったアノマリーは KKモードの寄与によって生成される CS項によって相殺される。以上のことから，フェ
ルミオンゼロモードがどのようにバルクに広がるかが分かると，ゼロモードの寄与を打ち消すように CS項の係数
を決めることができる。

gGHU模型のセットアップ [65]で，特に混合質量 µp が無限大の極限でのゼロモードは式 (4.34) で与えられる。
U(1)(−) カレント J

(−)
M の規格化を次のように決める:

Sint =

∫
dx4

∫ πR

0

dx5
g√
2
A

(−)
M J

(M)
(−) + · · · . (4.36)

カレント J
(−)
M の 4次元発散は次の電荷密度 ρに比例してバルクに広がっている:

ρ(x5) = −q
∣∣∣ξ(1)L

∣∣∣2 + q
∣∣∣ξ(1)L

∣∣∣2 =
2qm

sinh(mπR)
sinh

[
2m

(
πR

2
− x5

)]
(4.37)

CS項はバルクに広がったアノマリーを相殺するように有効的に生成される。そこで，欲しい CS項を

ΓCS =
2(qg/

√
2)2qDg5D

16π2

∫
dx4

∫ πR

0

dx5u(x5)A
(−)
5 F (+)

µν F̃
µν
D (x5) (4.38)

と書き，ρ(x5)を打ち消すように係数関数 u(x5)を決めていく。
ここでは，ゼロモードの分布 (4.37)がオービフォルドの中点 x5 = πR/2まわりの反転について反対称であるこ

とを利用する。(より一般の場合については付録 Eで考える。) 0 < y < πR/2とすると，ρ(y) = −ρ(πR − y) で
あるので，x5 = y から x5 = πR − y への流入を考えるとアノマリーが打ち消し合う。そのような流入は，線分
[y, πR− y] ≡ Iy に制限した CS項

LCS[Iy] =

∫ πR

0

dx5Θy(x
5)A

(−)
5 F (+)

µν F̃
µν
D (x5) (4.39)
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によって実現される。ここで，Θy(x
5)は矩形関数

Θy(x
5) =

{
1 for x5 ∈ Iy
0 その他

(4.40)

とした。ゲージ変換パラメータを α(x5)として変分をとると，

δgLCS [Iy] =

∫ πR

0

dx5 Θy(x
5)

(√
2

g
∂5α

)
F (+)
µν F̃

µν
D (x5) =

√
2

g

[
αF (+)

µν F̃
µν
D

]πR−y

x5=y
(4.41)

となる。これに ρを掛けて y について積分したものが欲しい CS項である:∫ πR
2

0

dy ρ(y)LCS [Iy] =

∫ πR
2

0

dy ρ(y)

∫ πR

0

dx5 Θy(x
5)A

(−)
5 F (+)

µν F̃
µν
D (x5)

=

∫ πR

0

dx5 q u(x5)A
(−)
5 F (+)

µν F̃
µν
D (x5) . (4.42)

したがって，係数関数 u(x5)は

u(x5) =

∫ πR
2

0

dy
1

q
ρ(y)Θy(x

5) =
2 sinh

(
mx5

)
sinh

[
m
(
πR− x5

)]
sinh(mπR)

(4.43)

と求められる [65]。
ゲージーノの Dirac質量項に対応させるため，4次元有効理論での式 (4.38)を求める。ゲージ場のゼロモード波

動関数は 1/
√
πR なので，4次元の (GUT)結合定数は gG = g/

√
2πRとなる。ここで g/

√
2は 5次元の結合定数

である。同様に，U(1)D の結合定数は gD = g5D/
√
πR となる。式 (4.38) で求めた係数関数 u(x5) を x5 積分す

ると，

L4d
CS =

2q2g2GqDgD
16π2

πR f(mπR)A
(−)
5 F (+)

µν F̃
µν
D (x) (4.44)

が得られる [65]。ここで，関数 f(z)は
f(z) =

1

tanh(z)
− 1

z
(4.45)

である。なお，式 (4.44)に現れるゲージ場はゼロモード (4次元場)である。

4.3.2 KKモードからの計算

有効作用W [A] = −i logZ[A]に CS項 (4.38) があるとき，カレント期待値〈
J
(−)
5 (x, y)

〉
∼ δW [A]

δA5(−)(x, y)
(4.46)

がゼロでない値で残る。逆に，カレント期待値
〈
J
(−)
5 (x, y)

〉
を計算することで，CS 項 (4.38) に現れる係数関数

u(y)が求められることが期待される。
文献 [63, 64]では，U(1)が１つの場合について三角グラフの計算から CS項の係数を計算している。この場合，

係数関数 u(y)は

u(y) =

∞∑
n=1

1

Mn
φLn(y)φ

R
n (y) (4.47)

と与えられる。ここで，φL/Rn (y)は KKモード関数，Mn は KKモードの質量である。三角グラフの計算について
は付録 Eでレビューする。また、係数関数 u(y)が一種の Green関数であることを Dで示す。
上の結果を，gGHU 模型のセットアップで利用することを考える [77]。式 (4.3) で示したように，求めたい CS

項は
O(−)A

(1)
5 F (1)

µν F̃
µν
D −A

(2)
5 F (2)

µν F̃
µν
D (4.48)
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Ψ(i)A
(i)
5

A
(i)
µ

Bµ

図 4.1 カレント期待値
〈
J
(i)
5

〉
に寄与する三角グラフ

の組み合わせに含まれる。この各項では 1 と 2が混ざらないため，それぞれ三角グラフ (図 4.1) が計算できる。し
たがって U(1)が１つだけの場合の結果 (4.47) を利用できる。ただし，混合アノマリーを考えているので，係数が
2倍ずれることに注意が必要である。そこで，CS項を

L(i)
CS(y) = −

2

32π2
u(i)(y)A

(i))
5 F (i))F̃D = − 2

32π2
u(i)(y)O(i) (4.49)

と書き，混合アノマリーの 2倍を前に付けておく。CS項の係数 u(i)(y)は

u(i)(y) =
∑
n

1

Mn
ξ
(i)
n,L(y)ξ

(i)
n,R(y) (4.50)

と書ける。ここで，i = 1, 2で，ξ(i)n,L/R(y)は KKモード関数，Mn は KK質量とする。
i = 1, 2について和を取って組み替えると，

L(1)
CS-like + L

(2)
CS-like =− 2

32π2

u(1) − u(2)

2

[
O(1) −O(2)

]
− 2

32π2

u(1) + u(2)

2

[
O(1) +O(2)

]
(4.51)

と書ける。supersoft項のために必要なのは右辺第１項の Pexoddな組み合わせであるので，

u(−)(y) ≡ u(1) − u(2)

2
(4.52)

を求めればよい。
そこで，KKモード関数 ξ

(i)
n,L/R(y)を求める。まず，a = 0の場合の (massive)KKモードの一般解 (4.14) につい

て，境界条件 (4.22), (4.23)から未定係数を決めていく。境界条件から係数の条件が読み取れる:

ξ
(+)
n,R(0) = 0 : B

(1)
n,R +B

(2)
n,R = 0 , (4.53a)

ξ
(−)
n,R(0) = 0 : B

(1)
n,R −B

(2)
n,R = 0 , (4.53b)

ξ
(+)
n,R(πR) = 0 :

(
A

(1)
n,R +A

(2)
n,R

)
sin (ωnπR) = 0 , (4.53c)

ξ
(−)
n,R(πR) = 0 :

(
A

(1)
n,R −A

(2)
n,R

)
sin (ωnπR) = 0 . (4.53d)

式 (4.53a), (4.53b)より，B(1)
n,R = B

(2)
n,R = 0である。sin(ωnπR) 6= 0のとき，残りの式から A

(1)
n,R = A

(2)
n,R = 0と

なる。このとき式 (4.16a) , (4.16b)より，A(1)
n,L = A

(2)
n,L = 0, B(1)

n,L = B
(2)
n,L = 0と自明な解となる (規格化を満た

せない)。sin(ωnπR) = 0 のとき，ωn = n/R が得られる (n > 0)。これはもちろん，式 (4.35)で求めたスペクトル
と一致している。KKモードは

ξ
(i)
n,R = A

(i)
n,R sin

( n
R
y
)
, (4.54a)

ξ
(i)
n,L =

A
(i)
n,R

mn

[
mi sin

( n
R
y
)
+
n

R
cos
( n
R
y
)]

(4.54b)

となる。未定係数が A
(i)
n,R と２つあり，これは KK タワーが２つあることに対応している。独立解を{

A
(1)
n,R ≡ An

A
(2)
n,R = 0

,

{
A

(1)
n,R = 0

A
(2)
n,R ≡ A′

n

(4.55)
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ととると，規格化条件 (4.26) から，A2
n = (A′

n)
2
= 2/(πR) となる。まとめると，KKモードは

ξ
(i)
n,R =

√
2

πR
sin
( n
R
y
)
, (4.56a)

ξ
(i)
n,L =

√
2

mn

√
πR

[
mi sin

( n
R
y
)
+
n

R
cos
( n
R
y
)]

(4.56b)

と書ける。ここで，m1 = −m2 = m, M2
n = m2 + (n/R)2 である。

求めたい CS項の係数は，

u(−)(y) ≡ u(1) − u(2)

2
=

m

πR

∞∑
n=1

1

m2
n

sin2
( n
R
y
)

(4.57)

である。ここで，全体が mに比例していることに注目したい。mはもともと Zex
2 を破るようなバルクフェルミオ

ンの質量として導入した。mを 0に取ると，求めたい CS項の係数は 0になることから，質量項 (4.7)を導入しな
いと求めたい CS項は生成されないことが分かる。
式 (4.57)の無限和を実行したい。第１項は

m

πR

∑
n

1

M2
n

sin2
( n
R
y
)
=

m

πR

∑
n

1

m2 + (n/R)
2

1− cos
(
2ny
R

)
2

=
mR

2π

∑
n

[
1

(mR)2 + n2
−

cos
(
n 2y
R

)
(mR)2 + n2

]
(4.58)

と変形できる。ここで，以下の計算で用いる公式を文献 [78]の pp.67，78より引用する:

∞∑
n=1

1

a2 + n2
=

π

2a
coth(aπ)− 1

2a2
, (4.59a)

∞∑
n=1

cos(nx)

a2 + n2
=

π

2a

cosh (a(π − x))
sinh(aπ)

− 1

2a2
[0 ≤ x ≤ 2π] . (4.59b)

この公式を用いると，
(4.58) = 1

4

[
coth (m−πR)−

cosh (m−πR− 2m−y)

sinh(m−πR)

]
(4.60)

となる。これは少し変形すると，

u(−)(y) =
1

4

[
coth (m−πR)−

cosh (m−πR− 2m−y)

sinh(m−πR)

]
=

1

sinh(m−πR)

[
cosh(m−πR)− cosh(2m−y −m−πR)

]
=

2 sinh
(
mx5

)
sinh

[
m
(
πR− x5

)]
sinh(mπR)

(4.61)

となり，ゼロモードから計算した係数関数 (4.43)と一致する [77]。

4.4 ゲージーノ質量
求めた CS項の係数 (4.44)から，ゲージーノのディラック質量の大きさを見積もる [65]。
ここまでの計算は U(1)の場合について行ったので，SU(5)への拡張が必要である。拡張は，式 (4.44)で電荷 q

を群論的因子 tr(taR)tbR = T (R)δab と置き換えれば良い。ただし，taR は SU(5)の表現 Rにおける生成子とする。
結果は次のように書ける:

L4d
CS =

2T (R)g2GqDgD
16π2

πR f(mπR)A
(−)
5 F (+)

µν F̃
µν
D (x) . (4.62)
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ここで，gG と gD は SU(5)G ×U(1)D の 4次元でのゲージ結合定数，qD はメッセンジャーフェルミオンの U(1)D

電荷である。また，関数 f(z)は式 (4.44)と同じ

f(z) =
1

tanh z
− 1

z
(4.63)

である。
ここで，バルク質量mの依存性について考える。mの依存性は全て関数 f(mπR)に含まれている。mが小さい

ときは，f(mπR) ∼ (mπR)/3であり，mが大きいときは，f(mπR)→ 1となる。したがって，CS項の係数は典
型的にはコンパクト化の半径の逆数のオーダーであるが，mが小さい場合には係数が抑制される。mが 0の場合は
係数も 0になる。つまり，Pex なバルク質量項を導入しないと欲しい CS項は生成されない。結局，gGHU模型を
拡張したセットアップを考えると，ディラック・ゲージーノ質量に対応する CS項が確かに生成された。
次に，求めた係数からゲージーノの Dirac質量を読み取ることを考える。そのために，supersoft項をゲージ結合

をあらわに書いた形

L4d
supersoft =

CAg
2
AgD
Λ

∫
d2θ
√
2ΦaW a

αW
α
D (4.64)

に書き換える。ここで，Λはこの項が生成されるスケール，CA は適当な係数，gA と gD はそれぞれ群GA と U(1)D

のゲージ結合定数とする。この表記のもとで，ゲージーノ質量は

mDA
= CAg

2
A

gD 〈DD〉
Λ

(4.65)

書ける。gGHU模型のセットアップでは，Λ =MGUT = 1/Rと取るので，係数 CA は

CA =
2T (R)qD

16π
f(mπR) (4.66)

となる。CA は標準模型のゲージ群に対して全て等しい値になっている。ゲージーノ質量は CA に比例しているの
で，ゲージーノ質量も標準模型の各ゲージ群に対して等しい値で生成される。この結果はバルクと境界の混合質量
µp が十分大きい極限における結果である。µp が有限の場合については，Wilson 線積分の位相部分 a に依存した
ゲージーノ質量が得られることが期待される。
最後に，ゲージーノ質量のスケールを見積もる。ゲージ結合定数は O(1)，MGUT = 1/R = O(1016GeV)，√
〈DD〉 = O(1012GeV)ととると，

mD ∼ 103GeV

( √
〈DD〉

1012GeV

)2 ( m

1012GeV

)
(4.67)

と見積もることができる。したがって，以上のパラメータの取り方の下で，TeVスケールのディラック・ゲージー
ノが可能であることが分かる。また，中間スケールを得るためには

√
〈DD〉 = O(1014GeV) と大きな超対称性の破

れが必要となる。
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第 5章

まとめと今後の展望

本論文では，グランドゲージ・ヒッグス統一模型 (gGHU模型)に基づいて，ディラックゲージーノ模型の構成に
必要な，軽い随伴表現場と supersoft項が導けることを示した。ゲージーノが Dirac質量項を持つためには，ゲー
ジーノの Diracパートナーを含む随伴表現場と，質量項を生成する supersoft項が必要である。gGHU模型では，
SU(5) の破れに細谷機構を適用するため，ゲージ場の余剰次元方向成分のゼロモードとして，軽い随伴スカラー
場が予言される。gGHU 模型を超対称化すると，随伴表現のカイラル超場が得られ，これがゲージーノの Dirac
パートナーを含む随伴表現場と同定できる。さらに，5 次元模型を考えたことから，supersoft 項は１種の超対称
Chern-Simons項であると見なせる。本研究では，具体的なセットアップを与えて，CS項の係数が計算できること
を示した。

supersoft項に対応する CS項を生成するためのセットアップとして，gGHU模型に対する拡張を考えた。１つ目
の拡張は超対称性の破れに対応する U(1)D 対称性を追加することである。２つ目は CS項の生成するための場とし
て，メッセンジャーフェルミオンと境界フェルミオンを追加することである。フェルミオンのアノマリーを通じて
生成される CS項を考えた。supersoft項に対応する CS項は，２つの SU(5)の入れ替え対称性 Zex

2 を破るような
組み合わせになっているため，そのソースとして，Pex-oddなメッセンジャーフェルミオンの質量項を考えた。実
際，得られた CS項の係数はバルク質量 mの関数であり，m → 0の極限でこの係数は 0になることから，バルク
質量項を導入しないと欲しい CS項は生成されないことが分かる。
ここでの注意点は，欲しい CS項や新しく加えたバルク質量項は 5次元パリティについても P5-oddということ

である。gGHU模型でのオービフォルドコンパクト化は，P5 と Pex を同時に作用させたときの境界条件を考えて
いる。欲しい CS項や新しく加えたバルク質量項は P5 × Pex-even (あるいは Zcomb

2 不変)であるため，オービフォ
ルドコンパクト化と矛盾しない。
フェルミオンのアノマリーが有効的に生成する CS項の係数は２通りの計算方法がある。１つ目の方法はアノマ

リー流入を利用した方法であり，ゼロモードのバルクへの広がりから CS項の係数が計算できる。オービフォルド上
のアノマリーは，バルクには存在せず，固定点上に局在することが知られている。一方で，フェルミオンのmassless
ゼロモードが作るアノマリーはゼロモード波動関数に比例してバルクに広がっているはずである。この広がったア
ノマリーを相殺するように，CS項が生成される。したがって，フェルミオンゼロモード関数から CS項の係数を決
めることができる [65]。２つ目の方法は KKモードを積分し，三角グラフを直接評価する方法である。このとき得
られる CS項の係数は，KKモード波動関数の足し上げとして与えられる。以上２つの方法での計算を行い，それ
らが同じ結果を与えることを示した [77]。
バルクフェルミオンだけでなく，境界フェルミオンも導入した。バルク質量項を導入すると，ゼロモードを持つ

場が質量項を持ってしまい，masslessではなくなってしまう。境界フェルミオンを導入し，バルクフェルミオンと
の混合質量 µp を考えることで masslessゼロモードを得ることができる。境界フェルミオンは，バルク場の境界条
件を有効的に変更する効果があり，本研究では特に，µp が無限大の極限を考えた。この極限では，得られる CS項
がWilson線積分 aに依存しない。これは，フェルミオンゼロモードがほとんどバルク場から成り，かつ，ゼロモー
ドの電荷密度 ρ(x5)が位相 eiax

5/R に依らないためである。KKモードの立場から見ると，KK質量のスペクトル
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が µp →∞の極限で aに依存しないことが理由である。CS項の係数が aに依存しないことは，(GUTスケールで
の)ゲージーノ質量が統一することに対応している。つまり，グルイーノ，ウィーノ，ビーノの質量が等しくなる。
上で述べたゲージーノ質量の統一は自明ではなく，µp が大きな極限でのみ成り立つという点に注意したい。なぜ

なら，gGHU模型では SU(5)の破れに細谷機構を適用している，つまり，SU(3)に対しては eaπi = +1，SU(2)

に対しては eaπi = −1 となるようなWilson線積分の VEVを考えるからである。実際，µp が有限の場合を考える
と，aに依存したゲージーノ質量が得られると期待される。
現象論的には，ゲージーノ質量が統一するかどうかは，TeVスケールシナリオにおいても，中間スケールシナリ

オにおいても重要である。例えば陽子崩壊を考えるためには，ゲージーノ質量の質量スペクトルを求め，ゲージ大
統一のスケールを決める必要がある。陽子崩壊の寿命を予言するためには他にも，物質場 (特に第１世代のクォー
ク・レプトン) を余剰次元のどこに置くかなど，模型のセットアップに依存することが知られており [39] ，さらな
る研究が必要である。
本研究の重要な仮定の１つは，Zex

2 の破れを含む項がメッセンジャーフェルミオンの質量項 (4.7) のみであるとし
たことである。一般的には，Zex

2 のを破るような項は他にも考えられる。例えば裸の CS項や Higgs場の質量項で
ある。Higgs場の P ex

5 -oddな質量項を導入すると，Higgs 二重項に対して質量が与えられ，gGHU模型の利点であ
る DT分離を損なうことになってしまう。したがって，Higgsセクターに対してはメッセンジャーセクターとの結
合を持たないようにするか，持つとしても十分小さくなるように，工夫した模型構築が必要となる。

DT分離に関連した別の問題は Zex
2 の破れがWilson線積分の VEV(3.17) に対して影響するかどうかという問

題である。VEVがわずかにずれただけでも，DT分離を損なうことになるためである。実際には，Wilson線積分
の VEV(3.17)は Zex

2 の破れに対して安定である。なぜかというと，バルクフェルミオンの質量スペクトルを与え
る式 4.24 はWilson線積分 aの符号の反転 a→ −a の下で不変だからである。このことは，µp が有限の場合につ
いても言える。
最後に，Zex

2 の破れの起源について考える。１つのアイディアは U(1)D に対しても対角埋め込み法を適用する
ということである。つまり，ゲージ群として U(1)D1 × U(1)D2 を考え，Pex-evenな対角部分群を U(1)D と同定
する。Pex-oddな組み合わせを U(1)m，そのゲージ場を B

(−)
M と書き，余剰次元方向成分 B

(−)
5 (またはその実スカ

ラーパートナー)が何らかの機構によって VEVをもったとする。このとき，U(1)m と結合するフェルミオンに対す
る質量項は生成されるが，結合しないフェルミオンの質量項は生成されない。本研究においては，メッセンジャー
フェルミオンのみが Zex

2 を破る質量項を持ち，Higgs場に対しては Zex
2 を破る質量項はないということを仮定して

いた。U(1)D に対しても対角埋め込み法を適用することで，この仮定を説明できると期待できる。この可能性につ
いてはさらなる研究が必要である。
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付録 A

Z2変換と境界条件

この付録では，オービフォルドの境界条件について補足する。１つ目の補足は境界条件を課す変換についてであ
る。オービフォルドを構成するための変換として，余剰次元方向に 2πRの並進と，２つの固定点 y0 = 0，y1 = πR

周りの反転があるが，これら３つは独立ではない。したがって，一見異なる変換に対する境界条件を課していても，
記述される理論は同じとなることがある。もう一つの補足はWilson線積分の VEVと境界条件についてである。同
じ境界条件でも，Wilson 線積分の VEV が異なれば異なる理論を記述することがある。言い換えると，理論を指
定するためには境界条件だけでなくWilson線積分の VEVも決める必要である。同じ理論を記述する境界条件と
Wilson線積分の組は，境界条件を変えるような “大きな”ゲージ変換の下で移り合う [69]。ゲージ変換と境界条件
について，簡単な U(1)の場合について考える。

A.1 オービフォルドの境界条件
第 3.1節では，まず S1 コンパクト化をしてから y ∼ −y と同一視をした。一方で第 3.1.1節では固定点 y0 = 0

と y1 = πR 周りでの Z2 変換を定義して同一視をした。これらが同じものであることを，文献 [79]に基づいて説明
する。
余剰次元方向の並進変換 T : y 7→ y+2πR と，２つの Z2 変換 Pi : yi − y 7→ yi + y (i = 0, 1) を定義する。これ

らの変換は互いに独立ではない。実際，T P0 : πR − y 7→ −πR + y 7→ y + πR なので T P0 = P1 である。また，
P2
0 = P2

0 = 1である。変換 T ，Pi に対応する境界条件は３つのうち２つを決めると残りの１つは自動的決まる。
例として，バルク質量を持たないスカラー場 Φ(x, y)に対する境界条件

Φ(x,−y) = P0Φ(x, y) , Φ(x, πR− y) = P1Φ(x, πR+ y) (A.1)

を考える。境界条件は (P0, P1) = (+,+), (+,−), (−,+), (−,−)の４通りある。それぞれの KKモードは次のよう
にまとめられる。T = P1P0 と書くと，

T = +1 :


(+,+) : cos

( n
R
y
)

(−,−) : sin
( n
R
y
) , T = −1 :


(+,−) : cos

(
n+ 1/2

R
y

)
(−,+) : sin

(
n+ 1/2

R
y

) (A.2)

である。ここで，massless モードを持つのは (P0, P1) = (+,+)の場合のみとなる。また，Pj = + は Neumann 条
件，Pj = − は Dirichlet 条件に対応している。
フェルミオンに対する境界条件は

Ψ(x, yj − y) = Pjγ5Ψ(x, yj + y) (A.3)

なので，カイラリティに応じて境界条件が変わる。(+,+)の場合は Rにのみ，(−,−)の場合は Lにのみゼロモー
ドが現れて，４次元のカイラルフェルミオンが得られる。
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U(1)ゲージ場の場合は運動項 L = −1/4FMNF
MN を不変にするため，Aµ と A5 は符号が変わらなければなら

ない。つまり， (
Aµ
A5

)
(x, yj − y) = Pj

(
Aµ
−A5

)
(x, yj + y) (A.4)

となり，Aµ と A5 で境界条件が変わる。(+,+)の場合は Aµ にのみ，(−,−)の場合は A5 にのみゼロモードが現
れる。非可換ゲージ場の場合 (例えば SU(N)の場合)は Pj はゲージ群に属する (Pj ∈ SU(N))。つまり Pj は行列
になる。例えば，第 3.1.1節では P1 = diag.(+1,+1,+1,−1,−1)を考えた。

A.2 ゲージ変換と境界条件
境界条件を変えるような “大きな”ゲージ変換をすると，Wilson線積分の期待値 (または Aharonov-Bohm位相
〈A5〉) も変化する。ゲージ変換の下で理論は変わらないはずなので，理論の対称性を決めるためには，境界条件だ
けでなくWilson線積分の期待値も指定する必要がある。言い換えると，異なる境界条件とWilson線積分の期待値
の組合わせが同じ対称性の破れを記述する場合があり，これを境界条件の同値類という [69]。本節では，簡単のた
め U(1)の場合について，ゲージ変換の下で境界条件が変わることを文献 [80, 81]にしたがって確認する。
5次元ゲージ場 AM と結合するフェルミオン Ψを考え，次のような境界条件を課す:

AM (x, y + 2πR) = AM (x, y) , (A.5a)

Ψ(x, y + 2πR) = eiθΨ(x, y) . (A.5b)

ただし，θ は定数とする。位相 eiθ の影響で，フェルミオンの KK質量は

mn =
n

R
+

θ

2πR
(A.6)

となる。ここで，Ψが周期境界条件を満たすように，次のようなゲージ変換を考える:

Ψ′(x, y) = e−i
θ

2πRyΨ(x, y) . (A.7)

実際，変換後の Ψ′ は位相の現れない周期境界条件

Ψ′(x, y + 2πR) = Ψ′(x, y) (A.8)

を満たす。ゲージ変換をしているだけなので，フェルミオンの KK質量は変わらないはずであるが，一方で，境界
条件からは θ の影響が消えているようにみえる。実際には，ゲージ場の余剰次元方向成分 Ay も変換されるという
ことが重要となる。ゲージ変換のもとで，Ay は

A′
y = Ay +

θ

2πR
(A.9)

と変換される。ここで現れた θ
2πR はゲージ場の VEV 〈Ay〉 = θ

2πR である。フェルミオンの KK質量は 5次元方向
の共変微分 Dy = i∂y +Ay から決まるので，変換後の Ψ′ の KK質量は

m′
n =

n

R
+ 〈Ay〉 =

n

R
+

θ

2πR
(A.10)

となり，ゲージ変換前の KK質量 (A.6)と確かに一致する。ゲージ場が VEV〈Ay〉をもつとき，Wilson線積分の
VEVは次のようになる:

W = P exp

(
i

∫
dyAy

)
= exp(iθ) . (A.11)

したがって，境界条件を変えるようなゲージ変換 (A.7) のもとでは，ゲージ場の余剰次元方向の期待値 〈Ay〉 や
Wilson線積分の VEVが変化する。ゲージ変換の下で理論が変わらないことは，フェルミオンの KK質量に着目す
ることで確認した。なお，簡単のために U(1)の場合を考えたが，実際には U(1)のWilson線積分はゲージ不変で
あり，式 (A.9)のゲージ変換は周期境界条件を満たさない変換である。N ≥ 2の SU(N)へ拡張するとWilson線
積分やゲージ場は共変的に変換することになる。また，ここでは S1 の場合のみ考えたが，S1/Z2 オービフォルド
を考えると，指定する境界条件が１つ増える。詳しい解説は文献 [81]を参照されたい。
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付録 B

アノマリー流入と変形された Chern-Simons項

この付録では，U(1) が１つの場合に対して，S1/Z2 オービフォルド上のアノマリーと CS 項の関係についてま
とめる。S1/Z2 オービフォルド上のアノマリーは，オービフォルドの固定点上に局在する [62]。このことに対応し
て，フェルミオンゼロモードがバルクに広がって分布していると，ゼロモードが作るアノマリーを打ち消すように
CS項が生成される。このとき生成される CS項は KKモードの寄与と解釈ができる。実際，直接フェルミオン KK
モードを積分しても CS項が得られ，その係数は KKモード関数の無限和の形で与えられる [63, 64]。ゼロモード
から求めた CS項の係数と KKモードから求めたものが一致することは，モード関数の完全性を用いて示すことが
できる。この付録の最後では，計算に必要な無限和の公式を手短に導出をする。

B.1 セットアップと記法
U(1)の場合のゼロモードや KKモード関数についてまとめる。また，文献 [62]に従って，行列記法を導入する。

B.1.1 セットアップ

５次元オビフォルド時空上で，古典的な U(1)ゲージ場と結合する４成分フェルミオンの作用は

S =

∫
d4x

∫ πR

−πR
dy Ψ̄(x, y) [iγµDµ − γ5∂y −m(y)]Ψ(x, y) (B.1)

と書ける。共変微分は Dµ = ∂µ − iAµ とし，簡単のために A5 = 0とおいた。固定点 y0 = 0 および y1 = πR ま
わりにおける，５次元フェルミオン Ψ(x, y) に対するオビフォルド条件を

Ψ(x, yi − y) = γ5Ψ(x, yi + y) (B.2)

とする。このとき，次のように KKモード展開できる:

ΨR/L(x, y) =
∑
n≥0

ψR/Ln (x)φR/Ln (y) . (B.3)

KKモード関数 φ
(R/L)
n (y) は次の運動方程式と正規直交条件を満たす:

[±∂y +m(y)]φR/Ln (y) =Mnφ
L/R
n (y) , (B.4)∫ πR

−πR
dy φRn (y)φ

R
m(y) =

∫ πR

−πR
dy φLn(y)φ

L
m(y) = δnm . (B.5)

運動方程式 (B.4)では φ
R/L
n (y) が混ざっていることに注意する。展開係数 ψ

R/L
n (x) は質量 Mn をもつ４次元場で

ある。オビフォルド条件 (B.2) より，モード関数 φ
R(L)
n (y) は固定点 y = yi (i = 0, 1) に対して (反)対称な関数と

なる。つまり，
φRn (yi − y) = +φRn (yi + y) , φLn(yi − y) = −φLn(yi + y) . (B.6)
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特に，ゼロモードを考えると，φR0 (y) は条件 (B.6)を満たすが，φL0 (y) は満たせない。
具体的に，フェルミオン質量がキンク質量

m(y) = −m(−y) = m (B.7)

である場合を考える。m は定数とする。まず，Mn = 0 であるゼロモードを求める。オビフォルドの基本領域
0 ≤ y ≤ πR で考えると，運動方程式 (B.4)から，

φ
R/L
0 (y) = CR/Le

∓my (B.8)

と求められる。S1 上の規格化条件 (B.5)を用いて規格化定数 CR/L を決めると，

φR0 (y) =

√
m

1− e−2mπR
e−m|y| , φL0 (y) =

√
m

e2mπR − 1
e+m|y| (B.9)

となる。ただし，φL0 (y)は境界条件 (B.6)を満たせず，φR0 (y)のみが生き残る。次に，n 6= 0 モード関数を求める。
運動方程式 (B.4)から [

−∂2y +m2
]
φR/Ln (y) =M2

nφ
R/L
n (y) (B.10)

となる。したがってモード関数の一般解は

φR/Ln (y) = An,R/L sin(ωny) +Bn,R/L cos(ωny) (B.11)

の形である。ここで，ω2
n =M2

n −m2 とおいた。オビフォルドの条件 (B.6)から，φLn(y) は固定点 y = 0, πR 周り
で Dirichlet 境界条件

φLn(0) = φLn(πR) = 0 (B.12)

を満たすことがわかる。この境界条件の下で式 (B.11)の係数を決めると，規格化された n 6= 0 モード関数は

φLn(y) =
1√
πR

sin
[ny
R

]
, (B.13a)

φRn (y) =
1

Mn

√
πR

{
m sin

[ny
R

]
− n

R
cos
[ny
R

]}
(B.13b)

と求められる。

B.1.2 行列記法

次の行列記法 [62]を導入する:

(ψ)n (x) = ψn(x) , (B.14a)(
AµRk/L

)
nm

(x) = AµR/Lnm (x) =

∫ πR

−πR
dy φR/Ln (y)φR/Lm (y)Aµ(x, y) , (B.14b)

(M)nm =Mnδnm . (B.14c)

ただし，n,m = 0, 1, 2, · · · とする。Ψ(x, y) の KK モード展開を式 (B.1)に代入し，y 積分を実行すると，作用は
４次元積分として次のように書ける:

S =

∫
d4x
[
ψ̄R(i /DR)ψR + ψ̄L(i /DL)ψL − (ψ̄RMψL + ψ̄LMψR)

]
. (B.15)

ここで， /DR/L = /∂ − i/AR/L とおいた。同様に，KK モード展開を使って U(1) カレントを書き下すと、

Jµ(x, y) = Ψ̄(x, y)γµΨ(x, y)

=
∑
nm

[
φRn (y)φ

R
m(y)ψ̄n,R(x)γ

µψm,R(x) + φLn(y)φ
L
m(y)ψ̄n,L(x)γ

µψm,L(x)
]
, (B.16a)

J5(x, y) = Ψ̄(x, y)iγ5Ψ(x, y)

=
∑
nm

[
φLn(y)φ

R
m(y)ψ̄n,L(x)γ

µψm,R(x)− φRn (y)φLm(y)ψ̄n,R(x)γ
µψm,L(x)

]
. (B.16b)
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を得る。ここで，行列 Ξnm(y), Ωnm(y) を，

Ξ(y) = ΞR(y)PR + ΞL(y)PL ,
[
ΞR/L(y)

]
nm

= φR/Ln (y)φR/Lm (y) , (B.17a)

Ω(y) = ΩR(y)PR +ΩL(y)PL ,
[
ΩR/L(y)

]
nm

= φL/Rn (y)φR/Lm (y) (B.17b)

と定義する。これを使うと，カレントは行列記法で

Jµ(x, y) = ψ̄(x)γµΞ(y)ψ(x) , J5(x, y) = ψ̄(x)iγ5Ω(y)ψ(x) (B.18)

と書ける。また，後の議論のために，次の４次元カレントを定義する:

jµL/Rnm
(x) = ψ̄R/Ln (x)γµψR/Lm (x) , j5nm(x) = ψ̄Ln (x)ψ

R
m(x)− ψ̄Rm(x)ψLn (x) . (B.19)

これを用いると，５次元カレントは

Jµ(x, y) =
∑
nm

[
ΞRnm(y)jµRnm(x) + ΞLnm(y)jµLnm(x)

]
, J5(x, y) = i

∑
nm

φLn(y)φ
R
m(y)j5nm(x) (B.20)

と書ける。

B.2 変形された Chern-Simons 項
本節では KKモードを積分して CS項を生成することを考える。このとき生成される CS項の係数は KKモード

の和として与えられる [63, 64]。
具体的には，係数に 5次元方向の座標に依存した関数 u(y)を含むような形の CS項

ΓCS =

∫
d4x

∫ y1

y0

dy u(y)
1

16π2
A5Fµν F̃

µν , (B.21)

を考える。これを，文献 [64]にしたがって，変形された CS項と呼ぶ。変形された CS項が有効作用に含まれると
き，カレントの期待値は非ゼロで残る: 〈

J5(x, y)
〉
∝ δΓ[A]

δA5(x, y)
. (B.22)

逆に，
〈
J5(x, y)

〉
を計算することで式 (B.21)中の u(y) を求められる [63, 64]。なお，このような変形された CS

項はオービフォルド上のアノマリーと関係がある。この点については次節で議論する。
作用として式 (B.1) を考え，キンク質量 (B.7) をもつフェルミオンカレントの余剰次元方向成分 J5 を考える。

KKモード展開をすると，式 (B.16b), (B.17b)より，〈
J5(x, y)

〉
= i
∑
mn

φLm(y)φRn (y)
〈
j5mn(x)

〉
(B.23)

と書ける。ここで，j5mn(x) は式 (B.19)で定義した。また，簡単のため，ゲージ場は余剰次元方向について定数と
する。この仮定は，ゲージ場のゼロモードを考えていると言い換えることもできる。この仮定のもとで，行列表記
した 4次元ゲージ場は式 (B.14b)と式 (B.5)より，

AR/Lµ mn(x) =

∫
dyφR/Ln (y)φR/Ln (y)Aµ(x) = δnmAµ(x) (B.24)

と，対角的になる。式 (B.15)のうち，相互作用項はカレントを用いて，

Lint =
∑
nm

(
jµLnmA

L
µnm + jµRnmA

R
µnm

)
=
∑
nm

(jµL + jµR)mn δnmAµ(x) =
∑
n

ψ̄nγ
µψnAµ(x) (B.25)
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と書ける。このとき，三角グラフの計算から，〈j5mn(x)〉は次のように求められる:

〈j5mn(x)〉 = −iδmn
1

32π2Mn
εµνρσFµνFρσ(x) . (B.26)

計算については第 B.4節で示す。式 (B.23)に代入すると，

〈
J5(x, y)

〉
= − 1

16π2
Fµν F̃

µνu(y)

となる。ここで係数関数 u(y) は

u(y) =

∞∑
n=1

1

Mn
φLn(y)φ

R
n (y) (B.27)

というモード関数の無限和の形で与えられる。式 (B.23)より，
〈
J5(x, y)

〉
に −A5(x, y) を掛けると，

LCS =
1

16π2
u(y)A5(x, y)Fµν F̃

µν(x, y) (B.28)

となり，有効作用に現れる変形された Chern-Simons 項が得られた。
具体的に，キンク質量 (B.7) のフェルミオンの KKモード関数 (B.13)を代入する:

u(y) =

∞∑
n=1

1

Mn
φLn(y)φ

R
n (y) =

∞∑
n=1

1

πRM2
n

[
m(y) sin2

(ny
R

)
+
n

R
sin
(ny
R

)
cos
(ny
R

)]
. (B.29)

実際に u(y) の無限和をそれぞれ実行して具体形を求める。まず，以下の計算で用いる公式を文献 [78]の pp.67，78
より引用する:

∞∑
n=1

1

a2 + n2
=

π

2a
coth(aπ)− 1

2a2
, (B.30a)

∞∑
n=1

cos(nx)

a2 + n2
=

π

2a

cosh (a(π − x))
sinh(aπ)

− 1

2a2
[0 ≤ x ≤ 2π] , (B.30b)

∞∑
n=1

n sin(nx)

n2 + a2
=
π

2

sinh (a(π − x))
sinh(aπ)

[0 < x < 2π] . (B.30c)

区間 [0, πR] で式 (B.29)の第１項は

m

πR

∑
n

1

M2
n

sin2
( n
R
y
)
=

m

πR

∑
n

1

m2 +
(
n
R

)2 1− cos
(
2ny
R

)
2

=
mR

2π

∑
n

[
1

(mR)2 + n2
−

cos
(
n 2y
R

)
(mR)2 + n2

]
(B.31)

と変形できる。ここで公式 (B.30a), (B.30b) を用いると，次のように計算できる:

(B.31) = 1

4

[
coth (mπR)− cosh (mπR− 2my)

sinh(mπR)

]
. (B.32)

同様に式 (B.29)の第２項は

1

πR

∑
n

1

M2
n

n

R
sin
( n
R
y
)
cos
( n
R
y
)
=

1

2π

∑
n

n sin
(
2ny
R

)
(mR)2 + n2

(B.33)

と変形できる。ここで公式 (B.30c) を用いると，次のように計算できる:

(B.33) = 1

4

sinh (mπR− 2my)

sinh(mπR)
. (B.34)
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よって [0, πR] では以下のようにまとめられる:

u(y) =
1

4

[
coth (mπR)− cosh (mπR− 2my)

sinh(mπR)
+

sinh (mπR− 2my)

sinh(mπR)

]
. (B.35)

一方，[−πR, πR] では全体に符号関数 sgn(y)が掛かる:

u(y) =
sgn(y)

4

[
coth (mπR)− cosh (mπR− 2m|y|)

sinh(mπR)
+

sinh (mπR− 2m|y|)
sinh(mπR)

]
. (B.36)

式 (B.36)は mπR → ∞ で符号関数に近づき，バルクでは定数となる。また，微分は固定点 y = 0 と y = πR

に局在し，互いに符号が逆になる。一方，この極限では式 (B.9)で与えたゼロモード波動関数 φR0 は原点 y0 = 0に
局在することが分かる。次節で見るように，これは単純な場合のアノマリー流入を表している。
一方で，mπR→ 0の極限でも CS項が生成される1。上述の CS項 (B.35)は，第 4.3.2節で求めた CS項 (4.60)

と比較すると，第 3項が付け加わっている。言い換えると，式 (B.35)の第３項はm→ −mの下で符号を変えない
部分である。第 1,2項はm = 0で 0となるので，第 3項のみ考えることにする:

sinh (mπR− 2my)

sinh(mπR)

∣∣∣∣
m=0

=
∂
∂m sinh (mπR− 2my)

∂
∂m sinh(mπR)

∣∣∣∣∣
m=0

= 1− 2y

πR
. (B.37)

したがって，m = 0で生成される CS項の係数はバルク上で線形な関数となっている。m = 0のとき，ゼロモード
はバルク上で一定となる平坦な分布になっており，この場合も確かにアノマリーの流入を表している。

B.3 アノマリー流入
S1/Z2 オービフォルド上のアノマリーは 5次元バルクには存在せず，オービフォルドの固定点 y0 = 0，y1 = πR

上に局在する [62]。このことから，フェルミオンのゼロモードが存在すると CS項が生成されることを説明する。
まず，アノマリーと CS項の関係を示す最も単純な例として，フェルミオンゼロモードが y0 = 0に局在している

場合を考える。このとき，対応するアノマリーは y0 = 0だけに局在している。一方で，S1/Z2 オービフォルド上の
アノマリーは両側の固定点 y0 = 0，y1 = πR上に等しく局在する [62]。したがって，y0 = 0から y1 = πRへのア
ノマリーの流入があるはずである。実際，このような流入は CS項によって引き起こされる。CS項のゲージ変換は
全微分であるから，S1/Z2 上では表面項が残る。この表面項はフェルミオンゼロモードが作るアノマリーと同じ形
をしており，また，表面項であるので y0 = 0と y1 = πRで互いに逆符号となる。つまり，CS項の変分が，アノマ
リー流入を表している。
次に，一般化として，フェルミオンのゼロモードが電荷密度 ρ(y) に比例してバルクに広がっている場合を考え

る。このとき，ゼロモードが作るアノマリーは ρ(y)に比例してバルクに広がる:

δgΓZM =

∫
d4x

∫ y1

y0

dy ρ(y)
1

16π2
α(y)Fµν F̃

µν . (B.38)

ここで，α(y)はゲージ変換パラメータとする。この場合も CS項がアノマリーの流入を表すが，係数が 5次元座標
に依存したものになる。これを，先行研究 [64]にしたがって，変形された CS項と呼ぶ。係数関数 u(y)はゼロモー
ドのアノマリーを相殺するように決める。ゲージ変換 δgA5 = ∂yα(y) のもとで有効作用 (B.21)は

δgΓCS = +

∫
d4x

∫ y1

y0

dy ∂yu(y)
g2

16π2
αFµν F̃

µν −
∫
d4x

[
u(y)

g2

16π2
αFµν F̃

µν

]y1
y0

(B.39)

1 第 4.3.2節では，導入したバルク質量を 0にとると，生成された CS項の係数も 0になっていた。つまり，Zex
2 の破れの源を導入しない

と，欲しい CS項は生成されなかった。一方で，本付録で扱う U(1)が１つの場合は，Z5d
2 を破る源に対応するのはキンク質量 (B.7)で

ある。しかし，m = 0としてキンク質量を導入しない場合にも CS項は生成される。これは，正則化と関係があると考えられる。例え
ば，Pauli-Villars(PV)正則化を考えると，PV場の質量項が必要となるが，オービフォルド上でフェルミオン質量項を持たせるために
はキンク質量を考えることになる。つまり，元の作用に Z5d

2 の破れの寄与を加えなくても，正則化のために Z5d
2 を破る必要があるため，

m = 0でも CS項が生成されると解釈できる。
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と変換する。したがって，ゼロモードの寄与を相殺するには，

∂yu(y) = −ρ(y) (B.40)

とし，境界条件として
u(y1) = − u(y0) =

1

2
A ≡ 1

2

∫ y1

y0

dy ρ(y) (B.41)

と決めればよい。Aは境界上での全アノマリーの大きさである。最右辺の積分はゼロモードの規格化条件となって
いるので，A = 1 である。したがって，オービフォルド上のアノマリーはフェルミオンゼロモードの形に依存し
ない。
ここで，式 (B.27)で求めた係数関数 u(y)を用いて，式 (B.40)の関係が成り立つことを確かめる。KKモード関

数の運動方程式 (B.4)を使うと，

∂yu(y) = −
∞∑
n=1

[
φRn (y)φ

R
n (y)− φLn(y)φLn(y)

]
(B.42)

と変形できる。右辺を評価するために，次の関数を定義する:

∆′(x, y) = −
∞∑
n=1

[
φRn (x)φ

R
n (y)− φLn(x)φLn(y)

]
. (B.43)

この関数は y = xで ∂yu(y)に一致する。ここで，KKモードの和はゼロモードを含まないことに注意が必要であ
る。y → −y とすると，モード関数の偶奇性から

−∆′(x,−y) =
∞∑
n=1

[
φRn (x)φ

R
n (y) + φLn(x)φ

L
n(y)

]
(B.44)

と右辺２項目の符号が変わる。右辺はちょうどモード関数の完全性関係の形である:
∞∑
n=0

[
φRn (x)φ

R
n (y) + φLn(x)φ

L
n(y)

]
=
∑
N :整数

δ(x− y − 2NπR) . (B.45)

ここで，デルタ関数部分は周期性を考慮した形になっている。ただし，式 (B.44)の無限和にはゼロモードが含まれ
ていないので，

−∆′(x,−y) =
∑
N :整数

δ(x− y − 2NπR)− φR0 (x)φR0 (y) (B.46)

と表せる。5次元バルクのみを考えることで，デルタ関数部分は無視すると，

∂yu(y) = ∆′(y,−y) =
[
φR0 (y)

]2
(B.47)

が得られることから，確かに式 (B.40)が成り立つ。したがって，バルクに広がるゼロモードの寄与を相殺するよう
に決めた CS項の係数は，KKモードを積分して得られるものと一致することが示せた。
キンク質量の場合における，具体的な係数関数 (B.35)とゼロモード関数 (B.9)を用いて，式 (B.40)が成り立つ

ことを確かめる。まず，式 (B.35)の第２項と第３項を合わせて

u(y) =
1

4

[
coth (mπR)− e(mπR− 2my)

sinh(mπR)

]
(B.48)

と変形できるので，微分すると
∂yu(y) =

m

sinh(mπR)
e(mπR− 2my) (B.49)

となる。一方，ゼロモード関数 φR0 は∣∣φR0 ∣∣2 =
m

1− e−2mπR
e−2my =

m

sinh(mπR)
e(mπR− 2my) (B.50)

と変形できる。これは上式 (B.49)で求めた係数関数の微分 ∂yu(y)と一致する。したがって，式 (B.40)が成立する
ことを具体形を使って確かめられた。
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B.4 カレント期待値の計算
付録 B.2で省略した，4次元カレント 〈j5mn(x)〉の計算を示す。余剰次元方向について定数のゲージ場を考える

と，相互作用ラグランジアンは式 (B.25)となる。このとき，〈j5mn(x)〉 は２次までで

〈j5mn(x)〉 =
i2

2

∫
d4x1d

4x2 〈0|Tj5mn(x)Lint(x1)Lint(x2)|0〉

=
i2

2

∑
ij

∫
d4x1d

4x2 〈0|Tj5mn(x)jµii(x1)j
ν
jj(x2)|0〉Aµ(x1)Aν(x2) (B.51)

と書ける。ここで， 〈0|Tj5mn(x)jµii(x1)jνjj(x2)|0〉 のフーリエ変換を

(2π)4δ(p1 + p2 − q)Γµνmn =
∑
ij

∫
d4xd4x1d

4x2e
−ip1x1−ip2x2+iqx 〈0|Tj5mn(x)j

µ
ii(x1)j

ν
jj(x2)|0〉 (B.52)

で定義する。これは三角グラフ (図 B.1)に対応する。

j5

Aµ

Aν

図 B.1 カレント期待値 〈j5〉に寄与する三角グラフ

これを計算すると，

Γµνmn = δmn

∫
d4k

(2π)4
i

(k − p1)2 −M2
n

i

k2 −M2
n

i

(k + p2)2 −M2
n

× (−1) tr
[
γ5(/k − /p1 +Mn)γ

µ(/k +Mn)γ
ν(/k + /p2 +Mn) + (p1 ↔ p2, µ↔ ν)

]
(B.53)

となる。ここで現れるトレースは

tr
[
γ5(/k − /p1 +Mn)γ

µ(/k +Mn)γ
ν(/k + /p2 +Mn)

]
= +4iMnε

µνρσp1ρp2σ (B.54)

と計算できる。これは積分変数に依らない。また，入れ替え p1 ↔ p2，µ↔ ν の下で不変なので，式 (B.53)は

Γµνmn = iδmn × (8iMnε
µνρσp1ρp2σ)

∫
d4k

(2π)4
1

(k − p1)2 −M2
n

1

k2 −M2
n

1

(k + p2)2 −M2
n

(B.55)

と書ける。ここでユークリッド化をして運動量積分をする。k2 = −kµkµ = −k2E(< 0)のようにユークリッド化し
た運動量で積分を書き直し，∫

d4k

(2π)4
1

(k − p1)2 −M2
n

1

k2 −M2
n

1

(k + p2)2 −M2
n

= −i
∫

d4kE
(2π)4

1

(k − p1)2E +M2
n

1

k2E +M2
n

1

(k + p2)2E −M2
n

≡ −iI(p1, p2;Mn) (B.56)

とする。ここで，次の Feynman のパラメータ公式

1

ABC
=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz
2!δ(x+ y + z − 1)

(xA+ yB + zC)3
(B.57)

を用いて計算すると

I(p1, p2;Mn) =
1

32π2
2

∫ 1

0

dy

∫ 1−y

0

dz
1

M2
n + µ2

(B.58)
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となる。ただし，µ2 = y(1 − y)p21 + 2yzp1p2 + z(1 − z)p22 とおいた。Mn � 0 のとき，p/Mn → 0 であるため，
µ/Mn → 0 と近似できるので，

I(p1, p2;Mn) =
1

32π2M2
n

(B.59)

を得る。したがって
Γµνmn = δmn

8iεµνρσp1ρp2σ
32π2Mn

(B.60)

と求められる。〈j5mn(x)〉 に戻ると，式 (B.51) より

〈j5mn(x)〉 =
i2

2

∫
d4x1

∫
d4x2

∫
d4p1
(2π)4

d4p2
(2π)4

eip1(x−x1)eip2(x−x2) (B.61)

× 8iεµνρσp1ρp2σ

32π2Mn
Aµ(x1)Aν(x2) . (B.62)

ここで pi 積分を実行すると i∂xi
ρ δ(x− xi) (i = 1, 2) となる。部分積分で微分をゲージ場に押し付けると，

〈j5mn(x)〉 = δmn
1

2

8iεµνρσ

32π2Mn
(∂ρAµ)(∂σAν)(x)

= −iδmn
1

32π2Mn
εµνρσFµνFρσ(x) (B.63)

となって，〈j5mn(x)〉が求められた。

B.5 無限和の公式について
本節では，式 (B.29) を計算するのに用いた公式 (B.30a), (B.30b), (B.30c) の導出について述べる。まず，式

(B.30b) が成り立つと，x = 0 を代入することで式 (B.30a), x について微分することで式 (B.30c) が得られる。そ
こで，式 (B.30b)について考える。式 (B.30b)は次のように変形できる:

cosh[a(π − x)] = 2a

π
sinh[aπ]

[
1

2a2
+

∞∑
n=1

cos[nx]

a2 + n2

]
. (0 ≤ x ≤ 2π) (B.64)

これは関数 cosh[a(π − x)] のフーリエ級数展開である。具体的に積分をして，係数を求める。∫ 2π

0

dx cosh[a(π − x)] = 2

a
sinh(aπ) ,

∫ 2π

0

dx cosh[a(π − x)] sin(nx) = 0 ,∫ 2π

0

dx cosh[a(π − x)] cos(nx) = 2a sinh(aπ)

a2 + n2
. (B.65)

領域 0 ≤ x ≤ 2π で定義された関数 f(x) に対するフーリエ級数展開を

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

[an cos(nx) + bn sin(nx)] (B.66)

とするとき，係数は

an =
1

π

∫ 2π

0

dxf(x) cos(nx) , bn =
1

π

∫ 2π

0

dxf(x) sin(nx) (B.67)

なので，f(x) = cosh[a(π − x)] のとき，上で求めた定積分 (B.65)から，

a0 =
2

aπ
sinh(aπ) , an =

2a sinh(aπ)

π

1

a2 + n2
, bn = 0 (B.68)

である。よって関数 cosh[a(π − x)] のフーリエ展開は式 (B.64)で表されることがわかった。
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式 (B.30a)については，a を複素数に拡張することで，公式を確かめることもできる。まず，複素関数 f(z) , g(z)
を，

f(z) =
π

z

[
cosh(πz)

sinh(πz)
− 1

πz

]
, g(z) = 2

∞∑
n=1

1

n2 + z2
(B.69)

と定義する。これらの極が一致することを確かめる。Liouvilleの定理より，無限遠まで正則な関数は定数関数のみ
であることから，f(z) = g(z) となる。g(z) は z = ±in で，留数 ± 1

in をもつ。f(z) も同じ点に同じ留数をもつこ
とを示す。まず，z = 0 は極ではない:

f(z)|z=0 =
π

z

[
cosh(πz)

sinh(πz)
− 1

πz

]∣∣∣∣
z=0

=
π2

3
. (B.70)

次に，z = ±in での極を計算する。z = ±in+ y とおくと，

sinh(πz) = (−1)n sinh(πy) , cosh(πz) = (−1)n cosh(πy) (B.71)

であるので，z = ±in での極は

(z ∓ in)f(z)
∣∣
z=±in = y

π

±in+ y

(
(−1)n cosh(πy)
(−1)n sinh(πy)

− 1

π(±in+ y)

)∣∣∣∣
y=0

= ± 1

in
(B.72)

である。したがって，f(z) も z = ±in に留数 ∓1/(2n) をもつ。Liouvilleの定理より，f(z) = g(z) となる。
さらに，文献 [82]を参考に，公式 (B.30a)が複素関数の部分分数展開の例の１つであることをみる。複素関数の

部分分数展開とは，部分分数分解の一般化である。関数 h(z) を極を除く全平面で１価正則な関数とする。これは有
理型関数と呼ばれる。有理型関数 h(z) は z = a1, a2, · · · に極を持つとする。極 z = ak (k = 1, 2, · · · ) まわりで
ローラン展開したときの，負べきの部分 (主要部)は多項式 Pk(1/(z − ak)) とする。z = 0 で h(z) が正則であると
すると，次式が成り立つ2:

h(z) = h(0) +

∞∑
k=1

[
Pk

(
1

z − ak

)
− Pk

(
− 1

ak

)]
. (B.73)

特に，h(z) の特異点がすべて１位の極である場合，極 z = ak での留数を rk とすると，上の公式は

h(z) = h(0) +

∞∑
k=1

rk

[
1

z − ak
+

1

ak

]
(B.74)

と書ける。この公式を式 (B.69)の f(z) に適用すると，

f(z) = f(0) +
∑
n 6=

1

in

(
1

z − in
+

1

in

)
=
π2

3
+
∑
n>0

[
2

n2 + z2
− 2

n2

]
. (B.75)

最後の無限和は
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
(B.76)

なので，第１項の f(0) = π2/3 と打ち消し合う。したがって，

f(z) =
π

z

[
cosh(πz)

sinh(πz)
− 1

πz

]
= 2

∑
n>0

1

n2 + z2
= g(z) (B.77)

が成り立つ。

2 証明は文献 [82]pp.118 を参照。

40



付録 C

アノマリーの計算

S1/Z2 オビフォルド上のアノマリーは固定点上に局在する [62]。この付録では，４次元のカイラルアノマリーの
計算から始めて，S1/Z2 オビフォルド上のアノマリーの計算についてレビューする。

C.1 ４次元のカイラルアノマリー
４次元の Euclid 空間上で U(1) ゲージ場と結合する Dirac フェルミオンを考える。カイラル変換に対応するカ

レント保存則を破る項をカイラルアノマリーという。ここでは，カイラルアノマリーを経路積分のヤコビアンから
導く藤川の方法 [83, 84]を紹介する。

■セットアップ ゲージ場は古典的な外場とする。分配関数は∫
DψDψ̄ exp

[∫
d4xψ̄(i /D −m)ψ

]
(C.1)

で与えられる。ここで γ 行列は反エルミートにとり，反交換関係を満たす:{
γµ, γν

}
= −2δµν , (γµ)

†
= −γµ . (C.2)

γ5 を
γ5 = −γ1γ2γ3γ4 (C.3)

で定義すると，次の性質を満たす:
(γ5)

2
= 1, {γ5, γµ} = 0 . (C.4)

また，共変微分は
/D = γµ (i∂µ +Aµ) (C.5)

と定義する。これはエルミートである。ただし，内積は Euclid 版の

〈Ψ|Φ〉 =
∫
d4xΨ†(x)Φ(x) (C.6)

と定義する。このように定義すると，Dirac 演算子 /D はエルミートになる。このことから，Dirac 演算子の固有値
は実数で，その固有関数は正規直交系をなすように取ることができる:

/Dϕn(x) = λnϕn(x) ,

∫
d4xϕ†

n(x)ϕm(x) = δnm . (C.7)

Dirac 場をこの固有関数を用いて，

ψ(x) =
∑
n

anϕn(x) , ψ̄(x) =
∑
n

bnϕ
†
n(x) (C.8)
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と展開する。ここで展開係数 an と bn は Grassmann 数とする。経路積分の測度は これらを用いて

DψDψ̄ =
∏
n

dandbn (C.9)

と書ける。

■カイラル変換とカレント保存則 場を ψ → ψ′ と変換したとき，変換後の作用を S′ とおく。積分変数を変換して
も分配関数は変わらないので

DψDψ̄eS = Dψ′Dψ̄′eS
′

(C.10)

である。特に微小変換を考えると，作用は S′ = S + δS，積分測度のヤコビアンは J = 1 + δJ と書けるので，

DψDψ̄(δS + δJ)eS = 0 (C.11)

が成り立つ。これがカレント保存則に対応する式である。δS がカレントの発散，δJ がアノマリーに対応すること
を以下で見ていく。具体的には，微小カイラル変換

ψ′(x) = (1 + iα(x)γ5)ψ(x) , (C.12a)
ψ̄′(x) = ψ̄(x) (1 + iα(x)γ5) (C.12b)

を考える。

■δS の計算 変換 (C.12)のもとでの作用 S[ψ, ψ̄] =
∫
d4xψ̄(i /D −m)ψ の変化を考える:

S[ψ′, ψ̄′] =

∫
d4x ψ̄(1 + iαγ5) [i /D −m] (1 + iαγ5)ψ(x)

= S[ψ, ψ̄] +

∫
d4x

[
−(∂µα)ψ̄γµγ5ψ − 2iαmψ̄γ5ψ

]
= S[ψ, ψ̄] +

∫
d4xα(x) [∂µj

µ
5 − 2imj5] . (C.13)

ここで，軸性カレントを jµ5 = ψ̄γµγ5ψ，j5 = ψ̄γ5ψ とおいた。したがって，

δS =

∫
d4xα(x) [∂µj

µ
5 − 2imj5] . (C.14)

■ヤコビアンの計算 式 (C.12)を展開係数 {an, bn}の変換に直す。つまり ψ′ =
∑
n a

′
nϕn とおくと，

a′n =
∑
m

[
δnm + i

∫
d4xϕ†

nαγ5ϕm

]
am =

∑
m

Unmam (C.15)

となる。ただし aの変換行列を U とおいた。同様に

b′n =
∑
m

bm

[
δmn + i

∫
d4xϕ†

mαγ5ϕn

]
=
∑
m

bmVmn . (C.16)

ここで bの変換行列 V は aの変換行列と V = UT の関係になっている。ヤコビアンは変換行列の行列式で表され
る。ただし積分変数は Grassmann 数なのでヤコビアンは行列式の逆数になることに注意する。つまり，∏

n

da′ndb
′
n =

(
detU detUT

)−1∏
dandbn = (detU)

−2
∏

dandbn . (C.17)

公式 detM = exp tr lnM を使って，

(detU)
−2

= exp

[
tr ln

(
δnm+ i

∫
d4xϕ†

nαγ5ϕm

)]−2

∼ exp

[
−2i

∑
n

∫
d4xϕ†

nαγ5ϕn

]
= eδJ (C.18)
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と書ける。ただし，α は微小として近似をした。このトレースは発散しているため，正則化をする必要がある。収
束因子として e−τλ

2
n (τ > 0)を挿入し，最後に τ → 0 とする:∑

n

∫
d4xϕ†

n(x)αγ5ϕn(x)→ lim
τ→0

∑
n

∫
d4xϕ†

n(x)αγ5e
−τλ2

nϕn(x)

= lim
τ→0

∑
n

∫
d4xϕ†

n(x)αγ5e
−τ /D2

ϕn(x) . (C.19)

ここで基底を /D の固有関数 ϕn(x) = 〈x|n〉から平面波 eikx = 〈k|x〉に移したい。完全性関係を用いると

∑
n

ϕn(x)Oϕn(x) = tr 〈x|O|x〉 =
∫

d4k

(2π)4
e−ikxOeikx (C.20)

のように運動量積分に直せる。これを用いると∑
n

ϕ†
n(x)γ5ϕn(x) = tr

∫
d4k

(2π)4
e−ikxγ5e

−τ /D2

eikx

= tr

∫
d4k

(2π)4
γ5 exp

[
−τ
(
(−ikµ +Dµ)

2 +
i

2
γµγνFµν

)]
(C.21)

と書ける。ただし，ここで

/D2
=

1

2

{
γµ, γν

}
DµDν +

1

2

[
γµ, γν

]
DµDν

= DµD
µ +

1

4

[
γµ, γν

] [
Dµ, Dν

]
= D2

µ +
i

2
γµγνFµν (C.22)

を用いた。被積分関数は

exp

[
−τ
(
(−ikµ +Dµ)

2 +
i

2
γµγνFµν

)]
= eτk

2

exp

[
−τD2

mu + 2iτkµDµ −
iτ

2
γµγνFµν

]
(C.23)

と書ける。指数関数を展開して，γ5 を含むトレースを取ったあとに残るのは，γ を４つ含む項である。公式
tr(γ5γ

µγνγργσ) = −4εµνρσ (ε1234 = +1)を用いて，∫
d4k

(2π)4
eτk

2

tr

[
1

2!

−τ2

4
γ5γ

µγνγργσFµνFρσ

]
=
−τ2

8
(−4εµνρσ)FµνFρσ

∫
d4k

(2π)4
eτk

2

=
1

32π2
Fµν F̃

µν (C.24)

と変形できる。(ここで用いたトレースの公式は Euclid 版である。Minkowski 時空に直すときは全体に −iを掛け
ればよい。) 運動量積分は k2 = −(k1)2 − · · · となっていることに注意すると，ガウス積分になっていることが分
かり， ∫

d4k

(2π)4
eτk

2

=
1

(2π)4

√
π

τ

4

=
1

16π2τ2
(C.25)

を用いた。式 (C.18)に戻すと

δJ =

∫
d4xα(x)

−i
16π2

Fµν F̃
µν (C.26)

となる。結局，(Euclid版の)軸性カレントの保存則

∂µ 〈jµ5 〉 − 2mi 〈j5〉 =
i

16π2
Fµν F̃

µν (C.27)

が得られる。(Minkowski 版では εµνρσ → −iεµνρσ とする。)
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C.2 S1/Z2 上のアノマリーの計算
S1/Z2 オービフォルド上のアノマリーは固定点上に局在する [62]。本節では，付録 B.1で与えた，5次元理論を

KKモード展開して得られる 4次元的な描像を考え，藤川の方法を使ってアノマリーを計算する。ここでのアノマ
リーの計算は文献 [83, 84]を参考にした。
カレント保存則は，積分変数であるフェルミオン場を変換しても分配関数が不変であることから導ける。分配関

数は次のように書ける:

Z[AR/Lµ ] =

∫
D [ψ] eiS ≡

∫
DψRDψ̄RDψLDψ̄LeiS[ψR/L,ψ̄R/L,AR/L] . (C.28)

変換として，形式的に y 依存な係数をもつものを考える:

ψR/L(x) −→ ψ′
R/L(x) = ψR/L(x) + iε(x)ΞR/L(y)ψR/L(x) , (C.29a)

ψ̄R/L(x) −→ ψ̄′
R/L(x) = ψ̄R/L(x)− iε(x)ψ̄R/L(x)ΞR/L(y) . (C.29b)

これは ΞR(y) = ΞL(y) のときベクトル的変換，ΞR(y) = −ΞL(y) のとき γ5 変換に対応する。分配関数は積分変
数を変換しても不変であるので，ヤコビアンを eδJ と書くと，∫

D [ψ] eS =

∫
D [ψ′] eS

′
=

∫
D [ψ] eδJeS+δS (C.30)

が成り立つ。したがって，δJ + δS = 0 であり，この式からカレント保存則が得られる。δS = 0 が古典的なカレン
ト保存則，δJ がカレント保存則の量子論的な破れである，アノマリーに対応する。δS はカレントの５次元発散に
なる1:

δS =

∫
d4x ε(x)

[
∂µJ

µ(x, y) + ∂yJ
5(x, y)

]
. (C.31)

∂yJ
5(x, y) は質量項の変分に対応している。この計算については後述する。一方ヤコビアンは，まず ψR/L(x) を

/D /D†， /D† /D の固有関数で
ψ(x) =

∑
n

anϕn(x) , ψ̄(x) =
∑
m

φ†(x)mbm . (C.32)

と展開する。2 ここで展開係数 an, bn は Grassmann 数であり，φn(x), ϕn(x) は次の固有値方程式を満たす:

/D† /Dϕn(x) = λ2nϕn(x) , /D /D†
φn(x) = λ2nφn(x) . (C.33)

ψ(x) の変換を係数 an, bn の変換に直してヤコビアンを求める。この詳しい計算は後述する。結果は

δJ = −
∫
d4xε(x)

1

32π2
tr
[
ΞR(y)FRµνF̃Rµν − ΞL(y)FLµνF̃Lµν

]
. (C.34)

となる。まとめると，δS + δJ = 0 からカレント保存則

∂µJ
µ + ∂yJ

5 =
1

32π2
tr
[
ΞR(y)FRµνF̃Rµν − ΞL(y)FLµνF̃Lµν

]
(C.35)

が導ける。
次にアノマリーが固定点に局在化すること [62]を示す。まず，モード関数の完全性関係から，

ΞR/L(y)AµR/L(x) = Aµ(x, y)ΞR/L(y) (C.36)

1 ここで，4次元積分の中身に y 依存性が現れているが，これは式 (C.29a) , および式 (C.29b) の変換パラメータに現れる形式的な y 依
存性であり，元の５次元の作用における y 依存性とは関係ない。δJ についても同様である。

2 AR 6= AL なので，Dirac 演算子 /D = /∂ + i/ARPR + i/ALPL はエルミートではないことに注意。C.1節で扱った４次元のカイラルア
ノマリーの計算では， /D がエルミートなので，式 (C.7) のように /D の固有関数を考えれば良かった。
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が成立する。右辺の Aµ(x, y) はもとの５次元作用 (B.1)に含まれるゲージ場だが，左辺の AµR/L(x) は式 (B.14b)
で定義したように，Aµ(x, y) をモード関数で挟んで積分したものである。この関係式 (C.36)を用いるとアノマリー
は次のように書ける:

1

32π2
Fµν F̃

µν(x, y) tr
[
ΞR(y)− ΞL(y)

]
. (C.37)

ここで現れたトレースは Ξ(y) の定義 (B.17a)から，

tr
[
ΞR(y)− ΞL(y)

]
=
∑
n≥0

φRn (y)
2 −

∑
n>0

φLn(y)
2 (C.38)

と書ける。これを計算するために次の関数

∆(y, y′) ≡
∑
n≥0

φRn (y)φ
R
n (y

′)−
∑
n>0

φLn(y)φ
L
n(y

′) (C.39)

を考える。これは y = y′ で考えたいトレースに一致する。φLn(y′) は y′ = 0 について反対称，φRn (y′) は対称なの
で，y′ → −y′ とすると，

∆(y,−y′) =
∑
n≥0

φRn (y)φ
R
n (y

′) +
∑
n>0

φLn(y)φ
L
n(y

′)

となる。
{
φRn (y), φ

L
n(y)

}
は区間 [−πR, πR) 上の周期境界条件をもつ関数の完全正規直交系をなすため，周期性を

考慮した完全性関係

∆(y,−y′) =
∞∑

N=−∞
δ(y − y′ − 2NπR) (C.40)

が成り立つ。ただし N は整数とする。−y′ = y と置けば，∆(y, y)は

∆(y, y) =
∑
N

δ(2y − 2NπR) =
1

2

∑
N

δ(y −NπR)

と求められる。したがって，アノマリーは最終的に次のように書ける:

∂µJ
µ + ∂yJ

5 =
1

2

[
δ(y) + δ(y − πR)

]
Q(x, y) , Q(x, y) =

1

32π2
Fµν(x, y)F̃

µν(x, y) . (C.41)

アノマリーは５次元バルクにはなく，オビフォルドの固定点上に分裂して存在する。またアノマリーは５次元の形
やモードに依存しないことがわかる。これは直感的には次のように解釈できる。一般に，奇数次元時空ではアノマ
リーがないことが知られており，確かにバルクにはアノマリーがない。一方，オビフォルドの固定点上は４次元面
になっているため，アノマリーが存在しても良い。実際，５次元の S1/Z2 オビフォルド上の理論は，４次元のカイ
ラルな理論と等価である。

■作用の変分 省略した作用の変分 (C.31) の導出を示す。変換 (C.29a)、および (C.29b) の下での４次元作用
(B.15)の変分を求める。変換後の作用は，ε(x) が微小として，

S[ψ′
R/L, ψ̄

′
R/L, AR/L] = S[ψR/L, ψ̄R/L, AR/L] +

∫
d4x
[
i2(∂µε(x))ψ̄γ

µ(ΞR(y)PR + ΞL(y)PL)ψ
]

−
∫
d4x(−iε(x))

[
ψ̄L(Ξ

L(y)M −MΞR(y))ψR + ψ̄R(Ξ
R(y)M −MΞL(y))ψL

]
(C.42)

と書き下せる。まず第１項は，カレントを用いて∫
d4x
[
i2(∂µε)ψ̄γ

µ(ΞR(y)PR + ΞL(y)PL)ψ
]
=

∫
d4x(−∂µε(x))Jµ(x, y) (C.43)

と書ける。次に，第２項が ∂yJ
5 と書けることを示す。KKモードの運動方程式 (B.4) を用いると，

[
ΩR/L(y)

]
nm

=

φ
L/R
n (y)φ

R/L
m (y) の微分は次のように変形できる:

∂y

[
ΩR/L

]
nm

(y) =
[
∂yφ

L/R
n

]
φR/Lm + φL/Rn

[
∂yφ

R/L
m

]
(C.44)

= ∓
[
Mnφ

R/L
n −m(y)φL/Rn

]
φR/Lm ± φL/Rn

[
Mmφ

L/R
m −m(y)φR/Lm

]
. (C.45)
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整理すると，
∂y

[
ΩR/L

]
nm

(y) = ±
[
−MΞR/L(y) + ΞL/R(y)M

]
nm

(C.46)

とまとめられる。Ω(y) = ΩR(y)PR +ΩL(y)PL より，∂yJ5 は

∂yJ
5 = ψ̄iγ5

[
∂yΩ(y)

]
ψ = iψ̄

[
∂yΩ

R(y)PR − ∂yΩL(y)PL
]
ψ

= iψ̄L

[
−MΞR(y) + ΞL(y)M

]
ψR + iψ̄R

[
−MΞL(y) + ΞR(y)M

]
ψL (C.47)

と変形できる。これは式 (C.42)２行目の被積分関数になっている. つまり質量項はカレントの余剰次元方向の発散
で表される。カレントを用いると，第１項もまとめて

δS =

∫
d4x
[
(−∂µε)Jµ + ε∂yJ

5
]

(C.48)

と書ける。第１項を部分積分すれば，

δS =

∫
d4x ε

(
∂µJ

µ + ∂yJ
5
)
. (C.49)

被積分関数がカレントの５次元発散になっており，式 (C.31)式が導けた。

■ヤコビアンの計算 省略したヤコビアン (C.34)の導出を示す。変換を一度有限形に書き直し，あとで無限小変換
を考える:

ψR/L −→ ψ′
R/L = eiε(x)Ξ

R/L(y)ψR/L = eiε(x)Ξ
R/L(y)PR/Lψ , (C.50a)

ψ̄R/L −→ ψ̄′
R/L = ψ̄R/Le

−iε(x)ΞR/L(y) = ψ̄e−iε(x)P∓ΞR/L(y) . (C.50b)

ψ に対する変換に直すと，

ψ −→ ψ′ = exp
[
iε(x)(ΞR(y)PR + ΞL(y)PL)

]
ψ = exp [i(α(x, y) + β(x, y)γ5)]ψ , (C.51a)

ψ̄ −→ ψ̄′ = ψ̄ exp
[
−iε(x)

(
PLΞ

R(y) + PRΞ
L(y)

)]
= ψ̄ exp [i(−α(x, y) + β(x, y)γ5)] . (C.51b)

ここで α(x, y) = ε(x)
[
ΞR(y) + ΞL(y)

]
/2, β(x, y) = ε(x)

[
ΞR(y)− ΞL(y)

]
/2 とおいた。Dirac 演算子 /D =

/∂ − i/ARPR − i/ALPL はエルミートではない。実際，

/D†
= /∂ + i/ARPL + i/ALPR 6= /D . (C.52)

/D に対する固有関数はそのままでは定義できないが，/D /D†
, /D† /D はエルミートなので，次の固有関数は定義できる:

/D† /Dϕn(x) = λ2nϕn(x) , /D /D†
φn(x) = λ2nφn(x) . (C.53)

ここで，固有関数同士は
/Dϕn(x) = λnφn(x) , /D†

φn(x) = λnϕn(x) (C.54)

の関係がある。正確には，上式のようになるように定数倍の自由度を決めた。{ϕn} , {φn} はそれぞれ直交関数系
をなす。ψ(x) と ψ̄(x) をこれらの固有関数を用いて，

ψ(x) =
∑
n

anϕn(x) , ψ̄(x) =
∑
m

φ†m(x)bm (C.55)

と展開する。ここで an, bn は Grassmann数とする。ψ, ψ̄ に対する変換を係数 an, bn の変換に直す:

a′n =
∑
m

Unmam , Unm =

∫
d4xϕ†

n(x)e
i[α(x,y)+β(x,y)γ5]ϕm(x) , (C.56a)

b′m =
∑
n

bnVnm , Vnm =

∫
d4xφ†n(x)e

i[−α(x,y)+β(x,y)γ5]φm(x) . (C.56b)
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積分変数を an, bn から a′n, b′n としたときのヤコビアンを求めたいので，行列 Unm と Vnm の行列式を計算する:

detU = exp tr ln

[∫
d4xϕ†

n(x)e
i[α(x,y)+β(x,y)γ5]ϕm(x)

]
∼ exp tr ln

[
δnm + i

∫
d4xϕ†

n(x)[α(x, y) + β(x, y)γ5]ϕm(x)

]
∼ exp

[
i
∑
n

∫
d4xϕ†

n(x) (α(x, y) + β(x, y)γ5))ϕn(x)

]
. (C.57)

ここで α(x, y), β(x, y) が微小であることを用いた。同様に

detV = exp

[
i
∑
n

∫
d4xφ†n(x)[−α(x, y) + β(x, y)γ5]φn(x)

]
(C.58)

と変形できる。したがってヤコビアンは

J = (detU detV )
−1

∼ exp

[
−i
∫
d4x

∑
n

{
ϕ†
n(α+ βγ5)ϕn(x) + φ†n(−α+ βγ5)φn(x)

}]
(C.59)

と求められる。収束因子 e−τλ
2
n を挿入して，ヤコビアンを評価する。ただし，最後に τ → 0 とする:

lim
τ→0

∑
n

e−τλ
2
n
{
ϕ†
n(α+ βγ5)ϕn(x) + φ†n(−α+ βγ5)φn(x)

}
= lim
τ→0

∑
n

{
ϕ†
n(α+ βγ5) exp

(
−τ /D† /D

)
ϕn(x) + φ†n(−α+ βγ5) exp

(
−τ /D /D†

)
φn(x)

}
. (C.60)

ここで ϕn(x) = 〈x|φn〉 と書けることを用いて，平面波の基底に移る:

∑
n

ϕ†
n(x)Oϕn(x) = tr 〈x|O|x〉 =

∫
d4k

(2π)4
tr 〈x|O|k〉 〈k|x〉 . (C.61)

これは {φn}に対しても同様に成り立つ。したがって，式 (C.60)は

lim
τ→0

∫
d4k

(2π)4
tr
[
αe−ikx

{
exp
(
−τ /D† /D

)
− exp

(
−τ /D /D†

)}
eikx

+βγ5e
−ikx

{
exp
(
−τ /D† /D

)
+ exp

(
−τ /D /D†

)}
eikx

]
(C.62)

と運動量積分の形に書ける。ここで /D = /DRPR + /DLPL , /D†
= /DLPR + /DRPL なので expの肩の上は

/D† /D = /D2
RPR + /D2

LPL, /D /D†
= /D2

LPR + /D2
RPL (C.63)

と書ける。PRPL = PLPR = 0に注意すると

exp
[
−τ /D† /D

]
= exp

[
−τ
(

/D2
RPR + /D2

LPL

)]
=
∑
n>0

[
−τ
(

/D2
RPR + /D2

LPL

)]n
n!

+ 1

と Lと Rを分離できる。さらに，

∑
n>0

[
−τ
(

/D2
RPR + /D2

LPL

)]n
n!

+ 1 =
∑
n>0

(
−τ /D2

R

)n
PR +

(
−τ /D2

L

)n
PL

n!
+ 1

= PR exp
(
−τ /D2

R

)
− PR + PL exp

(
−τ /D2

L

)
− PL + 1

= PR exp
(
−τ /D2

R

)
+ PL exp

(
−τ /D2

L

)
(C.64)
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と変形できる。ここで３行目から４行目への変形では，

∑
n=0

(
−τ /D2

RPR

)n
n!

=
∑
n>0

(
−τ /D2

R

)n
PR

n!
+ 1 (C.65)

となっていることに注意が必要である。つまり，exp(xPR) 6= exp(x)PR である。/D /D† の場合も同様に計算できる。
結局，式 (C.62)の中の exp は

exp
(
−τ /D† /D

)
= PR exp

(
−τ /D2

R

)
+ PL exp

(
−τ /D2

L

)
(C.66a)

exp
(
−τ /D /D†

)
= PR exp

(
−τ /D2

L

)
+ PL exp

(
−τ /D2

R

)
(C.66b)

と書ける。したがって

exp
(
−τ /D† /D

)
− exp

(
−τ /D /D†

)
= (PR − PL) exp

(
−τ /D2

R

)
+ (PL − PR) exp

(
−τ /D2

L

)
,

= γ5

[
exp
(
−τ /D2

R

)
− exp

(
−τ /D2

L

)]
(C.67a)

exp
(
−τ /D† /D

)
+ exp

(
−τ /D /D†

)
= (PR + PL) exp

(
−τ /D2

R

)
+ (PL − PR) exp

(
−τ /D2

−

)
= exp

(
−τ /D2

R

)
+ exp

(
−τ /D2

L

)
(C.67b)

となる。式 (C.62)の被積分関数で平面波に挟まれた部分は

tr
[
αγ5

{
exp
(
−τ /D2

R

)
− exp

(
−τ /D2

L

)}
+ βγ5

{
exp
(
−τ /D2

R

)
+ exp

(
−τ /D2

L

)}]
= tr

[
(α+ β)γ5 exp

(
−τ /D2

R

)
+ (−α+ β)γ5 exp

(
−τ /D2

L

)]
(C.68)

と整理できる。ここで，γ 行列の性質から

/D2
R/L =

(
DR/L
µ

)2
+
i

2
γµγνFR/Lµν (C.69)

と書けるので，平面波の微分を実行すると，

DR/L
µ eikx = (∂µ + iAµ)eikx = eikx(−ikµ +DR/L

µ ) , (C.70a)(
DR/L
µ

)2
eikx = eikx(−ikµ +DR/L

µ )2 (C.70b)

となる。式 (C.62)の被積分関数は

e−ikx exp
(
−τ /D2

R/L

)
eikx = exp

[
−τ
(
−ikµ +DR/L

µ

)2
− τ

2
γµγνFR/Lµν

]
= eτkµk

µ

exp

(
−τD2

µR/L − 2iτkµDR/L
µ − iτ

2
γµγνFR/Lµν

)
(C.71)

と書ける。exp を展開したとき，γ5 を含むトレースを取ったあとに残るのは γ 行列を４つ含む項であるので

lim
τ→0

tr

[
cR/Lγ5

1

2!

−τ2

4
γµγνγργσFR/Lµν FR/Lρσ

] ∫
d4k

(2π)4
eτkµk

µ

= lim
τ→0

−τ2

8
tr
[
cR/LFR/Lµν FR/Lρσ

]
(−4εµνρσ) 1

16π2τ2

= − 1

32π2
εµνρσ

[
cR/LFR/Lµν FR/Lρσ

]
(C.72)

と計算できる。ここで cR/L = ±α+β とおいた。運動量積分は式 (C.25)を用いた。また，γ 行列のトレースはユー
クリッド版の公式

tr [γ5γ
µγνγργσ = −4εµνρσ] (C.73)
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を用いた。ただし，ε1234 = +1である。ミンコフスキー計量に戻すと，εµνρσ −→ −iεµνρσ なので，ヤコビアンは
最終的に

δJ = −
∫
d4xε(x)

1

32π2
tr
[
ΞR(y)FRµνF̃Rµν − ΞL(y)FLµνF̃Lµν

]
. (C.74)

と書ける。したがって，式 (C.34)が得られた。
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付録 D

CS項の係数と Green関数

変形された CS項の係数に現れる関数

u(x) =
∑
n

1

mn
φRn (x)φ

L
n(x) (D.1)

は Green関数と関係がある。これを確かめるために，次のような KKモード関数の “Dirac”方程式を考える:(
∂ +m

−∂ +m

)(
φn,L
φn,R

)
= mn

(
φn,L
φn,R

)
. (D.2)

境界条件として， (
φn,L(−x)
φn,R(−x)

)
=

(
−1

+1

)(
φn,L(x)
φn,R(x)

)
(D.3)

を考える。KKモード関数 φ
L/R
n (y)は次の Klein-Gordon(KG)方程式も満たす:(

∂2 −m2
)
φL/Rn (x) = m2

nφ
L/R
n (x) . (D.4)

したがって，Green関数の求め方として，Dirac方程式の Green関数を直接求める方法と，KG方程式の Green関
数を利用する方法の２通りが考えられる。
ここでは，固有関数を用いた形式解を考える。微分演算子 D̂x に対して，固有値方程式

D̂xφn(x) = λnφn(x) (D.5)

が与えられ，固有関数 φn(x)が正規直交条件と完全性関係∫
dxφn(x)φm(x) = δnm ,

∑
n

φn(x)φn(y) = δ(x− y) (D.6)

を満たすとき，次のように定義される Green関数

D̂xG(x, y) = δ(x− y) (D.7)

は形式的に次のように書ける:
G(x, y) =

∑
n

1

λn
φn(x)φn(y) . (D.8)

実際，G(x, y)に D̂ を掛けると

D̂x

∑
n

1

λn
φn(y)φn(x) =

∑
n

1

λn
φn(y)

(
D̂xφn(x)

)
=
∑
n

φn(y)φn(x) = δ(x− y) (D.9)

となり，確かに Green関数の定義を満たす1。

1 ただし，ここでの議論は λn = 0のモードがない場合の議論である。本来はゼロモードについても考慮すべきであるが，ここでは，λn 6= 0

モードのなす空間への射影を考えているものとする。
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■定義から導出 Dirac 型の Green 関数を次のように定義する:(
∂ +m

−∂ +m

)
GD(x, y) =

(
1

1

)
δ(x− y) , GD(x, y) =

(
GL1 GL2
GR1 GR2

)
. (D.10)

境界条件は式 (D.3)と同じ形に取り，

GD(−x, y) =
(
−1

+1

)
GD(x, y) (D.11)

とする。各成分でみると，

GL1/L2(−x, y) = −GL1/L2(x, y) , (D.12a)
GR1/R2(−x, y) = +GR1/R2(x, y) (D.12b)

となっている。各成分を，同じ境界条件を満たす KKモード関数で展開する。GL1/L2 は φL を使って，

GL1/L2(x, y) =

∞∑
n=0

cn,L1/L2(y)φn,L(x) (D.13)

と展開する。ここで，cn,L1/L2(y)は未定係数である。両辺に (−∂ +m)x を作用させると，

(左辺) = (−∂ +m)xGL1/L2(x, y) =

{
0 for L1
δ(x− y) for L2

, (D.14a)

(右辺) =

∞∑
n=0

cn,L1/L2(y)(−∂ +m)xφn,L(x) =

∞∑
n=1

cn,L1/L2(y)mnφn,R(x) (D.14b)

とそれぞれ計算できる。ここで，mn=0 = 0なので，和の範囲は n = 0を除いて n = 1から始まるとした。L1に対
しては，

0 =
∑
n

cn,L1(y)mnφn,R(x) (D.15)

となるから，cn,L1(y) = 0を得る。一方，L2に対しては，

δ(x− y) =
∑
n

cn,L2(y)mnφn,R(x) (D.16)

となる。両辺に φ∗m,R(x) を掛けて積分すると，

(左辺) =

∫
dxφ∗m,R(x)δ(x− y) = φ∗m,R(y) , (D.17a)

(右辺) =

∫
dxφ∗m,R(x)

∑
n

cn,L2(y)mnφn,R(x) = cm,L2(y)mm (D.17b)

となる。ここでモード関数の直交性 ∫
dxφ∗m,R(x)φn,R(x) = δmn (D.18)

を用いた。よって係数は

cn,L2(y) =
φ∗n,R(y)

mn
(D.19)

と求められる。まとめると，

GL1(x, y) = 0 , (D.20a)

GL2(x, y) =

∞∑
n=1

1

mn
φ∗n,R(y)φn,L(x) (D.20b)
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である。GR1/R2 についても同様に計算できる:

GR1(x, y) =

∞∑
n=1

1

mn
φ∗n,L(y)φn,R(x) , (D.20c)

GR2(x, y) = 0 . (D.20d)

行列の形でまとめると，

GD(x, y) =


∞∑
n=1

1

mn
φ∗n,R(y)φn,L(x)

∞∑
n=1

1

mn
φ∗n,L(y)φn,R(x)

 (D.21)

が得られる。非対角成分について x→ y の極限を取ると，変形された CS項の係数関数 (D.1)に一致する。

■KG方程式の解を利用した導出 KG方程式の Green関数は固有関数 φn(x)を用いて次のように書ける:

GKG(x, y) =
∑
n

−1
m2
n

φ∗n(y)φn(x) . (D.22)

Dirac方程式の KKモード関数 φn,L/R は KG方程式を満たすので

GKG(x, y) =
∑

χ=L,R

∑
n

−1
m2
n

φ∗n,χ(y)φn,χ(x) (D.23)

と書ける。微分演算子の関係(
∂ +m

−∂ +m

)(
∂ +m

−∂ +m

)
=

(
1

1

)
(−∂2 +m2) (D.24)

を GKG に作用させることを考える。そこで，KG方程式の Green関数を以下のように定義する:

(−∂2 +m2)GKG(x, y) = δ(x− y) . (D.25)

これに注意して GKG に式 (D.24)を作用させると，(
∂ +m

−∂ +m

)(
∂ +m

−∂ +m

)
GKG(x, y) = −

(
1

1

)
δ(x− y) (D.26)

となる。GD(x, y)の定義 (
∂ +m

−∂ +m

)
GD(x, y) =

(
1

1

)
δ(x− y) (D.27)

と比較すると， (
∂ +m

−∂ +m

)
GKG(x, y) = −GD(x, y) (D.28)

が得られる。この関係式を使って，GKG から GD を求める。
成分をあらわに書くと，

GD(x, y) =

(
GL1 GL2
GR1 GR2

)
= −

(
(∂ +m)xGKG

(−∂ +m)xGKG

)
(D.29)

である。各成分を求めていく。まず，対角成分は GL1 = GR2 = 0である。GR1 について考えると，

GR1 =
∑
n

−1
m2
n

[
φ∗n,L(y)(−∂ +m)xφn,L(x) + φ∗n,R(y)(−∂ +m)xφn,R(x)

]
(D.30)

である。第１項は運動方程式を使って

(−∂ +m)xφn,L(x) = mnφn,R(x) (D.31)

52



と変形できる。一方で，第２項は境界条件を満たさない。したがって

GR1 =
∑
n

1

mn
φ∗n,L(y)φn,R(x) (D.32)

となる。同様に，GL2 は
GL2 =

∑
n

1

mn
φ∗n,R(y)φn,L(x) (D.33)

と求められる。まとめると，

GD(x, y) =


∞∑
n=1

1

mn
φ∗n,R(y)φn,L(x)

∞∑
n=1

1

mn
φ∗n,L(y)φn,R(x)

 (D.34)

と書ける。これは定義から求めた形 (D.21)と一致する。

■Green関数の具体形 KKモード関数の具体形として，

φn,L(x) =

√
2

πR
sin
( n
R
x
)
, (D.35a)

φn,R(x) =

√
2

πR

1

mn

[
m(x) sin

( n
R
x
)
+
n

R
cos
( n
R

)]
(D.35b)

を考える。ただし，m2
n = m2 +

(
n
R

)2, m(x) = −m(−x) = m である。このモード関数を用いて，Green関数に現
れる形

1

mn
φn,R(y)φn,L(x) =

2

m2
nπR

[
m sin

( n
R
x
)
sin
( n
R
y
)
+
n

R
sin
( n
R
x
)
cos
( n
R
y
)]

(D.36)

を求める。式 (B.30)で示した無限和の公式
∞∑
n=1

=
π

2

sinh(a(π − x))
sinh(aπ)

, (B.30b)

∞∑
n=1

=
π

2a

cosh(a(π − x))
sinh(aπ)

− 1

2a2
(B.30c)

をここでも用いる。まず式 (D.36)の右辺第１項は∑
n

2m

m2
nπR

sin
( n
R
x
)
sin
( n
R
y
)
=

2m

πR

∑
n

1

m2 +
(
n
R

)2 12
[
cos

(
n
x− y
R

)
− cos

(
n
x+ y

R

)]
(D.37)

と変形できる。無限和の公式 (B.30b) を使うと，∑
n

2m

m2
nπR

sin
( n
R
x
)
sin
( n
R
y
)
=

1

2 sinh(πmR)

(
coshmR

(
π − x− y

R

)
− coshmR

(
π − x+ y

R

))
=

sinh(m(πR− x)) sinh(my)
sinh(πmR)

(D.38)

と計算できる。式 (D.36)の右辺第２項は∑
n

2

m2
nπR

n

R
sin
( n
R
x
)
cos
( n
R
y
)
=

1

π

∑
n

n

(mR)2 + n2

[
sin

(
n
x− y
R

)
− sin

(
n
x+ y

R

)]
(D.39)

と変形できる。無限和の公式 (B.30b) を用いると，∑
n

2

m2
nπR

n

R
sin
( n
R
x
)
cos
( n
R
y
)
=

1

2 sinh(πmR)

(
sinhmR

(
π − x− y

R

)
− sinhmR

(
π − x+ y

R

))
=

sinh(m(πR− x)) cosh(my)
sinh(πmR)

(D.40)
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と書ける。したがって，

GL2(x, y) =
∑
n

1

mn
φn,R(y)φn,L(x) =

sinh(m(πR− x))
sinh(πmR)

(cosh(my) + sinh(my))

=
sinh(m(πR− x))

sinh(πmR)
emy (D.41)

と求められる。GR1 は GL2 で x, y を入れ替えたものに等しくなる:

GR1(x, y) =
∑
n

1

mn
φn,L(y)φn,R(x) =

sinh(m(πR− y))
sinh(πmR)

(cosh(mx) + sinh(mx))

=
sinh(m(πR− y))

sinh(πmR)
emx . (D.42)

以上，具体的な Green関数が得られた。
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付録 E

アノマリー流入

第 4.3.1節では，ゼロモードの広がりから CS項の係数を求めた。そこでは，ゼロモードの電荷分布 ρが y = πR/2

で反対称であることを利用してアノマリーの流入を考えた。この付録では，電荷分布 ρが y = πR/2で反対称でな
い場合にも適用できる計算を示す。また，第 4.3.1節との対応について議論する。

■矩形関数の一般化 第 4.3.1節において，バルクに広がったアノマリーを相殺するような CS項の係数を求めた。
そのために，区間 [y, πR− y]でのみ非ゼロで値を持つような CS項 (4.39)を考えた。区間 [y, πR− y]でのみ値を
持たせるために，式 (4.39) では次のような矩形関数

Θy(x
5) = θ(x5 − y)− θ(x5 − (πR− y)) =

{
1 for x5 ∈ [y, πR− y]
0 other

(E.1)

を用いた。これは y = πR/2に対して反対称である。これを一般化して次の矩形関数を定義する:

Θ(x5; y1, y2) = θ(x5 − y1)− θ(x5 − y2) =

{
1 for x5 ∈ [y1, y2]

0 other
. (E.2)

あとの計算で必要になる矩形関数の性質は以下の３つである:

Θ(x5; y1, y2) + Θ(x5; y2, y3) = Θ(x5; y1, y3) , (E.3a)
Θ(−x5;−y1,−y2) = Θ(x5; y2, y1) = −Θ(x5; y1, y2) , (E.3b)

Θ(X,Y1, Y2) + Θ(X,Y3, Y4) = Θ(X,Y1, Y4) + Θ(X,Y3, Y2) . (E.3c)

それぞれの性質について，簡単に導出を示す。性質 (E.3a)について，左辺を変形すると，

Θ(x5; y1, y2) + Θ(x5; y2, y3) = θ(x5 − y1)− θ(x5 − y2) + θ(x5 − y2)− θ(x5 − y3)
= θ(x5 − y1)− θ(x5 − y3) = Θ(x5; y1, y3) (E.4)

と右辺が導ける。これは図を書くと明らかである。性質 (E.3b)について，階段関数の性質 θ(−x) = 1− θ(x)を用
いて左辺を変形すると，

Θ(−x5;−y1,−y2) = θ(−x5 + y1)− θ(−x5 + y2)

= −θ(x5 − 1) + θ(x5 − y2)
= Θ(x5; y2, y1) = −Θ(x5; y1, y2) (E.5)

となり，右辺が導ける。性質 (E.3c)について，左辺を展開して組み替えると，

Θ(X,Y1, Y2) + Θ(X,Y3, Y4) = θ(X − Y1)− θ(X − Y2) + θ(X − Y3)− θ(X − Y4)
= Θ(X,Y1, Y4) + Θ(X,Y3, Y2) (E.6)

と右辺が得られる。
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■CS 項の係数の計算 いま，ゼロモードの絶対値二乗に比例してバルクに広がったアノマリーを，２つの固定点
y0 = 0と y1 = πR に等しく流入させることを考える。そのためには，ある点 y におけるアノマリーを，半分は固
定点 y0 へ流入させ，もう半分は y1 へと流入させればよい。このとき，２つの流入は互いに逆向きである。最後に
y について積分すれば，ゼロモードのアノマリーを相殺するような CS項の係数が得られる。したがって，ゼロモー
ドの分布を ρ(y)と書くと，計算すべき CS項の係数は次のように書ける:

F (x5) =
1

2

∫ πR

0

dy
[
Θ(x5; 0, y)−Θ(x5; y, πR)

]
ρ(y) . (E.7)

ここで，Θ(x5; 0, y), Θ(x5; y, πR) はそれぞれ x5 = 0 から x5 = y と，x5 = y から x5 = πR の流入を表し，互い
に逆向きとしている。式 (E.7)の矩形関数部分を展開すると，

Θ(x5; 0, y)−Θ(x5; y, πR) = θ(x5) + θ(x5 − πR)− 2θ(x5 − y) (E.8)

と書ける。θ(x5) + θ(x5 − πR) は 0 ≤ y ≤ πR において 1である。一方，θ(x5 − y) は x5 > y のときのみ 1であ
り，それ以外では 0であるので，式 (E.7)は

F (x5) =
1

2

∫ πR

0

dyρ(y)−
∫ x5

0

dyρ(y) (E.9)

と表せる。
いま，電荷密度 ρ(y)の具体例として，第 4.3節のセットアップにおけるゼロモード ξ

(1)
L,0 の分布を考える:

ρ(1)(y) =
∣∣∣ξ(1)L,0(y)

∣∣∣2 = N2e2my =
me−mπR

sinh(nπR)
e2my . (E.10)

このとき，式 (E.9)の第１項の積分はゼロモード波動関数の規格化条件から 1となる:

1

2

∫ πR

0

dyρ(1)(y) =
1

2
. (E.11)

一方，第２項の積分は ∫ x5

0

dyρ(y) =
N2

2m

[
e2my

]x5

0
=

e−mπR

2 sinh(mπR)

(
e2mx

5

− 1
)

(E.12)

と計算できる。以上より，F (1)(x5)は

F (1)(x5) ≡ 1

2

∫ πR

0

dy
[
Θ(x5; 0, y)−Θ(x5; y, πR)

]
ρ(1)(y)

=
1

2 sinh(mπR)

[
sinh(mπR) + e−mπR − e2m(x5−πR/2)

]
=

1

2 sinh(mπR)

[
cosh(mπR)− e2m(x5−πR/2)

]
(E.13)

と求められる。
次に，KKモードの和から CS項の係数を求め，上述のアノマリー流入から求めた係数 (E.13)と一致することを

確かめる。KKモードの和で表した CS項の係数関数 (4.50)は

u(1)(y) =
∑
n

1

mn
ξ
(i)
n,R(y)ξ

(i)
n,L(y) (E.14)

である。式 (4.54)で求めたように，KK モード関数は

ξ
(i)
n,R =

√
2

πR
sin
( n
R
y
)
, (E.15)

ξ
(i)
n,L =

√
2√

πRmn

[
mi sin

( n
R
y
)
+
n

R
cos
( n
R
y
)]

(E.16)
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であり，m2
n = m2 + (n/R)2 である。KKモード関数を公式 (E.14)に代入すると，

u(1)(y) =
2

πR

∞∑
n=1

1

m2 + ( nR )
2

[
m sin2

( n
R
y
)
+
n

R
cos
( n
R
y
)
sin
( n
R
y
)]

=
2

π

∞∑
n=1

1

(mR)2 + n2

[mR
2

(
1− cos

(
2n

R
y

))
+
n

2
sin

(
2n

R
y

)]
(E.17)

と書ける。ここで，無限和の公式 [78]

∞∑
n=1

1

a2 + n2
=

π

2a
coth(aπ)− 1

2a2
, (E.18a)

∞∑
n=1

cos(nx)

a2 + n2
=

π

2a

cosh (a(π − x))
sinh(aπ)

− 1

2a2
[0 ≤ x ≤ 2π] , (E.18b)

∞∑
n=1

n sin(nx)

n2 + a2
=
π

2

sinh (a(π − x))
sinh(aπ)

[0 < x < 2π] (E.18c)

を用いると，各項はそれぞれ

2

π

mR

2

∞∑
n=1

1

(mR)2 + n2
=
mR

π

[
π

2mR
coth(πmR)− 1

2(mR)2

]
=

1

2

[
coth(πmR)− 1

2πmR

]
, (E.19)

− 2

π

mR

2

∞∑
n=1

cos
(
2n
R y
)

(mR)2 + n2
= −mR

π

[
π

2mR

cosh[mR(π − 2y/R)]

sinh(πmR)
− 1

2(mR)2

]
= −1

2

[
cosh[mR(π − 2y/R)]

sinh(πmR)
− 1

2πmR

]
, (E.20)

− 2

π

1

2

∞∑
n=1

n sin
(
2n
R y
)

(mR)2 + n2
=

1

π

π

2

sinh[mR(π − 2y/R)]

sinh(πmR)

=
1

2

sinh[mR(π − 2y/R)]

sinh(πmR)
(E.21)

と計算できる。よって

u(1)(y) =
1

2 sinh(πmR)

[
cosh(πmR)− cosh[mR(π − 2y/R)] + sinh[mR(π − 2y/R)]

]
=

1

2 sinh(πmR)

[
cosh(πmR)− e[2m(y−πR/2)]

]
(E.22)

とまとめられる。これは KKモードの和で計算した式 (E.13)の F (1) と一致する。したがって，CS項の係数につ
いて，式 (E.7)で考えたアノマリー流入から求めたものと，KKモード関数の和から求めたものが一致することが，
具体的な場合について確かめられた。ρ(2)(y)の場合についても同様の結果を得る。

■本文の計算との関係 5次元のフェルミオンゼロモードがバルクに広がっているときに生成される CS項は (係数
は除いて)次のように与えられる:

L =

∫
dx5F (x5)A5Fµν F̃

µν , (E.23)

F (x5) =
1

2

∫ πR

0

dy
[
Θ(x5; 0, y)−Θ(x5; y, πR)

]
ρ(y) . (E.24)

ここで，A5Fµν F̃
µν が全てゼロモードを持つ場合を考えると，F (x5)を積分して残るのは x5 = πR/2周りで対称

な部分である。このあと示すが，F (x5) に含まれる矩形関数のうち，x5 = πR/2 について対称な部分 (以下では
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“x5-even”と表現する)は y = πR/2 周りについて反対称 (y-odd)である。反対に，x5-oddな部分は y-evenであ
る。x5 積分をして残るのは x5-even な部分である。さらに，x5-even な矩形関数を掛けた上で y 積分をして残る
のは，ρ(y)の y-oddな部分である。第 4.3.1節での計算に用いた，式 (4.37)における ρ(y)は，ちょうど y-oddで
あった。以上の議論から，ρ(y)が y-oddでなくても，A5Fµν F̃

µν が全てゼロモードを持つならば，ρ(y)の y-odd
な部分のみが CS項の係数に寄与することが分かる。矩形関数については，x5-even (y-odd) な部分がちょうど，第
4.3.1節での計算に用いた矩形関数 (4.40)であることを確認する。
F (x5)に含まれる矩形関数の x5 = πR/2周りの偶奇性を考えるために，座標をX = x5 − πR/2, Y = y− πR/2

と座標変換する。この座標変換の下で，矩形関数は

Θ(x5 ; 0, y) = Θ(X + πR/2 ; 0, Y + πR/2)

= θ(X + πR/2− 0)− θ (X + πR/2− (Y + πR/2))

= θ(X − (−πR/2))− θ(X − Y ) = Θ(X;−πR/2, Y ) , (E.25)
Θ(x5 ; y, πR) = Θ(X + πR/2 ; Y + πR/2, πR)

= θ(X + πR/2− Y + πR/2)− θ (X + πR/2− πR)
= θ(X − Y )− θ(X − πR/2) = Θ(X;Y, πR/2) (E.26)

と書ける。つまり，F (x5)に含まれる矩形関数部分は

Θ(x5; 0, y)−Θ(x5; y, πR) = Θ(X;−πR/2, Y )−Θ(X;Y, πR/2) (E.27)

と書き換えられる。この関数は変換 (X,Y )→ (−X,−Y )のもとで符号が反転する (奇である)ことが，次の関係式
から確かめられる:

Θ(−X;−πR/2,−Y ) = Θ(X;Y, πR/2), Θ(−X;−Y, πR/2) = Θ(X;−πR/2, Y ) . (E.28)

(X,Y )→ (−X,−Y )と２つの変換を同時にすると奇であるので，それぞれの変換に分けて考えると，PX : X →
−X で偶かつ PY : Y → −Y で奇な部分と，PX : X → −X で奇かつ PY : Y → −Y で偶な部分に分けられ
る1。以上のことは，以下のようにまとめられる:

(PX × PY )-odd = (PX -odd, PY -even) + (PX -even, PY -odd) . (E.29)

上の主張を具体的に確かめるために，F (x5)の矩形関数部分を

f(X,Y ) = Θ(X;−πR/2, Y )−Θ(X;Y, πR/2) (E.30)

と書き，Y について (反)対称部分を考える:

fY−even/odd(X,Y ) =
1

2
[f(X,Y )± f(X,−Y )]

=
1

2

[
Θ(X;−πR/2, Y )±Θ(X;−πR/2,−Y )

]
(E.31a)

− 1

2

[
Θ(X;Y, πR/2)±Θ(X;−Y, πR/2)

]
. (E.31b)

上式２行目 (E.31a)で X → −X としたものは，

Θ(−X;−πR/2, Y )±Θ(−X;−πR/2,−Y ) = Θ(X;−Y, πR/2)±Θ(X;Y, πR/2)

= ±
[
Θ(X;Y, πR/2)±Θ(X;−Y, πR/2)

]
(E.32)

1 一般には，２つの変換を合わせて奇なものも考えられるが，あとで見るように，式 (E.27)にはそのような項は含まれない。
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と変形できて，式 (E.31b) と符号を除いて一致する。同様に式 (E.31b) で X → −X としたものは，

Θ(−X;Y, πR/2)±Θ(−X;−Y, πR/2) = Θ(X;−πR/2,−Y )±Θ(X;−πR/2, Y )

= ±
[
Θ(X;−πR/2, Y )±Θ(X;−πR/2,−Y )

]
(E.33)

と変形できて，式 (E.31a)と符号を除いて一致する。したがって，fY−even/odd(X,Y )の X → −X の下での偶奇
性が分かる。式 (E.31b) の前のマイナス符号に気をつけると，

fY−even/odd(−X,Y ) = ∓fY−even/odd(X,Y ) (E.34)

である。つまり，Y = 0について偶 (奇)な部分はX = 0について奇 (偶)となっている。さらに，PX ×PY を同時
に作用させたときのみ奇になる項はないことがわかる。
そこで改めて fY−even/odd(X,Y ) を

f(∓,±)(X,Y ) =
1

2
[f(X,Y )± f(X,−Y )] (E.35)

と書くことにする。ここで添字の (∓,±)は (PX , PY )に対応させることにする。
具体的に，f(∓,±)(X,Y )を求める。まず，f(+,−)(X,Y )は

f(+,−)(X,Y ) =
1

2

[
Θ(X,−πR/2, Y )−Θ(X;−πR/2,−Y )−Θ(X;Y, πR/2) + Θ(X;−Y, πR/2)

]
(E.36)

と書き下せる。第１，２項は

Θ(X,−πR/2, Y )−Θ(X;−πR/2,−Y ) = Θ(X,−πR/2, Y ) + Θ(X;−Y,−πR/2)
= Θ(X,−Y, Y ) (E.37)

とまとめられる。ここで 1つ目の等式では性質 (E.3b)を，2つ目の等式では性質 (E.3a)を用いた。同様に，第 3
項と第 4項は

−Θ(X;Y, πR/2) + Θ(X;−Y, πR/2) = +Θ(X;πR/2, Y ) + Θ(X;−Y, πR/2) = Θ(X,−Y, Y ) (E.38)

とまとめられる。したがって，f(+,−)(X,Y )は次のように変形できる:

f(+,−)(X,Y ) = Θ(X,−Y, Y ) . (E.39)

ここで Θ(X,−Y, Y )の座標をもとに戻すと

Θ(X,−Y, Y ) = Θ(x5 − πR/2;−y + πR/2, y − πR/2)
= θ(x5 − πR/2− (−y + πR/2))− θ(x5 − πR/2− (y − πR/2))
= θ(x5 + y − πR)− θ(x5 − y) = Θ(x5;πR− y, y) (E.40)

となる。これは本文で用いている矩形関数 (4.40) (または式 (E.1)) に一致する。
同様に，f(+,−)(X,Y )について考える:

f(−,+)(X,Y ) =
1

2

[
Θ(X,−πR/2, Y ) + Θ(X;−πR/2,−Y )−Θ(X;Y, πR/2)−Θ(X;−Y, πR/2)

]
. (E.41)

第 2項と第 3項は

Θ(X;−πR/2,−Y )−Θ(X;Y, πR/2) = Θ(X;−πR/2,−Y ) + Θ(X;πR/2, Y )

= Θ(X;−πR/2, Y ) + Θ(X;πR/2,−Y ) (E.42)

と変形できる。ここで１つ目の等式では性質 (E.3b), ２つ目の等式では性質 (E.3c)を用いた。式 (E.42)の右辺第
１項は式 (E.41)の右辺第１項，式 (E.42)の右辺第２項は式 (E.41)の第４項と一致している。したがって，

f(−,+)(X,Y ) = Θ(X;−πR/2, Y ) + Θ(X;πR/2,−Y ) (E.43)
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とまとめられる。
以上，ゼロモードの分布が y = πR/2周りで反対称でないような分布に対しても適用できるような矩形関数につ

いて議論した。本文に現れたゼロモードの分布 ρ(y)は y = πR/2周りで反対称であったが，そうでない場合に対し
ても，y = πR/2周りで反対称な成分のみが CS項の係数に寄与することがわかる。
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