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第1章 緒論 

 

1.1 慣性質量要素とその歴史的背景 

 機械力学の力学モデル上の要素として，質量（もしくは，物体の空間における代表

点としての質点），ばね，ダッシュポット等があり，これらは，良く知られている．

これらの要素を組合わせることで実際の構造の特性を近似した力学モデルが作成さ

れる．ばねとダッシュポットは，他の要素と相互接続できる両端を備えるものであり，

それぞれ，自身の両端間の相対変位と相対速度に比例した力を発生する要素であり，

質量は，他の要素と相互接続できる一つの点を備えるものであり，絶対加速度に比例

した力を発生する要素である． 

 上記の要素と比較すると新しい概念である，力学モデルという同じ枠組の中で用い

ることのできるもう一つの要素がある．それは，他の要素と相互接続できる両端を備

えるものであり，それぞれ，自身の両端間の相対加速度に比例した力を発生する要素

であり，「慣性質量」と呼ばれる（様々な名称で呼ばれることがあるが，これについ

ては後で補足する）．この慣性質量要素は，力学モデルとして例えば図 1-1 のように

描かれる． 

 

 

 

 

 

図 1-1 慣性質量要素の力学モデル図示例 

 

 

 

 

 

 

図 1-2 ラック・アンド・ピニオンとフライホイールからなる 

慣性質量効果を発揮する機構（文献[5]の第 7 図を引用） 

  

𝑚𝑒 
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本図は，両端を有する要素であることを直接的に表しており，また，その両端から伸

びる 2 対の直線部はラックを，中央の円はピニオン付きのフライホイールのようなも

のを具象している．図 1-1 で具象した構成部品をより明確にするならば図 1-2 のよう

に表せる． 

 物理量としての慣性質量[kg]（要素の両端間の相対加速度に乗ずることで力を与え

る係数）は，回転体の回転運動による運動エネルギと要素両端間の並進運動による運

動エネルギの等価性から導出される（この等価性を考慮したものであるという文脈の

中で，もしくは，そのようなものであるという含意を帯びた表現として，慣性質量は

等価質量と呼ばれることもある）．この導出の詳細は，図 1-2 のラック・アンド・ピ

ニオンによる方式とは異なるが，同様に回転体を具備する，ボールねじによって並進

運動を回転運動に変換する方式のデバイスの場合について，Sunakoda and Yamazaki の

2017 年の文献[1]で確認できる． 

 また，文献[1]では，慣性質量を有する振動制御デバイスは，inertia mass damper（慣

性質量ダンパ）の略として I.M.D.と呼ばれており，本論文では，これに倣い，このよ

うなデバイスを「IMD」と総称する（そのピリオドは省略）．IMD の回転体周りの摺

動の存在を近似的に考慮した，または，回転体周りに積極的に大きな減衰を付加した

場合を表現するモデルとして，図 1-3 (a) 「単純モデル（simple model）」が考えられ

る．更には，より現実的には荷重伝達部材の変形が考えられるため，（特段に実際の

付加的なばねを IMD に直列に接続することはないとしても）変形を考慮したばねが

直列に接続される図 1-3 (b) 「より現実的なモデル（more realistic model）」を考慮す

ることの重要性が示唆された．本論文では，このより現実的なモデルを前提とした

IMD を配管系や建屋系のような構造系に適用することを考える． 

 図 1-3 (a)の単純モデルは(b)のより現実的なモデルのばねがない場合である．そのよ

うなモデルは，デバイスの荷重伝達部材の剛性が大きく，これと慣性質量から決定さ

𝑚𝑒 

𝑑𝑒 
𝑤𝐿 

𝑤𝑅 

𝑚𝑒 

𝑑𝑒 

𝑘𝑒 

𝑤𝐿 
𝑤𝑒 𝑤𝑅 

𝑘𝑒 

𝑤𝐿 

𝑤𝑅 

(a) 単純モデル (b) より現実的なモデル (c) ばね近似モデル 

図 1-3 IMD の力学モデル 
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れる IMD 単体が持つ固有振動数に対して，使用する振動数域が明らかに低い場合に

は近似的に正当化される．しかし，著者のいくつかのボールねじ式 IMD の装置設計，

試作試験，簡単な机上検討の経験からは，例えば，慣性質量を大きくすればするほど，

理論上応答低減の高い性能が得られるような場合があっても，実際にはばね要素を無

視することはできず，そのばね要素と慣性質量の値から決まる IMD 単体固有振動数

が小さくなることから，構造系の振動抑制で使用される振動数域が IMD 単体固有振

動数よりも小さいという条件が破綻する場合がしばしばあった．これは，現実的に妥

当なコスト制限の下では剛性を大きく高めることが困難であることに起因している．

このことから，少なくともボールねじ式 IMD の場合，(a)の単純モデルで現実的な振

動問題のための設計検討を行うことは，適用できる場合が限られると考える． 

 慣性質量を有する振動制御装置に対する注目は，2000 年代より徐々に高まり，現在

も精力的に研究されている．強い関心が集まっている理由の一つには，ケンブリッジ

大学の Smith らによる 2000 年初頭からの一連の慣性質量に関する研究の存在が挙げ

られる．Smith は，2002 年の文献[2]で，従来の機械回路網と電気回路網とのアナロジ

ーにおいて，機械系における単純な質量に対する電気系の類比物（analogue）が片方

の端子が接地されているという特殊な場合のコンデンサ（キャパシタとも）にしかな

らない事実を指摘し，この不合理な関係を正すものとして，一般的な場合の電気系の

コンデンサに対する正当な機械系の類比物が存在することを論じ，この存在によって

電気系のインピーダンス合成についての既存の手法を広く機械系に利用できること

を指摘した．その類比物は前述の慣性質量要素であるが，彼はその（理想の）慣性質

量を持つデバイスにイナータ（inerter）という造語を，また，その物理量としての慣

性質量にイナータンス（inertance）という造語を与えた．また，いくつかのイナータ

を適用した機械系の振動問題の具体的な検討についても論じられている．Smith and 

Wang の 2004 年の文献[3]では，自動車の既存のサスペンションストラットへのイナ

ータの適用が論じられている．イナータの適用により，従来のばね要素とダッシュポ

ット要素からなるサスペンションストラットでは実現できない特性が得られ，これに

よって各種の性能改善が図られることが示された．関連して，Chen らの 2009 年の文

献[4]等では，イナータが，「J-Damper」のコードネームでフォーミュラ 1 用の競技自

動車のサスペンションストラットに秘密裡に適用され，その性能改善に寄与していた

ということが発表され，これ以降，慣性質量要素およびその適用への一層の関心が集

っているようである．ところで，前述の図 1-2 は，1957 年の高橋と藤村の日本物理学

会誌の連載記事[5]で用いられた図を引用したものであるが，これは，電気回路と機械



6 

 

回路の類比を解説すると共に，電気回路におけるアースされていない一般の場合のコ

ンデンサに対応する機械回路の類比物が欲しいがそれはどうなるだろうかという文

脈の中で提示された機構であった．本機構を用いた具体的な適用例は示されていない

ものの，Smith [2]と同様の電気-機械の類比検討の展開によって，慣性質量要素が導入

されていたことが理解できる（この存在は 2011 年の北森の指摘[6]から知り得た）． 

 Smith がイナータを提唱する以前より，実際には，多くの慣性質量に関係する研究

が行われていた．奥村は，1995 年から 2000 年において，慣性質量を構造物に適用し

て特定の振動数の加振源の影響を完全に遮断もしくは抑制できること（完全となる場

合は不減衰が仮定される場合）を理論的に示し，それを実現するデバイスを振動遮断

接続装置と呼んだ[7][8]．ここでは，慣性質量は，「2 つの変位成分間を結ぶ要素であ

ることを強調したいため」として慣性接続要素という名称で呼ばれた（同じ文脈の中

で，ばねとダッシュポットの要素は，それぞれ，弾性接続要素と粘性接続要素と呼ば

れることもあった）．関連して，古橋らは，構造系の各層間に調整した慣性接続要素

を設置することで，構造系が持つ全ての高次モードの刺激係数を 0 にできることを理

論的に示した[9][10]．柴田らは，振動遮断接続装置を実際に製作し単体試験の結果を

示すと共に，通常の免震層の上部に振動遮断接続装置の設置層を設けた二層構造から

なる効果的な免震構造を提案した[11]． 

 これらの研究とは別に，川口らは，1970 年代初頭より配管系の振動を抑制する装置

である回転体の慣性モーメントを利用したメカニカルスナッバ（メカニカル防振器と

も呼ばれる）を開発し，現在まで原子力発電所等で広く用いられている[12][13][14] 

[15][1]（図 1-4 および図 1-5 参照）．東北地方太平洋沖地震以降には，山崎らは，増

図 1-4 ボールねじ式 IMD の例 1（初期型メカニカル防振器の一例） 

1: イーヤ 
2: ボールナット 

3: ボールねじ軸 

4: 玉軸受 

5: ケース 
6: フライホイール 

7: キー 

8: ピストン 
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速機によって回転体の慣性モーメントを増大させコンパクト化したタイプのメカニ

カルスナッバを開発し，これも実用化されている[16][17]（図 1-6 参照）．ただし，米

国等の海外で実用化されたメカニカルスナッバには，回転体の慣性を利用するものの

ブレーキ力を積極的に利用して配管系の拘束を行うような，機構と作動原理が異なる

ものが存在することには注意が必要である[14][15][1]． 

 機械式の IMD の他に，流体を利用した IMD に関する研究も多く存在する．川股ら

は，1973 年に，流体が管路を通過する際の慣性を利用した慣性ポンプダンパと呼ばれ

る流体式の IMD を提案し，これに慣性質量効果があることを明らかにした[18][19]．

これは構造系と一体の構成であったが，砂子田らは，ピン等によって容易に構造物に

取付けることができる可搬な流体式 IMD を提案し[20][21]，松岡らは，さらに，流体

に水や一般的な作動油等と比較して比重の大きい磁気粘性流体を用いることで流体

の密度を高めて大きな慣性質量を取得できるタイプの流体式 IMD を提案した[22][23]．

図 1-5 ボールねじ式 IMD の例 2（メカニカル防振器の一例） 

イーヤ 

ボールねじ 

スリーブ 

ケース本体 

玉軸受 

フライホイール 

図 1-6 ボールねじ式 IMD の例 3（コンパクトメカニカル防振器の一例） 
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また，最近では，渡井らは，2 台の流体式 IMD を管路で連結して慣性質量効果の他に

リンク効果（リンク式オイルダンパ[24]で効果が確認されているような，設置される

2 層の層間変形量を同程度に保とうとする効果）が得られるリンク式流体慣性ダンパ

を提案している[25]． 

 ボールねじ式の IMD においても，慣性質量効果に加えて減衰効果を同時に発揮さ

せるようなデバイスの研究も多く行われている．一部，当初は減衰効果だけを主体的

に得る目的で提案された，すなわち，わずかな慣性質量による影響は無視できるもの

として取り扱ったデバイスについての研究もあるが，それらも，後に，その慣性質量

効果をも積極的に振動制御に活かすための検討に舵を切っているようである[26][27] 

[28][29][30][31][32][33][34][35]． 

 以上で示したように，配管系や車両，構造系の振動制御に慣性質量を有するデバイ

ス IMD を適用することについての多くの研究が行われている． 

 

1.2 配管系の動的設計と IMD 

 わが国は世界有数の地震大国であり，地震による配管系の振動抑制は重要な課題と

なっている．図 1-7 に示すような配管系は通常熱膨脹，自重，地震等の影響を考慮し

てその健全性が保たれるように各種の支持装置が適用される．仮に，配管系が熱膨脹

の影響を全く受けないならば，配管の各部にレストレイント（高剛性なばねとなる部

材）を多数設置し，配管系全体を剛に近づけていく設計を行えば良い．しかし，ほと

コンスタントハンガ 

（自重支持） 

スプリングハンガ 

（自重支持） 

ロッドレストレイント 

メカニカル防振器 

油圧防振器 

図 1-7 各種支持装置付の配管系の例 
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んどの配管系では熱膨脹の影響を無視することはできない．この時，配管はレストレ

イントの影響によって自由な変形が妨げられ，各部に応力が生じる．そのため，実際

の配管系では，油圧防振器やメカニカル防振器のような，熱膨脹時の配管の変形には

自由に追従し，地震等により急激な配管の移動が生じるような時には拘束効果を発揮

する装置が必要とされる．特に原子力発電所内の配管系では，長期的な使用や放射線

環境下においても性能が著しく変化することがないメカニカル防振器が多く使用さ

れる．従来の実務的な配管応力解析では，メカニカル防振器の取付部は熱膨脹等の準

静的な解析の場合には非拘束な点としてモデル化され，地震時のような動的な場合は

高剛性なばね支持点としてモデル化されることが多い（図 1-3 (c)参照）．しかし，メ

カニカル防振器は，近年建築構造や自動車競技の分野等で注目されている慣性質量ダ

ンパやイナータ等[7][2][9][36][37][38]と呼ばれるものと本質的には同等の作動原理を

有するものであり，その力学モデルはばね要素と慣性質量要素との直列モデル（より

一般的には，慣性質量要素に並列な減衰要素が存在する）として取り扱った方がより

現実的（図 1-3 (b)参照）である． 

 IMD の配管への適用における，上記で述べたより現実的なモデルを考慮した検討

は，IMD 開発の黎明期における基礎研究では見られた[13]が，地震時においての実務

的な配管解析では，配管系への IMD の設置をその取付部での固定支持もしくは単純

なばね支持とみなすということが通常行われた．このような近似が行われたのは，主

に自由度増加に伴う解析に要する計算時間の増大によるものであった．現在の多くの

配管解析の実務でも，配管解析のためのパッケージソフトウェアを用いて実際の配管

系を考慮した系のモデリングを行い，その後，解析実務者の経験に基づいていくつか

の点を選定し，そこを固定とみなして一連の評価を行っている．その結果に基づき，

適用される設計規格に照らしながら各種の判定項目を評価し，健全性が確認されれば，

更に，一部をより詳細なばね支持モデルに変更して，また一連の評価を行うというこ

とが行われている．このプロセスは，配管系の健全性が確保されるまで支持位置や支

持条件を変えて繰り返し行われる． 

 他方，近年は次のような配管系の解析および設計に関する研究が行われている．Ito

らは，弾塑性ダンパを適用した配管系に対する最適化設計の手法を提案している

[39][40]．高山らは，より合理的に保守性が考慮できる新しい多入力問題の床応答スペ

クトル解析手法を提案している[41]．中村らは，原子力発電施設での設計基準外の事

象への対応の重要性が認識されるつつある中で極限荷重下における配管系の破損モ

ードを調査する実験的検討を継続している[42]．藤田らは，中国電力株式会社の依頼
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の下，海外の原子力発電所を含む発電プラントに使用される並進三方向に作用する粘

性ダンパを配管系に適用するための設計法の確立を目的とした試験および検討を報

告している[43]． 

 以上のように，配管系設計を高度化するための様々な研究が行われているが，配管

系を対象に慣性質量要素のモデルを直接考慮した検討はいまだ少ない．昨今他分野に

おいて慣性質量要素に大きな関心が集まり，その利用による多くの効果的事例が確認

されている状況を鑑みれば，従来から存在するメカニカル防振器等の IMD を設置し

た配管系においても，IMD のより現実的なモデルを前提に慣性質量効果を考慮するこ

とは意義深く，これによる配管系の対振動設計の精度向上や高度化が期待される．ま

た，今後より精緻化すると予測される配管系に対する設計仕様に対し，配管系への

IMD 等の適用に関して，Ito ら[39][40]で見られるような最適設計の手法を活用した，

人間による試行錯誤の回数を少なくするような設計手法の確立が求められる． 

 

1.3 IMDに関するセミアクティブ制御 

 前節までに，パッシブ制御装置として IMD を利用した数々の研究が存在し，広い

分野で，慣性質量要素を取り扱わなかった従来の場合では達成できない優れた効果が

見出されていることを紹介した． 

 一方で，応用分野を拡大し，IMD の振動抑制の制御性能を高めるために，装置が持

つ慣性質量値を可変とする IMD（以降，可変 IMD と呼ぶ）に関するいくつかの研究

が存在する．Chen らは，セミアクティブな粘性減衰とセミアクティブな慣性質量の要

素を適用した車両サスペンション部材を仮定し，自動車モデルについてのセミアクテ

ィブ制御検討を行い，パッシブなサスペンションの場合およびそれにパッシブな粘性

減衰だけを適用した場合と比べて，優れた性能改善効果が得られることをシミュレー

ションによって示した[44]．松岡は，車両用の無段変速機を応用した連続的に慣性質

量が可変なボールねじ式 IMD を提案し，試作試験を行っていくつかの理想的な状況

についての特性を確認した[45]．佐藤らは，連続的に慣性質量が可変なボールねじ式

IMD をいくつかの実施形態を示しつつ提案した[46]．連続的に慣性質量が可変な IMD

では，IMD の抵抗力を決定する慣性質量は何からの指令信号でリアルタイムに変更で

きる．可変 IMD は，セミアクティブ制振装置として使用できるものであり，何らか

のセミアクティブ制御の方法論（例えば，Dyke ら[47]）を用いて可変 IMD の可変慣

性質量を制御することによる制御性能の更なる向上が期待される． 
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1.4 本研究の目的および論文構成 

 以上を踏まえ，本論文では，慣性質量要素を有する振動制御装置に関する技術の高

度化および将来的な配管解析・設計の高度化を目的として，配管系へのより現実的な

モデルを前提とした IMD適用に関する各種設計変数を最適化する設計手法を提案し，

さらに，可変な慣性質量要素を持つより現実的なモデルとしての可変 IMD を適用し

た構造系についてのセミアクティブ制御設計手法を提案する．本論文は，以下の全 5

章から構成される． 

 第 1 章「緒論」では，本研究を考察するために必要な慣性質量要素，IMD，配管系

の動的設計およびセミアクティブ制御に関する基礎的な知識，背景，意義および目的

を述べた． 

 第 2 章「IMD 付配管系の動的最適設計：1 台適用 1 型式選定の場合」では，配管系

を模擬した単純なものとして単一断面のはり（連続体モデル）を対象に，まずは 1 台

の IMD の適用についての最適設計手法を提案する．最適設計は，IMD の取付位置と

慣性質量の値を設計変数とし，振動抑制性能を示す指標としての評価関数を設け，こ

れを最小化する問題を定義し，遺伝的アルゴリズムを適用して IMD に関する最適な

設計変数を決定するという手順で行われる．設計例として 2 種類の固有振動数（高い

場合と低い場合）の単純支持ばりを題材に実際に最適設計が行えることを示す． 

 第 3 章「IMD 付配管系の動的最適設計：多台適用多型式選定の場合」では，前章の

拡張として，配管系（これは前章と同様に単一断面の単純支持ばり）への多数台かつ

多型式の IMD の適用を考慮した最適設計手法を検討する．ここで，型式とは，同種

のデバイスの装置容量もしくは許容荷重の大きさによって分類される型を意味する，

産業機器としての実態を踏またものである（装置の設計開発や検証作業等の工数削減

を目的に，大小様々の荷重負担能力を持つ装置を予め型式展開しておくことが一般

的）．多型式が存在するということは，それに紐付いた IMD 諸元やコストを考慮す

る必要があり，最適設計は，この型式の概念を前提に振動抑制性能の他に経済性をも

考慮できるものとして提案する．また，提案手法によって最適設計が行えることをい

くつかの設計例をもって示す．さらに，IMD をより現実的なモデルで考慮した場合と

ばねとみなしたモデルで考慮した場合について時間領域と周波数領域の両面で応答

結果を比較することで，IMD のばね近似モデルとより詳細なモデルについての振動抑

制性能の類似点と差異を明らかにする． 

 第 4 章「可変 IMD を適用した構造系のセミアクティブ制御」では，実現可能と想

定される一つのボールねじ式可変 IMD の構造を提案すると共に，指令信号に対して
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現実的な程度の時定数で表される遅延特性（1 次遅れ系）を仮定した可変 IMD が設置

された構造系のセミアクティブ制御を検討する．セミアクティブ制御には，出力模倣

アプローチに基づくセミアクティブ制御法[48]を採用し，これに従って可変 IMD の可

変慣性質量値が適切に変更される．既存ベンチマーク建屋モデルを構造系とした上記

可変 IMD によるセミアクティブ制御のシミュレーションを行い，非制御時および非

可変 IMD（慣性質量値を最大値に固定）適用時の場合と結果を比較する． 

 第 5 章「結論」では，本研究で得られた結果を総括する． 
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第2章 IMD 付配管系の動的最適設計：1 台適用 1 型式選定の場合 

 

2.1 緒言 

 わが国は世界有数の地震大国であり，地震による配管系の振動の抑制は重要な課題

となっている．配管系は通常，熱膨脹，自重，地震等の影響を考慮してその健全性が

保たれるように各種の支持装置が適用される．油圧防振器やメカニカル防振器のよう

な，熱膨脹時の配管の変形には自由に追従し，地震等により急激な配管の移動が生じ

るような時には拘束効果を発揮する装置が必要とされる．特に原子力発電所内の配管

系では，長期的な使用や放射線環境下においても性能が著しく変化することがないメ

カニカル防振器が多く使用される．従来の実務的な配管応力解析では，その取付部は

熱膨脹等の準静的な解析の場合には非拘束な点としてモデル化され，地震時のような

動的な解析の場合はばね支持点としてモデル化されることが多い．メカニカル防振器

は，慣性質量ダンパやイナータなどと呼ばれるもの[1][2][3][4]と本質的には同等の作

動原理を持つものであったので以降 IMD と呼び，その力学モデルはより現実的なモ

デル（第 1 章の図 1-3 参照）として考慮する． 

 配管系への慣性質量要素を有するデバイス IMD の適用による動的解析の高度化を

目的に，配管系を模擬した単純なものとして単一断面のはり（連続体モデル）を対象

に，1 台の IMD を設置するはりおよびその IMD の健全性を保ちつつ，はりの各種の

動的応答を最適化する設計変数の探索について検討した結果を示す． 

 

2.2 IMDを設置した配管系のモデル化 

 図 2-1 に検討対象のはりおよび付加装置のモデル（基礎励振を受ける長さ𝐿の単純

支持ばり）を示す．まず，図 2-1 の(i)はり単体の場合について考える．ダランベール

の原理に注意し，図 2-2 に示すはりの微小要素の上下方向の力の釣合いを考えると，

次式が得られる． 

 

 

ここで，𝑓(𝑥, 𝑡)は剪断力[N]，𝜌は密度[kg/m3]，𝐴は断面積[m2]，𝑤(𝑥, 𝑡)は絶対変位[m]

（図 2-1 に示す通り，たわみとしての相対変位𝑢(𝑥, 𝑡)と基礎変位𝑤0(𝑡)の和）であり，

上式を整理すると次式となる． 

𝑓(𝑥, 𝑡) +
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 − 𝑓(𝑥, 𝑡) + (−𝜌𝐴𝑑𝑥

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑡
) = 0 (2-1) 
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𝜌𝐴
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
−
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0 (2-2) 

 

 また，微小要素について慣性モーメントは無視できると仮定して左端周りでモーメ

ントの釣合いを考えると，次式が得られる． 

 

𝑚(𝑥, 𝑡) +
𝜕𝑚(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 − 𝑚(𝑥, 𝑡) − (𝑓(𝑥, 𝑡) +

𝜕𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑑𝑥) 𝑑𝑥 −

1

2
(−𝜌𝐴𝑑𝑥

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑡
) 𝑑𝑥 = 0 (2-3) 

 

ここで，𝑚(𝑥, 𝑡)は曲げモーメント[Nm]であり，上式を高次の微小を持つ項を無視して

整理すれば次式となる． 

 

図 2-1 単体のはりおよびばねまたは IMD を 1 台取付けたはりの概略モデル 

𝑤0(𝑡), 
𝑤̇0(𝑡), 
𝑤̈0(𝑡) 

𝐸, 𝐼, 𝐴, 𝜌 𝑤(𝑥, 𝑡) 𝑢(𝑥, 𝑡) 

𝐿 

𝑥 

𝑥𝑝 

(空) 

𝑘𝑒 

𝑚𝑒 
𝑘𝑒 

𝑑𝑒 

(i)はり単体 (ii)ばねあり (iii) IMD あり 

𝑤𝑒(𝑡) 𝑢𝑒(𝑡) 𝑤0(𝑡) 

𝑤𝑝(𝑡) 𝑢𝑝(𝑡) 𝑤0(𝑡) 

図 2-2 はりの微小要素 

𝑥 

𝑓(𝑥, 𝑡) 

𝑚(𝑥, 𝑡) 

𝑓(𝑥, 𝑡) +
𝜕𝑓(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
𝑑𝑥  

𝑚(𝑥, 𝑡) +
𝜕𝑚(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
𝑑𝑥  

𝑑𝑥 

ダランベールの原理 

の意味での慣性力 

  −𝜌𝐴𝑑𝑥
𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑤0(𝑡) 
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𝑓(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑚(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 (2-4) 

 

 また，材料力学より，曲げモーメント𝑚(𝑥, 𝑡)と回転角𝜃(𝑥, 𝑡)の関係および回転角

𝜃(𝑥, 𝑡)とたわみ（相対変位）𝑢(𝑥, 𝑡)の関係は次のようになる．ただし，今回のはりは剪

断力による変形は小さくたわみは曲げモーメントによってのみ発生すると仮定（いわ

ゆるオイラーばりを仮定）する． 

 

𝑚(𝑥, 𝑡) = −𝐸𝐼
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 (2-5) 

 

ここで，𝐸は縦弾性係数[Pa]，𝐼は断面二次モーメント[m4]である． 

 

𝜃(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 (2-6) 

 

 式(2-2)に式(2-4)から式(2-6)を適用することで次式が得られる． 

 

𝜌𝐴
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝐸𝐼

𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
= 0 

∴ 𝜌𝐴
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝐸𝐼

𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
= −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡) 

(2-7) 

 

ここで，𝑤̈0(𝑡)は基礎加速度[m/s2]である．上式において，𝑢(𝑥, 𝑡)を低次𝑛次モードで以

下のように近似する． 

 

 

ここで，𝜙𝑗(𝑥), 𝑗 = 1,… , 𝑛は，はり単体の場合についての正規固有関数であり，境界

条件および∫ 𝜙𝑗
2(𝑥)𝑑𝑥

𝐿

0
= 1の条件を適用することで求められる．また，この際に得ら

れる固有値を𝜆𝑖とする． 

 式(2-8)を式(2-7)に代入し，いずれの境界条件でも𝜙𝑖
′′′′(𝑥) = (𝜆𝑖 𝐿⁄ )4𝜙𝑖(𝑥)の関係が成

り立つことに注意すれば，次式が得られる． 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) =∑𝜙𝑗(𝑥)𝑞𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

, 𝑗 = 1,… , 𝑛 (2-8) 



20 

 

 

 式(2-9)の両辺に𝜙𝑗(𝑥), 𝑗 = 1,… , 𝑛を掛け，𝑥について区間[0, 𝐿]で積分すると，直交性

より，𝑗次モードについて， 

 

 

が得られる．ベクトル𝒒(𝑡) = [𝑞1(𝑡) 𝑞2(𝑡) ⋯ 𝑞𝑛(𝑡)]
𝑇を用いると，はり単体の系の

𝑛次モード近似運動方程式は，以下のように表される． 

 

 

ここで，𝑰𝑛は𝑛次の単位行列である． 

 上記の運動方程式は，減衰行列𝑫 = diag(𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛), 𝑑𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,… , 𝑛を導入すれ

ば，より一般的な表現として以下のようになる． 

 

 

 これより，状態ベクトルを𝒛0(𝑡) = [𝒒
𝑇(𝑡) 𝒒̇𝑇(𝑡)]𝑇とすれば，はり単体の系の状態方

程式は，以下のようになる． 

 

 

ここで，𝑶𝑛×𝑛は𝑛 × 𝑛零行列，𝟎𝑛 = 𝑶𝑛×1は𝑛次の 0 のみからなる縦ベクトルである．

ただし，記号の下付文字0は，はり単体の場合を明示するものである（以降，他の記号

𝜌𝐴∑𝜙𝑗(𝑥)𝑞̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+ 𝐸𝐼∑(
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝜙𝑗(𝑥)𝑞𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

= −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡) (2-9) 

𝜌𝐴𝑞̈𝑗(𝑡) + 𝐸𝐼 (
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝑞𝑗(𝑡) = −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡)∫ 𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

 (2-10) 

𝑴𝒒̈(𝑡) + 𝑲0𝒒(𝑡) = 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡), 

𝑴 = 𝜌𝐴𝑰𝑛, 𝑲0 =
𝐸𝐼

𝐿4

[
 
 
 
𝜆1
4 0 ⋯ 0

0 𝜆2
4 ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 𝜆𝑛

4 ]
 
 
 
, 𝑭 =

[
 
 
 
 
 
 
 −∫ 𝜙1(𝑥)𝑑𝑥

𝐿

0

−∫ 𝜙2(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

⋮

−∫ 𝜙𝑛(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0 ]
 
 
 
 
 
 
 

 
(2-11) 

𝑴𝒒̈(𝑡) + 𝑫𝒒̇(𝑡) + 𝑲0𝒒(𝑡) = 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡) (2-12) 

𝒛̇0(𝑡) = 𝑨0𝒛0(𝑡) + 𝑩0𝑤̈0(𝑡), 

𝑨0 = [
𝑶𝑛×𝑛 𝑰𝑛

−𝑴−1𝑲0 −𝑴−1𝑫
] , 𝑩0 = [

𝟎𝑛
𝑭
] 

(2-13) 
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に対しても同様）．式(2-13)に対して，何らかの数値積分法を適用することで，外乱

𝑤̈0(𝑡)に対する時刻歴シミュレーションを行うことができる． 

 観測位置（はりの左端からの距離）𝒙𝑠 = [𝑥1 … 𝑥𝑛𝑠]𝑇に対応するはりの変位𝒖𝑠0(𝑡) =

[𝑢0(𝑥1, 𝑡) … 𝑢0(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇
お よ び 曲 げ 応 力 （ 縁 部 の 応 力 ） 𝝈𝑠0(𝑡) =

[𝜎0(𝑥1, 𝑡) … 𝜎0(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇
は，それぞれ次式となる． 

 

 

 

ここで，𝑍は断面係数[m3]である．上記の 2 種の応答は，式(2-13) 𝒛0(𝑡)を用いて導出

できる． 

 次に，図 2-1（ii）に示すようなばね支持（以下ばねありと呼ぶ）の場合について考

える．これは，実際に単純なばねを使用することを想定しているのではなく，従来の

配管解析において通常行われる IMD を単純なばねモデルとみなす場合を想定したも

のである．この場合のはりの微小要素は，𝑥 ≠ 𝑥𝑝であれば図 2-2 と同様に表現できる

が，𝑥 = 𝑥𝑝に限って微小要素上部にばねが接続されるものとなる．これを考慮した上

で，微小要素の上下方向の力および左端周りでのモーメントの釣合いを立て，同様に

関係式を組合せると，次式が得られる． 

 

𝜌𝐴
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝐸𝐼

𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝑘𝑒𝑢𝑝(𝑡)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑝) = −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡), 

𝛿( )：ディラックのデルタ関数 

(2-16) 

 

ここで，𝑘𝑒は設置するばねのばね定数[N/m]，𝑢𝑝(𝑡)は取付位置𝑥𝑝でのはりの基礎に対

する相対変位（はりのたわみ）[m]である． 

 式(2-8)を式(2-16)に代入すれば，次式が得られる． 

 

𝒖𝑠0(𝑡) = 𝑪𝑠0𝒛0(𝑡), 𝑪𝑠0 = [𝑪𝑠 𝑶𝑛𝑠×𝑛], 

𝑪𝑠 = [

𝜙1(𝑥1) ⋯ 𝜙𝑛(𝑥1)
⋮ ⋱ ⋮

𝜙1(𝑥𝑛𝑠) … 𝜙𝑛(𝑥𝑛𝑠)
] 

(2-14) 

𝝈𝑠0(𝑡) = 𝑪𝜎𝑠0𝒛0(𝑡), 𝑪𝜎𝑠0 = [𝑪𝜎𝑠 𝑶𝑛𝑠×𝑛], 

𝑪𝜎𝑠 = −
𝐸𝐼

𝑍
[

𝜙1
′′(𝑥1) ⋯ 𝜙𝑛

′′(𝑥1)
⋮ ⋱ ⋮

𝜙1
′′(𝑥𝑛𝑠) … 𝜙𝑛

′′(𝑥𝑛𝑠)
] 

(2-15) 
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 式(2-17)の両辺に𝜙𝑗(𝑥), 𝑗 = 1,… , 𝑛を掛け，𝑥について区間[0, 𝐿]で積分すると，直交

性より，𝑗次モードについて， 

 

 

が得られる．ベクトル𝒒(𝑡) = [𝑞1(𝑡) 𝑞2(𝑡) ⋯ 𝑞𝑛(𝑡)]
𝑇をおくと， 

 

 

となり，この関係を用いると，本系の𝑛次モード近似運動方程式は，以下のように表

される． 

 

 

 上記の運動方程式は，減衰行列𝑫を導入すると，以下のようになる． 

 

 

 これより，状態ベクトルを𝒛𝑠(𝑡) = [𝒒
𝑇(𝑡) 𝒒̇𝑇(𝑡)]𝑇とすれば，本系の状態方程式は，

以下のようになる． 

 

 

ただし，記号の下付文字𝑠は，ばねありの場合を明示するものである（以降，他の記号

に対しても同様）．  

𝜌𝐴∑𝜙𝑗(𝑥)𝑞̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+ 𝐸𝐼∑(
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝜙𝑗(𝑥)𝑞𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+ 𝑘𝑒𝑢𝑝(𝑡)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑝) = −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡) (2-17) 

𝜌𝐴𝑞̈𝑗(𝑡) + 𝐸𝐼 (
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝑞𝑗(𝑡) + 𝑘𝑒𝑢𝑝(𝑡)𝜙𝑗(𝑥𝑝) = −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡)∫ 𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

 (2-18) 

𝑢𝑝(𝑡) = 𝑢(𝑥𝑝, 𝑡) =∑𝜙𝑗(𝑥𝑝)𝑞𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

= 𝑪𝑝𝒒(𝑡), 

𝑪𝑝 = [𝜙1(𝑥𝑝) 𝜙2(𝑥𝑝) ⋯ 𝜙𝑛(𝑥𝑝)] 

(2-19) 

𝑴𝒒̈(𝑡) + (𝑲0 +𝑲𝑠)𝒒(𝑡) = 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡), 

𝑲𝑠 = 𝑘𝑒𝑪𝑝
𝑇𝑪𝑝 = 𝑘𝑒

[
 
 
 
 

𝜙1
2(𝑥𝑝) 𝜙1(𝑥𝑝)𝜙2(𝑥𝑝) ⋯ 𝜙1(𝑥𝑝)𝜙𝑛(𝑥𝑝)

𝜙2(𝑥𝑝)𝜙1(𝑥𝑝) 𝜙2
2(𝑥𝑝) ⋯ 𝜙2(𝑥𝑝)𝜙𝑛(𝑥𝑝)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜙𝑛(𝑥𝑝)𝜙1(𝑥𝑝) 𝜙𝑛(𝑥𝑝)𝜙2(𝑥𝑝) ⋯ 𝜙𝑛

2(𝑥𝑝) ]
 
 
 
 

 
(2-20) 

𝑴𝒒̈(𝑡) + 𝑫𝒒̇(𝑡) + (𝑲0 +𝑲𝑠)𝒒(𝑡) = 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡) (2-21) 

𝒛̇𝑠(𝑡) = 𝑨𝑠𝒛𝑠(𝑡) + 𝑩𝑠𝑤̈0(𝑡), 

𝑨s = [
𝑶𝑛×𝑛 𝑰𝑛

−𝑴−1(𝑲0 +𝑲𝑠) −𝑴−1𝑫
] , 𝑩𝑠 = [

𝟎𝑛
𝑭
] 

(2-22) 
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 観測位置𝒙𝑠 = [𝑥1 … 𝑥𝑛𝑠]𝑇に対応するはりの変位𝒖𝑠𝑠(𝑡) = [𝑢𝑠(𝑥1, 𝑡) … 𝑢𝑠(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇

および曲げ応力𝝈𝑠𝑠(𝑡) = [𝜎𝑠(𝑥1, 𝑡) … 𝜎𝑠(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇
ならびにばねの反力𝑓𝑠(𝑡)は，それ

ぞれ次式となる． 

 

 

 

 

ここで，𝑓𝑠(𝑡)はばねのばね定数とその変形量の積となっている．上記の 3種の応答は，

式(2-22) 𝒛𝑠(𝑡)を用いて導出できる． 

 最後に，図 2-1 の(iii) IMD ありの場合，すなわち，IMD が 1 台設置されている場合

を考える．この場合のはりの微小要素を(ii)ばねありの場合と同様に考慮すれば，次式

が得られる． 

 

 

ここで，𝑘𝑒は IMD のばね定数[N/m]，𝑢𝑝(𝑡)は取付位置𝑥𝑝でのはりの基礎に対する相対

変位[m]，𝑢𝑒(𝑡)は IMD のばね要素と慣性質量要素とが直列に結合している点の基礎に

対する相対変位[m]である． 

 

 式(2-8)を式(2-26)に代入すれば，次式が得られる． 

 

 

 式(2-27)の両辺に𝜙𝑗(𝑥), 𝑗 = 1,… , 𝑛を掛け，𝑥について区間[0, 𝐿]で積分すると，直交

性より，𝑗次モードについて， 

 

 

𝒖𝑠𝑠(𝑡) = 𝑪𝑠𝑠𝒛𝑠(𝑡), 𝑪𝑠𝑠 = [𝑪𝑠 𝑶𝑛𝑠×𝑛] (2-23) 

𝝈𝑠𝑠(𝑡) = 𝑪𝜎𝑠𝑠𝒛𝑠(𝑡), 𝑪𝜎𝑠𝑠 = [𝑪𝜎𝑠 𝑶𝑛𝑠×𝑛] (2-24) 

𝑓𝑠(𝑡) = 𝑘𝑒[𝑪𝑝 𝑶1×𝑛]𝒛𝑠(𝑡) (2-25) 

𝜌𝐴
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝐸𝐼

𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝑘𝑒 (𝑢𝑝(𝑡) − 𝑢𝑒(𝑡)) 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑝) = −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡) (2-26) 

𝜌𝐴∑𝜙𝑗(𝑥)𝑞̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+ 𝐸𝐼∑(
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝜙𝑗(𝑥)𝑞𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+ 𝑘𝑒 (𝑢𝑝(𝑡) − 𝑢𝑒(𝑡)) 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑝) = −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡) 

(2-27) 

𝜌𝐴𝑞̈𝑗(𝑡) + 𝐸𝐼 (
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝑞𝑗(𝑡) + 𝑘𝑒 (𝑢𝑝(𝑡) − 𝑢𝑒(𝑡))𝜙𝑗(𝑥𝑝) = −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡)∫ 𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

 (2-28) 
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が得られる．また，𝒒(𝑡) = [𝑞1(𝑡) 𝑞2(𝑡) ⋯ 𝑞𝑛(𝑡)]
𝑇を用いると，本系の𝑛次モード近

似運動方程式は，以下のように表される． 

 

 

 上記の運動方程式は，減衰行列𝑫を導入すると，以下のようになる． 

 

 

 また，IMD についての運動方程式は，次式となる[5]． 

 

 

ここで，𝑚𝑒は IMD の慣性質量[kg]，𝑑𝑒は IMD の減衰係数[Ns/m]である．上式は式(2-19)

を用いれば次式となる． 

 

 

 はりと IMD の運動方程式より，ベクトル[𝒒𝑇(𝑡) 𝑢𝑒(𝑡)]
𝑇を用いれば，全体の系の運

動方程式は次式となる． 

 

 

 これより，状態ベクトルを𝒛𝑎(𝑡) = [𝒒
𝑇(𝑡) 𝑢𝑒(𝑡) 𝒒̇𝑇(𝑡) 𝑢̇𝑒(𝑡)]

𝑇とすれば，全体の

系の状態方程式は，以下のようになる． 

 

 

ただし，記号の下付文字𝑎は，IMD ありの場合を明示するものである（以降，他の記

号に対しても同様）． 

𝑴𝒒̈(𝑡) + (𝑲0 +𝑲𝑠)𝒒(𝑡) − 𝑘𝑒𝑪𝑝
𝑇𝑢𝑒(𝑡) = 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡) (2-29) 

𝑴𝒒̈(𝑡) + 𝑫𝒒̇(𝑡) + (𝑲0 +𝑲𝑠)𝒒(𝑡) − 𝑘𝑒𝑪𝑝
𝑇𝑢𝑒(𝑡) = 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡) (2-30) 

𝑚𝑒𝑢̈𝑒(𝑡) + 𝑑𝑒𝑢̇𝑒(𝑡) + 𝑘𝑒 (𝑢𝑒(𝑡) − 𝑢𝑝(𝑡)) = 0 (2-31) 

𝑚𝑒𝑢̈𝑒(𝑡) + 𝑑𝑒𝑢̇𝑒(𝑡) + 𝑘𝑒𝑢𝑒(𝑡) − 𝑘𝑒𝑪𝑝𝒒(𝑡) = 0 (2-32) 

𝑴𝑎 [
𝒒̈(𝑡)

𝑢̈𝑒(𝑡)
] + 𝑫𝑎 [

𝒒̇(𝑡)

𝑢̇𝑒(𝑡)
] + 𝑲𝑎 [

𝒒(𝑡)

𝑢𝑒(𝑡)
] = [

𝑭
0
] 𝑤̈0, 

𝑴𝑎 = [
𝑴 𝑶𝑛×1
𝑶1×𝑛 𝑚𝑒

] , 𝑫𝑎 = [
𝑫 𝑶𝑛×1
𝑶1×𝑛 𝑑𝑒

] , 𝑲𝑎 = [
𝑲0 +𝑲𝑠 −𝑘𝑒𝑪𝑝

𝑇

−𝑘𝑒𝑪𝑝 𝑘𝑒
] 

(2-33) 

𝒛̇𝑎(𝑡) = 𝑨𝑎𝒛𝑎(𝑡) + 𝑩𝑎𝑤̈0(𝑡), 

𝑨𝑎 = [
𝑶(𝑛+1)×(𝑛+1) 𝑰𝑛+1

−𝑴𝑎
−1𝑲𝑎 −𝑴𝑎

−1𝑫𝑎
] , 𝑩𝑎 = [

𝟎𝑛
0
𝑭
0

] 
(2-34) 
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 観測位置𝒙𝑠 = [𝑥1 … 𝑥𝑛𝑠]𝑇に対応するはりの変位𝒖𝑠𝑎(𝑡) = [𝑢𝑎(𝑥1, 𝑡) … 𝑢𝑎(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇

および曲げ応力𝝈𝑠𝑎(𝑡) = [𝜎𝑎(𝑥1, 𝑡) … 𝜎𝑎(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇
ならびに IMD の反力𝑓𝑎(𝑡)は，それ

ぞれ次式となる． 

 

 

 

 

上記の 3 種の応答は，式(2-34) 𝒛𝑎(𝑡)を用いて導出できる． 

 

2.3 最適設計問題の定式化 

 これまでに示したはりおよび IMD のモデルについての最適な設計変数を遺伝的ア

ルゴリズムによって求める．本検討での遺伝的アルゴリズムの設定は，個体数を 20，

最大世代数を 100，エリート選択数を 1，交叉率および突然変異率（いずれも個体数

からエリート選択数を除いた分に対する割合）をそれぞれ 80%および 20%とする．設

計変数としては，装置容量（型式・許容荷重），台数，取付位置，慣性質量，ばね定

数等様々なものが考えられるが，本検討では，式(2-19)の𝑪𝑝に変化を（ひいては，式

(2-33)の𝑲𝑎および式(2-37)に変化を）与える取付位置𝑥𝑝および式(2-33)の𝑴𝑎に変化を与

える慣性質量𝑚𝑒の 2 つを設計変数とし，検討を行う． 

 設計変数は，ある上下限値（それらの記号は，設計変数の記号に，それぞれ，上線

または下線を付けて表現する）を持ち，最適化問題においてその最適値が探索される．

それらは，以下のように定義される． 

 取付位置𝑥𝑝は，次のように表せる． 

 

 

取付位置𝑥𝑝は，図 2-1 に示す通り，はりの左端からの距離である．今回のはりは単純

支持ばりであり，形状と境界条件が対称の関係にあるため，はりの中央から左右にあ

る同じ距離だけ離れた点を支持するような場合には，それぞれの各種応答が対称な結 

𝒖𝑠𝑎(𝑡) = 𝑪𝑠𝑎𝒛𝑎(𝑡), 

𝑪𝑠𝑎 = [𝑪𝑠 𝑶𝑛𝑠×1 𝑶𝑛𝑠×𝑛 𝑶𝑛𝑠×1] = [𝑪𝑠 𝑶𝑛𝑠×(𝑛+2)] 
(2-35) 

𝝈𝑠𝑎(𝑡) = 𝑪𝜎𝑠𝑎𝒛𝑎(𝑡), 

𝑪𝜎𝑠𝑎 = [𝑪𝜎𝑠 𝑶𝑛𝑠×1 𝑶𝑛𝑠×𝑛 𝑶𝑛𝑠×1] = [𝑪𝜎𝑠 𝑶𝑛𝑠×(𝑛+2)] 
(2-36) 

𝑓𝑎(𝑡) = 𝑘𝑒[𝑪𝑝 −1 𝑶1×𝑛 0]𝒛𝑎(𝑡) = 𝑘𝑒[𝑪𝑝 −1 𝑶1×(𝑛+1)]𝒛𝑎(𝑡) (2-37) 

0 = 𝑥𝑝 ≤ 𝑥𝑝 ≤ 𝑥𝑝̅̅ ̅ =
1

2
𝐿 (2-38) 
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果となることが明らかであり，この対称である結果の一方を省略するため，𝑥𝑝の下限

と上限は，それぞれ，0 とはりの中央までの距離としている． 

 慣性質量𝑚𝑒は，次のように表せる． 

 

 

ただし，最適設計プログラムの実装の観点から，慣性質量𝑚𝑒は，慣性質量倍率（1 以

下の正の実数）𝜌𝑚𝑒と最大慣性質量𝑚𝑒maxとの積として次式で表現する． 

 

 

ここで，𝑚𝑒maxは表 2-1 の第 2 列の 100%の時の値である．また，IMD の構造を考えた

場合，慣性質量を小さくしようとしても，部品の存在によりそれには限度がある．つ

まり，最大慣性質量の内の数%分の慣性質量値は設計上排除できない．倍率の下限値

は，このような設計上の制約により設定されるものであり，本章の例では，表 2-1 の

通り 0.005（0.5%）とした． 

 前述のはりと IMD のモデルに上記の設計変数を適用し，基礎の入力加速度として

各種の記録または人工の地震波加速度が与えられた場合における，各種応答の改善の

程度を考慮した最適設計を行う．今回の最適化問題は，性能の指標となる次式の評価

関数を最小化する問題として定式化する． 

 

𝐽 = ∑(𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ)

𝑛𝑤

ℎ=1

, ℎ = 1,… , 𝑛𝑤 (2-41) 

 

ここで，𝑛𝑤は，はりの応答計算に使用される地震波の数であり，本章の例では表 2-2

に示す地震波を考慮する．図 2-3 にこの地震波加速度のパワースペクトルを示す．な

お，パワースペクトルの定義およびそこで用いた平滑化の手法については，大崎[3]に

従った．評価関数𝐽は，地震波ごとに算出される𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ, ℎ = 1, … , 𝑛𝑤の総和

表 2-1 IMD の諸元 

許容荷重 

𝑓al [N] 

慣性質量 

𝑚𝑒 [kg] 

減衰係数 

𝑑𝑒 [Ns/m] 

ばね定数 

𝑘𝑒 [N/m] 

10×103 0.5-100% of 135×103 0 17×106 
 

𝑚𝑒 ≤ 𝑚𝑒 ≤ 𝑚𝑒 = 𝑚𝑒max (2-39) 

𝑚𝑒 = 𝜌𝑚𝑒𝑚𝑒max, 𝜌𝑚𝑒 ≤ 𝜌𝑚𝑒 ≤ 𝜌𝑚𝑒 = 1 (2-40) 
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として与えられる．𝐽1
ℎは，はりの各観測位置での変位を全体的に抑制させるための項

であり，以下のように定義される． 

 

 

ここで，RMS(𝑋(𝑡))およびPeak(𝑋(𝑡))は，それぞれ，𝑋(𝑡)の地震継続時間全体について

の二乗平均平方根およびピーク値を表す．𝐽2
ℎは，IMD の反力のレベルを抑制させるた

表 2-2 考慮される地震波のリスト 

地震番号 

ℎ 
地震名  

1 El Centro NS (1940) 

2 BCJ-L1 (人工) 

3 BCJ-L2 (人工) 

4 Hachinohe NS (1968) 

5 Kobe NS (1995) 

6 Akita NS (1983) 

7 Taft NS (1952) 
 

𝐽1
ℎ =∑(

RMS(𝑢𝑠𝑎𝑘
ℎ(𝑡))

RMS (𝑢𝑠0𝑘
ℎ(𝑡))

)

𝑛𝑠

𝑘=1

+∑(
Peak (𝑢𝑠𝑎𝑘

ℎ(𝑡))

Peak (𝑢𝑠0𝑘
ℎ(𝑡))

)

𝑛𝑠

𝑘=1

 (2-42) 

0.01 0.1 1 10
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図 2-3 地震波加速度のパワースペクトル（各地震波の基礎加速度ピーク値 PGA を

1 m/s2に揃え，Parzen 窓を使用して平滑化したもの．いずれの地震波も大略

の傾向として振動数成分の大部分は 1 Hz から 10 Hz の間に収まっている） 
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めの項であり，特にデバイスの反力が許容荷重𝑓alを超過する場合には，ペナルティと

しての係数𝑤𝑝（適当な明らかに大きな値として，ここでは𝑤𝑝 = 103．𝑤𝑝の設定の目安

については，付録 A を参照のこと）が掛けられ，その時の個体（設計変数の組合せ）

の評価が悪化するように働くものであり，以下のように定義される． 

 

 

𝐽3
ℎは，はりの各観測位置での曲げ応力を全体的に抑制させるための項であり，以下の

ように定義される． 

 

𝐽3
ℎ =∑(

RMS(𝜎𝑠𝑎𝑘
ℎ(𝑡))

RMS (𝜎𝑠0𝑘
ℎ(𝑡))

)

𝑛𝑠

𝑘=1

+∑(
Peak (𝜎𝑠𝑎𝑘

ℎ(𝑡))

Peak (𝜎𝑠0𝑘
ℎ(𝑡))

)

𝑛𝑠

𝑘=1

 (2-44) 

 

𝐽4
ℎは，曲げ応力ピーク値の全観測位置中での最大値を抑制さるための項であり，特に，

応力がはりの許容応力𝜎alを超過する場合には，𝐽2
ℎの場合と同様にペナルティとしての

係数𝑤𝑝が掛けられるものであり，以下のように定義される． 

 

𝐽4
ℎ = {

𝜌stress
ℎ (𝜌stress

ℎ ≤ 1)

𝑤𝑝𝜌stress
ℎ (𝜌stress

ℎ > 1)
, 𝜌stress

ℎ = max
1≤𝑘≤𝑛𝑠

Peak (𝜎𝑠𝑎𝑘
ℎ(𝑡))

𝜎al
 (2-45) 

 

ここで，𝑢𝑠𝑎𝑘
ℎ，𝑢𝑠0𝑘

ℎおよび𝜎𝑠𝑎𝑘
ℎ，𝜎𝑠0𝑘

ℎは，それぞれ，観測位置𝑥𝑘, 𝑘 = 1,… , 𝑛𝑠  に対応す

る変位および曲げ応力である（下付文字𝑎および 0 は，それぞれ，IMD ありおよびは

り単体の場合を明示するもの）． 

 

2.4 設計例 

 前節で設定した問題に対し，ある諸元を持つはりに対して最適設計を行った例を示

す．はりの諸元を表 2-3 および表 2-4 に示す．はりは，外径 60.5 mm，厚さ 8.7 mm

（50A×Sch160）の鋼製配管を仮定したものであり，全長は 13 m と 9 m の 2 種とした．

はりの諸元は，その 1 次固有振動数が実際の配管解析での配管系の 1 次固有振動数と

して取り得るような値（それは相当に幅広い場合が考えられるが）に設定した．適用 

𝐽2
ℎ = {

𝜌force
ℎ (𝜌force

ℎ ≤ 1)

𝑤𝑝𝜌force
ℎ (𝜌force

ℎ > 1)
, 𝜌force

ℎ =
Peak (𝑓𝑎

ℎ(𝑡))

𝑓al
 (2-43) 
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対象の IMD の許容荷重𝑓al，ばね定数𝑘𝑒，慣性質量𝑚𝑒は，10 kN クラスの実用装置と

して実現可能であると想定される表 2-1 の諸元に従うものとする． 

 これらの諸元を持つモデルについて最適化の計算を行い，設計変数の最適値として

の取付位置𝑥𝑝および慣性質量𝑚𝑒を求める．また，IMD を取付けたはりの各観測位置

（全長を 10 等分した時の 9 節点とする）での変位（式(2-35)），曲げ応力（式(2-36)）

および装置反力（式(2-37)）の 3 種の応答を計算し，はり単体の場合の応答結果との

比較を示す．同様に，単純なばね（IMD のばね定数と同じ値を持つ）を取付けたはり

についても 3 種の応答を計算し，この結果との比較も行う．入力は，表 2-2 に示す 7

種の地震波加速度を用いることとし，全て最大加速度を 7.5 m/s2に基準化する．はり

のモデルのモードの最大次数𝑛は 20 とした．以下に得られた結果を示す． 

 

2.4.1 全長 13 m のはりの場合（固有振動数が低い場合） 

 計算の結果，最適設計変数として，取付位置𝑥𝑝 = 6.262 [m]（はりの左端より全長の

48.168%の点），慣性質量𝑚𝑒 = 11.454×103 [kg]（最大慣性質量𝑚𝑒maxの 8.485%分）の

組合せを得た．この場合の応答を図 2-4 に示す（代表で地震波 BCJ-L2 の場合）．ま

た，地震波ごとに算出される各種応答のピーク値を表 2-5（𝐿 = 13[m]の場合）に示す．

表では，ピーク値の比（「IMD あり÷はり単体」および「IMD あり÷ばねあり」）とそ

の範囲（比の最良から最悪）についてもまとめている．「IMD あり÷はり単体」の比

は，全て 100%を下回っていることから，全地震波を考慮した最適化が有効に働いた

と考えられる．「IMD あり÷ばねあり」の各種の比は，100%を下回る場合もあれば上

回る場合もあるという結果となった．全ての場合で慣性質量を調整した IMD 取付け

の方が単純なばね取付けよりも良好という結果ではなかったが，いくつかの地震波に

ついては，IMD 取付けの方が単なるばね取付けよりも明確に応答を低減できており， 

表 2-3 はりの諸元 

全長 許容応力 密度 縦弾性係数 
断面二次 

モーメント 
断面係数 断面積 

𝐿 [m] 𝜎al [Pa] 𝜌 [kg/m3] 𝐸 [Pa] 𝐼 [m4] 𝑍 [m3] 𝐴 [m2] 

13 or 9 215×106 7.85×103 200×109 4.882 58×10-7 1.614 08×10-5 1.415 79×10-3 

表 2-4 はり（IMD 等を取付けていない単体のはり）の固有振動数 

全長 1 次 2 次 3 次 4 次 5 次 6 次 7 次 8 次 9 次 10 次 

𝐿 [m] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] [Hz] 

13 0.871 3.485 7.841 13.940 21.781 31.365 42.691 55.759 70.571 87.124 

9 1.818 7.271 16.360 29.084 45.444 65.440 89.071 116.338 147.240 181.778 
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表 2-5 𝐿 = 13 [m]の場合の各種応答のピーク値 

応答 はりの条件 El Centro BCJ-L1 BCJ-L2 Hachinohe Kobe Akita Taft 最良 最悪 

変位 

ピーク 

値 

はり単体 

[mm] 
331  1 086  1 243  1 153  386  940  513  - - 

IMD あり 

[mm] 
23.0  75.2  71.8  39.4  17.4  87.8  82.1  - - 

ばねあり 

[mm] 
31.2  73.8  67.9  38.7  16.0  87.3  68.0  - - 

IMD あり÷

はり単体 
6.95% 6.92% 5.77% 3.42% 4.49% 9.33% 16.0% 3.42% 16.0% 

IMD あり÷

ばねあり 
73.8% 102% 106% 102% 108% 101% 121% 73.8% 121% 

応力 

ピーク 

値 

はり単体 

[MPa] 
145  387  443  412  137  333  186  - - 

IMD あり 

[MPa] 
56.0  124  123  73.3  33.8  150  166  - - 

ばねあり 

[MPa] 
68.3  143  138  71.2  35.9  156  147  - - 

IMD あり÷

はり単体 
38.6% 32.0% 27.7% 17.8% 24.8% 45.0% 89.4% 17.8% 89.4% 

IMD あり÷

ばねあり 
81.9% 86.7% 88.6% 103% 94.3% 96.5% 113% 81.9% 113% 

反力 

ピーク 

値 

IMD あり 

[kN] 
1.28  2.84  2.69  1.75  0.855  3.17  3.68  - - 

ばねあり 

[kN] 
1.54  3.26  3.16  1.72  0.874  2.94  3.32  - - 

IMD あり÷

ばねあり 
82.9% 87.2% 84.9% 102% 97.8% 108% 111% 82.9% 111% 

0 6.5 13
0

0.5

1

変
位
ピ
ー
ク
値

 [
m

]

観測位置  xs [m]

はり単体  IM Dあり  ばねあり

0 6.5 13
0

100

200

300

400

応
力
ピ
ー
ク
値

 [
M

P
a]

観測位置  xs [m]

はり単体  IM Dあり  ばねあり

↓許容応力

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

-2

0

2

装
置
反
力

 [
k

N
]

時間  t [s]

IM Dあり  ばねあり

0 6.5 13
0

0.5

1

変
位
ピ
ー
ク
値

 [
m

]

観測位置  xs [m]

はり単体  IM Dあり  ばねあり

0 6.5 13
0

100

200

300

400

応
力
ピ
ー
ク
値

 [
M

P
a]

観測位置  xs [m]

はり単体  IM Dあり  ばねあり

↓許容応力

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

-2

0

2

装
置
反
力

 [
k

N
]

時間  t [s]

IM Dあり  ばねあり

 (a) 観測位置ごとの変位ピーク値 (b) 観測位置ごとの応力ピーク値 

図 2-4 応答結果（𝐿 = 13 [m]，BCJ-L2） 

(c) 装置反力の時刻歴 
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設計変数を調整した IMD を適用することで単純なばねの適用では得られない応答低 

減の効果が得られる場合もあることが分かる（より詳しい考察は次章で行う）． 

 

2.4.2 全長 9 m のはりの場合（固有振動数が高い場合） 

 計算の結果，最適設計変数として，取付位置𝑥𝑝 = 4.5 [m]（はりの中央），慣性質量

𝑚𝑒 = 135×103 [kg]（最大慣性質量𝑚𝑒maxの 100%分）の組合せを得た．はりの中央部に

設計変数の上限としての慣性質量を持つ IMD を取付けるという結果である．前項と

同様に地震波ごとに算出される各種応答のピーク値等を表 2-6（𝐿 = 9 [m]の場合）に

示す．「IMD あり÷はり単体」の比は，前項と同様に 100%を大きく下回っている．ま

た，「IMD あり÷ばねあり」の比は，全て 100%に近い値となった．大きな慣性質量を

持つ IMD の適用では，ばね単体を適用した結果と近似した結果となることが再確認

できた[5]．ただし，IMD の慣性質量とはりの質量との大小関係により近似程度は変化

するものであるため[5]，実際の配管系の動的解析においても，より現実的なモデルで

の IMD を考慮することは，より精密な計算につながると考えられる．  

表 2-6 𝐿 = 9 [m]の場合の各種応答のピーク値 

応答 はりの条件 El Centro BCJ-L1 BCJ-L2 Hachinohe Kobe Akita Taft 最良 最悪 

変位 

ピーク 

値 

はり単体 

[mm] 
289  663  782  320  332  518  296  - - 

IMD あり 

[mm] 
3.53  6.02  5.47  3.56  6.92  8.21  5.84  - - 

ばねあり 

[mm] 
3.50  5.92  5.16  3.29  6.55  7.45  6.01  - - 

IMD あり÷

はり単体 
1.22% 0.908% 0.699% 1.11% 2.09% 1.58% 1.98% 0.699% 2.09% 

IMD あり÷

ばねあり 
101% 102% 106% 108% 106% 110% 97.2% 97.2% 110% 

応力 

ピーク 

値 

はり単体 

[MPa] 
212  489  576  235  245  381  218  - - 

IMD あり 

[MPa] 
19.8  34.0  29.9  19.9  37.8  43.9  35.2  - - 

ばねあり 

[MPa] 
19.9  34.2  29.9  19.5  37.3  42.3  34.7  - - 

IMD あり÷

はり単体 
9.32% 6.95% 5.18% 8.47% 15.4% 11.5% 16.1% 5.18% 16.1% 

IMD あり÷

ばねあり 
99.6% 99.4% 99.8% 102% 101% 104% 101% 99.4% 104% 

反力 

ピーク 

値 

IMD あり 

[kN] 
0.681  1.15  1.02  0.714  1.21  1.39  1.18  - - 

ばねあり 

[kN] 
0.682  1.15  1.02  0.709  1.21  1.35  1.18  - - 

IMD あり÷

ばねあり 
99.9% 99.7% 99.9% 101% 100.5% 103% 101% 99.7% 103% 
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2.5 結言 

 IMD を適用したはりに対する最適化検討を行い，デバイスの取付位置および慣性質

量の 2 つの設計変数の最適値の探索が行えることを示した．ここでは，2 種の諸元の

モデルについて検討し，慣性質量値を調整した IMD 適用には，単なるばね適用では

得られない応答低減効果が得られる場合があること，および，ある程度固有振動数の

高い系に対しては慣性質量値の大きい IMDの適用が最も有効な応答低減対策となり，

そのような IMD の適用は単純なばね適用の場合に近似した応答結果となることを確

認した． 

 本章の検討は，適用される IMD を 1 台のある 1 種の装置容量（型式・許容荷重）

であると仮定した最も基礎的な場合のものであった．しかし，より実際的な設計とし

ては複数の IMD が適用候補となるべきであるため，次章では，本章の内容を拡張し，

適用される IMD が多数台かつ複数型式であると仮定したより一般的な場合について

検討を行う． 
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第3章 IMD 付配管系の動的最適設計：多台適用多型式選定の場合 

 

3.1 緒言 

 本章では，前章の検討を拡張したものとして，配管系への多数台かつ多型式（ここ

で，型式とは，同種のデバイスの装置容量もしくは許容荷重の大きさによって分類さ

れる型を意味する）の IMD（より現実的なモデルでの考慮を前提とする）の適用によ

る振動抑制効果や設置コストの系統的な最適設計手法の確立を目的とし，配管系を模

擬した単純なものとして単一断面のはりの連続体モデルを対象に，そのはりおよび取

付デバイスの健全性を保ちつつ，はりの各種の動的応答を最適化する設計手法を提案

する．はじめに，対象のモデルおよび応答の計算式を示す．得られた配管系のモデル

に対して，最適設計問題を IMD が設置された配管系に地震外乱が作用した場合の健

全性を表す種々の仕様に加え，IMD 設置に伴うデバイスの数量と型式に依存したコス

トも考慮できるような形で定式化する．モデル化した配管系に対して最適設計を行い，

その結果を示し，提案手法が，課された仕様を満足するよう設計変数を探索可能なこ

とを示す．この結果は，従来行われてきた IMD をばねとみなしたモデルで考えた場

合の結果と比較され，IMD をより現実的なモデルとみなして最適設計を行うことの重

要性が認識される． 

 

3.2 IMDを設置した配管系のモデル化 

 本節では，配管系の最も単純なモデルとして，図 3-1 に示すようなはりおよび𝑛𝑑台

付加された IMD のモデル（基礎励振を受ける長さ𝐿の単純支持ばり）を考える．まず，

図 3-1 の(i)はり単体の場合について考える．これは前章で示した場合と同様であり，

𝑤0(𝑡), 
𝑤̇0(𝑡), 
𝑤̈0(𝑡) 

𝐸, 𝐼, 𝐴, 𝜌 𝑤(𝑥, 𝑡) 𝑢(𝑥, 𝑡) 

𝐿 

⋯ ⋯ 𝑥 

𝑥𝑝𝑖 ⋯ 
𝑥𝑝2 𝑥𝑝1 ⋯ 

𝑥𝑝𝑛𝑑  

(空) 

𝑘𝑒𝑖 
𝑚𝑒𝑖 

𝑘𝑒𝑖 

𝑑𝑒𝑖 

𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑  

(i)はり単体 (ii)ばねあり (iii) IMD あり 

𝑤𝑒𝑖(𝑡) 𝑢𝑒𝑖(𝑡) 𝑤0(𝑡) 

𝑤𝑝𝑖(𝑡) 𝑢𝑝𝑖(𝑡) 𝑤0(𝑡) 

図 3-1 単体のはりおよびばねまたは IMD を𝑛𝑑台取付けたはりの概略モデル 
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運動方程式および状態方程式は，それぞれ，式(2-12)および式(2-13)によって，また，

観測位置に対応する変位および曲げ応力は，それぞれ，式(2-14)および式(2-15)によっ

て表現される． 

 次に，図 3-1（ii）に示すようなばね支持（以下ばねありと呼ぶ）の場合について考

える．これは，実際に単純なばねを使用することを想定しているのではなく，従来の

配管解析において通常行われる IMD を単純なばねモデルとみなす場合を想定したも

のである．IMD 等の設置に関する実務的な配管設計において，1980 年代までは，主

に解析に用いるコンピュータの能力の限界という理由から，IMD をばねとみなした簡

易な配管応力解析が行われてきた．コンピュータの高性能化により IMD 本来の動特

性を考慮可能な環境の整った現在においても，この考え方に基づく解析・設計は継続

して行われている[1]．前述のばねありの条件とは，従来行われている IMD をばねと

みなした場合と IMD を慣性質量を考慮したより現実的なモデルで考慮した場合とを

比較検討するために導入したものである．この場合のはりの微小要素は，𝑥 ≠ 𝑥𝑝𝑖, 𝑖 =

1, … , 𝑛𝑑であれば前章で示した図 2-2 と同様に表現できるが，𝑥 = 𝑥𝑝𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑に限

って微小要素上部にばねが接続されるものとなる．これを考慮した上で，微小要素の

上下方向の力および左端周りでのモーメントの釣合いを立て，同様に関係式を組合せ

ると，次式が得られる． 

 

𝜌𝐴
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝐸𝐼

𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+∑𝑘𝑒𝑖𝑢𝑝𝑖(𝑡)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑝𝑖)

𝑛𝑑

𝑖=1

= −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡), 

𝛿( )：ディラックのデルタ関数 

(3-1) 

 

ここで，𝑘𝑒𝑖は𝑖番目（𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑）のばねのばね定数[N/m]，𝑢𝑝𝑖(𝑡)は𝑖番目の取付位置

𝑥𝑝𝑖でのはりの基礎に対する相対変位（はりのたわみ）[m]である． 

 式(2-8)を式(3-1)に代入すれば，次式が得られる． 

 

 

 式(3-2)の両辺に𝜙𝑗(𝑥), 𝑗 = 1,… , 𝑛を掛け，𝑥について区間[0, 𝐿]で積分すると，直交性

より，𝑗次モードについて， 

 

𝜌𝐴∑𝜙𝑗(𝑥)𝑞̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+ 𝐸𝐼∑(
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝜙𝑗(𝑥)𝑞𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+∑𝑘𝑒𝑖𝑢𝑝𝑖(𝑡)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑝𝑖)

𝑛𝑑

𝑖=1

= −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡) (3-2) 
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が得られる．ベクトル𝒒(𝑡) = [𝑞1(𝑡) 𝑞2(𝑡) ⋯ 𝑞𝑛(𝑡)]
𝑇をおくと， 

 

 

となり，この関係を用いると，本系の𝑛次モード近似運動方程式は，以下のように表

される． 

 

 

 上記の運動方程式は，減衰行列𝑫 = diag(𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛), 𝑑𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,… , 𝑛を導入すれ

ば，より一般的な表現として以下のようになる． 

 

 

 これより，状態ベクトルを𝒛𝑠(𝑡) = [𝒒
𝑇(𝑡) 𝒒̇𝑇(𝑡)]𝑇とすれば，本系の状態方程式は，

以下のようになる． 

 

 

ここで，𝑶𝑛×𝑛は𝑛 × 𝑛零行列，𝟎𝑛 = 𝑶𝑛×1は𝑛次の 0 のみからなる縦ベクトルである．

ただし，記号の下付文字𝑠は，ばねありの場合を明示するものである（以降，他の記号

に対しても同様）． 

 観測位置𝒙𝑠 = [𝑥1 … 𝑥𝑛𝑠]𝑇に対応するはりの変位𝒖𝑠𝑠(𝑡) = [𝑢𝑠(𝑥1, 𝑡) … 𝑢𝑠(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇

および曲げ応力 𝝈𝑠𝑠(𝑡) = [𝜎𝑠(𝑥1, 𝑡) … 𝜎𝑠(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇
ならびにばねの反力 𝒇𝑠(𝑡) =

[𝑓𝑠1(𝑡) … 𝑓𝑠𝑛𝑑(𝑡)]
𝑇は，それぞれ以下のようになる． 

𝜌𝐴𝑞̈𝑗(𝑡) + 𝐸𝐼 (
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝑞𝑗(𝑡) +∑𝑘𝑒𝑖𝑢𝑝𝑖(𝑡)𝜙𝑗(𝑥𝑝𝑖)

𝑛𝑑

𝑖=1

= −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡)∫ 𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

 (3-3) 

𝑢𝑝𝑖(𝑡) = 𝑢(𝑥𝑝𝑖 , 𝑡) =∑𝜙𝑗(𝑥𝑝𝑖)𝑞𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

= 𝑪𝑝𝑖𝒒(𝑡), 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑 , 

𝑪𝑝𝑖 = [𝜙1(𝑥𝑝𝑖) 𝜙2(𝑥𝑝𝑖) ⋯ 𝜙𝑛(𝑥𝑝𝑖)] 

(3-4) 

𝑴𝒒̈(𝑡) + (𝑲0 +𝑲𝑠)𝒒(𝑡) = 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡), 

𝑲𝑠 =∑𝑘𝑒𝑖𝑪𝑝𝑖
𝑇 𝑪𝑝𝑖

𝑛𝑑

𝑖=1

= 𝑪𝑝
𝑇𝑲𝑒𝑪𝑝, 𝑲𝑒 = [

𝑘𝑒1 0 ⋯ 0
0 𝑘𝑒2 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 𝑘𝑒𝑛𝑑

] , 𝑪𝑝 =

[
 
 
 
𝑪𝑝1
𝑪𝑝2
⋮

𝑪𝑝𝑛𝑑]
 
 
 

 
(3-5) 

𝑴𝒒̈(𝑡) + 𝑫𝒒̇(𝑡) + (𝑲0 +𝑲𝑠)𝒒(𝑡) = 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡) (3-6) 

𝒛̇𝑠(𝑡) = 𝑨𝑠𝒛𝑠(𝑡) + 𝑩𝑠𝑤̈0(𝑡), 

𝑨𝑠 = [
𝑶𝑛×𝑛 𝑰𝑛

−𝑴−1(𝑲0 +𝑲𝑠) −𝑴−1𝑫
] , 𝑩𝑠 = [

𝟎𝑛
𝑭
] 

(3-7) 
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ここで，𝑍は断面係数[m3]である．𝒇𝑠(𝑡)の成分は，それぞれ，𝑖番目のばねのばね定数

とその変形量の積となっている．上記の 3 種の応答は，式(3-7) 𝒛𝑠(𝑡)を用いて導出で

きる． 

 最後に，図 3-1 の(iii) IMD ありの場合，すなわち，IMD が𝑛𝑑台設置されている場合

を考える．この場合のはりの微小要素を(ii)ばねありの場合と同様に考慮すれば，次式

が得られる． 

 

 

ここで，𝑘𝑒𝑖は𝑖番目（𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑）の IMD のばね定数[N/m]，𝑢𝑒𝑖(𝑡)は𝑖番目の IMD の

ばね要素と慣性質量要素とが直列に結合している点の基礎に対する相対変位[m]であ

る． 

 式(2-8)を式(3-11)に代入すれば，次式が得られる． 

 

𝒖𝑠𝑠(𝑡) = 𝑪𝑠𝑠𝒛𝑠(𝑡), 𝑪𝑠𝑠 = [𝑪𝑠 𝑶𝑛𝑠×𝑛], 

𝑪𝑠 = [

𝜙1(𝑥1) ⋯ 𝜙𝑛(𝑥1)
⋮ ⋱ ⋮

𝜙1(𝑥𝑛𝑠) … 𝜙𝑛(𝑥𝑛𝑠)
] 

(3-8) 

𝝈𝑠𝑠(𝑡) = 𝑪𝜎𝑠𝑠𝒛𝑠(𝑡), 𝑪𝜎𝑠𝑠 = [𝑪𝜎𝑠 𝑶𝑛𝑠×𝑛], 

𝑪𝜎𝑠 = −
𝐸𝐼

𝑍
[

𝜙1
′′(𝑥1) ⋯ 𝜙𝑛

′′(𝑥1)
⋮ ⋱ ⋮

𝜙1
′′(𝑥𝑛𝑠) … 𝜙𝑛

′′(𝑥𝑛𝑠)
] 

(3-9) 

𝒇𝑠(𝑡) =

[
 
 
 
𝑘𝑒1𝑪𝑝1𝒒(𝑡)

𝑘𝑒2𝑪𝑝2𝒒(𝑡)

⋮
𝑘𝑒𝑛𝑑𝑪𝑝𝑛𝑑𝒒(𝑡)]

 
 
 

= 𝑲𝑒[𝑪𝑝 𝑶𝑛𝑑×𝑛]𝒛𝑠(𝑡) (3-10) 

𝜌𝐴
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝐸𝐼

𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+∑𝑘𝑒𝑖 (𝑢𝑝𝑖(𝑡) − 𝑢𝑒𝑖(𝑡)) 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑝𝑖)

𝑛𝑑

𝑖=1

= −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡) (3-11) 

𝜌𝐴∑𝜙𝑗(𝑥)𝑞̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+ 𝐸𝐼∑(
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝜙𝑗(𝑥)𝑞𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+∑𝑘𝑒𝑖 (𝑢𝑝𝑖(𝑡) − 𝑢𝑒𝑖(𝑡)) 𝛿(𝑥 − 𝑥𝑝𝑖)

𝑛𝑑

𝑖=1

= −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡) 

(3-12) 
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 式(3-12)の両辺に𝜙𝑗(𝑥), 𝑗 = 1,… , 𝑛を掛け，𝑥について区間[0, 𝐿]で積分すると，直交

性より，𝑗次モードについて， 

 

𝜌𝐴𝑞̈𝑗(𝑡) + 𝐸𝐼 (
𝜆𝑗

𝐿
)

4

𝑞𝑗(𝑡)

+∑𝑘𝑒𝑖 (𝑢𝑝𝑖(𝑡) − 𝑢𝑒𝑖(𝑡))𝜙𝑗(𝑥𝑝𝑖)

𝑛𝑑

𝑖=1

= −𝜌𝐴𝑤̈0(𝑡)∫ 𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

 

(3-13) 

 

が得られる．𝒒(𝑡) = [𝑞1(𝑡) 𝑞2(𝑡) ⋯ 𝑞𝑛(𝑡)]
𝑇を用いると，本系の𝑛次モード近似運動

方程式は，以下のように表される． 

 

 

 上記の運動方程式は，減衰行列𝑫を導入すると，以下のようになる． 

 

 

 また，𝑛𝑑台設置する IMD についての運動方程式は，𝑖番目（𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑）について，

次式となる（式(2-31)の各記号に下付文字𝑖を付けたものとなっている）[2]． 

 

 

ここで，𝑚𝑒𝑖は𝑖番目の IMD の慣性質量[kg]，𝑑𝑒𝑖は𝑖番目の IMD の減衰係数[Ns/m]であ

る．上式は式(3-4)を用いれば次式となる． 

 

 

 はりと IMD の運動方程式より，𝒖𝑒(𝑡) = [𝑢𝑒1(𝑡) 𝑢𝑒2(𝑡) ⋯ 𝑢𝑒𝑛𝑑(𝑡)]
𝑇と定義し，

ベクトル[𝒒𝑇(𝑡) 𝒖𝑒
𝑇(𝑡)]𝑇を用いれば，全体の系の運動方程式は次式となる． 

 

𝑴𝒒̈(𝑡) + (𝑲0 +𝑲𝑠)𝒒(𝑡) −∑𝑘𝑒𝑖𝑪𝑝𝑖
𝑇 𝑢𝑒𝑖(𝑡)

𝑛𝑑

𝑖=1

= 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡) (3-14) 

𝑴𝒒̈(𝑡) + 𝑫𝒒̇(𝑡) + (𝑲0 +𝑲𝑠)𝒒(𝑡) −∑𝑘𝑒𝑖𝑪𝑝𝑖
𝑇 𝑢𝑒𝑖(𝑡)

𝑛𝑑

𝑖=1

= 𝜌𝐴𝑭𝑤̈0(𝑡) (3-15) 

𝑚𝑒𝑖𝑢̈𝑒𝑖(𝑡) + 𝑑𝑒𝑖𝑢̇𝑒𝑖(𝑡) + 𝑘𝑒𝑖 (𝑢𝑒𝑖(𝑡) − 𝑢𝑝𝑖(𝑡)) = 0 (3-16) 

𝑚𝑒𝑖𝑢̈𝑒𝑖(𝑡) + 𝑑𝑒𝑖𝑢̇𝑒𝑖(𝑡) + 𝑘𝑒𝑖𝑢𝑒𝑖(𝑡) − 𝑘𝑒𝑖𝑪𝑝𝑖𝒒(𝑡) = 0 (3-17) 
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𝑴𝑎 [
𝒒̈(𝑡)

𝒖̈𝑒(𝑡)
] + 𝑫𝑎 [

𝒒̇(𝑡)

𝒖̇𝑒(𝑡)
] + 𝑲𝑎 [

𝒒(𝑡)

𝒖𝑒(𝑡)
] = [

𝑭
𝟎𝑛𝑑

] 𝑤̈0, 

𝑴𝑎 = [
𝑴 𝑶𝑛×𝑛𝑑

𝑶𝑛𝑑×𝑛 𝑴𝑒
] , 𝑫𝑎 = [

𝑫 𝑶𝑛×𝑛𝑑
𝑶𝑛𝑑×𝑛 𝑫𝑒

] , 𝑲𝑎 = [
𝑲0 +𝑲𝑠 −(𝑲𝑒𝑪𝑝)

𝑇

−𝑲𝑒𝑪𝑝 𝑲𝑒
] 

(3-18) 

 

 これより，状態ベクトルを𝒛𝑎(𝑡) = [𝒒
𝑇(𝑡) 𝒖𝑒

𝑇(𝑡) 𝒒̇𝑇(𝑡) 𝒖̇𝑒
𝑇(𝑡)]𝑇とすれば，全体の

系の状態方程式は，以下のようになる． 

 

 

ただし，記号の下付文字𝑎は，IMD ありの場合を明示するものである（以降，他の記

号に対しても同様）． 

 観測位置𝒙𝑠 = [𝑥1 … 𝑥𝑛𝑠]𝑇に対応するはりの変位𝒖𝑠𝑎(𝑡) = [𝑢𝑎(𝑥1, 𝑡) … 𝑢𝑎(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇

および曲げ応力𝝈𝑠𝑎(𝑡) = [𝜎𝑎(𝑥1, 𝑡) … 𝜎𝑎(𝑥𝑛𝑠 , 𝑡)]
𝑇
ならびに IMD の反力𝒇𝑎(𝑡) =

[𝑓𝑎1(𝑡) … 𝑓𝑎𝑛𝑑(𝑡)]
𝑇は，それぞれ以下のようになる． 

 

 

 

 

上記の 3 種の応答は，式(3-19) 𝒛𝑎(𝑡)を用いて導出できる．  

𝒛̇𝑎(𝑡) = 𝑨𝑎𝒛𝑎(𝑡) + 𝑩𝑎𝑤̈0(𝑡), 

𝑨𝑎 = [
𝑶(𝑛+𝑛𝑑)×(𝑛+𝑛𝑑) 𝑰𝑛+𝑛𝑑
−𝑴𝑎

−1𝑲𝑎 −𝑴𝑎
−1𝑫𝑎

] , 𝑩𝑎 = [

𝟎𝑛
𝟎𝑛𝑑
𝑭
𝟎𝑛𝑑

] 
(3-19) 

𝒖𝑠𝑎(𝑡) = 𝑪𝑠𝑎𝒛𝑎(𝑡), 

𝑪𝑠𝑎 = [𝑪𝑠 𝑶𝑛𝑠×𝑛𝑑 𝑶𝑛𝑠×𝑛 𝑶𝑛𝑠×𝑛𝑑]

= [𝑪𝑠 𝑶𝑛𝑠×(𝑛+2𝑛𝑑)] 

(3-20) 

𝝈𝑠𝑎(𝑡) = 𝑪𝜎𝑠𝑎𝒛𝑎(𝑡), 

𝑪𝜎𝑠𝑎 = [𝑪𝜎𝑠 𝑶𝑛𝑠×𝑛𝑑 𝑶𝑛𝑠×𝑛 𝑶𝑛𝑠×𝑛𝑑]

= [𝑪𝜎𝑠 𝑶𝑛𝑠×(𝑛+2𝑛𝑑)] 

(3-21) 

𝒇𝑎(𝑡) =

[
 
 
 
 
 𝑘𝑒1 (𝑪𝑝1𝒒(𝑡) − 𝑢𝑒1(𝑡))

𝑘𝑒2 (𝑪𝑝2𝒒(𝑡) − 𝑢𝑒2(𝑡))

⋮

𝑘𝑒𝑛𝑑 (𝑪𝑝𝑛𝑑𝒒(𝑡) − 𝑢𝑒𝑛𝑑(𝑡))]
 
 
 
 
 

= 𝑲𝑒[𝑪𝑝 −𝑰𝑛𝑑 𝑶𝑛𝑑×𝑛 𝑶𝑛𝑑×𝑛𝑑]𝒛𝑎(𝑡)

= 𝑲𝑒[𝑪𝑝 −𝑰𝑛𝑑 𝟎𝑛𝑑×(𝑛+𝑛𝑑)]𝒛𝑎(𝑡) 

(3-22) 



39 

 

3.3 最適設計問題の定式化 

 本章の検討では，前節でそのモデルを示した IMD を設置したはりモデルに対し，

IMD の設置位置や台数等を調整して，外乱に対する振動抑制性能を最大化するような

最適設計問題を考える．前章の検討では，装置数量は 1 台のみで，装置容量（型式）

も 1 種類とした簡易な検討を行っていた[3]．しかし，これでは，はりの諸元や外乱の

規模によっては，適切な設計変数を探索することができない場合があった．例えば，

全長が非常に長いはりに対してはりが激しく励振されてしまった場合，IMD が 1 種類

の装置容量（型式）に固定されているため，外乱のレベルが非常に大きい条件では，

どのように取付けても装置の反力が許容荷重を満足できない場合があり，実用的では

なかった． 

 そこで，本章の検討では，外乱のレベルやモデル諸元の様々な場合に対応できるよ

うなより現実的な最適設計問題を，装置数量𝑛𝑑ならびに𝑖番目（𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑）の装置に

ついての型式番号𝑛𝑝𝑖，取付位置𝑥𝑝𝑖および慣性質量𝑚𝑒𝑖を設計変数として設定する．た

だし，装置の産業機器としての実態（装置の設計開発や検証作業等の工数削減を目的

に，大小様々の荷重負担能力を持つ装置を予め型式展開しておき，その中のいずれか

を要求箇所ごとに供用することが一般的）を踏まえ，型式番号が決まれば，現実的な

設計制約の観点から決まる慣性質量の上下限値，強度的観点から決まる許容荷重やば

ね定数，標準的な製造原価から決まる価格指数（各型式の原価をいずれかの型式の原

価で割ったもの）等が，それに紐付いて定められるという条件を付加える．具体的に

は，表 3-1 に示す型式番号𝑛𝑝𝑖に対応する様々な諸元を考慮する．これは，仮想的な諸

元であるが，著者が所属しているメカニカル防振器メーカーでの設計開発の経験に基

づいて，現存する製品群を元に寸法や荷重最大値などの仕様を考慮しながら決定した

もので，現在のラインナップと完全に同一ではないが，現実的なものに定めている．

実際の応用に際しては，現在展開中の製品群のデータを表 1 のデータとして設定すれ

ばよく，その後の仕様変更に際しても，表 3-1 の更新で適切な IMD の型式選択が可能

である． 

 設計変数は，ある上下限値（それらの記号は，設計変数の記号に，それぞれ，上線

または下線を付けて表現する）を持ち，最適化問題においてその最適値が探索される．

それらは，以下のように定義される． 

 装置数量𝑛𝑑については，次式となる． 

 

 

1 = 𝑛𝑑 ≤ 𝑛𝑑 ≤ 𝑛𝑑  (3-23) 
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ここで，下限値は，装置数量が少なくて価格が有利に働く場合が当然あると考えられ

るので，常に 1 とした．上限値は任意に設定すべき数であり，大きく設定すれば検討

の範囲が広がる．本研究では 4 とした． 

 型式番号𝑛𝑝𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑については，次式となる． 

 

 

ここで，上限値は表 3-1 の第 1 列に従えば 9 である．型式番号𝑛𝑝𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑が決ま

れば，許容荷重𝑓al𝑖，最大慣性質量𝑚𝑒𝑖max，減衰係数𝑑𝑒𝑖，ばね定数𝑘𝑒𝑖および価格指数

𝑐𝑖が紐付いて定まることとなる． 

 取付位置𝑥𝑝𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑は，次のように表せる． 

 

 

ただし，取付位置𝑥𝑝𝑖は，図 3-1 に示す通り，はりの左端からの距離であり，取付番号

𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑の順で左端に近いものとして取り扱う（もし，順不同とすると，重複した

結果を得てしまう可能性がある）．そこで，取付位置係数（1 以下の非負の実数）𝜌𝑥𝑝𝑖 , 𝑖 =

1, … , 𝑛𝑑を用いて，以下の漸化式で表現する． 

 

表 3-1 型式番号に対応した IMD の諸元 

型式番号 

𝑛𝑝𝑖 
許容荷重 

𝑓al𝑖 [N] 

慣性質量 

𝑚𝑒𝑖 [kg] 

減衰係数 

𝑑𝑒𝑖 [Ns/m] 

ばね定数 

𝑘𝑒𝑖 [N/m] 

価格指数 

𝑐𝑖 

 ×103 ×103  ×106  

1 10 0.5-100% of 135 0 17 1.00 

2 30 0.5-100% of 175 0 26 1.47 

3 60 0.5-100% of 325 0 51 2.16 

4 100 0.5-100% of 430 0 68 3.00 

5 160 0.5-100% of 560 0 105 4.32 

6 250 0.5-100% of 750 0 135 6.50 

7 400 0.5-100% of 1 200 0 170 9.60 

8 600 0.5-100% of 1 800 0 205 14.40 

9 1 000 0.5-100% of 3 000 0 235 23.00 

1 = 𝑛𝑝𝑖 ≤ 𝑛𝑝𝑖 ≤ 𝑛𝑝𝑖 (3-24) 

𝑥𝑝𝑖 ≤ 𝑥𝑝𝑖 ≤ 𝑥𝑝𝑖 (3-25) 

𝑥𝑝1 = 𝜌𝑥𝑝1𝐿, 0 = 𝜌𝑥𝑝1 ≤ 𝜌𝑥𝑝1 ≤ 𝜌𝑥𝑝1 = 1,

𝑥𝑝2 = 𝑥𝑝1 + 𝜌𝑥𝑝2(𝐿 − 𝑥𝑝1), 0 = 𝜌𝑥𝑝2 ≤ 𝜌𝑥𝑝2 ≤ 𝜌𝑥𝑝2 = 1,

         ⋮  
𝑥𝑝𝑛𝑑 = 𝑥𝑝(𝑛𝑑−1) + 𝜌𝑥𝑝𝑛𝑑(𝐿 − 𝑥𝑝(𝑛𝑑−1)), 0 = 𝜌𝑥𝑝𝑛𝑑 ≤ 𝜌𝑥𝑝𝑛𝑑 ≤ 𝜌𝑥𝑝𝑛𝑑 = 1

 (3-26) 
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 慣性質量𝑚𝑒𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑は，次のように表せる． 

 

 

ただし，最適設計プログラムの実装の観点から，慣性質量𝑚𝑒𝑖は，慣性質量倍率（型式

に依存しない．1 以下の正の実数）𝜌𝑚𝑒𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑と最大慣性質量（型式にのみ依存

する値）𝑚𝑒𝑖max, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑との積として次式で表現する． 

 

 

ここで，𝑚𝑒𝑖maxは表 3-1 の第 3 列の 100%の時の値であり，型式番号𝑛𝑝𝑖に依存して定

められる．また，IMD の構造を考えた場合，慣性質量を小さくしようとしても，部品

の存在によりそれには限度がある．つまり，最大慣性質量の内の数%分の慣性質量値

は設計上排除できない．倍率の下限値は，このような設計上の制約により設定される

ものであり，本章では，表 3-1 の通り型式によらず一律に 0.005（0.5%）とした． 

 前述のはりと IMD のモデルに上記の設計変数を適用し，基礎の入力加速度として

各種の記録または人工の地震波加速度が与えられた場合における，各種応答の改善の

程度やその際の IMD の経済性を総合的に考慮した最適設計を行う．今回の最適化問

題は，性能の指標となる次式の評価関数を最小化する問題として定式化する． 

 

 

ここで，𝑛𝑤は，はりの応答計算に使用される地震波の数であり，本章の検討では前章

と同様の表 2-2 に示す地震波を考慮する．図 2-3 にこの地震波加速度のパワースペク

トルを示す．𝑤𝑐 ≥ 0は，重み係数である．評価関数𝐽は，各種応答に関する評価項目で

ある第 1 の総和部および IMD の経済性に関する評価項目である第 2 の総和部との重

み付き線形和として与えられている．第 1 の総和部は，ℎ番目（ℎ = 1,… , 𝑛𝑤）の地震

波ごとに計算される 4 つの性能の指標である𝐽1
ℎ，𝐽2

ℎ，𝐽3
ℎおよび𝐽4

ℎからなる（意味と定

義は後述）．第 2 の総和部は，𝑖番目（𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑）の IMD の型式に紐付いている価

格指数𝑐𝑖からなる，適用される全ての IMD の価格を代表する指標となっている．すな

わち，応答低減に関する性能だけを考慮するのではなく装置の経済性についても考慮

𝑚𝑒𝑖 ≤ 𝑚𝑒𝑖 ≤ 𝑚𝑒𝑖 = 𝑚𝑒𝑖max (3-27) 

𝑚𝑒𝑖 = 𝜌𝑚𝑒𝑖𝑚𝑒𝑖max, 𝜌𝑚𝑒𝑖 ≤ 𝜌𝑚𝑒𝑖 ≤ 𝜌𝑚𝑒𝑖 = 1 (3-28) 

𝐽 = ∑(𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ)

𝑛𝑤

ℎ=1

+ 𝑤𝑐∑𝑐𝑖

𝑛𝑑

𝑖=1

, ℎ = 1,… , 𝑛𝑤, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑 (3-29) 
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できる評価関数となっている．𝐽1
ℎは，はりの各観測位置での変位を全体的に抑制させ

るための項であり，以下のように定義される． 

 

 

ここで，RMS(𝑋(𝑡))およびPeak(𝑋(𝑡))は，それぞれ，𝑋(𝑡)の地震継続時間全体について

の二乗平均平方根およびピーク値を表す．𝐽2
ℎは，全ての IMD における反力のレベル

を抑制させるための項であり，特に各デバイスにおいて反力が許容荷重𝑓al𝑖を超過す

るようなことが 1 台でもある場合には，ペナルティとしての係数𝑤𝑝（適当に明らかに

大きな値として，ここでは𝑤𝑝 = 106．𝑤𝑝の設定の目安については，付録 A を参照のこ

と）が掛けられ，その時の個体（設計変数の組合せ）の評価が悪化するように働くも

のであり，以下のように定義される． 

 

 

𝐽3
ℎは，はりの各観測位置での曲げ応力を全体的に抑制させるための項であり，以下の

ように定義される． 

 

𝐽3
ℎ =∑(

RMS(𝜎𝑠𝑎𝑘
ℎ(𝑡))

RMS (𝜎𝑠0𝑘
ℎ(𝑡))

)

𝑛𝑠

𝑘=1

+∑(
Peak (𝜎𝑠𝑎𝑘

ℎ(𝑡))

Peak (𝜎𝑠0𝑘
ℎ(𝑡))

)

𝑛𝑠

𝑘=1

 (3-32) 

 

𝐽4
ℎは，曲げ応力ピーク値の全観測位置中での最大値を抑制さるための項であり，特に，

応力がはりの許容応力𝜎alを超過する場合には，𝐽2
ℎの場合と同様にペナルティとしての

係数𝑤𝑝が掛けられるものであり，以下のように定義される． 

 

𝐽4
ℎ = {

𝜌stress
ℎ (𝜌stress

ℎ ≤ 1)

𝑤𝑝𝜌stress
ℎ (𝜌stress

ℎ > 1)
, 𝜌stress

ℎ = max
1≤𝑘≤𝑛𝑠

Peak (𝜎𝑠𝑎𝑘
ℎ(𝑡))

𝜎al
 (3-33) 

 

ここで，𝑢𝑠𝑎𝑘
ℎ(𝑡)，𝑢𝑠0𝑘

ℎ(𝑡)および𝜎𝑠𝑎𝑘
ℎ(𝑡)，𝜎𝑠0𝑘

ℎ(𝑡)は，それぞれ，観測位置𝑥𝑘 , 𝑘 = 1, … , 𝑛𝑠

に対応する変位および曲げ応力である（下付文字𝑎および 0 は，それぞれ，IMD あり

𝐽1
ℎ =∑(

RMS(𝑢𝑠𝑎𝑘
ℎ(𝑡))

RMS (𝑢𝑠0𝑘
ℎ(𝑡))

)

𝑛𝑠

𝑘=1

+∑(
Peak (𝑢𝑠𝑎𝑘

ℎ(𝑡))

Peak (𝑢𝑠0𝑘
ℎ(𝑡))

)

𝑛𝑠

𝑘=1

 (3-30) 

𝐽2
ℎ = {

𝜌force
ℎ (𝜌force

ℎ ≤ 1)

𝑤𝑝𝜌force
ℎ (𝜌force

ℎ > 1)
, 𝜌force

ℎ = max
1≤𝑖≤𝑛𝑑

Peak (𝑓𝑎𝑖
ℎ(𝑡))

𝑓al𝑖
 (3-31) 
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およびはり単体の場合を明示するもの）．𝑓𝑎𝑖
ℎ(𝑡)は，取付位置𝑥𝑝𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑に対応す

る装置反力である． 

 式(3-29)の価格指数に関連する重み係数𝑤𝑐の大小について考える．使用される IMD

のコストを全く考慮せず応答低減の高性能化だけを追及したいのであれば，𝑤𝑐は 0 と

すれば良く，反対に，IMD の総額ができるだけ安価な場合を探索したいのであれば，

𝑤𝑐は極端に大きな値とすれば良い（𝑤𝑐の設定の目安については，付録 A を参照のこ

と）．今回は，応答低減と経済性の両面を考慮することとし，いくつかの重み係数𝑤𝑐

の値について計算を行う． 

 本章では，配管系の最適設計問題を式(3-29)の評価関数𝐽を最小化する設計変数を求

める問題と定式化する．設計変数は，IMD 設置台数，型式，それらの取付位置および

慣性質量値である．最適化には，連続的および離散的な設計変数の最適化も可能な手

法として，遺伝的アルゴリズムを用いた．本検討での遺伝的アルゴリズムの設定は，

個体数を 20，最大世代数を 500，エリート選択数を 1，交叉率および突然変異率（い

ずれも個体数からエリート選択数を除いた分に対する割合）をそれぞれ 80%および

20%としている． 

 本章で設計変数として考えた型式は，表 3-1 に示すように離散的に変化し，慣性質

量値は，その型式で決定された最大慣性質量値より小さい値として連続的に変化する．

IMD の設置位置については，式(3-26)で示されるような，複数の IMD を設置する場合

の位置関係に関する制約を除き連続的に変更可能である．更に，IMD の設置台数につ

いては，使用する IMD の型式，慣性質量値および設置位置と同時に最適化すること

が必要であり，これは自然数の範囲で離散的に変化する．本設計問題は，上記のよう

に連続的および離散的な設計変数が混在する混合最適化問題であり，本章で考えてい

るような比較的単純な系を対象とした場合であっても，設計変数空間全体を総当り的

に探索して大域的に最適な設計変数値を得ることはほぼ不可能である．従来，ここで

設定されたような配管系の IMD 設置台数やその配置および慣性質量値の決定は，熟

練した設計者の過去の経験に基づいて行われてきたが，今後問題がより複雑化した場

合には，人手によらない何らかの最適化手法の導入が必須になる．本章では，このよ

うな要求に応えるための第一歩として，今回産業機器で多く採用される型式の概念を

前提とした実際の設計問題により近い形での最適設計を検討している．なお，著者の

知る限り，配管系の振動抑制のための最適設計に関する研究において，型式やコスト

も考慮した実際的な問題設定や，設置台数も含んだ形での IMD 等の支持装置配置等

に関する設計変数の最適化を行ったものは存在せず，本設計手法の確立により，配管
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系の対振動設計の更なる高度化が実現され，高性能化，低コスト化につながることが

期待される． 

 

3.4 設計例 

 前節で設定した問題に対し，ある諸元を持つはりに対して最適設計を行った例を示

す．はりの諸元は前章の表 2-3 および表 2-4 として設定した 2 種の全長のはりの内の

全長 13 m の場合とする．式(3-29)の評価関数𝐽は，前述の通り，重み係数𝑤𝑐の値によ

って，経済性をどれほど考慮するのか設定できるものとなっている．そこで，経済性

を強く重視する場合，経済性を全く考慮せずに振動抑制の性能だけを追求する場合，

および，振動抑制の性能と経済性の両方を加味する場合の 3 種の場合を検討すること

とし，これらの場合の代表例として，それぞれ，𝑤𝑐が，103，0，および，1 の 3 種の

場合についての計算結果を示す． 

 最適化の計算を行い，設計変数の最適値としての装置数量𝑛𝑑，型式番号𝑛𝑝𝑖，取付位

置𝑥𝑝𝑖および慣性質量𝑚𝑒𝑖を求める．また，IMD を取付けたはりの各観測位置（全長を

10 等分した時の 9 節点について）での変位（式(3-20)），曲げ応力（式(3-21)）および

各取付位置（取付番号𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑について）での装置反力（式(3-22)）の 3 種の応答を

計算し，はり単体の場合の応答結果との比較を示す．同様に，単純なばね（IMD のば

ね定数と同じ値を持つ）を取付けたはりについても 3 種の応答を計算し，この結果と

の比較も行う．入力は，第 2 章と同様に表 2-1 に示す 7 種の地震波加速度を用いるこ

ととし，全て最大加速度を 7.5 m/s2に基準化する．また同様に，はりのモデルのモー

ドの最大次数𝑛は 20 とした．以下で，それぞれの𝑤𝑐の値に対して得られた結果を示し

考察する． 

 

3.4.1 𝒘𝒄 = 103の場合（経済性を重視する場合） 

 重み係数𝑤𝑐 = 103の下で計算を行った結果として，探索された最適設計変数および

その時の評価関数の値を，それぞれ，表 3-2 および表 3-3（いずれも上段）に示す．ま

た，はり単体の場合，今回の最適設計変数を持つ IMD ありの場合，および，ばねあり

の場合（IMD のモデルを図 3-1 の（iii）ではなく，それと同じばね定数を持つ（ii）と

仮定した場合）についての各種応答のピーク値についての比較を表 3-4 に示す． 

 表 3-2 の最適設計変数からは，型式番号 1（最小）の IMD を 1 台（最小）使用する

のが最適という結果となったことが分かる．はりの中央からわずかに左の点（全長𝐿

の 48.17%の点）に最大慣性質量の 8.22%の慣性質量を持つ IMD を取付けるのが良い 
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という結果である．経済性の重視程度を左右する重み係数𝑤𝑐を 103という大きな値と

したことで，最小の型式の IMD を最小の台数だけ使用するという経済的な選定が行

われ，かつ，先行研究である前章とほぼ同様の最適取付位置および最適慣性質量が得

られた．狙い通りの計算となっていると言える． 

 表 3-4 は，時刻歴応答の結果を代表するものとして，変位，応力および装置反力の

観測位置全体または取付位置全体におけるピーク値をまとめたものである．本表より，

各種応答のピーク値の比「IMD あり÷はり単体」は，全ての地震波の場合で 100%を下

回っており（変位については 3.48%から 16.1%，応力については 17.8%から 89.9%），

全地震波を考慮した最適化が有効に働いたと考えられる．ピーク値の比「IMD あり÷

ばねあり」は，100%を下回る場合もあれば上回る場合もあり（小さな場合で 73.5%，

大きな場合で 122%），多少の差異が認められる．慣性質量を調整した IMD を取付け

る方が単純なばねを取付ける場合よりも必ずしも良好という結果にはならなかった

が，いくつかの地震波については，IMD 取付の場合の方が応答が明らかに低下すると

いう場合もあった．El Centro 波の場合は最も低下が顕著で，変位，応力および反力の

全ての応答についてピーク値の比「IMD あり÷ばねあり」は，100%を下回り，70%台 

表 3-2 重み係数値𝑤𝑐 = 103, 0, 1 ごとの最適設計変数値（括弧内の値は，全長𝐿に対す

る取付位置𝑥𝑝𝑖の比および最大慣性質量𝑚𝑒𝑖maxに対する慣性質量𝑚𝑒𝑖の比，た

だし，𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑） 

𝑤𝑐  
式(3-29) 

𝑛𝑑 𝑛𝑝1 𝑛𝑝2 𝑛𝑝3 𝑛𝑝4 𝑥𝑝1 𝑥𝑝2 𝑥𝑝3 𝑥𝑝4 𝑚𝑒1 𝑚𝑒2 𝑚𝑒3 𝑚𝑒4 

     [m] [m] [m] [m] [kg] [kg] [kg] [kg] 

103 1 1 - - - 
6.262 

(48.17%) 
- - - 

11 091 

(8.22%) 
- - - 

0 4 9 9 9 9 
1.849 

(14.22%) 

4.574 

(35.18%) 

7.729 

(59.45%) 

10.868 

(83.60%) 

1 554 296 

(51.81%) 

1 504 732 

(50.16%) 

1 629 343 

(54.31%) 

1 563 759 

(52.13%) 

1 3 1 1 1 - 
3.248 

(24.99%) 

6.619 

(50.91%) 

9.805 

(75.42%) 
- 

98 772 

(73.16%) 

103 306 

(76.52%) 

71 615 

(53.05%) 
- 

表 3-3 重み係数値𝑤𝑐 = 103, 0, 1 ごとの最適評価関数値とその内訳（第 1 項と重み係

数を除いた第 2 項） 

𝑤𝑐  
式(3-29) 

評価関数 第 1 項 重み係数を除いた第 2 項 

𝐽 = ∑(𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ)

𝑛𝑤

ℎ=1

+ 𝑤𝑐∑𝑐𝑖

𝑛𝑑

𝑖=1

 ∑(𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ)

𝑛𝑤

ℎ=1

 ∑𝑐𝑖

𝑛𝑑

𝑖=1

 

103 1 066.634 701 66.634 701 1 

0 1.486 480 1.486 480 92 

1 6.764 949 3.764 949 3 
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から 80%台となっている．図 2-3 のパワースペクトルを比較すると，El Centro 波は，

その他の地震波よりも卓越した振動数の範囲が狭く，低振動数域の成分も少ないとい

う傾向が見てとれる．外乱の振動数成分がある振動数域に集中しているような場合で

あれば，より現実的なモデルとしての IMD の適用が，ばねモデルの場合よりも高い

応答低減の効果を示す場合もあると言える． 

 

3.4.2 𝒘𝒄 = 0 の場合（振動抑制性能のみを考慮する場合） 

 重み係数𝑤𝑐 = 0 の下で計算を行った結果として，探索された最適設計変数およびそ

の時の評価関数の値を，それぞれ，表 3-2 および表 3-3（いずれも中段）に示す．ま

た，はり単体の場合，今回の最適設計変数を持つ IMD ありの場合，および，ばねあり

の場合についての各種応答のピーク値についての比較を表 3-5 に示す． 

 表 3-2 の最適設計変数からは，いずれの取付位置についても型式番号は 9（最大）

で IMD を 4 台（最大）使用するのが最適であるという結果となったことが分かる．

重み係数𝑤𝑐を 0 とし，振動抑制の性能だけを追求する問題としたためであると考えら 

表 3-4 𝑤𝑐 = 103の場合の各種応答のピーク値 

応答 はりの条件 El Centro BCJ-L1 BCJ-L2 Hachinohe Kobe Akita Taft 最良 最悪 

変位 

ピーク 

値 

はり単体 

[mm] 
331  1 086  1 243  1 153  386  940  513  - - 

IMD あり 

[mm] 
23.0  75.2  72.1  40.1  17.4  88.3  82.6  - - 

ばねあり 

[mm] 
31.3  73.9  67.8  38.6  16.0  86.9  67.7  - - 

IMD あり÷

はり単体 
6.94% 6.93% 5.80% 3.48% 4.49% 9.38% 16.1% 3.48% 16.1% 

IMD あり÷

ばねあり 
73.5% 102% 106% 104% 108% 102% 122% 73.5% 122% 

応力 

ピーク 

値 

はり単体 

[MPa] 
145  387  443  412  137  333  186  - - 

IMD あり 

[MPa] 
56.0  125  122  73.5  33.8  151  167  - - 

ばねあり 

[MPa] 
68.6  143  139  71.2  35.9  155  147  - - 

IMD あり÷

はり単体 
38.6% 32.4% 27.4% 17.8% 24.7% 45.2% 89.9% 17.8% 89.9% 

IMD あり÷

ばねあり 
81.7% 87.5% 87.7% 103% 94.1% 97.2% 113% 81.7% 113% 

反力 

ピーク 

値 

IMD あり 

[kN] 
1.28  2.85  2.68  1.76  0.854  3.19  3.68  - - 

ばねあり 

[kN] 
1.55  3.27  3.17  1.73  0.875  2.95  3.33  - - 

IMD あり÷

ばねあり 
82.8% 87.1% 84.4% 102% 97.6% 108% 111% 82.8% 111% 
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れ，意図した計算結果を得たと言える．また，最適取付位置は，4 台をはりの全長に

対してほぼ均等に配置することを意味するような値となった．最適慣性質量は，4 台

とも，それぞれの型式の最大慣性質量の値の 50%程度となった． 

 表 3-3 の𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ, ℎ = 1,… , 𝑛𝑤の総和値と𝑐𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑の総和値を 3.4.1 項

の場合と比較すると，𝑐𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑の総和値すなわち総コストは非常に大きくなった

が，反対に𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ, ℎ = 1,… , 𝑛𝑤の総和値すなわち振動抑制の性能は大きく向

上していることが分かる．意図した通り，性能のみを追及した設計が行われたことが

確認できる． 

 表 3-5 は，3.4.1項の結果に対する各種応答のピーク値をまとめた表 3-4 と同様に，本

項の各種ピーク値の結果をまとめたものである．本表より，各種応答のピーク値の比

「IMDあり÷はり単体」は，全ての地震波の場合で 100%を優に下回っており（大きな場

合でも，変位については 0.643%，応力については 2.85%），振動抑制の効果が大きく追

求されたことが分かる．ピーク値の比「IMD あり÷ばねあり」については，応力はほぼ

変わらない結果（100%から 103%）となり，反力は同じ結果（3桁表示で全て 100%）と

表 3-5 𝑤𝑐 = 0 の場合の各種応答のピーク値 

応答 はりの条件 El Centro BCJ-L1 BCJ-L2 Hachinohe Kobe Akita Taft 最良 最悪 

変位 

ピーク 

値 

はり単体 

[mm] 
331  1 086  1 243  1 153  386  940  513  - - 

IMD あり 

[mm] 
0.494  0.422  0.722  0.287  0.792  6.05  0.277  - - 

ばねあり 

[mm] 
0.250  0.247  0.245  0.281  0.260  0.273  0.305  - - 

IMD あり÷

はり単体 
0.149% 0.038 8% 0.058 1% 0.024 9% 0.205% 0.643% 0.053 9% 0.024 9% 0.643% 

IMD あり÷

ばねあり 
198% 171% 295% 102% 304% 2 216% 90.7% 90.7% 2 216% 

応力 

ピーク 

値 

はり単体 

[MPa] 
145  387  443  412  137  333  186  - - 

IMD あり 

[MPa] 
3.64  3.62  3.62  3.87  3.90  4.14  4.17  - - 

ばねあり 

[MPa] 
3.64  3.54  3.62  3.87  3.90  4.01  4.18  - - 

IMD あり÷

はり単体 
2.51% 0.936% 0.816% 0.939% 2.85% 1.24% 2.24% 0.816% 2.85% 

IMD あり÷

ばねあり 
100% 102% 100% 100% 100% 103% 100% 100% 103% 

反力 

ピーク 

値 

IMD あり 

[kN] 
0.282  0.277  0.277  0.296  0.291  0.295  0.313  - - 

ばねあり 

[kN] 
0.282  0.276  0.277  0.296  0.291  0.296  0.313  - - 

IMD あり÷

ばねあり 
100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 
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なった．一方，その変位の場合については，一部を除き，非常に大きな倍率値（最大で

2 216%）となった（これについては，以降の 3.4.4 項に別途考察を示す）．ただし，IMD

ありおよびばねありの場合の変位ピーク値の絶対量は，いずれの地震波でも非常に小さ

い（IMDありではAkita波のみ数mmで他は全て 0.数mm，ばねありでは全て 0.数mm）．

また，IMD ありの場合での，この変位ピーク値のほぼ全ての地震波で 0.数 mm という

非常に小さい結果に対して，IMDが 1 台（最小の型式）だけ適用される場合である，前

章の𝐿 = 13 [m]の場合，もしくは，前項の𝑤𝑐 = 103の場合での結果が，数 10 mm のオー

ダー（約 17 mm から約 88 mm）であることからも，本項の𝑤𝑐 = 0 の設定が，IMDによ

る振動抑制性能の大きな向上のために機能していることが理解される． 

 また，本項でのばねありの結果に着目すれば，それが IMD ありの結果と一応の一

致がみられること，および，ばね定数と数量が共に所与の制約の中の上限値の設定と

なっていることの二つの事実から，IMD の適用に限らず配管系の応答性能を高めるた

めには，できるだけ剛に接続して配管系の変形を抑制するのが良い結果を与えること

が示唆される．これを実現する極端な例として，系全体をコンクリート詰めしたり，

系にレストレイントに類するものを高密度で多数設置したりすることが挙げられる．

しかし，このような極端な剛設計は，熱膨脹への追従不可能性によって過大な熱応力

が生じることとなるので実際には不可能である．本章での「ばねあり」モデルはあく

までも IMD の単純モデルであり，実際の熱膨脹が存在する配管系においては，単な

るばねの特性を示す装置をどのような箇所にでも適用できる訳ではなく，IMD の適用

が不可避であることに注意が必要である． 

 

3.4.3 𝒘𝒄 = 1 の場合（振動抑制性能と経済性の両方を考慮する場合） 

 実用的には，前項のような性能だけを重視するような設計は通常行われない．前々

項または本項のような，経済性をある程度加味した問題設定がより現実的と考えられ

る．ここでは，性能および経済性の両方を考慮する場合の 1 例として，重み係数を調

整して𝑤𝑐 = 1 とした場合の結果を，表 3-2 および表 3-3（いずれも下段）に示す．ま

た，はり単体の場合，今回の最適設計変数を持つ IMD ありの場合，および，ばねあり

の場合についての各種応答のピーク値についての比較を表 3-6 に示す． 

 表 3-2 の最適設計変数からは，いずれの取付位置についても型式番号は 1（最小）

で IMD を 3 台使用するのが最適であるという結果となったことが分かる．最適取付

位置は，全長に対してほぼ等間隔，最適慣性質量は，およそ，それぞれの最大慣性質

量の 50%台から 70%台という結果であった．  
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 表 3-3の𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ, ℎ = 1,… , 𝑛𝑤の総和値および𝑐𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑑の総和値を 3.4.1

項および 3.4.2 項の場合と比較すると，𝑐𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑の総和値すなわち総コストは 3

者の中間の値，また，𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ, ℎ = 1,… , 𝑛𝑤の総和値すなわち性能も 3 者の中

間の値となっており，性能と経済性の両方が加味された結果となっていることが分か

る．これより，本章で定式化した最適設計問題においては，重み係数𝑤𝑐の値のいかん

により，性能と経済性をどのようなバランスで考慮するのかを調整できることが確認

された． 

 表 3-6 は，本項の各種ピーク値の結果をまとめたものである．本表より，各種応答

のピーク値の比「IMD あり÷はり単体」は，全ての地震波の場合で 100%を大きく下回

っており（大きな場合で，変位については 1.03%，応力については 4.05%），振動抑

制の効果の追求が図られたことが分かる．前々項から本項まで通して，この比は全て

100%を下回る結果となっており，より現実的なモデルで考慮した IMD の適用が，振

動抑制の実現に有用であることが理解できる．ピーク値の比「IMD あり÷ばねあり」

については，応力は 94.0%から 133%，反力は 95.4%から 103%となった．一方，その

表 3-6 𝑤𝑐 = 1 の場合の各種応答のピーク値 

応答 はりの条件 El Centro BCJ-L1 BCJ-L2 Hachinohe Kobe Akita Taft 最良 最悪 

変位 

ピーク 

値 

はり単体 

[mm] 
331  1 086  1 243  1 153  386  940  513  - - 

IMD あり 

[mm] 
2.00  1.93  3.20  5.25  3.97  6.01  0.809  - - 

ばねあり 

[mm] 
0.679  0.794  0.686  0.645  0.817  0.711  0.735  - - 

IMD あり÷

はり単体 
0.603% 0.178% 0.257% 0.456% 1.03% 0.639% 0.158% 0.158% 1.03% 

IMD あり÷

ばねあり 
294% 243% 467% 814% 486% 846% 110% 110% 846% 

応力 

ピーク 

値 

はり単体 

[MPa] 
145  387  443  412  137  333  186  - - 

IMD あり 

[MPa] 
4.70  5.02  6.31  4.28  5.52  5.22  5.09  - - 

ばねあり 

[MPa] 
4.70  5.34  4.73  4.46  5.50  4.89  5.21  - - 

IMD あり÷

はり単体 
3.24% 1.30% 1.42% 1.04% 4.05% 1.57% 2.73% 1.04% 4.05% 

IMD あり÷

ばねあり 
100% 94.0% 133% 95.9% 100% 107% 97.6% 94.0% 133% 

反力 

ピーク 

値 

IMD あり 

[kN] 
0.343  0.327  0.356  0.345  0.338  0.348  0.393  - - 

ばねあり 

[kN] 
0.343  0.343  0.355  0.336  0.339  0.351  0.397  - - 

IMD あり÷

ばねあり 
100% 95.4% 100% 103% 100% 99.0% 99.1% 95.4% 103% 
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変位の場合については，前項と同様に，一部を除き，非常に大きな倍率値（最大で 846%）

となった（これについては，以降の 3.4.4 項に別途考察を示す）．ただし，IMD あり

およびばねありの変位ピーク値の絶対量は，いずれの地震波でもかなり小さい（IMD

ありでは Taft 波のみ 1mm 弱で他は全て数 mm，ばねありでは全て 1 mm 弱）．また，

IMD ありの場合での，この変位のピーク値のほぼ全ての地震波で数 mm というかな

り小さい結果に対して，IMD が 1 台（最小の型式）だけ適用される場合である，前章

の𝐿 = 13 [m]の場合，もしくは，前々項の𝑤𝑐 = 103の場合での結果が，数 10 mm のオ

ーダー（約 17 mm から約 88 mm）であること，および，前項の𝑤𝑐 = 0 の場合での結

果が，ほぼ全ての地震波で 0.数 mm であることからも，本項の𝑤𝑐 = 1 の設定が，IMD

による振動抑制性能の向上を中程度に達成するために機能していることが理解され

る． 

 

3.4.4 周波数応答に基づく考察 

 図 3-2 から図 3-4 に，それぞれ，3.4.1 項から 3.4.3 項の最適設計変数の場合に対応

する 3 種の系（はり単体，IMD あり，および，ばねあり）について，入力を地震波加

速度として出力を各種応答（相対変位，曲げ応力および装置反力）とした場合のゲイ

ンを示す．各ゲインは，観測位置もしくは取付位置ごとに取得することができるもの

であるが，ここでは，相対変位および曲げ応力についてのゲインは，はり単体のモー

ドで節となることのない位置 0.48𝐿 [m]の場合だけ，装置反力のゲインは，はりの中

央に最も近い取付位置の場合だけを示す． 

 これらの図より，はり単体，IMD あり，および，ばねありの場合を比べると，3 種

のゲイン全てについて，はり単体の場合に存在する共振峰が，装置（IMD あり，およ

び，ばねありいずれの場合でも）の適用により，高振動数側にシフトされ，また，あ

る程度の高振動数域については，IMD あり，および，ばねありの場合で，同様の傾向

を示すことが分かる．また，IMD ありの場合には，低振動数域において，特有の共振

峰が装置数量𝑛𝑑の数だけ追加される．追加される共振峰付近ではゲイン値がはり単体

の場合よりも大きくなることから，応答にいくらかの影響を与えることが考えられる．

しかし，図 2-3 の地震波加速度のパワースペクトルから分かる通り，いずれの地震波

についても，1 Hz 程度を下回った領域における成分は少ないため，追加される共振峰

付近で激しく励振されることは考え難い．実際，3.4.1 項から 3.4.3 項で見られた計算

結果において，はり単体よりも IMD ありの方が，各種応答のピーク値が悪化すると

いうことは一例もなく，むしろ，応答は改善されている．これは，いずれの地震波に 
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(a) 入力: 基礎加速度，出力：変位（評価位置 0.48𝐿 [m]について）．ここで，“◦”は，

IMD の設置による共振点（共振点数は𝑛𝑑 = 1 に等しい）であり，“•”は，はり自体

の共振特性が高振動数領域にシフトされたものとしての共振点である 

 

 
(b) 入力: 基礎加速度，出力：曲げ応力（評価位置 0.48𝐿 [m]について） 

 

 
(c) 入力: 基礎加速度，出力：反力（取付番号𝑖 = 1 について） 

 

図 3-2 3.4.1 項（𝑤𝑐 = 103）に関する系のゲイン線図（曲線は，「IMD あり」と「ば

ねあり」の両方で，ある程度高い振動数領域で同様の傾向を示す．「IMD あ

り」の場合のみ，1 Hz 未満の低周波数領域に共振が存在するが，これは IMD

の本質的な特性に由来するものであり，IMD の単純なモデルである「ばねあ

り」モデルでは低振動数領域の共振の影響を考慮できないことを意味する．

以降の図 3-3 および図 3-4 でも同様） 
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(a) 入力: 基礎加速度，出力：変位（評価位置 0.48𝐿 [m]について）．ここで，“◦”は，

IMD の設置による共振点（共振点数は𝑛𝑑 = 4 に等しい）であり，“•”は，はり自体

の共振特性が高振動数領域にシフトされたものとしての共振点である 

 

 
(b) 入力: 基礎加速度，出力：曲げ応力（評価位置 0.48𝐿 [m]について） 

 

 
(c) 入力: 基礎加速度，出力：反力（取付番号𝑖 = 3 について） 

 

図 3-3 3.4.2 項（𝑤𝑐 = 0）に関する系のゲイン線図 
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(a) 入力: 基礎加速度，出力：変位（評価位置 0.48𝐿 [m]について）．ここで，“◦”は，

IMD の設置による共振点（共振点数は𝑛𝑑 = 3 に等しい）であり，“•”は，はり自体

の共振特性が高振動数領域にシフトされたものとしての共振点である 

 

 
(b) 入力: 基礎加速度，出力：曲げ応力（評価位置 0.48𝐿 [m]について） 

 

 
(c) 入力: 基礎加速度，出力：反力（取付番号𝑖 = 2 について） 

 

図 3-4 3.4.3 項（𝑤𝑐 = 1）に関する系のゲイン線図 
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ついても，その周波数成分は 1 Hz から数 Hz の間に多く含まれており，IMD の設置

によるこの振動数付近のゲインの低下の影響によるものと考えられる．このように，

地震波加速度の成分との兼ね合いの観点ら，低振動数域に追加される共振峰はその存

在が直ちに問題視されるようなものではない．ただし，細かく言えば，これが，3.4.2

項および 3.4.3 項で変位のピーク値の比「IMD あり÷ばねあり」に大きな値が見られる

ことの要因となっていると考える．IMD あり，および，ばねあり共に，はり単体でみ

られた最も大きな共振峰付近のゲインを大きく低下させることとなり，応答の絶対量

がかなり小さくなったが，それ故，低振動数域の応答のわずかな悪化が応答のピーク

値の比という形で見た場合に際立った違いとして現れたものと考える．また，IMD を

ばねとしてモデル化したものである「ばねあり」の場合は，図 3-2 から図 3-4 の周波

数応答が示す通り低振動数域に共振峰は現れないが，これは，IMD の簡易モデルであ

る「ばねあり」モデルは，IMD を設置した系が本来持つ低振動数域での共振峰の影響

を考慮することができないことを意味している．より高度な設計を目指すという観点

からは，このような差異の存在も考慮すべきであると言え，より現実的なモデルとし

ての IMD のモデルを使用して最適設計を行うことが重要である． 

 また，熱膨脹時に見られるような極めてゆっくりとした配管の移動が生じるような

時は，ゲイン線図の低振動数域である 0.001 から 0.002 Hz 付近（線図左端部）に近い

状況にあると想像できる．この低振動数域の各応答のゲインの曲線を見ると，IMD あ

りの場合とはり単体の場合がいずれでも一致していることから，IMD を追加しても，

何も設置していない非拘束な状態と同様とみなせるため，熱膨脹時の配管の移動が生

じるような場合であっても配管に熱応力を生じさせるようなことが起こらないこと

が言える．これは，IMD に特有の特性であり，メカニカル防振器に求められる機能の

一つである． 
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3.5 結言 

 本章では，IMD を適用した配管系を模擬した単純なはりの系を対象に，IMD の装

置数量，型式番号，取付位置および慣性質量の 4 項目の設計変数について最適値を探

索する手法を提示した．問題設定では，振動抑制の性能だけではなく装置の経済性を

も加味し，これを実現するための評価関数を定義した．また，シミュレーションによ

り，最適な設計変数の探索が行えること，および，振動の応答低減という性能だけで

はなく IMD 適用についての経済性をも加味した最適化が行えることを確認した．ま

た，IMD を従来通りのばねとみなしたモデルで考えた場合の応答についても計算結果

を示し，この場合および IMD をより現実的なモデルとみなす場合とを比較し，いく

つかの場合で差異が認められたことから，より現実的なモデルで考慮することの設計

上の意義を認識できた． 

 本章での研究は，配管系のモデルとして単純なはりを用いたが，より実際的な配管

系の支持装置最適設計手法の確立のため，本最適設計手法を直管および曲管の要素か

らなる三次元配管系を対象とした検討を行っており，近く検討結果を発表する予定で

ある．なお，対象とする IMD 等が設置される三次元配管系のモデル化については付

録 B にまとめている．また，配管系の熱膨脹量が少ない，もしくは放射線量が低い箇

所に対しては，ロッドレストレイントに類するものや油圧防振器を適用した方が経済

的な意味等で有利となる場合もあるため，今後さらには，本章で提案した最適設計手

法の拡張として，型式を記載した表 3-1 を IMD 以外の支持装置も含む形に拡張して

定義し，評価指標を最適化するような支持装置の種類をも自動的に選定できるような

手法の検討にもつなげていきたい． 
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第4章 可変 IMD を適用した構造系のセミアクティブ制御 

 

4.1 緒言 

 第 2 章および第 3 章では，IMD を適用した構造系についての，特に配管系を想定し

た動的最適化を論じたが，供用中に固定の慣性質量値を発揮するような IMD に限っ

た検討であった．本章では，IMD の応用分野を拡大する可能性を持つ，慣性質量が可

変となるような IMD（以降，可変 IMD と呼ぶ）の構造案を示すと共に，可変 IMD を

備えた構造系用のセミアクティブ制御系の設計方法を提案する． 

 本章では，セミアクティブ制御として，出力模倣アプローチ（output emulation 

approach）に基づくセミアクティブ制御法[1]を採用している．出力模倣アプローチに

よって，可変 IMD の可変な慣性質量は，目標アクティブ制御（reference active control）

系の予測制御出力を可能な限り再現するように変更される．目標アクティブ制御系は，

力アクチュエータが可変 IMD の代わりに制御対象の構造系に設置される仮想の制御

系であり，この力アクチュエータは可変 IMD が目標の力の値として使用するための

制御力を生成する．出力模倣アプローチにおける目標アクティブ制御則は，セミアク

ティブ制御系の目標アクティブ制御則として使用される時に良好な制御性能を実現

するように取得される．本章では，目標アクティブ制御則として複素𝑠平面の領域で

閉ループ極配置を実現する LMI（線形行列不等式）に基づく状態フィードバック制御

[2]が採用される． 

 シミュレーションの例として，台湾の NCREE（国家地震工学研究センター）の既

存のベンチマーク建屋モデルに対して可変 IMD を適用したセミアクティブ制御を検

討する．出力模倣アプローチに基づく提案されたセミアクティブ制御は，非制御時（以

下 Passive off）および可変 IMD の慣性質量値を最大に固定した場合（以下 Passive on）

と比較して優れた制御性能を示す． 

 

4.2 記号の定義 

 混乱を避けるため，本章で用いる代表的な記号をあらかじめ以下に記す． 

 𝑡：時間． 

 ℝ𝑛およびℝ𝑚×𝑛：𝑛次元の実ベクトルおよび𝑚 × 𝑛実行列の集合． 

 𝑨𝑇または𝑨−1：𝑨の転置行列または逆行列． 

 𝑰𝑛および𝑶𝑚×𝑛：𝑛次元の単位行列および𝑚× 𝑛零行列． 
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 𝟏𝑛 = [1 … 1⏟      ]
𝑛

𝑇

または𝟎𝑛 = [0 … 0⏟      ]
𝑛

𝑇

：1 または 0 の成分だけを持つ𝑛次元縦ベ

クトル． 

 Peak(𝑎(𝑡))：信号𝑎(𝑡)のピーク値． 

 RMS(𝑎(𝑡))：信号𝑎(𝑡)の RMS（二乗平均平方根）値，すなわち， 

RMS(𝑎(𝑡)) = (
1

𝑇
∫ 𝑎(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0

)

1
2

. 

 

4.3 構造系と可変 IMDのモデル 

 制御対象の構造系は，運動方程式が次のように与えられる線形時不変𝑛自由度系と

してモデル化される． 

 

 

ここで，𝒒(𝑡) ∈ ℝ𝑛および𝒘(𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑤は，それぞれ，構造系の変位ベクトルと地震外乱

の変位ベクトル（ただし，𝑛𝑤は考慮すべき基礎励振の方向の数）である．行列𝑴 = 𝑴𝑇，

𝑫 = 𝑫𝑇，𝑲 = 𝑲𝑇 ∈ ℝ𝑛×𝑛は，それぞれ，質量行列，減衰行列，剛性行列である．数学

モデルが式(4-1)と定義される構造系に対して，慣性質量ダンパ（IMD）が，地震外乱

下にある構造系の振動を抑制するために設置される．IMD は，それ自身が設置される

隣接する層間の相対加速度に比例する抵抗力を発生する振動制御装置であった（IMD

の機構と力学モデルは，図 1-6 と図 1-3 (b)を参照のこと）．IMD について，イーヤ，

ケース本体，ボールねじ，玉軸受等の力を伝達する構成部品の剛性，および，ボール

ねじ・ナット，玉軸受，スリーブ等の摺動する構成部品によって生じる減衰特性を考

慮すると，IMD の数学モデルは次のように与えられる． 

 

 

ここで，𝑑𝑒と𝑘𝑒は，IMD の構成部品によって決定される減衰係数と剛性である． 

 構造系の下層部に 1 つの IMD が設置される，すなわち，IMD は第 1 層と基礎の間

にあると仮定し，また，𝑛𝑤 = 1であるとする．すると，状態ベクトルを𝒙(𝑡) =

[𝒒𝑇(𝑡) 𝑦𝑒(𝑡) 𝒒̇𝑇(𝑡) 𝑦̇𝑒(𝑡)]
𝑇と定義することで与えられる式(4-1)の状態空間形式は，

次のようになる． 

𝑴𝒒̈(𝑡) + 𝑫𝒒̇(𝑡) + 𝑲𝒒(𝑡) = −𝑴𝑮𝒘̈(𝑡) (4-1) 

𝑚𝑒𝑦̈𝑒(𝑡) + 𝑑𝑒𝑦̇𝑒(𝑡) + 𝑘𝑒𝑦𝑒(𝑡) = 𝑘𝑒𝑟(𝑡), 

𝑦𝑒(𝑡) = 𝑤𝑒(𝑡) − 𝑤𝐿(𝑡), 𝑟(𝑡) = 𝑤𝑅(𝑡) − 𝑤𝐿(𝑡) 
(4-2) 
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ここで， 

 

 

式(4-3)の𝒛(𝑡) ∈ ℝ𝑛𝑧は，IMD を持つ構造系の振動抑制における制御性能を評価するた

めの制御出力信号である． 

 

4.4 可変 IMDによるセミアクティブ制御 

 本章では，IMD の慣性質量が指令信号によって変更できると仮定する．以下では，

このような可変機能を備えた IMD を可変 IMD と呼ぶ．図 4-1 に提案する可変慣性質

量を実現する機構を示す[3][4]．それは回転中心周りの角度が変えられるアームと，各

アームの端部に取付けられる錘で構成される．回転中心周りのアームの角度は，アー

ムの別の端部に接続されたリニアアクチュエータの変位を制御することによって変

更することができる．リニアアクチュエータの変位は，何らかのサーボ制御則により，

目標変位に追従させることが可能である．リニアアクチュエータの変位を変えること

により，アームの角度を変えることができる．その時，IMD の見かけ上の質量（慣性

質量）の値を変更できる．本章では，この機構で慣性質量値を変更可能なことを利用

し，構造系のセミアクティブ振動制御を行う．以下，式(4-2)の係数𝑚𝑒を𝑚𝑒(𝑐(𝑡))とし

て再定義する．ここで，𝑐(𝑡)は慣性質量を変更する指令信号である． 

 可変慣性質量𝑚𝑒(𝑐(𝑡))の範囲は，次のように定義される． 

 

 

ここで，𝑚𝑒と𝑚𝑒は，それぞれ可変慣性質量の最大値と最小値である． 

{
𝒙̇(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩𝑤̈(𝑡)

𝒛(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) + 𝑫𝑤̈(𝑡)
, 

𝑨 = [
𝑶(𝑛+1)×(𝑛+1) 𝑰𝑛+1

−𝑴𝑎
−1𝑲𝑎 −𝑴𝑎

−1𝑫𝑎
] , 𝑩 = [

𝟎𝑛+1
−𝑮𝑎

] 

(4-3) 

𝑴𝑎 = [
𝑴 𝑶𝑛×1
𝑶1×𝑛 𝑚𝑒

] , 𝑫𝑎 = [
𝑫 𝑶𝑛×1
𝑶1×𝑛 𝑑𝑒

] , 𝑲𝑎 = [
𝑲 + 𝑲𝑏

−𝑘𝑒
𝑶(𝑛−1)×1

−𝑘𝑒 𝑶1×(𝑛−1) 𝑘𝑒

], 

𝑲𝑏 = [
𝑘𝑒 𝑶1×(𝑛−1)

𝑶(𝑛−1)×1 𝑶(𝑛−1)×(𝑛−1)
] , 𝑮𝑎 = [

𝑮
0
] , 𝑮 = 𝟏𝑛 

(4-4) 

𝑚𝑒 ≤ 𝑚𝑒(𝑐(𝑡)) ≤ 𝑚𝑒 (4-5) 
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図 4-1 可変慣性質量を実現する IMD の機構 

 

慣性質量を変更するための仮定された機構においては，指令信号𝑐(𝑡)に対する応答に

おける動的遅延が考慮される必要がある．動的遅延は，次式で与えられる 1 次遅れ系

でモデル化できると仮定する． 

 

 

ここで，𝑥𝑚(𝑡) ∈ ℝおよび𝑇 > 0は可変 IMD の動的遅延をモデル化するための状態変

数および時定数である． 

 慣性質量が式(4-5)と式(4-6)に示される特性を持つ𝑚𝑒(𝑐(𝑡))として再定義されるよ

うな式(4-3)と式(4-4)の構造系のモデルを用いることで，本章のセミアクティブ制御設

計問題は，地震外乱を受ける可変 IMD を持つ構造系が地震外乱の影響下において良

好な振動抑制の制御性能を達成するように指令信号𝑐(𝑡)を生成する制御則を設計する

問題として定式化される． 

 本章では，可変 IMD を使用するセミアクティブ制御則として，出力模倣アプロー

チ[1]に基づく方法が使用される．出力模倣アプローチでは，可変 IMD の可変慣性質

量が，セミアクティブ制御系の制御出力の値が，目標アクティブ制御系の予測制御出

力値を模倣するように変更される．目標アクティブ制御系は，式(4-1)の構造系および

アクティブ振動制御を実行するアクチュエータのモデルで構成される仮想的な制御

系である．目標アクティブ制御系のモデルとして，次で与えられる線形時不変系を仮

定する． 

 

{
𝑥̇𝑚(𝑡) = −

1

𝑇
𝑥𝑚(𝑡) +

1

𝑇
𝑐(𝑡)

𝑚𝑒(𝑐(𝑡)) = 𝑥𝑚(𝑡)
 (4-6) 

角度 

 𝜙 変位 𝜉 

軸 

玉軸受 

アーム 

錘 

ピン 

ピン 

玉軸受 ボールねじ軸 

ボールねじナット 

ハブ イーヤ 

 ブラケット 玉軸受 

キー 

リニアアクチュエータ  (長穴) 

玉軸受 
 鞘軸 
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ここで，𝒙𝑟(𝑡) ∈ ℝ
𝑛𝑟および𝒛𝑟(𝑡) ∈ ℝ

𝑛𝑧は，目標アクティブ制御系の状態ベクトルと制

御出力であり，制御出力ベクトル𝒛𝑟(𝑡)の各成分は，セミアクティブ制御系の式(4-3)と

式(4-4)の𝒛(𝑡)の各成分と同一である（可変 IMD は，今回の場合，式(4-3)と式(4-4)の構

造系に設置されていると仮定する）．すなわち，例えば，𝒛(𝑡)と𝒛𝑟(𝑡)の第 1 行は第 1

層と基礎の間の相対変位，第 2 行は第 2 層と第 3 層の間の相対変位（以降同様）とな

る．言い換えれば，ある時間𝑡𝑒におけるセミアクティブ制御系と目標アクティブ制御

系の間の制御出力の誤差を次のように合理的に見積もることができる． 

 

 

ここで，‖𝒗‖𝑒はベクトル𝒗の何らかのノルムである． 

 出力模倣アプローチでは，可変 IMD の可変慣性質量𝑚𝑒(𝑐(𝑡))は，セミアクティブ

制御系と目標アクティブ制御系の間の予測制御出力の誤差をリアルタイムで最小限

に抑えるように変更される．この誤差は次のように定義される． 

 

 

ここで，Δ𝑡 > 0は予測の長さ（時間の刻み幅）である．𝒛(𝑡 + Δ𝑡)および𝒛𝑟(𝑡 + Δ𝑡)は，

それぞれ，セミアクティブ制御系および目標アクティブ制御系の予測出力信号であり，

後述の方法で取得される．セミアクティブ制御系の状態ベクトル𝒙(𝑡)の全ての成分と

地震外乱𝑤̈(𝑡)が全ての瞬間でセンサによって計測可能であると仮定し，𝑡0を現在時刻

とすれば，𝑡0 + Δ𝑡での地震外乱と状態ベクトルの予測値は，近似的に次のように与え

られる． 

 

 

地震外乱の加加速度𝑤⃛(𝑡0)は，次式で与えられる後退差分を計算することにより近似

的に求められる． 

 

{
𝒙̇𝑟(𝑡) = 𝑨𝑟𝒙𝑟(𝑡) + 𝑩𝑟𝑤̈(𝑡)

𝒛𝑟(𝑡) = 𝑪𝑟𝒙𝑟(𝑡) + 𝑫𝑟𝑤̈(𝑡)
 (4-7) 

𝑒(𝑡𝑒) = ‖𝒛(𝑡𝑒) − 𝒛𝑟(𝑡𝑒)‖𝑒 (4-8) 

𝑒(𝑡 + Δ𝑡) = ‖𝒛(𝑡 + Δ𝑡) − 𝒛𝑟(𝑡 + Δ𝑡)‖𝑒 , 𝑡 ≥ 0 (4-9) 

𝑤̈(𝑡0 + Δ𝑡)~𝑤̈(𝑡0) + 𝑤⃛(𝑡0)Δ𝑡, 

𝒙(𝑡0 + Δ𝑡)~𝒙(𝑡0) + 𝒙̇(𝑡0)Δ𝑡, 

𝒙𝑟(𝑡0 + Δ𝑡)~𝒙𝑟(𝑡0) + 𝒙̇𝑟(𝑡0)Δ𝑡 

(4-10) 
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式(4-10)の状態ベクトルの時間微分𝒙̇(𝑡0)と𝒙̇𝑟(𝑡0)は，セミアクティブ制御系および目

標アクティブ制御系の状態空間モデルを使用して次のように取得される． 

 

 

式(4-10)の𝑤̈(𝑡0 + Δ𝑡)および式(4-12)の𝑥̇(𝑡0)および𝑥̇𝑟(𝑡0)を使用すると，セミアクティ

ブ制御系および目標アクティブ制御系の予測制御出力（𝑡 = 𝑡0 + Δ𝑡での予測）は，次

のように取得される． 

 

 

式(4-13)で得られる予測制御信号は，本章のセミアクティブ制御の出力模倣アプロー

チで使用される．次に，𝑡 = 𝑡0での可変 IMDの可変慣性質量𝑚𝑒(𝑐(𝑡))の最適値を決定，

すなわち，可変慣性質量を変更する指令信号𝑐(𝑡0)を決定することを想定し，これを行

うために，連続的に変化する指令信号𝑐(𝑡0)を𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛𝑐と量子化し，それらを要素と

する集合𝐂𝑐を以下の用に定義する． 

 

 

ここで，𝑛𝑐は式(4-5)で定義される範囲の上で量子化された指令信号の数である．出力

模倣アプローチでは，可変 IMDの指令信号が集合𝐂𝑐からリアルタイムに選択される．

選択プロセスの詳細は次のとおりである． 

 

ステップ 1：𝑡 = 0で，𝒙(0) = 𝟎2𝑛+1，𝒙𝒓(0) = 𝟎𝑛𝑟および𝑤̈(0) = 0を設定する．𝑡0 = 0

に設定する． 

 

ステップ 2：𝑡 = 𝑡0で，センサ計測値𝑤̈(𝑡0)および𝒙𝑟(𝑡0)，予測される地震外乱𝑤̈(𝑡0 + Δ𝑡)，

および目標アクティブ制御系の状態ベクトル𝒙𝑟(𝑡0 + Δ𝑡)が得られる．セミアクティブ

制御系に関しては，𝑛𝑐個の予測状態ベクトルが，集合𝐂𝑐の全ての要素に対して計算さ

れる．𝑛𝑐個の予測状態ベクトルは次のように与えられる． 

𝑤⃛(𝑡0)~
𝑤̈(𝑡0) − 𝑤̈(𝑡0 − Δ𝑡)

Δ𝑡
 (4-11) 

𝒙̇(𝑡0) = 𝑨𝒙(𝑡0) + 𝑩𝑤̈(𝑡0), 

𝒙̇𝑟(𝑡0) = 𝑨𝑟𝒙𝑟(𝑡0) + 𝑩𝑟𝑤̈(𝑡0) 
(4-12) 

𝒛(𝑡0 + Δ𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡0 + Δ𝑡) + 𝑫𝑤̈(𝑡0 + Δ𝑡), 

𝒛𝑟(𝑡0 + Δ𝑡) = 𝑪𝑟𝒙𝑟(𝑡0 + Δ𝑡) + 𝑫𝑟𝑤̈(𝑡0 + Δ𝑡) 
(4-13) 

𝐂𝑐 = {𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛𝑐} (4-14) 
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ここで， 

 

 

状態ベクトルの𝑛𝑐個の時間導関数と式(4-10)の𝑤̈(𝑡0 + Δ𝑡)を使用すると，式(4-13)より

指令信号𝑐𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑐に対応する 𝒛 
𝑖 (𝑡0 + Δ𝑡), 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑐で表される制御出力の𝑛𝑐個

の予測出力信号を取得できる．オイラー法やルンゲ゠クッタ法などの数値積分法を使

用して， 𝒙̇ 
𝑖 (𝑡0), 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑐を取得できる．目標アクティブ制御系については，同じ方

法で予測制御出力𝒛𝑟(𝑡0 + Δ𝑡)を取得できる．なお， 𝒙̇ 
𝑖 (𝑡0), 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑐の計算において

は，式(4-6)により可変 IMD の遅延の動特性を考慮する． 

 

ステップ 3： 𝒛 
𝑖 (𝑡0 + Δ𝑡), 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑐で表されるセミアクティブ制御系の𝑛𝑐個の予測制

御出力信号に関して，指令信号を次のように選択する． 

 

 

ここで，𝑒(𝑡0 + Δ𝑡)は，式(4-9)で定義されるセミアクティブ制御系と目標アクティブ制

御系の間の予測出力信号の誤差である．また，𝑓( )は，𝑒(𝑡0 + Δ𝑡)で制御性能を評価

するための性能指標である． 

 

ステップ 4：地震外乱が収束したと考えられる場合には，アルゴリズムを停止する．

それ以外の場合は，𝑡0 ← 𝑡0 + Δ𝑡のように更新してステップ 2 に進む． 

 

 いわゆる Clipped optimal に基づく制御方法[5]では，ある時刻において，セミアクテ

ィブ制御装置―例えば MR（magneto-rheological）ダンパの可変減衰係数が，目標アク

ティブ制御則が発生する制御入力をできるだけ再現するように変更される．しかし，

セミアクティブ制御系の制御性能は，一般に制御出力（例えば，結果として得られる

𝒙 
𝑖 (𝑡0 + Δ𝑡) = 𝒙(𝑡0) + 𝒙̇ 

𝑖 (𝑡0)Δ𝑡, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑐 (4-15) 

𝒙̇ 
𝑖 (𝑡0) = 𝑨(𝑚𝑒(𝑐𝑖)) 

𝑖 𝒙(𝑡0) + 𝑩𝑤̈(𝑡0), 

𝑨(𝑚𝑒(𝑐𝑖)) 
𝑖 = [

𝑶(𝑛+1)×(𝑛+1) 𝑰𝑛+1

− 𝑴𝑎
−1

 
𝑖 (𝑚𝑒(𝑐𝑖))𝑲𝑎 − 𝑴𝑎

−1
 
𝑖 (𝑚𝑒(𝑐𝑖))𝑫𝑎

], 

𝑴𝑎 
𝑖 (𝑚𝑒(𝑐𝑖)) = [

𝑴 𝑶𝑛×1
𝑶1×𝑛 𝑚𝑒(𝑐𝑖)

] , 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑐 

(4-16) 

𝑐opt(𝑡0) = argmin𝑐𝑖∈𝐂𝑐 (𝑓(𝑒(𝑡0 + Δ𝑡))) (4-17) 
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セミアクティブ制御系の減衰特性）によって評価されるため，出力模倣アプローチは，

セミアクティブ制御設計として，Clipped optimal cntrol よりも良好な目標アクティブ

制御則を達成することが期待できる． 

 

4.5 シミュレーション 

 次式で表されるような 3 自由度系に対して，可変 IMD でのセミアクティブ制御の

シミュレーションを行う． 

 

 

式(4-18)の係数行列は，台湾 NCREE（国家地震工学研究センター）の 3 自由度ベンチ

マーク建屋モデルから取得された[6]．式(4-18)の構造系では，可変 IMD が基礎に，つ

まり第 1 層と地表の間に設置されると仮定される．慣性質量の最大値と最小値を含む

可変 IMD の仕様を表 4-1 に示す． 

 今回のシミュレーション調査についての，前節で説明した出力模倣アプローチの設

定を表 4-2 に示す．𝑛𝑐 = 2（𝑐1 = 𝑚𝑒，𝑐2 = 𝑚𝑒）であるため，可変 IMD の指令信号は，

全ての瞬間，つまりℎ = 0.01 s の間隔で，可変 IMD の慣性質量値を最大または最小化

するような指令信号のいずれかから選択される．式(4-6)の可変 IMD の動的遅延を表

す時定数𝑇 > 0は，𝑇 = 0.1 s である．動的遅延𝑇 = 0.1 s の可変 IMD は図 4-1 に示す

𝑴 = 6000𝑰3 kg, 

𝑫 = [
2.700 −1.712 0
−1.712 2.796 1.084
0 −1.084 1.084

] × 104 Ns/m, 

𝑲 = [
2.359 −1.148 0
−1.148 2.514 −1.366
0 −1.366 1.366

] × 106 N/m, 

𝑮 = 𝟏3 = [
1
1
1
] 

(4-18) 

表 4-1 可変 IMD の仕様 

項目 値 

𝑇 0.1 s 

𝑚𝑒 70 000 kg 

𝑚𝑒 3 000 kg 

𝑑𝑒 6.68 × 104 Ns/m 

𝑘𝑒 1.59 × 108 N/m 

表 4-2 出力模倣アプローチの設定 

項目 値 

∆𝑡 0.01 s 

𝑛𝑐 2 (𝑐1 = 𝑚𝑒, 𝑐2 = 𝑚𝑒) 
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機構で軸を駆動するリニアアクチュエータを用いることで実現できるとする．リニア

アクチュエータは，油圧シリンダ，電磁比例弁，サーボ弁等からなる油圧系を想定す

る．式(4-17)の性能指標𝑓(𝑒(𝑡0 + Δ𝑡))は次のように定義される． 

 

 

ここで，𝜌は重み係数である．式(4-19)の性能指標では，提案する出力模倣制御手法で

着目している予測制御出力信号𝒛(𝑡 + Δ𝑡)と𝒛𝑟(𝑡 + Δ𝑡)の差によるセミアクティブ制御

系と目標アクティブ制御系間の予測出力信号の差だけでなく，セミアクティブ制御系

自体の予測出力信号自体も項(1 − 𝜌)‖𝒛(𝑡 + Δ𝑡)‖2で評価する．このようにすることに

より，セミアクティブ制御の性能と 2 つの系間の類似性のバランスを取り，目標アク

ティブ制御系の合理性を維持することができる． 

 式(4-7)で示される目標アクティブ制御系を記述するために，次のように与えられる

開ループ系の状態空間形式を定義する． 

 

 

行列𝑩𝑢の設定では，力アクチュエータが構造系の基礎に配置されていると仮定してい

る．それはセミアクティブ制御系の可変 IMD と同じ場所である．開ループ系の場合，

状態フィードバック制御則は，次のように定義される． 

 

 

ここで，𝑲𝑎は状態フィードバックゲイン行列である．式(4-20)と式(4-21)によって，式

(4-7)の目標アクティブ制御系の係数行列は，𝑨𝑟 = 𝑨0 − 𝑩𝑢𝑲𝑎および𝑩𝑟 = 𝑩0として定

義される．状態フィードバックゲイン行列の制御特性を変更することにより，最適な

目標アクティブ制御則を探索する．目標アクティブ制御の制御特性としての閉ループ

極配置の制約を使用する．より具体的には，複素𝑠平面の領域 R（図 4-2 に示す）を形

成する𝛼 > 0と𝜃 > 0で記述される 2 つの設計変数を取得し，行列𝑨𝑟の全ての固有値が

𝑓(𝑒(𝑡0 + Δ𝑡)) = (1 − 𝜌)‖𝒛(𝑡 + Δ𝑡)‖2 + 𝜌‖𝒛(𝑡 + Δ𝑡) − 𝒛𝑟(𝑡 + Δ𝑡)‖2, 𝜌 = 0.5 (4-19) 

𝒙̇0(𝑡) = 𝑨0𝒙0(𝑡) + 𝑩0𝑤̈(𝑡) + 𝑩𝑢𝑢(𝑡), 

𝒙0(𝑡) = [
𝒒(𝑡)

𝒒̇(𝑡)
] , 𝑨0 = [

𝑶3×3 𝑰3
−𝑴−1𝑲 −𝑴−1𝑫

], 

𝑩0 = [
𝟎3
−𝑮
] , 𝑩𝑢 = [

𝟎3
𝑯
] , 𝑯 = [

1
0
0
] 

(4-20) 

𝑢(𝑡) = −𝑲𝑎𝒙(𝑡), 𝑲𝑎 ∈ ℝ
1×6 (4-21) 



66 

 

領域 R に配置されるように状態フィードバックゲイン行列𝑲𝑎が取得される．このよ

うな状態フィードバックゲイン行列𝑲𝑎は，次のように取得できる． 

 

 

ここで，行列𝑾 ∈ ℝ1×6および𝑿 = 𝑿𝑇 ∈ ℝ6×6は，次のように与えられる LMI（線形行

列不等式）の解行列である[2]． 

 

 

 

制御出力ベクトル，式(4-3)の𝒛(𝑡)および式(4-7)の𝒛𝑟(𝑡)は，それぞれ，可変 IMD および

目標アクティブ制御系を備えた構造系についてのものであり，次のように与えられる． 

 

 

ここで，𝒓(𝑡)は隣接層間の相対変位である． 

𝑲𝑎 = 𝑾𝑿
−1 (4-22) 

𝑿 > 0, 𝑨0𝑿 + 𝑿𝑨0
𝑇 − 𝑩𝑢𝑾−𝑾𝑇𝑩𝑢

𝑇 + 2𝛼𝑿 < 0 (4-23) 

[
sin 𝜃 (𝑨0𝑿 + 𝑿𝑨0

𝑇 − 𝑩𝑢𝑾−𝑾𝑇𝑩𝑢
𝑇) cos 𝜃 (𝑨0𝑿 − 𝑿𝑨0

𝑇 +𝑾𝑇𝑩𝑢
𝑇 − 𝑩𝑢𝑾)

cos 𝜃 (𝑿𝑨0
𝑇 − 𝑨0𝑿 + 𝑩𝑢𝑾−𝑾𝑇𝑩𝑢

𝑇) sin 𝜃 (𝑨0𝑿 + 𝑿𝑨0
𝑇 − 𝑩𝑢𝑾−𝑾𝑇𝑩𝑢

𝑇)
] < 0 (4-24) 

𝒛(𝑡) = 𝒛𝑟(𝑡) = [

𝒒(𝑡)

𝒒̇(𝑡)

𝒓(𝑡)
] = 𝑪𝒙(𝑡) + 𝑫𝑤̈(𝑡)

= 𝑪𝑟𝒙𝑟(𝑡) + 𝑫𝑟𝑤̈(𝑡), 

𝒓(𝑡) = [

𝑞1(𝑡)

𝑞2(𝑡) − 𝑞1(𝑡)

𝑞3(𝑡) − 𝑞2(𝑡)
] , 𝑪 = [

𝑰3 𝑶3×1 𝑶3×3 𝑶3×1
𝑶3×3 𝑶3×1 𝑰3 𝑶3×1
𝑭 𝑶3×1 𝑶3×3 𝑶3×1

], 

𝑪𝑟 = [

𝑰3 𝑶3×3
𝑶3×3 𝑰3
𝑭 𝑶3×3

] , 𝑫 = 𝑫𝑟 = 𝑶9×1, 𝑭 = [
1 0 0
−1 1 0
0 −1 1

] 

(4-25) 

図 4-2 目標アクティブ制御系の閉ループ極が配置される領域 R 

Re

Im

O

R

−®

µ
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 上記の設定の下で，設計変数𝛼∗と𝜃∗の最適なペアを探索し，𝛼 ≤ 𝛼 ≤ 𝛼と𝜃 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃

の範囲の状態フィードバックゲイン行列𝑲𝑎を取得する．ここで， と は，それぞれ

設計変数の最小値と最大値を意味する．式(4-7)の目標アクティブ制御系は，状態フィ

ードバックゲイン行列𝑲𝑎によって決定される．目標アクティブ制御系を用いて，セミ

アクティブ制御の動作が，前節で記述した出力模倣アプローチに基づいて実行される．

最適な設計変数𝛼∗と𝜃∗を見つけるための，𝑘 = 1,… , 𝑛𝑒個の記録または人工の地震外乱

についての，セミアクティブ制御系の性能を評価する性能指標は，次のように定義さ

れる． 

 

 

ここで， 𝑟∗
𝑘

 
𝑙 と 𝑎∗

𝑘
 
𝑙 ，また，∗= 𝑠, 𝑜𝑛, 𝑜𝑓𝑓，𝑙 = 1,… , 𝑛 = 3，𝑘 = 1,… , 𝑛𝑒は，それぞれ，隣

接する（第𝑙層から第(𝑙 − 1)層を減ずるものとしての）層間の相対変位と第𝑙層の絶対

加速度，また，∗のそれぞれは，セミアクティブ制御系（下付文字𝑠），可変 IMD の値

をその最大値𝑚𝑒に固定（Passive on），および，可変 IMD なし（Passive off）を表し，

𝑘（𝑘 = 1,… . , 𝑛𝑒）は，評価に用いる地震外乱に付けられた番号である． 

 目標アクティブ制御の状態フィードバックゲイン行列𝑲𝑎を取得するための設計変

数の数は 2 つ（𝛼 ≤ 𝛼 ≤ 𝛼および𝜃 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃）であるため，最適なペア𝛼∗および𝜃∗を，

0.01 ≤ 𝛼 ≤ 0.3と0.25𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 0.5𝜋 rad の範囲で総当り的に探索する．式(4-26)中の性

能指標𝐽を取得するための地震波の数𝑛𝑒は𝑛𝑒 = 3，すなわち，𝑘 = 1：El Centro NS（1940）

波，𝑘 = 2：Hachinohe NS（1968）波，𝑘 = 3：JMA Kobe NS（1995）波である．全て

の地震波は，各波の PGA（ピーク地表加速度）が 4.0 m/s2になるようにスケーリング

される．設計変数𝛼と𝜃の性能指標𝐽の値を図 4-3 に示す．性能指数の最小値は𝐽 =

18.026であり，最適設計変数の対応する値は𝛼∗ = 0.05，𝜃∗ = 0.25𝜋である．最適な目

標アクティブ制御系と開ループ構造系の極配置を図 4-4 に示す．目標アクティブ制御

の極は，𝛼∗ = 0.05および𝜃∗ = 0.25𝜋によって形成される領域 R の内側にある． 

𝐽 = ∑(𝐽𝑜𝑛
𝑘 + 𝐽𝑜𝑓𝑓

𝑘 )

𝑛𝑒

𝑘=1

, 

𝐽𝑜𝑛
𝑘 =∑

RMS( 𝑟𝑠
𝑘

 
𝑙 )

RMS( 𝑟𝑜𝑛
𝑘

 
𝑙 )

𝑛

𝑙=1

+∑
Peak( 𝑟𝑠

𝑘
 
𝑙 )

Peak( 𝑟𝑜𝑛
𝑘

 
𝑙 )

𝑛

𝑙=1

+∑
RMS( 𝑎𝑠

𝑘
 
𝑙 )

RMS( 𝑎𝑜𝑛
𝑘

 
𝑙 )

𝑛

𝑙=1

+∑
Peak( 𝑎𝑠

𝑘
 
𝑙 )

Peak( 𝑎𝑜𝑛
𝑘

 
𝑙 )

𝑛

𝑙=1

, 

𝐽𝑜𝑓𝑓
𝑘 =∑

RMS( 𝑟𝑠
𝑘

 
𝑙 )

RMS( 𝑟𝑜𝑓𝑓
𝑘

 
𝑙 )

𝑛

𝑙=1

+∑
Peak( 𝑟𝑠

𝑘
 
𝑙 )

Peak( 𝑟𝑜𝑓𝑓
𝑘

 
𝑙 )

𝑛

𝑙=1

+∑
RMS( 𝑎𝑠

𝑘
 
𝑙 )

RMS( 𝑎𝑜𝑓𝑓
𝑘

 
𝑙 )

𝑛

𝑙=1

+∑
Peak( 𝑎𝑠

𝑘
 
𝑙 )

Peak( 𝑎𝑜𝑓𝑓
𝑘

 
𝑙 )

𝑛

𝑙=1

 

(4-26) 
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 各地震外乱に対する式(4-26)での 𝑟∗
𝑘

 
𝑙 および 𝑎∗

𝑘
 
𝑙 （∗= 𝑠, 𝑜𝑛, 𝑜𝑓𝑓，𝑙 = 1,… , 𝑛，𝑘 =

1, … , 𝑛𝑒）の RMS 値およびピーク値は，図 4-5，図 4-7 および図 4-9 に示す．各図に

は，Passive on の場合と比較したセミアクティブ制御系の各項目の改善量も記載して

いる．可変 IMD を使用したセミアクティブ制御系の制御性能は，𝑞1(𝑡)（第 1 層と地

表の間の相対変位）のわずかな悪化を除いて，パッシブな同等の制御の場合（Passive 

on および Passive off の場合）よりもかなり優れていることが分かる．  

0.8
1

1.2
1.4

1.6

0

0.2

0.4
18

20

22

24

® µ

(®*, µ*)=(0.05, 0.25¼)
J

図 4-3 設計変数𝛼および𝜃の性能指標𝐽の値 

図 4-4 最適な目標アクティブ制御系と開ループ構造系の極配置 
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 また，次のように記述される可変 IMD の反力， 

 

 

および，式(4-5)の可変慣性質量𝑚𝑒(𝑐(𝑡))の時刻歴は，各地震外乱ごとに，図 4-6，図

4-8 および図 4-10 に示す．セミアクティブ制御系の𝑓IMD(𝑡)のピーク値は約 105 N であ

り，Passive on の場合よりも小さい．したがって，本章で提案するセミアクティブ制

御系は，Passive on 時と比較して振動抑制の性能を向上させているにもかかわらず，

IMD の反力は小さい値で済んでいるということが言える．なお，反力の大きさは，現

在実在する非可変 IMD，すなわち，熱膨脹の影響を受ける配管系向けのパッシブ振動

制御装置として使用されるメカニカル防振器によって十分に発揮可能（強度的に負担

可能）な程度である． 

 以上より，出力模倣アプローチによって制御される可変 IMD を使用したセミアク

ティブ制御は，地震外乱の影響を受ける構造系の振動抑制に対して良好な制御性能を

達成すると結論付けられる． 

  

𝑓IMD(𝑡) = 𝑘𝑒(𝑞1(𝑡) − 𝑦𝑒(𝑡)) (4-27) 
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図 4-5 El Centro NS（1940）波（PGA = 4.0 m/s2）を受ける場合の隣接層間相対変位

𝑟𝑖(𝑡)および各層絶対加速度𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,… ,3の RMS 値およびピーク値 

 

 

 

図 4-6 El Centro NS（1940）波（PGA = 4.0 m/s2）を受ける場合の IMD の力𝑓IMD(𝑡) 

および可変慣性質量𝑚𝑒(𝑐(𝑡)) 
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図 4-7 Hachinohe NS（1968）波（PGA = 4.0 m/s2）を受ける場合の隣接層間相対変位

𝑟𝑖(𝑡)および各層絶対加速度𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,… ,3の RMS 値およびピーク値 

 

 

 

図 4-8 Hachinohe NS（1968）波（PGA = 4.0 m/s2）を受ける場合の IMD の力𝑓IMD(𝑡) 

および可変慣性質量𝑚𝑒(𝑐(𝑡)) 
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図 4-9 JMA Kobe NS（1995）波（PGA = 4.0 m/s2）を受ける場合の隣接層間相対変位

𝑟𝑖(𝑡)および各層絶対加速度𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,… ,3の RMS 値およびピーク値 

 

 

 

図 4-10 JMA Kobe NS（1995）波（PGA = 4.0 m/s2）を受ける場合の IMD の力𝑓IMD(𝑡)

および可変慣性質量𝑚𝑒(𝑐(𝑡)) 
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4.6 結言 

 本章では，可変 IMD（慣性質量ダンパ）を備えた構造系のセミアクティブ振動制御

を検討した．可変 IMD およびそれを適用した構造系の数学モデルが，IMD の可変慣

性質量を実現する候補から取得された．セミアクティブ制御則として，出力模倣アプ

ローチ[1]を採用した．そして，シミュレーション研究を，既存のベンチマーク建屋モ

デルに対して行い，振動制御装置として可変 IMD を使用するセミアクティブ制御系

が，地震外乱の作用下に対して，Passive off（IMD なし）および Passive on（IMD の可

変慣性質量をその上限値に固定）の場合と比較して，優れた制御性能を示すことを確

認した． 

 上記提案のセミアクティブ制御系の実現のためには，現実的な動的遅延と装置容量

（荷重負担能力）を持つ IMD 機構の成立性についての更なる検討が課題となる． 
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第5章 結論 

 

 本研究において得られた結果を以下に総括し，また，最後に今後の課題を記し，本

論文の結論とする． 

 第 2 章「IMD 付配管系の動的最適設計：1 台適用 1 型式選定の場合」では，配管系

を模擬した単純なものとして単一断面のはり（連続体モデル）を対象に，1 台の IMD

の適用についての最適設計手法を提示した．最適設計は，IMD の取付位置と慣性質量

の値を設計変数とし，振動抑制性能を示す指標としての評価関数を設け，これを最小

化する問題を定義し，遺伝的アルゴリズムを適用して IMD に関する最適な設計変数

を決定するという手順で行われるものであった．また，2 種類の固有振動数（高い場

合と低い場合）の単純支持ばりを設計題材として実際に最適設計が行えることをシミ

ュレーションによって示した． 

 第 3 章「IMD 付配管系の動的最適設計：多台適用多型式選定の場合」では，前章の

拡張として，配管系（これは前章と同様に単一断面の単純支持ばり）への多数台かつ

多型式の IMD の適用を考慮した最適設計手法を提示した．ここで，型式とは，同種

のデバイスの装置容量もしくは許容荷重の大きさによって分類される型である．多型

式が存在すればそれに紐付いた IMD の設計値や経済性が存在する．本章の最適設計

では，IMD の装置数量，型式番号，取付位置および慣性質量の 4 項目を設計変数とし

て，型式の概念を前提に振動抑制性能の他に経済性をも考慮できるように評価関数を

新たに定義した．また，設計シミュレーションにより，最適な設計変数の探索が行え

ること，および，振動の応答低減という性能だけではなく IMD 適用についての経済

性をも加味した最適化が行えることを確認した．さらに，IMD をより現実的なモデル

で考慮した場合とばねとみなしたモデルで考慮した場合について時間領域と周波数

領域の両面で応答結果を比較し，IMD のばね近似モデルとより現実的なモデルについ

ての振動抑制性能の類似点と差異を明らかにしたことで，より現実的なモデルとして

IMD を考慮することの設計上の意義を認識できた． 

 第 4 章「可変 IMD を適用した構造系のセミアクティブ制御」では，実現可能と想

定される一つのボールねじ式可変 IMD の構造を提案すると共に，指令信号に対して

現実的な程度の時定数で表される遅延特性（1 次遅れ系）を仮定した可変 IMD が設置

された構造系のセミアクティブ振動制御を検討した．セミアクティブ制御には，出力

模倣アプローチに基づくセミアクティブ制御法を採用した．そして，既存ベンチマー
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ク建屋モデルを構造系とした上記可変 IMD によるセミアクティブ制御のシミュレー

ションを行い，地震外乱の作用下に対して，Pssive off（IMD なし）および Passive on

（IMD の可変慣性質量をその上限値に固定）の場合と比較して，優れた制御性能を示

すことを確認した． 

 本論文では，慣性質量要素を有する振動制御装置に関する技術の高度化および将来

的な配管解析・設計の高度化という目的に沿って上記の研究を行い，一定の成果を得

ることができた．しかし，第 3 章および第 4 章の延長線上の課題としては，例えば，

より実際的な配管系である三次元配管系のモデルを対象とした最適設計の実現性等

についての検討や，提案のセミアクティブ制御系の実現するための IMD 機構の成立

性について等の更なる検討が望まれる．これらについても，今後取り取り組んでいく

予定である． 
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付録 A 𝒘𝒑および𝒘𝒄の設定の目安 

 

 本付録では，ペナルティとしての係数𝑤𝑝および経済性の重み係数𝑤𝑐の設定の目安

となる，不自然と思われる特定の状況を回避するために有用なそれらの大まかな条件

を述べる． 

 まず，𝑤𝑝について検討する．式 (3-29)の評価関数𝐽 = ∑ (𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ + 𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ)
𝑛𝑤
ℎ=1 +

𝑤𝑐 ∑ 𝑐𝑖
𝑛𝑑
𝑖=1 , ℎ = 1,… , 𝑛𝑤, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑑中の𝐽2

ℎ（式(3-31)）および𝐽4
ℎ（式(3-33)）の両者の

第 2 式には，いずれも𝑤𝑝が含まれており，それぞれ，𝑤𝑝𝜌force
ℎ と𝑤𝑝𝜌stress

ℎ であった．こ

れらは，それぞれ，装置反力と曲げ応力が各許容値を超過している場合に行われるペ

ナルティが課される計算である．ここで，系の健全性の意味合いから，次の前提①が

望まれる． 

 

前提①：ペナルティが課される場合は，少なくともはりと IMD のどちらかは健全性

が失われている場合であるので，健全性が保たれているが応答が大きいというような

場合よりも不良な個体であると評価されて欲しい． 

 

評価関数𝐽の振動抑制に関する性能指標部としての第 1 項を𝐽perf ≔ ∑ (𝐽1
ℎ + 𝐽2

ℎ +
𝑛𝑤
ℎ=1

𝐽3
ℎ + 𝐽4

ℎ)と置けば，前提①より以下の条件が成り立つ． 

 

(許容値満足時の最悪性能としての𝐽perf)

< (ペナルティが 1回課されるが各種応答が極小と仮定される場合の𝐽perf) 

∴許容値満足時最悪性能値 < 𝑤𝑝 

(A-1) 

 

ここで，許容値満足時最悪性能値，すなわち，系のいずれの健全性も失われていない

（はりも IMD も許容値を満足している）限りにおいての真に最悪の応答を示す個体

の𝐽perf値は，有限な時間における遺伝的アルゴリズム（以下 GA と呼ぶ）の探索では

特定できない．ただし，その概算値ならば，次の手順によって知ることができる． 

 

手順 1：何世代かだけ予備的な GA による探索を実施する． 

手順 2：その間，各個体の𝐽perf値を観察する． 

手順 3：そして，ペナルティが課されることのない個体に限っての最も大きな𝐽perf値

を取得し，この概算値を「許容値満足時暫定最悪性能値」とする． 
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 上記値を用いれば，式(A-1)を概ね満足するための𝑤𝑝の条件は次式となる． 

 

許容値満足時暫定最悪性能値 ≪ 𝑤𝑝 (A-2) 

 

式(A-2)を満足するように𝑤𝑝を設定すれば，前提①がほぼ保たれる．この設定は，最終

結果として得られる個体の評価関数値が𝑤𝑝を超過しているのならば即座に（具体的な

応答値を確認せずとも）その個体の示す系は何らかの健全性が失われていることがほ

ぼ間違いないと判断できるため，最適設計変数の確認をする上で有用である． 

 次に，𝑤𝑐について検討する．経済性を無視して，振動抑制性能だけを追求するなら

ば，𝑤𝑐 = 0とすべきであり，これは明白である．一方，振動抑制性能の他に経済性を

も考慮するならば，考慮したい程度に応じて少しずつ𝑤𝑐を大きくすれば良い．しかし，

この値の調整については特段の決め手は存在せず，人間の何らかの判断に依存して決

定されるべきものである（例えば，最安と目される場合よりももう少しだけコストア

ップとなっても応答値がより低い場合を知った上でどれを採用すべきか感覚的に判

断したい等）．さらに，𝑤𝑐をある程度明確に大きくすれば，経済性を最大限に重視す

る場合となるが，𝑤𝑐の大きさをどの程度とすれば良いか，さらにいえば，どのような

範囲内の値とすれば良いかよく考えなければならない．これを明確にするためには，

次の二つの言外に当然として望まれる前提を考える必要がある． 

 

前提②：コストが異なる複数の IMD の諸元の組合せからなる複数の個体が全く同じ

振動抑制性能（ペナルティが課されない場合に限る）を示す場合には，必ずその中の

最もコストが低い個体が優良であると評価されて欲しい． 

 

前提③：コストが最高だが許容値を満足している個体の方が，コストが最低だが許容

値を 1 回でも満足していない個体よりも優良であると評価されて欲しい． 

 

前提②は，経済性を最大に重視するという意味合いから望まれる前提である．前提③

は健全性が何より重要という設計上の要求から望まれる前提（前提①と似たもの）で

ある． 

 前提②が，崩れないためには，少なくとも，最低コストの場合（最小型式を 1 台だ

け適用する場合）の評価関数𝐽の第 2 項𝑤𝑐 ∑ 𝑐𝑖
𝑛𝑑
𝑖=1 （以降𝐽econ ≔ 𝑤𝑐 ∑ 𝑐𝑖

𝑛𝑑
𝑖=1 と置く）が，

ペナルティが課されない限りの個体において見込まれる𝐽の第 1 項𝐽perfの最悪値（これ
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は式(A-1)の許容値満足時最悪性能値のこと）よりも大きければ良いことが明らかであ

るため，次の条件が得られる． 

 

許容値満足時最悪性能値 < 𝑤𝑐 ⋅ 𝑐 (A-3) 

 

ここで，𝑐は第 3 章の表 3-1 の最小型式に対応する価格指数である．しかし，ペナルテ

ィとしての係数𝑤𝑝を検討した場合と同様に，許容値満足時最悪性能値は特定できない

ため，許容値満足時暫定最悪性能値を用いれば，上式は近似的に次の条件となる． 

 

許容値満足時暫定最悪性能値 ≪ 𝑤𝑐 ⋅ 𝑐 (A-4) 

 

 前提③からは，次の条件が成り立つ． 

 

(𝑤𝑝が課される時に見込まれる最小の𝐽perf) + (最小型式 1台使用時の𝐽econ)

> (𝑤𝑝が課されない時に見込まれる最大の𝐽perf) + (最大型式𝑛𝑑̅台使用時の𝐽econ) 
(A-5) 

 

ここで，左辺第 1 項が少なくとも𝑤𝑝となること，および，右辺第 1 項が許容値満足時

暫定最悪性能値に近いオーダーの値となることから，近似的に次の条件が得られる． 

 

𝑤𝑝 + 𝑤𝑐 ⋅ 𝑐 >許容値満足時暫定最悪性能+ 𝑤𝑐 ⋅ 𝑛𝑑̅̅ ̅ ⋅ 𝑐̅ 

∴ 𝑤𝑐(𝑛𝑑̅̅ ̅ ⋅ 𝑐̅ − 𝑐) < 𝑤𝑝 −許容値満足時暫定最悪性能 
(A-6) 

 

ここで，𝑐̅は第 3 章の表 3-1 の最大型式に対応する価格指数であり，𝑛𝑑̅̅ ̅は設計上限と

しての IMD 台数である．前提①から得られた式(A-2)が表す許容値満足時暫定最悪性

能値が𝑤𝑝よりもはるかに小さいことを考慮すれば，上式は次式のように表せる． 

 

𝑤𝑐(𝑛𝑑̅̅ ̅ ⋅ 𝑐̅ − 𝑐) < 𝑤𝑝 (A-7) 

 

 前提②と前提③から得られた式(A-4)と式(A-7)の両者を考慮すれば，次の条件が得

られる． 

 

許容値満足時暫定最悪性能値

𝑐
≪ 𝑤𝑐 <

1

𝑛𝑑̅̅ ̅ ⋅ 𝑐̅ − 𝑐
𝑤𝑝 (A-8) 
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また，1 𝑐⁄ と1 (𝑛𝑑̅̅ ̅ ⋅ 𝑐̅ − 𝑐)⁄ が 1 に近いオーダーである限りにおいて，上式は次の簡易

な表現として扱うこともできる． 

 

許容値満足時暫定最悪性能値 ≪ 𝑤𝑐 ≪ 𝑤𝑝 (A-9) 

 

式(A-8)もしくは式(A-9)を満足するような𝑤𝑐と𝑤𝑝を設定すれば，全ての前提①，②お

よび③がほぼ保たれると言える． 
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付録 B IMD 付三次元配管系のモデル化のまとめ 

 

B.1 内容説明 

 本付録は，第 3 章の拡張としての最適設計手法の検討に先立って必要となる直管お

よび曲管の要素からなるはりの有限要素モデルとしての三次元配管系モデル化につ

いての調査と検討のまとめである． 

 はじめに，計算式に用いる記号の表記を示す．次に，対象のモデルおよび応答の計

算式を示す．モデルについては，直管と曲管の要素だけからなる三次元配管系の単体

の場合，基本的な付属要素であるばね要素（高剛性なばねとしてのレストレイント等

をモデル化するもの）と集中的な慣性要素（バルブ等をモデル化するもの）が付加さ

れる場合，および，更により現実的なモデルとしての IMD 要素が付加される場合を

示す．三次元配管系のモデルおよび基本的な付属要素のモデルのための計算式は，材

料力学および機械力学の基本的事項およびその他配管設計に関する多くの個別の検

討で確立された事項を組合せることで得られるものであり，配管設計のための実用品

としての汎用ソフトウェアに実装された例も多数あることから，既知の事項である．

しかし，著者の調査では，その構築のために必要な一連の考えと構築される結果を明

瞭な形で示す文献を発見することはなく，理解のために多くの時間を要した．そのた

め，モデル構築については，冗長のきらいはあるが，曖昧性が少なくなるように記述

している． 

 今後，ここに示す IMD 付の三次元配管系モデルを対象に，第 3 章を拡張した検討

を実際に進める予定である． 

 

B.2 記号の定義 

 混乱を避けるため，本付録で用いる代表的な記号をあらかじめ以下に記す．特に，

波括弧{ }と山括弧〈 〉には，特殊な意味を与えていることに注意のこと． 

 𝛿𝑎,𝑏 = {
1 , 𝑎 = 𝑏
0 , 𝑎 ≠ 𝑏

：クロネッカーのデルタ． 

 𝑶𝑛𝑎×𝑛𝑏：𝑛𝑎行𝑛𝑏列の零行列． 

 𝑶𝑛 = 𝑶𝑛×𝑛：𝑛行𝑛列の零行列． 

 𝟎𝑛 = 𝑶𝑛×1：全ての成分が 0 である𝑛次元の縦ベクトル（零ベクトル）． 

 𝑰𝑛：𝑛行𝑛列の単位行列． 

 𝟏𝑛：全ての成分が 1 である𝑛次元の縦ベクトル． 
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 (𝑥, 𝑦, 𝑧)：全体座標（全体剛性行列等を表現するための座標）． 

 (𝜉𝐼 , 𝜂𝐼 , 𝜁𝐼)と(𝜉𝐽, 𝜂𝐽 , 𝜁𝐽)：それぞれ，始端と終端での局所座標（要素剛性行列等を表現

するための座標）． 

 (𝜉𝐼eva , 𝜂𝐼eva , 𝜁𝐼eva)と(𝜉𝐽eva , 𝜂𝐽eva , 𝜁𝐽eva)：それぞれ，始端と終端での部材座標（管要素の

健全性評価に使用される一般化力を表現するための座標）． 

 𝑁ele：直管と曲管の要素（以降，特別な言及なしに要素と呼べばこれを指す）の数． 

 𝑁nod：節点数（節点番号の最大値）． 

 𝑁spr：追加される並進と回転のばね要素の数（1 軸に関して 1 個）． 

 𝑁mas：追加される集中的慣性要素（質量と慣性モーメントの組）の数（1 節点 1 個）． 

 𝑁𝑑：追加される IMD 要素の数． 

 𝑖 = 1, … ,𝑁ele or 1, … , 𝑁spr or 1, … ,𝑁mas or 1, … , 𝑁𝑑：𝑖の末尾記号に関する要素番号． 

 𝑗 = 1,… ,𝑁nod：節点番号（1 から始まる連番である必要がある．連番でない節点番

号で表現される配管系が問題として与えられる場合は，内部的処理によって 1 から始

まる連番の節点番号に振り替えられることを前提とする）． 

 𝒖𝐼 = [𝑢𝜉𝐼 𝑢𝜂𝐼 𝑢𝜁𝐼]𝑇：要素の始端の変位ベクトル． 

 𝜽𝐼 = [𝜃𝜉𝐼 𝜃𝜂𝐼 𝜃𝜁𝐼]𝑇：要素の始端の回転角ベクトル． 

 𝒖̂𝐼 = [
𝒖𝐼
𝜽𝐼
]：要素の始端の一般化変位ベクトル． 

 𝒖𝐽 = [𝑢𝜉𝐽 𝑢𝜂𝐽 𝑢𝜁𝐽]𝑇：要素の終端の変位ベクトル． 

 𝜽𝐽 = [𝜃𝜉𝐽 𝜃𝜂𝐽 𝜃𝜁𝐽]𝑇：要素の終端の回転角ベクトル． 

 𝒖̂𝐽 = [
𝒖𝐽
𝜽𝐽
]：要素の終端の一般化変位ベクトル． 

 𝒖̂𝐵 = [
𝒖̂𝐼
𝒖̂𝐽
]：要素の両端の一般化変位ベクトル． 

 ◌(𝑖)（上付文字(𝑖)付の記号◌）：要素一般についての意味での要素番号𝑖の要素に関す

るものであることを明示した記号◌（関連する具体的な記号を以下にいくつか列挙す

る）． 

 𝒖𝐼
(𝑖), 𝜽𝐼

(𝑖), 𝒖̂𝐼
(𝑖), 𝒖𝐽

(𝑖), 𝜽𝐽
(𝑖), 𝒖̂𝐽

(𝑖), 𝒖̂𝐵
(𝑖)：要素番号𝑖 = 1,… ,𝑁eleを明示した上記の各ベクトル． 

 𝑛𝐼
(𝑖)：要素番号𝑖 = 1,… ,𝑁eleの要素の始端となっている節点の節点番号． 

 𝑛𝐽
(𝑖)：要素番号𝑖 = 1,… ,𝑁eleの要素の終端となっている節点の節点番号． 

 𝑛nodspr
(𝑖) ：𝑖 = 1,… , 𝑁spr番目のばね要素が接続される節点の節点番号． 

 𝑛nodmas
(𝑖) ：𝑖 = 1,… ,𝑁mas番目の集中的慣性要素が接続される節点の節点番号． 

 𝑛nod𝑑
(𝑖) ：𝑖 = 1,… ,𝑁𝑑番目の IMD 要素が接続される節点の節点番号． 
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 𝒖𝑗 = [𝑢𝑥𝑗 𝑢𝑦𝑗 𝑢𝑧𝑗]𝑇：節点𝑗 = 1,… ,𝑁nodの変位ベクトル． 

 𝜽𝑗 = [𝜃𝑥𝑗 𝜃𝑦𝑗 𝜃𝑧𝑗]𝑇：節点𝑗 = 1,… ,𝑁nodの回転角ベクトル． 

 𝒖̂𝑗 = [
𝒖𝑗
𝜽𝑗
]：節点𝑗 = 1,… ,𝑁nodの一般化変位ベクトル． 

 𝒖 = [𝒖1
𝑇 ⋯ 𝒖𝑁nod

𝑇 ]
𝑇
：全節点の変位ベクトル． 

 𝜽 = [𝜽1
𝑇 ⋯ 𝜽𝑁nod

𝑇 ]
𝑇
：全節点の回転角ベクトル． 

 𝒖̂ = [𝒖̂1
𝑇 ⋯ 𝒖̂𝑁nod

𝑇 ]
𝑇
：全節点の一般化（相対）変位ベクトル． 

 𝒘̂ = [𝒘̂1
𝑇 ⋯ 𝒘̂𝑁nod

𝑇 ]
𝑇
：全節点の一般化絶対変位ベクトル． 

 𝑤̈𝑥0, 𝑤̈𝑦0, 𝑤̈𝑧0：𝑥, 𝑦, 𝑧方向の基礎加速度（基礎は並進方向にのみ運動すると仮定）． 

 𝒘̈̂𝑔：𝑥, 𝑦, 𝑧方向の基礎加速度の全節点に対応するベクトル（全節点の一般化相対加

速度ベクトル𝒖̈̂に加算することでそれが全節点の一般化絶対加速度ベクトル𝒘̈̂となる

ようにするための加算分のベクトル），すなわち， 

𝒘̈̂𝑔 = [𝑤̈𝑥0 𝑤̈𝑦0 𝑤̈𝑧0 0 0 0 ┊ 𝑤̈𝑥0 𝑤̈𝑦0 𝑤̈𝑧0 0 0 0 ┊ ⋯ ┊ 𝑤̈𝑥0 𝑤̈𝑦0 𝑤̈𝑧0 0 0 0⏟                                                  ]
𝑇

6𝑁nod

= 𝒆𝑥𝑤̈𝑥0 + 𝒆𝑦𝑤̈𝑦0 + 𝒆𝑧𝑤̈𝑧0, 

ここで，𝒆𝑥，𝒆𝑦および𝒆𝑧は，以下のベクトル（incidence vector と呼ばれることがあり

[1]，これより，以降，接続ベクトルと呼ぶ）である． 

𝒆𝑥 = [1 0 0 0 0 0 ┊ 1 0 0 0 0 0 ┊ ⋯ ┊ 1 0 0 0 0 0⏟                                    ]
𝑇

6𝑁nod

, 

𝒆𝑦 = [0 1 0 0 0 0 ┊ 0 1 0 0 0 0 ┊ ⋯ ┊ 0 1 0 0 0 0⏟                                    ]
𝑇

6𝑁nod

, 

𝒆𝑧 = [0 0 1 0 0 0 ┊ 0 0 1 0 0 0 ┊ ⋯ ┊ 0 0 1 0 0 0⏟                                    ]
𝑇

6𝑁nod

. 

 𝐢𝐧𝐝𝑢free，𝐢𝐧𝐝𝜃freeと𝐢𝐧𝐝𝑢free：それぞれ，𝒖̂に対する変位，回転角とその両方に関す

る非拘束な自由度を表すベクトル（成分番号は自由度番号に対応し，各成分はその番

号が拘束の場合は 0，非拘束の場合は 1）．具体例として，節点数𝑁nod = 3の系で，

𝑗 = 1番目の節点は全て拘束，𝑗 = 3番目の節点は並進の𝑥方向のみ拘束という境界条件

が適用される場合は，以下となる． 

𝐢𝐧𝐝𝑢free = [0 0 0 0 0 0 ┊ 1 1 1 0 0 0 ┊ 0 1 1 0 0 0]
𝑇
, 

𝐢𝐧𝐝𝜃free = [0 0 0 0 0 0 ┊ 0 0 0 1 1 1 ┊ 0 0 0 1 1 1]
𝑇
, 

𝐢𝐧𝐝𝑢free = [0 0 0 0 0 0 ┊ 1 1 1 1 1 1 ┊ 0 1 1 1 1 1]
𝑇
. 
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 𝑁𝑢free：𝒖̂における変位に関する非拘束な自由度の数（𝐢𝐧𝐝𝑢freeの 1 である成分数）． 

 𝑁𝜃free：𝒖̂における回転角に関する非拘束な自由度の数（𝐢𝐧𝐝𝜃freeの 1 である成分数）． 

 𝑁𝑢free = 𝑁𝑢free + 𝑁𝜃free：𝒖̂における全ての非拘束な自由度の数． 

𝑿{𝐢𝐧𝐝𝑎, 𝐢𝐧𝐝𝑏}：{ }の直左の行列𝑿に対して以下の操作を行うことで得られる行列． 

・ 前提：𝐢𝐧𝐝𝑎と𝐢𝐧𝐝𝑏はいずれも 0 または 1 のいずれかを成分に持つベクトルで

あり，それらの成分の数はそれぞれ𝑿の行数と列数に等しい． 

・ 𝐢𝐧𝐝𝑎の 1 である成分の成分番号に対応する𝑿の全ての行を残す． 

・ 𝐢𝐧𝐝𝑏の 1 である成分の成分番号に対応する上記行列の全ての列を残す． 

𝒙{𝐢𝐧𝐝} = 𝒙{𝐢𝐧𝐝, 1}：{ }の直左のベクトル𝒙に対して以下の操作を行うことで得られ

るベクトル． 

・ 前提：𝐢𝐧𝐝は 0 または 1 のいずれかを成分に持つベクトルであり，その成分の

数は𝒙の成分の数に等しい． 

・ 𝐢𝐧𝐝の 1 である成分の成分番号に対応する𝒙の全ての成分を残す． 

𝑿〈𝐢𝐧𝐝𝑎, 𝐢𝐧𝐝𝑏〉：〈 〉の直左の行列𝑿（ベクトルを含む）に対して以下の操作を行うこと

で得られる行列． 

・ 前提：𝐢𝐧𝐝𝑎と𝐢𝐧𝐝𝑏はいずれも 0 または 1 のいずれかを成分に持つベクトルで

あり，それらの 1 である成分の数はそれぞれ𝑿の行数と列数に等しい． 

・ 𝐢𝐧𝐝𝑎の成分の数と同じ行数，かつ，𝐢𝐧𝐝𝑏の成分の数と同じ列数である零行列を

作成する． 

・ 上記零行列に関して，𝐢𝐧𝐝𝑎の 1 である成分の成分番号に対応する行と𝐢𝐧𝐝𝑏の 1

である成分番号に対応する列が重なり合う全ての区分に対して順序はそまま

で𝑿の全ての成分を代入する． 

𝒙〈𝐢𝐧𝐝〉 = 𝒙〈𝐢𝐧𝐝, 1〉：〈 〉の直左のベクトル𝒙に対して以下の操作を行うことで得られる

ベクトル． 

・ 前提：𝐢𝐧𝐝は 0 または 1 のいずれかを成分に持つベクトルであり，その 1 であ

る成分の数は𝒙の成分の数に等しい． 

・ 𝐢𝐧𝐝の成分の数と同じ成分の数である零ベクトルを作成する． 

・ 𝐢𝐧𝐝の 1 である成分の成分番号に対応する上記零ベクトルの全ての成分に対し

て順序はそままで𝒙の全ての成分を代入する．  
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B.3 IMDを設置した三次元配管系のモデル化 

 対象となる三次元配管系の単体のモデルは，図 B-1 に示す直管と曲管の要素をはり

として扱い，それを有限個連結したもので表現できると仮定する．また，図 B-1 に示

す座標(𝜉𝐼 , 𝜂𝐼 , 𝜁𝐼)と(𝜉𝐽, 𝜂𝐽 , 𝜁𝐽)をそれぞれ始端および終端の「局所座標」と呼び，その両

端での一般化変位（変位と回転角）および対応する一般化力（力とモーメント）は，

それぞれの座標の矢印の方向を正とするような成分からなる一般化変位ベクトル

𝒖̂𝐵 = [𝒖̂𝐼
𝑇 𝒖̂𝐽

𝑇]
𝑇
および一般化力ベクトル𝒇̂𝐵 = [𝒇̂𝐼

𝑇 𝒇̂𝐽
𝑇]
𝑇
で表す． 

 直管および曲管の要素の柔性（たわみ性）を表す行列𝜱𝐽𝐽（終端の一般化力ベクトル

𝒇̂𝐽に左乗することで，始端固定時の終端の一般化変位ベクトル𝒖̂𝐽を導くもの．直管ま

たは曲管であることを区別する必要がある際には，それぞれtanとbenの上付文字を記

号に付けることにする）は，要素のひずみエネルギを作成し，カスティリアーノの第

2 定理を適用することで次式のようになる（この手順による柔性行列の作成について

は，例えば，[2]の APPENDIX B に記述がある．ただし，局所座標の定義は異なる）．  

𝜉𝐼 

𝜂𝐼 

𝜁𝐼 

𝜉𝐽 

𝜂𝐽 

𝜁𝐽 

曲り中心方向に置く 

接線方向に置く 

始端座標と同じ向きに置く 

𝜃 𝑅 

𝜉𝐼 

𝜂𝐼 

𝜁𝐼 
𝜉𝐽 

𝜂𝐽 

𝜁𝐽 

始端座標と同じ向きに置く 

管軸方向に置く 

𝜉𝐼-𝑦平面を設け，その中で𝜂𝐼の𝑦成分が正となるように置く 

※𝜉𝐼軸と𝑦軸が平行となり，𝜉𝐼-𝑦平面が定義できな

い場合は，𝜁𝐼が𝑧の正の方向を向くように置く 

𝐿 

(b) 曲管 

(a) 直管 

図 B-1 直管と曲管の要素およびその始端と終端での局所座標の定義 
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𝜱𝐽𝐽
tan ≔ 𝜱𝐽𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐿

𝐸𝐴
0 0 0 0 0

0
𝐿3

3𝐸𝐼
+ 𝛼

𝐿

𝐺𝐴
0 0 0

𝐿2

2𝐸𝐼

0 0
𝐿3

3𝐸𝐼
+ 𝛼

𝐿

𝐺𝐴
0 −

𝐿2

2𝐸𝐼
0

0 0 0
𝐿

𝐺𝐽
0 0

0 0 −
𝐿2

2𝐸𝐼
0

𝐿

𝐸𝐼
0

0
𝐿2

2𝐸𝐼
0 0 0

𝐿

𝐸𝐼 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (B-1) 

𝜱𝐽𝐽
ben ≔ 𝜱𝐽𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜙𝐽𝐽11 𝜙𝐽𝐽12 0 0 0 𝜙𝐽𝐽16

𝜙𝐽𝐽22 0 0 0 𝜙𝐽𝐽26
𝜙𝐽𝐽33 𝜙𝐽𝐽34 𝜙𝐽𝐽35 0

𝜙𝐽𝐽44 𝜙𝐽𝐽45 0

Sym. 𝜙𝐽𝐽55 0

𝜙𝐽𝐽66]
 
 
 
 
 
 

, 

𝜙𝐽𝐽11 = 𝜅
(2𝜃 cos(2𝜃) + 4𝜃 − 3 sin(2𝜃))𝑅3

4𝐸𝐼
+ 𝛼

(2𝜃 − sin(2𝜃))𝑅

4𝐺𝐴
+
(2𝜃 + sin(2𝜃))𝑅

4𝐸𝐴
, 

𝜙𝐽𝐽12 = 𝜅
(2𝜃 sin(2𝜃) − 4 cos(𝜃) + 3 cos(2𝜃) + 1)𝑅3

4𝐸𝐼
+ 𝛼

(cos(2𝜃) − 1)𝑅

4𝐺𝐴
+
(1 − cos(2𝜃))𝑅

4𝐸𝐴
, 

𝜙𝐽𝐽16 = 𝜅
(𝜃 cos(𝜃) − sin(𝜃))𝑅2

𝐸𝐼
, 

𝜙𝐽𝐽22 = 𝜅
(−2𝜃 cos(2𝜃) + 4𝜃 − 8 sin(𝜃) + 3 sin(2𝜃))𝑅3

4𝐸𝐼
+ 𝛼
(2𝜃 + sin(2𝜃))𝑅

4𝐺𝐴
+
(2𝜃 − sin(2𝜃))𝑅

4𝐸𝐴
, 

𝜙𝐽𝐽26 = 𝜅
(𝜃 sin(𝜃) + cos(𝜃) − 1)𝑅2

𝐸𝐼
, 

𝜙𝐽𝐽33 =
(6𝜃 − 8 sin(𝜃) + sin(2𝜃))𝑅3

4𝐺𝐽
+ 𝜅

(2𝜃 − sin(2𝜃))𝑅3

4𝐸𝐼
+ 𝛼

𝜃𝑅

𝐺𝐴
,  

𝜙𝐽𝐽34 =
(−𝜃 cos(𝜃) + sin(𝜃))𝑅2

2𝐺𝐽
+ 𝜅

(−𝜃 cos(𝜃) + sin(𝜃))𝑅2

2𝐸𝐼
, 

𝜙𝐽𝐽35 =
(−𝜃 sin(𝜃) − 2 cos(𝜃) + 2)𝑅2

2𝐺𝐽
− 𝜅

𝜃 sin(𝜃) 𝑅2

2𝐸𝐼
, 

𝜙𝐽𝐽44 =
(2𝜃 + sin(2𝜃))𝑅

4𝐺𝐽
+ 𝜅

(2𝜃 − sin(2𝜃))𝑅

4𝐸𝐼
, 

𝜙𝐽𝐽45 =
(1 − cos(2𝜃))𝑅

4𝐺𝐽
+ 𝜅

(cos(2𝜃) − 1)𝑅

4𝐸𝐼
, 

𝜙𝐽𝐽55 =
(2𝜃 − sin(2𝜃))𝑅

4𝐺𝐽
+ 𝜅

(2𝜃 + sin(2𝜃))𝑅

4𝐸𝐼
, 𝜙𝐽𝐽66 = 𝜅

𝜃𝑅

𝐸𝐼
 

(B-2) 
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ここで，𝐿は要素長さ[m]，𝐸は縦弾性係数[Pa]，𝐼は断面二次モーメント[m4]，𝐽はねじ 

り定数[m4]（中空および中実を問わず円形断面の場合，断面二次極モーメントに等し

い．すなわち，𝐽 = 2𝐼），𝐺は横弾性係数[Pa]，𝐴は断面積[m2]，𝛼は剪断変形係数であ

る．𝛼については，仮定の違いにより各種の計算式が提案されているが（例えば，こ

の状況を日置・村田[3]は，「混乱している」と評している．また，野津[4]は，剪断変

形係数についてその「意義に関する既存の教科書等での説明がいまひとつ不明確であ

り，誰もが共有できる共通の議論の土台を構成していないことがあるのではないかと

推察される」とし，一つの異なる剪断変形係数の設定方法を提案している．ここでは，

上記のような指摘と提案があることを記すに留める），円形断面の場合，少なくとも

配管系の挙動検討の分野で従来用いられているものとしては次式が存在する[5]． 

 

 

ここで，𝐷𝑜と𝐷𝑖はそれぞれ管の外径と内径である．上式によれば，実配管系の管形状

の場合，管の内外系の差が小さく，𝛼は 2 に近い値となることが多い．剪断変形を考

慮する仮定（はりをいわゆるティモシェンコばりとして扱う）で検討する場合は，上

式の𝛼によって𝜱𝐽𝐽を求め，逆に，剪断変形を考慮しない仮定（はりをいわゆるオイラ

ーばりとして扱う）で検討する場合は，𝛼 = 0として𝜱𝐽𝐽を求めれば良い（𝜱𝐽𝐽は𝛼を持

つ項が消えた形となる）．また，𝑅は曲管の曲り半径[m]，𝜃は曲管の曲り角度[rad]，𝜅

はたわみ係数（flexibility factor，柔係数やフレキシビリティファクターとも呼ばれる）

である．曲管は，一般に，中心線の長さと断面性能が等しい直管に比べてたわみ易く，

そのたわみの増大の程度は，管厚，管径，曲り半径等に依存し，同じ曲げモーメント

作用下についての「曲管のたわみ角÷直管のたわみ角」という比としての値𝜅によっ

て表現できる．𝜅については，試験や理論によって検討された各種の計算式が提案さ

れている[2][6][7]．例えば，M. W. Kellogg 社の書籍[7]では，いくつかの計算式の傾向

をグラフから知ることができる．実務的な設計においては，以下の 2 種の計算式が良

く用いられていると考える．一つ目は，次の内圧の影響を考慮しない場合の式である． 

 

 

ただし，𝜅が 1 を下回る場合があれば 1 に制限する．ここで，𝑡は管厚[m]，𝑟𝑚平均管

半径[m]である．なお，ℎはパイプ係数（pipe factor）やたわみ特性値（flexibility 

𝛼 =
4

3

𝐷𝑜
2 + 𝐷𝑜𝐷𝑖 + 𝐷𝑖

2

𝐷𝑜2 +𝐷𝑖
2  (B-3) 

𝜅 =
1.65

ℎ
, ℎ = 𝑡𝑅 𝑟𝑚⁄

2
 (B-4) 
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characteristic）と呼ばれることがある．二つ目は，次の内圧を考慮する場合に用いられ

る式である． 

 

 

ただし，𝜅が 1 を下回る場合があれば 1 に制限する．ここで，𝑃は内圧[Pa]である．内

圧を考慮する場合の式(B-5)は，𝑃 = 0の代入によれば考慮しない場合の式(B-4)に一致

するものであり，より一般的な表現である． 

 要素剛性行列（両端の一般化変位ベクトル𝒖̂𝐵 = [𝒖̂𝐼
𝑇 𝒖̂𝐽

𝑇]
𝑇
に左乗することで，両端

の一般化力ベクトル𝒇̂𝐵 = [𝒇̂𝐼
𝑇 𝒇̂𝐽

𝑇]
𝑇
を導くもの）は，要素の両端の力とモーメントの

関係を考慮することにより，次式となる． 

 

 

これは，全ての要素について作成するものであり，どの要素番号についてのものかを

明確にする必要がある場合は，𝑲(𝑖), 𝑖 = 1,… ,𝑁eleと書くことにする．なお，上式の結

果は，要素のひずみエネルギを立て，それにラングランジュの運動方程式を適用して

復元項を導出する作業によっても得られる． 

 式(B-6)の局所座標に従って記述される𝑲(𝑖)を全体座標に従って記述されるように

座標変換すれば，次の剛性行列𝑲glo
(𝑖)（𝑖番目要素の始端節点番号𝑛𝐼

(𝑖)と終端節点番号𝑛𝐽
(𝑖)

における節点での一般化変位ベクトル[𝒖̂𝑛𝐼
(𝑖)
𝑇 𝒖̂

𝑛𝐽
(𝑖)
𝑇
]
𝑇

に左乗することで，同節点での一

般化力ベクトル[𝒇̂𝑛𝐼
(𝑖)
𝑇 𝒇̂

𝑛𝐽
(𝑖)
𝑇
]
𝑇

を導くもの）が得られる． 

  

𝜅 =
1.65

ℎ

1

1 +
𝑃𝑟𝑚
𝐸𝑡 𝑋𝜅

, 𝑋𝜅 = 6(
𝑟𝑚
𝑡
)

4
3
(
𝑅

𝑟𝑚
)

1
3
 (B-5) 

𝑲 = [
𝑲𝐼𝐼 𝑲𝐼𝐽
𝑲𝐽𝐼 𝑲𝐽𝐽

] , 𝑖 = 1,… ,𝑁ele, 

𝑲𝐽𝐽 = 𝜱𝐽𝐽
−1, 𝑲𝐼𝐽 = 𝑯𝑲𝐽𝐽, 𝑲𝐽𝐼 = 𝑲𝐽𝐽𝑯

𝑇 , 𝑲𝐼𝐼 = 𝑯𝑲𝐽𝐽𝑯
𝑇 , 

𝑯 = [
−𝑰3 𝑶3
−𝑳 −𝑰3

] , 𝑳 =

{
 
 

 
 [
0 0 0
0 0 −𝐿
0 𝐿 0

] , 𝛷𝐽𝐽 = 𝛷𝐽𝐽
tan

[
0 0 𝑅(1 − cos 𝜃)
0 0 −𝑅 sin 𝜃

−𝑅(1 − cos 𝜃) 𝑅 sin 𝜃 0
] , 𝛷𝐽𝐽 = 𝛷𝐽𝐽

ben

 

(B-6) 
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ここで，𝑹(𝑖)は局所座標を全体座標に変換するための回転行列（要素番号𝑖 = 1, … , 𝑁ele

についての局所座標で記述される始端または終端の変位，角度，力またはモーメント

のベクトル𝒖𝐼
(𝑖)，𝒖𝐽

(𝑖)，𝜽𝐼
(𝑖)，𝜽𝐽

(𝑖)，𝒇𝐼
(𝑖)，𝒇𝐽

(𝑖)，𝒎𝐼
(𝑖)，𝒎𝐽

(𝑖)に左乗することで，それぞれ，

同位置での全体座標で記述されるベクトル𝒖
𝑛𝐼
(𝑖)，𝒖

𝑛𝐽
(𝑖)，𝜽

𝑛𝐼
(𝑖)，𝜽

𝑛𝐽
(𝑖)，𝒇

𝑛𝐼
(𝑖)，𝒇

𝑛𝐽
(𝑖)，𝒎

𝑛𝐼
(𝑖)，

𝒎
𝑛𝐽
(𝑖)を導く3 × 3行列）であり，直管要素の両端を結ぶ線分および曲管要素の両端にお

ける二つの接線の交点と両端を結ぶ二つの線分を全体座標を基準とした空間ベクト

ルで表して内積と外積を考慮すること等によって作成できる．補足だが，今回の始端

の局所座標(𝜉𝐼 , 𝜂𝐼 , 𝜁𝐼)と終端の局所座標(𝜉𝐽, 𝜂𝐽 , 𝜁𝐽)は図 B-1 に示す通り同じ向きを向く

ものとして定義されているため，始端と終端に適用する座標変換のための回転行列

𝑹(𝑖)は単一のものとなっている．別の定義によって局所座標を表現することも当然可

能であるが，両端の局所座標が同じ向きを向かない場合，始端と終端に異なる回転行

列を適用する必要がある． 

 これより，配管系単体の全体剛性行列𝑲pip（全節点の一般化変位ベクトル𝒖̂に左乗

することで，復元力としての全節点の一般化力ベクトル𝒇̂を導くもの）は，次式とな

る． 

 

𝑲pip = ∑ (𝑲glo𝐼𝐼
(𝑖) 〈𝐢𝐧𝐝𝐼

(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖)〉 + 𝑲glo𝐼𝐽

(𝑖) 〈𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐽

(𝑖)〉

𝑁ele

𝑖=1

+𝑲glo𝐽𝐼
(𝑖) 〈𝐢𝐧𝐝𝐽

(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖)〉 + 𝑲glo𝐽𝐽

(𝑖) 〈𝐢𝐧𝐝𝐽
(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐽

(𝑖)〉), 

𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖) = 𝟏̂6

[
 
 
 
 
𝛿
1,𝑛𝐼

(𝑖)

𝛿
2,𝑛𝐼

(𝑖)

⋮
𝛿
𝑁nod,𝑛𝐼

(𝑖)]
 
 
 
 

,   𝐢𝐧𝐝𝐽
(𝑖) = 𝟏̂6

[
 
 
 
 
 
𝛿
1,𝑛𝐽

(𝑖)

𝛿
2,𝑛𝐽

(𝑖)

⋮
𝛿
𝑁nod,𝑛𝐽

(𝑖)
]
 
 
 
 
 

,   𝟏̂6 =

[
 
 
 
 𝟏6   𝑶
 𝟏6   
  ⋱  
𝑶   𝟏6⏟        ]

 
 
 
 

𝑁nod

 

(B-8) 

  

𝑲glo
(𝑖) = [

𝑲glo𝐼𝐼
(𝑖) 𝑲glo𝐼𝐽

(𝑖)

𝑲glo𝐽𝐼
(𝑖) 𝑲glo𝐽𝐽

(𝑖)
] = [

𝑹̂(𝑖) 𝑶6
𝑶6 𝑹̂(𝑖)

]𝑲(𝑖) [
𝑹̂(𝑖) 𝑶6
𝑶6 𝑹̂(𝑖)

]

𝑇

, 𝑖 = 1, … , 𝑁ele, 

𝑲glo𝐼𝐼
(𝑖) = 𝑹̂(𝑖)𝑲𝐼𝐼

(𝑖)𝑹̂(𝑖)𝑇 , 𝑲glo𝐼𝐽
(𝑖) = 𝑹̂(𝑖)𝑲𝐼𝐽

(𝑖)𝑹̂(𝑖)𝑇, 

𝑲glo𝐽𝐼
(𝑖) = 𝑹̂(𝑖)𝑲𝐽𝐼

(𝑖)𝑹̂(𝑖)𝑇 , 𝑲glo𝐽𝐽
(𝑖) = 𝑹̂(𝑖)𝑲𝐽𝐽

(𝑖)𝑹̂(𝑖)𝑇 , 

𝑹̂(𝑖) = [
𝑹(𝑖) 𝑶3
𝑶3 𝑹(𝑖)

] 

(B-7) 
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 集中質量行列を仮定した場合の直管および曲管の要素質量行列𝑴（両端の一般化加

速度ベクトル𝒖̈̂𝐵 = [𝒖̈̂𝐼
𝑇 𝒖̈̂𝐽

𝑇]
𝑇
に左乗することで，基礎静止時の両端の慣性力としての

一般化力ベクトル𝒇̂𝐵 = [𝒇̂𝐼
𝑇 𝒇̂𝐽

𝑇]
𝑇
を導くもの．直管または曲管であることを区別する

必要がある際には，それぞれtanとbenの上付文字を記号に付けることにする）は，次

式となる． 

 

 

𝑴ben ≔ 𝑴 = diag (
𝜌𝐴𝑅𝜃

2
,
𝜌𝐴𝑅𝜃

2
,
𝜌𝐴𝑅𝜃

2
, 0,0,0,

𝜌𝐴𝑅𝜃

2
,
𝜌𝐴𝑅𝜃

2
,
𝜌𝐴𝑅𝜃

2
, 0,0,0) (B-10) 

 

これらは，全ての要素について作成するものであり，どの要素番号についてのものか

を明確にする必要がある場合は，𝑴(𝑖), 𝑖 = 1,… ,𝑁eleと書くことにする． 

 詳細は省くが，整合質量行列を仮定した場合の要素質量行列𝑴は，要素の運動エネ

ルギを立て，それをラグランジュの運動方程式に適用して慣性項を導出する作業等に

よって得られるものである． 

 集中質量行列と整合質量行列の別を問わず，局所座標に従って記述される𝑴(𝑖)を全

体座標に従って記述されるように座標変換すれば，次の質量行列𝑴glo
(𝑖)（𝑖番目要素の始

端節点番号𝑛𝐼
(𝑖)と終端節点番号𝑛𝐽

(𝑖)における節点での一般化加速度ベクトル

[𝒖̈̂𝑛𝐼
(𝑖)
𝑇 𝒖̈̂

𝑛𝐽
(𝑖)
𝑇
]
𝑇

に左乗することで，基礎静止時の同節点での慣性力としての一般化力ベ

クトル[𝒇̂𝑛𝐼
(𝑖)
𝑇 𝒇̂

𝑛𝐽
(𝑖)
𝑇
]
𝑇

を導くもの）が得られる． 

 

 

 これより，配管系単体の全体質量行列𝑴pip（全節点の一般化絶対加速度ベクトル

𝒘̈̂ = 𝒖̈̂ + 𝒘̈̂𝑔に左乗することで，基礎運動時の慣性力としての全節点の一般化力ベクト

ル𝒇̂を導くもの）は，次式となる．  

𝑴tan ≔𝑴 = diag (
𝜌𝐴𝐿

2
,
𝜌𝐴𝐿

2
,
𝜌𝐴𝐿

2
, 0,0,0,

𝜌𝐴𝐿

2
,
𝜌𝐴𝐿

2
,
𝜌𝐴𝐿

2
, 0,0,0) (B-9) 

𝑴glo
(𝑖) = [

𝑴glo𝐼𝐼
(𝑖)

𝑴glo𝐼𝐽
(𝑖)

𝑴glo𝐽𝐼
(𝑖) 𝑴glo𝐽𝐽

(𝑖)
] = [

𝑹̂(𝑖) 𝑶6
𝑶6 𝑹̂(𝑖)

]𝑴(𝑖) [
𝑹̂(𝑖) 𝑶6
𝑶6 𝑹̂(𝑖)

]

𝑇

, 𝑖 = 1,… ,𝑁ele, 

𝑴glo𝐼𝐼
(𝑖) = 𝑹̂(𝑖)𝑴𝐼𝐼

(𝑖)𝑹̂(𝑖)𝑇 , 𝑴glo𝐼𝐽
(𝑖) = 𝑹̂(𝑖)𝑴𝐼𝐽

(𝑖)𝑹̂(𝑖)𝑇, 

𝑴glo𝐽𝐼
(𝑖) = 𝑹̂(𝑖)𝑴𝐽𝐼

(𝑖)𝑹̂(𝑖)𝑇 , 𝑴glo𝐽𝐽
(𝑖) = 𝑹̂(𝑖)𝑴𝐽𝐽

(𝑖)𝑹̂(𝑖)𝑇 , 

𝑹̂(𝑖)：式(B-7)参照のこと 

(B-11) 
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上式は，要素質量行列は𝑴が集中質量行列である場合，その𝑴の 0 である成分の存在

と必ず𝑴glo
(𝑖) = 𝑴(𝑖)となる事実により，次の単純化した式に書き換えらえれる． 

 

 

 これより，配管系単体の系全体の運動方程式は，全節点の一般化変位ベクトル𝒖̂を

用いて次のように表現できる． 

 

 

 配管系には，何らかの支持物やバルブ等の慣性を増加させるような付加物が存在す

る場合があり，これらを考慮した追加すべき剛性行列𝑲addと質量行列𝑴addを用いれ

ば，運動方程式は次のように書き換えられる． 

 

 

ここで，𝑲addと𝑴addの具体的な作成について考えよう．計算の上で考慮すべき配管系

に適用される並進または回転のばね要素が𝑁spr個あり，𝑖 = 1,… ,𝑁spr番目の並進また

は回転のばねが接続される節点の節点番号を𝑛nodspr
(𝑖) とする．また，各ばね要素の取付

姿勢を方向余弦（並進ばねの軸方向もしくは回転ばねの回転中心方向と全体座標

(𝑥, 𝑦, 𝑧)の各軸方向とのなす角に関するもの）𝛼spr
(𝑖)，𝛽spr

(𝑖)，𝛾spr
(𝑖)で表し，配管系の変形

時の動作範囲は静止時の動作点の近傍であることが多く，各ばねの要素の取付姿勢は

静止時から大きく乖離しない，すなわち，一定であると仮定する．これより，次の𝑲pip

に加算するための線形な剛性行列𝑲addが得られる．  

𝑴pip = ∑ (𝑴glo𝐼𝐼
(𝑖) 〈𝐢𝐧𝐝𝐼

(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖)〉 + 𝑴glo𝐼𝐽

(𝑖) 〈𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐽

(𝑖)〉

𝑁ele

𝑖=1

+𝑴glo𝐽𝐼
(𝑖) 〈𝐢𝐧𝐝𝐽

(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖)〉 + 𝑴glo𝐽𝐽

(𝑖) 〈𝐢𝐧𝐝𝐽
(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐽

(𝑖)〉), 

𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐽

(𝑖)：式(B-8)参照のこと 

(B-12) 

𝑴pip = ∑(𝑴𝐼𝐼
(𝑖)〈𝐢𝐧𝐝𝐼

(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐼
(𝑖)〉 + 𝑴𝐽𝐽

(𝑖)〈𝐢𝐧𝐝𝐽
(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝐽

(𝑖)〉)

𝑁ele

𝑖=1

 (B-13) 

𝑴pip(𝒖̈̂ + 𝒘̈̂𝑔) + 𝑲pip𝒖̂ = 𝟎6𝑁nod  

∴ 𝑴pip𝒖̈̂ + 𝑲pip𝒖̂ = −𝑴pip𝒘̈̂𝑔

= −𝑴pip(𝒆𝑥𝑤̈𝑥0 + 𝒆𝑦𝑤̈𝑦0 + 𝒆𝑧𝑤̈𝑧0) 

(B-14) 

𝑴all𝒖̈̂ + 𝑲all𝒖̂ = −𝑴all(𝒆𝑥𝑤̈𝑥0 + 𝒆𝑦𝑤̈𝑦0 + 𝒆𝑧𝑤̈𝑧0), 

𝑴all = 𝑴pip +𝑴add, 𝑲all = 𝑲pip +𝑲add 
(B-15) 
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ここで，𝑘spr
(𝑖)は𝑖 = 1,… ,𝑁spr番目の並進または回転のばねの剛性である．また，配管系

に付加される慣性の要素（質量と慣性モーメントの組）が存在し，それらが付加され

る節点が𝑁mas個あり，𝑖 = 1,… ,𝑁mas番目の慣性の要素が付加される節点の節点番号を

𝑛nodmas
(𝑖) とすれば，次の𝑴pipに加算するための対角な質量行列𝑴addが得られる． 

 

 

ここで，𝑚(𝑖)，𝐼𝑚𝑥
(𝑖)，𝐼𝑚𝑦

(𝑖)，𝐼𝑚𝑧
(𝑖)はそれぞれ付加される質量と慣性モーメント（下付文字

𝑥，𝑦，𝑧は，どの軸に関するものであるのかを表す．なお，質量𝑚(𝑖)に対しては，それ

が明らかに𝑥，𝑦，𝑧の 3 軸で同一であるという意味で下付文字を付けていない）であ

る．慣性モーメントについては，付加される物体を近似的に配管の直管と曲管の組合

せで表現することで便宜上その部分も配管であるとみなして配管系単体の剛性行列

と質量行列によってモデル化する，もしくは，そもそも値が小さく無視できると考え

る等により，一律 0 として取り扱われることがある．その場合は次式となる． 

 

𝑴add = ∑(diag(𝑚(𝑖), 𝑚(𝑖), 𝑚(𝑖), 0, 0, 0)〈𝐢𝐧𝐝mas
(𝑖) , 𝐢𝐧𝐝mas

(𝑖) 〉)

𝑁mas

𝑖=1

 (B-18) 

  

𝑲add = ∑ ((𝑘spr
(𝑖) 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬spr

(𝑖) 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬spr
(𝑖)𝑇)〈𝐢𝐧𝐝spr

(𝑖) , 𝐢𝐧𝐝spr
(𝑖) 〉)

𝑁spr

𝑖=1

, 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬spr
(𝑖) =

[
 
 
 𝛼spr
(𝑖)

𝛽spr
(𝑖)

𝛾spr
(𝑖)
]
 
 
 

, 

 

𝐢𝐧𝐝spr
(𝑖) = 𝒃̂

[
 
 
 
 
 
𝛿
1,𝑛nodspr

(𝑖)

𝛿
2,𝑛nodspr

(𝑖)

⋮
𝛿
𝑁nod,𝑛nodspr

(𝑖)
]
 
 
 
 
 

,   𝒃̂ =

[
 
 
 
 𝒃   𝑶
 𝒃   
  ⋱  
𝑶   𝒃⏟      ]

 
 
 
 

𝑁nod

,   𝒃 = {
[
𝟏3
𝟎3
] , 𝑘spr

(𝑖)が並進ばねの場合

[
𝟎3
𝟏3
] , 𝑘spr

(𝑖)が回転ばねの場合
 

(B-16) 

𝑴add = ∑ (diag(𝑚(𝑖),𝑚(𝑖),𝑚(𝑖), 𝐼𝑚𝑥
(𝑖) , 𝐼𝑚𝑦

(𝑖) , 𝐼𝑚𝑧
(𝑖))〈𝐢𝐧𝐝mas

(𝑖) , 𝐢𝐧𝐝mas
(𝑖) 〉)

𝑁mas

𝑖=1

, 

𝐢𝐧𝐝mas
(𝑖) = 𝟏̂6

[
 
 
 
 
𝛿
1,𝑛nodmas

(𝑖)

𝛿
2,𝑛nodmas

(𝑖)

⋮
𝛿
𝑁nod,𝑛nodmas

(𝑖) ]
 
 
 
 

, 𝟏̂6 =

[
 
 
 
 𝟏6   𝑶
 𝟏6   
  ⋱  
𝑶   𝟏6⏟        ]

 
 
 
 

𝑁nod

 

(B-17) 
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本付録では，煩雑さを避けるため，追加される質量行列𝑴addの算出は，慣性モーメン

トを無視したモデル化である式(B-18)の使用を前提とし，これに対応した計算式だけ

を以降で明示する．一方の式(B-17)の使用を前提とした場合については，ここで明示

しないが，同様の検討によれば容易に理解されると考える． 

 境界条件を考慮すれば，式(B-15)の運動方程式は，𝒖̂の代わりにそこから常に 0 であ

る成分を除外した一般化変位ベクトル𝒖̂free = 𝒖̂{𝐢𝐧𝐝𝑢̂free}を用いた次式となる． 

 

 

要素質量行列𝑴が整合質量行列である場合，上記運動方程式が，直接的に解くべき振

動問題（固有振動数，モード関数，一般化変位の応答等を求めるための問題という意

味で）となる．一方，要素質量行列𝑴が集中質量行列である場合は，その非対角成分

は全て 0 であり，また，回転の自由度に対応する主対角成分も 0 であり，𝑴bouは明ら

かに特異であるため，上記運動方程式を直接的に振動問題を解く対象として扱うこと

ができない． 

 そのような場合のために，式の変形を考えよう．一般化変位ベクトル𝒖̂freeと同じ成

分 か ら な る が 成 分 の 順 番 が 異 な る ベ ク ト ル [𝒖free
𝑇 𝜽free

𝑇 ]𝑇 =

[𝒖̂{𝐢𝐧𝐝𝑢free}
𝑇 𝒖̂{𝐢𝐧𝐝𝜃free}

𝑇]𝑇で表記する式(B-19)と同様な意味を持つ運動方程式は，

接続ベクトルの回転の自由度に関する成分が全て 0 であることを考慮すれば，次式と

なる． 

 

 

ここで，𝑴bou′は，要素質量行列𝑴が集中質量行列である場合は，次の簡単な形にな

る．  

𝑴bou𝒖̈̂free +𝑲bou𝒖̂free = −𝑴bou(𝒆𝑥bou𝑤̈𝑥0 + 𝒆𝑦bou𝑤̈𝑦0 + 𝒆𝑧bou𝑤̈𝑧0), 

𝑴bou = 𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free}, 𝑲bou = 𝑲all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free}, 

𝒆𝑥bou = 𝒆𝑥{𝐢𝐧𝐝𝑢free}, 𝒆𝑦bou = 𝒆𝑦{𝐢𝐧𝐝𝑢free}, 𝒆𝑧bou = 𝒆𝑧{𝐢𝐧𝐝𝑢̂free} 

(B-19) 

𝑴bou′ [
𝒖̈free
𝜽̈free

] + 𝑲bou′ [
𝒖free
𝜽free

] = −𝑴bou′(𝒆𝑥bou′𝑤̈𝑥0 + 𝒆𝑦bou′𝑤̈𝑦0 + 𝒆𝑧bou′𝑤̈𝑧0), 

𝑴bou′ ≔ [
𝑴bou′𝑇𝑇 𝑴bou′𝑇𝑅

𝑴bou′𝑅𝑇 𝑴bou′𝑅𝑅
] = [

𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝜃free}

𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝜃free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝜃free, 𝐢𝐧𝐝𝜃free}
], 

𝑲bou′ ≔ [
𝑲bou′𝑇𝑇 𝑲bou′𝑇𝑅
𝑲bou′𝑅𝑇 𝑲bou′𝑅𝑅

] = [
𝑲all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑲all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝜃free}

𝑲all{𝐢𝐧𝐝𝜃free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑲all{𝐢𝐧𝐝𝜃free, 𝐢𝐧𝐝𝜃free}
], 

𝒆𝑥bou′ = [
𝒆𝑥{𝐢𝐧𝐝𝑢free}
𝟎𝑁𝜃free

] , 𝒆𝑦bou′ = [
𝒆𝑦{𝐢𝐧𝐝𝑢free}

𝟎𝑁𝜃free
] , 𝒆𝑧bou′ = [

𝒆𝑧{𝐢𝐧𝐝𝑢free}
𝟎𝑁𝜃free

] 

(B-20) 
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 式(B-20)と式(B-21)を考慮すれば，次の回転角ベクトル𝜽freeを含まず変位ベクトル

𝒖freeのみで表現される自由度が縮少された（reduced）運動方程式，および，変位ベク

トル𝒖freeと回転角ベクトル𝜽freeの関係式が得られる[8]． 

 

 

 

要素質量行列𝑴が集中質量行列である場合，上記の運動方程式が，直接的に解くべき

振動問題となる．運動方程式(B-22)を解くことで得られる変位ベクトル𝒖freeを関係式

(B-23)に代入すれば，回転角ベクトル𝜽freeが解かれる． 

 式(B-19)によって𝒖̂freeが，もしくは，式(B-22)と式(B-23)によって𝒖freeと𝜽freeが既知

となり，また，拘束された自由度の一般化変位が 0（境界条件）であることを併せて

考えれば，この時点で，全ての節点の一般化変位が既知となる．これより，解として

の全節点の一般化変位ベクトル𝒖̂は，次のベクトル成分の再配置の操作を意味する式

によって作成できる． 

 

 

ここで，𝒖̂𝑗は𝑗 = 1,… ,𝑁nod番目節点の一般化変位を意味するベクトルである． 

 これより，解としての𝑖 = 1, … ,𝑁ele番目要素の両端の一般化変位ベクトル𝒖̂𝐵
(𝑖)は次式

で与えられる． 

 

  

𝑴bou′ ≔ [
𝑴bou′𝑇𝑇 𝑶𝑁𝑢free×𝑁𝜃free

𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝑢free 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝜃free
] = [

𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑶𝑁𝑢free×𝑁𝜃free
𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝑢free 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝜃free

] (B-21) 

𝑴red𝒖̈free +𝑲red𝒖free = −𝑴red(𝒆𝑥red𝑤̈𝑥0 + 𝒆𝑦red𝑤̈𝑦0 + 𝒆𝑧red𝑤̈𝑧0), 

𝑴red = 𝑴bou′𝑇𝑇, 𝑲red = 𝑲bou′𝑇𝑇 −𝑲bou′𝑇𝑅𝑲bou′𝑅𝑅
−1 𝑲bou′𝑅𝑇, 

𝒆𝑥red = 𝒆𝑥{𝐢𝐧𝐝𝑢free}, 𝒆𝑦red = 𝒆𝑦{𝐢𝐧𝐝𝑢free}, 𝒆𝑧red = 𝒆𝑧{𝐢𝐧𝐝𝑢free} 

(B-22) 

𝜽free = −𝑲bou′𝑅𝑅
−1 𝑲bou′𝑅𝑇𝒖free (B-23) 

𝒖̂ = [

𝒖̂1
𝒖̂2
⋮

𝒖̂𝑁nod

] = {
𝒖̂free〈𝐢𝐧𝐝𝑢free〉 ,𝑴が整合質量行列の場合

𝒖free〈𝐢𝐧𝐝𝑢free〉 + 𝜽free〈𝐢𝐧𝐝𝜃free〉 ,𝑴が集中質量行列の場合
 (B-24) 

𝒖̂𝐵
(𝑖) = [

𝒖̂𝐼
(𝑖)

𝒖̂𝐽
(𝑖)] = [

𝑹̂(𝑖) 𝑶6
𝑶6 𝑹̂(𝑖)

]

𝑇

[
𝒖̂
𝑛𝐼
(𝑖)

𝒖̂
𝑛𝐽
(𝑖)
] , 𝑖 = 1,… ,𝑁ele, 

𝑹̂(𝑖)：式(B-7)参照のこと 

(B-25) 
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 これより，解としての𝑖 = 1, … ,𝑁ele番目要素の両端の一般化力ベクトル𝒇̂𝐵
(𝑖)は次式で

与えらえる． 

 

 

 これより，図 B-2 に示す両端の部材座標(𝜉𝐼eva , 𝜂𝐼eva , 𝜁𝐼eva)と(𝜉𝐽eva , 𝜂𝐽eva , 𝜁𝐽eva)に従っ

た，𝑖 = 1, … ,𝑁ele番目要素の両端の一般化力ベクトル𝒇̂𝐵eva
(𝑖) は次式で与えらえる． 

 

 

上記のベクトルの各成分は，引張力，剪断力，捩りモーメント，曲げモーメントの意

味があり，それらを明示するために，次のように展開して表す． 

𝒇̂𝐵
(𝑖) = [

𝒇̂𝐼
(𝑖)

𝒇̂𝐽
(𝑖)] = 𝑲

(𝑖)𝒖̂𝐵
(𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑁ele (B-26) 

𝒇̂𝐵eva
(𝑖) = [

𝒇̂𝐼eva
(𝑖)

𝒇̂𝐽eva
(𝑖)
] = [

𝑰6 𝑶6

𝑶6 𝑹̂𝐽eva
(𝑖) ] 𝒇̂𝐵

(𝑖), 𝑖 = 1,… ,𝑁ele, 

𝑹̂𝐽eva
(𝑖) = [

𝑹𝐽eva
(𝑖) 𝑶3

𝑶3 𝑹𝐽eva
(𝑖)
] , 𝑹𝐽eva

(𝑖) =

{
 

 𝑰3 ,直管の場合

[
cos 𝜃(𝑖) sin 𝜃(𝑖) 0
− sin 𝜃(𝑖) cos 𝜃(𝑖) 0

0 0 1

] ,曲管の場合
 

(B-27) 

𝜉𝐼 = 𝜉𝐼eva 

𝜂𝐼 = 𝜂𝐼eva 

𝜁𝐼 = 𝜁𝐼eva 

𝜉𝐽 

𝜂𝐽 

𝜁𝐽 = 𝜁𝐽eva  

曲り中心方向に置く 接線方向に置く 

𝜃 𝑅 

𝜉𝐽eva  
𝜂𝐽eva  

𝜉𝐼 = 𝜉𝐼eva 

𝜂𝐼 = 𝜂𝐼eva 

𝜁𝐼 = 𝜁𝐼eva 
𝜉𝐽 = 𝜉𝐽eva 

𝜂𝐽 = 𝜂𝐽eva  

𝜁𝐽 = 𝜁𝐽eva 

𝐿 

(b) 曲管 

(a) 直管 

図 B-2 直管と曲管の要素およびその始端と終端での部材座標の定義ならびに部

材座標と局所座標の関係（部材座標：𝐼evaと𝐽evaが付くもの，局所座標：

𝐼と𝐽が付くもの） 
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上記𝒇̂𝐼eva
(𝑖) と𝒇̂𝐽eva

(𝑖) の各成分は，上から，部材の引張，剪断（2 方向分），捩り，曲げ（2

方向分）を表す一般化力であり，これらを用い，材料力学的考察や各種設計コードに

照らし合わせることにより配管系の管の健全性の評価が行われる．実務的な配管系の

設計では，上記成分の内，モーメントの成分だけもしくは剪断以外の成分が具体的な

評価対象として取り扱われる場合が多い． 

 また，既知となった各節点の一般化変位ベクトル𝒖̂𝑗 = [𝒖𝑗
𝑇 𝜽𝑗

𝑇]
𝑇
, 𝑗 = 1,… , 𝑁nodよ

り，各ばね取付節点の変位と回転角のベクトル𝒖
𝑛nodspr
(𝑖) ，𝜽

𝑛nodspr
(𝑖) が既知となるため，

並進または回転のばね支持部の全て反力または反モーメントからなるベクトル

(𝒇|𝒎)sprは，次式によって求められる． 

 

(𝒇|𝒎)spr =

[
 
 
 
 
 𝑓spr

(1) or 𝑚spr
(1)

𝑓spr
(2) or 𝑚spr

(2)

⋮

𝑓spr
(𝑁spr) or 𝑚spr

(𝑁spr)
]
 
 
 
 
 

, 

𝑓spr
(𝑖)
 or 𝑚spr

(𝑖)
= {

𝑘spr
(𝑖) 𝑢spr

(𝑖) = 𝑘spr
(𝑖) 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬spr

(𝑖)𝑇𝒖
𝑛nodspr
(𝑖) , 𝑘spr

(𝑖)が並進ばねの場合

𝑘spr
(𝑖) 𝜃spr

(𝑖) = 𝑘spr
(𝑖) 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬spr

(𝑖)𝑇𝜽
𝑛nodspr
(𝑖) , 𝑘spr

(𝑖)が回転ばねの場合
, 

𝒖
𝑛nodspr
(𝑖)  or 𝜽

𝑛nodspr
(𝑖) = {

𝒖̂
𝑛nodspr
(𝑖) {[

𝟏3
𝟎3
]} = [𝑰3 𝑶3]𝒖̂𝑛nodspr

(𝑖) , 𝑘spr
(𝑖)が並進ばねの場合

𝒖̂
𝑛nodspr
(𝑖) {[

𝟎3
𝟏3
]} = [𝑶3 𝑰3]𝒖̂𝑛nodspr

(𝑖) , 𝑘spr
(𝑖)が回転ばねの場合

 

(B-29) 

 

ここで，𝑢spr
(𝑖)と𝜃spr

(𝑖)は，それぞれ，𝑖番目（𝑖 = 1,… ,𝑁spr）の並進と回転のばねの取付節

点の変位または回転角のベクトル 𝒖
𝑛nodspr
(𝑖) = [𝑢𝑥𝑛nodspr

(𝑖) 𝑢
𝑦𝑛nodspr

(𝑖) 𝑢
𝑧𝑛nodspr

(𝑖) ]
𝑇
と

[
 
 
 
 
 
 
 
 𝑓𝐼ten

(𝑖)

𝑓𝐼s1
(𝑖)

𝑓𝐼s2
(𝑖)

𝑚𝐼tor

(𝑖)

𝑚𝐼b1

(𝑖)

𝑚𝐼b2

(𝑖)
]
 
 
 
 
 
 
 
 

≔ 𝒇̂𝐼eva
(𝑖) ,

[
 
 
 
 
 
 
 
 𝑓𝐽ten

(𝑖)

𝑓𝐽s1
(𝑖)

𝑓𝐽s2
(𝑖)

𝑚𝐽tor
(𝑖)

𝑚𝐽b1
(𝑖)

𝑚𝐽b2
(𝑖)
]
 
 
 
 
 
 
 
 

≔ 𝒇̂𝐽eva
(𝑖) , 𝑖 = 1, … , 𝑁ele (B-28) 
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𝜽
𝑛nodspr
(𝑖) = [𝜃𝑥𝑛nodspr

(𝑖) 𝜃
𝑦𝑛nodspr

(𝑖) 𝜃
𝑧𝑛nodspr

(𝑖) ]
𝑇

に方向余弦を適用することで求められる取

付方向成分としての変位と回転角であり，各ばねの変形量を意味する．また，上式は

𝑢spr
(𝑖) または𝜃spr

(𝑖)を𝑖 = 1, … , 𝑁𝑑の順に集めたベクトル(𝒖|𝜽)sprを用いれば次のように表

すこともできる． 

 

 

上記(𝒇|𝒎)sprの各成分であるレストレイント等による各ばね支持部の反力または反

モーメントをその仕様としての許容値と比較することで設置されるばねの健全性の

評価が行われる． 

 次に，前述の直管と曲管の要素と追加される集中質量とばねからなる系に対して，

更に𝑁𝑑台の IMD を設置した配管系のモデルについて考える．この場合は，IMD を設

置していない前述の系の場合に対して，自由度が𝑁𝑑個増加することに注意しなければ

ならない．今，各 IMD の慣性質量とそれに直列接続される剛性との中間点の基礎と

の相対変位を𝑢𝑒
(𝑖), 𝑖 = 1,… ,𝑁𝑑とし，そのベクトルを𝒖𝑒 = [𝑢𝑒

(1) 𝑢𝑒
(2) ⋯ 𝑢𝑒

(𝑁𝑑)]
𝑇
と表

せば，式(B-15)での質量行列𝑴all = 𝑴pip +𝑴add，剛性行列𝑲all = 𝑲pip +𝑲add，接続ベ

クトル𝒆𝑥，𝒆𝑦，𝒆𝑧，全節点の一般化変位ベクトル𝒖̂を用いて記述される配管系に対し

て IMD を追加したモデルは，拡張した一般化変位ベクトル𝒖̃ = [𝒖̂𝑇 𝒖𝑒
𝑇]𝑇を用いて次

の運動方程式によって表現できる． 

 

 

ここで，𝑴𝑒は𝑖 = 1,… ,𝑁𝑑台ある IMD の慣性質量𝑚𝑒
(𝑖)に，𝑲𝑒，𝑲𝑠，𝑲𝑠𝑒，𝑲𝑒𝑠は𝑚𝑒

(𝑖)に

直列接続される剛性𝑘𝑒
(𝑖)とその取付姿勢を表現する方向余弦（取付方向と全体座標

(𝑥, 𝑦, 𝑧)の各軸方向とのなす角に関するもの）𝛼𝑑
(𝑖)，𝛽𝑑

(𝑖)，𝛾𝑑
(𝑖)に，それぞれ依存して決

(𝒇|𝒎)spr =

[
 
 
 
 
 𝑓spr

(1) or 𝑚spr
(1)

𝑓spr
(2) or 𝑚spr

(2)

⋮

𝑓spr
(𝑁spr) or 𝑚spr

(𝑁spr)
]
 
 
 
 
 

= 𝑲spr(𝒖|𝜽)spr, (𝒖|𝜽)spr =

[
 
 
 
 
 𝑢spr

(1)  or 𝑚spr
(1)

𝑢spr
(2)  or 𝑚spr

(2)

⋮

𝑢spr
(𝑁spr) or 𝑚spr

(𝑁spr)
]
 
 
 
 
 

, 

𝑲spr = diag (𝑘spr
(1) , 𝑘spr

(2) , ⋯ , 𝑘spr
(𝑁spr)) 

(B-30) 

𝑴̃all𝒖̈̃ + 𝑲̃all𝒖̃ = −𝑴̃all(𝒆̃𝑥𝑤̈𝑥0 + 𝒆̃𝑦𝑤̈𝑦0 + 𝒆̃𝑧𝑤̈𝑧0), 

𝑴̃all = [
𝑴all 𝑶6𝑁nod×𝑁𝑑

𝑶𝑁𝑑×6𝑁nod 𝑴𝑒
] , 𝑲̃all = [

𝑲all +𝑲𝑠 𝑲𝑠𝑒
𝑲𝑒𝑠 𝑲𝑒

], 

𝒆̃𝑥 = [
𝒆𝑥
𝟎𝑁𝑑

] , 𝒆̃𝑦 = [
𝒆𝑦
𝟎𝑁𝑑

] , 𝒆̃𝑧 = [
𝒆𝑧
𝟎𝑁𝑑

] 

(B-31) 
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定される行列であり，以降の式で与えられる．なお，IMD の取付姿勢は，式(B-16)に

おけるばね要素の取付姿勢と同様に一定であると仮定している． 

 

 

 

 

もしくは， 

 

 

 

もしくは， 

 

 

 境界条件を考慮すると，式(B-31)の運動方程式は，𝒖̃ = [𝒖̂𝑇 𝒖𝑒
𝑇]𝑇の代わりにそこか

ら常に 0 である成分を除外した一般化変位ベクトル 𝒖̃free = 𝒖̃ {[
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟏𝑁𝑑

]} =

[𝒖̂{𝐢𝐧𝐝𝑢̂free}
𝑇 𝒖𝑒{𝟏𝑁𝑑}

𝑇
]
𝑇
= [𝒖̂free

𝑇 𝒖𝑒
𝑇]
𝑇
を用いた次式となる．  

𝑴𝑒 = diag (𝑚𝑒
(1),𝑚𝑒

(2),⋯ ,𝑚𝑒
(𝑁𝑑)) (B-32) 

𝑲𝑒 = diag (𝑘𝑒
(1), 𝑘𝑒

(2),⋯ , 𝑘𝑒
(𝑁𝑑)) (B-33) 

𝑲𝑠 =∑((𝑘𝑒
(𝑖)𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑

(𝑖)𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(𝑖)𝑇)〈𝐢𝐧𝐝𝑠

(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝑠
(𝑖)〉)

𝑁𝑑

𝑖=1

, 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(𝑖) = [

𝛼𝑑
(𝑖)

𝛽𝑑
(𝑖)

𝛾𝑑
(𝑖)

], 

𝐢𝐧𝐝𝑠
(𝑖) = 𝒃̂𝑠

[
 
 
 
 
𝛿
1,𝑛nod𝑑

(𝑖)

𝛿
2,𝑛nod𝑑

(𝑖)

⋮
𝛿
𝑁nod,𝑛nod𝑑

(𝑖) ]
 
 
 
 

, 𝒃̂𝑠 =

[
 
 
 
 𝒃𝑠   𝑶
 𝒃𝑠   
  ⋱  
𝑶   𝒃𝑠⏟        ]

 
 
 
 

𝑁nod

, 𝒃𝑠 = [
𝟏3
𝟎3
] 

(B-34) 

𝑲𝑠 =∑(𝑘𝑒
(𝑖)𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑

(𝑖)⟨𝐢𝐧𝐝𝑠
(𝑖)⟩𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑

(𝑖)⟨𝐢𝐧𝐝𝑠
(𝑖)⟩𝑇)

𝑁𝑑

𝑖=1

= 𝑪𝑝𝑲𝑒𝑪𝑝
𝑇 , 

𝑪𝑝 = [𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(1)〈𝐢𝐧𝐝𝑠

(1)〉 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(2)〈𝐢𝐧𝐝𝑠

(2)〉 ⋯ 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(𝑁𝑑) 〈𝐢𝐧𝐝𝑠

(𝑁𝑑)〉] 

(B-35) 

𝑲𝑠𝑒 = 𝑲𝑒𝑠
𝑇 =∑((−𝑘𝑒

(𝑖)𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(𝑖))〈𝐢𝐧𝐝𝑠

(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝑒
(𝑖)〉)

𝑁𝑑

𝑖=1

, 𝐢𝐧𝐝𝑒
(𝑖) =

[
 
 
 
𝛿1,𝑖
𝛿2,𝑖
⋮

𝛿𝑁𝑑,𝑖]
 
 
 

 (B-36) 

𝑲𝑠𝑒 = 𝑲𝑒𝑠
𝑇 =∑(−𝑘𝑒

(𝑖)𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(𝑖)〈𝐢𝐧𝐝𝑠

(𝑖), 𝐢𝐧𝐝𝑒
(𝑖)〉)

𝑁𝑑

𝑖=1

= −𝑪𝑝𝑲𝑒 (B-37) 
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または，式(B-19)の記号を用いて次のようにも書ける． 

 

𝑴̃bou𝒖̈̃free + 𝑲̃bou𝒖̃free = −𝑴̃bou(𝒆̃𝑥bou𝑤̈𝑥0 + 𝒆̃𝑦bou𝑤̈𝑦0 + 𝒆̃𝑧bou𝑤̈𝑧0), 

𝑴̃bou = [
𝑴bou 𝑶𝑁𝑢̂free×𝑁𝑑

𝑶𝑁𝑑×𝑁𝑢̂free 𝑴𝑒
] , 𝑲̃bou = [

𝑲bou +𝑲𝑠bou 𝑲𝑠𝑒bou
𝑲𝑒𝑠bou 𝑲𝑒

],  

𝑲𝑠bou = 𝑲𝑠{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free}, 

𝑲𝑠𝑒bou = 𝑲𝑒𝑠bou
𝑇 = 𝑲𝑠𝑒{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝟏𝑁𝑑} = 𝑲𝑒𝑠{𝟏𝑁𝑑 , 𝐢𝐧𝐝𝑢free}

𝑇
, 

𝒆̃𝑥bou = [
𝒆𝑥bou
𝟎𝑁𝑑

] , 𝒆̃𝑦bou = [
𝒆𝑦bou
𝟎𝑁𝑑

] , 𝒆̃𝑧bou = [
𝒆𝑧bou
𝟎𝑁𝑑

] 

(B-39) 

 

要素質量行列𝑴が整合質量行列である場合，上記運動方程式が，IMD 付の配管系ため

の直接的に解くべき振動問題となる．一方，要素質量行列𝑴が集中質量行列である場

合は，式(B-19)の直下で説明した通り𝑴bouは特異であって𝑴̃bouも特異となるため，上

記運動方程式を直接的に振動問題を解く対象として扱うことができない． 

 そのような場合のために，式の変形を考えよう．一般化変位ベクトル𝒖̃freeと同じ成

分 か ら な る が 成 分 の 順 番 が 異 な る ベ ク ト ル [𝒖free
𝑇 𝒖𝑒

𝑇 𝜽free
𝑇 ]𝑇 =

[𝒖̃ {[
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟎𝑁𝑑

]}
𝑇

𝒖̃ {[
𝟎𝑁𝑢̂free
𝟏𝑁𝑑

]}

𝑇

𝒖̃ {[
𝐢𝐧𝐝𝜃free
𝟎𝑁𝑑

]}
𝑇

]

𝑇

= [𝒖̂{𝐢𝐧𝐝𝑢free}
𝑇 𝒖𝑒{𝟏𝑁𝑑}

𝑇
𝒖̂{𝐢𝐧𝐝𝜃free}

𝑇]
𝑇

で表記する式(B-38)または式(B-39)と同様な意味を持つ運動方程式は，接続ベクトル

の回転の自由度に関する成分が全て 0 であること，および，剛性行列𝑲𝑠，𝑲𝑠𝑒および

𝑲𝑒𝑠の回転の自由度に関する成分が全て 0 であること（IMD モデル中のばねが全て並

進ばねであるため並進の自由度に関する成分だけが残る）を考慮すれば，次式となる．  

𝑴̃bou𝒖̈̃free + 𝑲̃bou𝒖̃free = −𝑴̃bou(𝒆̃𝑥bou𝑤̈𝑥0 + 𝒆̃𝑦bou𝑤̈𝑦0 + 𝒆̃𝑧bou𝑤̈𝑧0), 

𝑴̃bou = 𝑴̃all {[
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟏𝑁𝑑

] , [
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟏𝑁𝑑

]} , 𝑲̃bou = 𝑲̃all {[
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟏𝑁𝑑

] , [
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟏𝑁𝑑

]}, 

𝒆̃𝑥bou = 𝒆̃𝑥 {[
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟏𝑁𝑑

]} , 𝒆̃𝑦bou = 𝒆̃𝑦 {[
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟏𝑁𝑑

]} , 𝒆̃𝑧bou = 𝒆̃𝑧 {[
𝐢𝐧𝐝𝑢free
𝟏𝑁𝑑

]} 

(B-38) 
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または，式(B-20)の記号を用いて次のようにも書ける． 

 

 

ここで，𝑴bou′は，要素質量行列𝑴が集中質量行列である場合は，次の簡単な形にな

る． 

 

  

𝑴̃bou′ [

𝒖̈free
𝒖̈𝑒
𝜽̈free

] + 𝑲̃bou′ [

𝒖free
𝒖𝑒
𝜽free

] = −𝑴̃bou′(𝒆̃𝑥bou′𝑤̈𝑥0 + 𝒆̃𝑦bou′𝑤̈𝑦0 + 𝒆̃𝑧bou′𝑤̈𝑧0), 

𝑴̃bou′ = [

𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑶𝑁𝑢free×𝑁𝑑 𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝜃free}

𝑶𝑁𝑑×𝑁𝑢free 𝑴𝑒 𝑶𝑁𝑑×𝑁𝜃free
𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝜃free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝑑 𝑴all{𝐢𝐧𝐝𝜃free, 𝐢𝐧𝐝𝜃free}

], 

𝑲̃bou′ = [

(𝑲all + 𝑲𝑠){𝐢𝐧𝐝𝑢free , 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑲𝑠𝑒{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝟏𝑁𝑑} 𝑲all{𝐢𝐧𝐝𝑢free , 𝐢𝐧𝐝𝜃free}

𝑲𝑒𝑠{𝟏𝑁𝑑 , 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑲𝑒 𝑶𝑁𝑑×𝑁𝜃free
𝑲all{𝐢𝐧𝐝𝜃free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free} 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝑑 𝑲all{𝐢𝐧𝐝𝜃free, 𝐢𝐧𝐝𝜃free}

], 

𝒆̃𝑥bou′ = [

𝒆𝑥{𝐢𝐧𝐝𝑢free}
𝟎𝑁𝑑
𝟎𝑁𝜃free

] , 𝒆̃𝑦bou′ = [

𝒆𝑦{𝐢𝐧𝐝𝑢free}

𝟎𝑁𝑑
𝟎𝑁𝜃free

] , 𝒆̃𝑧bou′ = [

𝒆𝑧{𝐢𝐧𝐝𝑢free}
𝟎𝑁𝑑
𝟎𝑁𝜃free

] 

(B-40) 

𝑴̃bou′ [

𝒖̈free
𝒖̈𝑒
𝜽̈free

] + 𝑲̃bou′ [

𝒖free
𝒖𝑒
𝜽free

] = −𝑴̃bou′(𝒆̃𝑥bou′𝑤̈𝑥0 + 𝒆̃𝑦bou′𝑤̈𝑦0 + 𝒆̃𝑧bou′𝑤̈𝑧0), 

𝑴̃bou′ ≔ [
𝑴̃bou′𝑇𝑇 𝑴̃bou′𝑇𝑅

𝑴̃bou′𝑅𝑇 𝑴̃bou′𝑅𝑅

] = [

𝑴bou′𝑇𝑇 𝑶𝑁𝑢free×𝑁𝑑 𝑴bou′𝑇𝑅

𝑶𝑁𝑑×𝑁𝑢free 𝑴𝑒 𝑶𝑁𝑑×𝑁𝜃free
𝑴bou′𝑅𝑇 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝑑 𝑴bou′𝑅𝑅

], 

𝑲̃bou′ ≔ [
𝑲̃bou′𝑇𝑇 𝑲̃bou′𝑇𝑅
𝑲̃bou′𝑅𝑇 𝑲̃bou′𝑅𝑅

] = [

𝑲bou′𝑇𝑇 +𝑲𝑠bou′𝑇𝑇 𝑲𝑠𝑒bou′𝑇 𝑲bou′𝑇𝑅
𝑲𝑒𝑠bou′𝑇 𝑲𝑒 𝑶𝑁𝑑×𝑁𝜃free
𝑲bou′𝑅𝑇 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝑑 𝑲bou′𝑅𝑅

], 

𝑲𝑠bou′𝑇𝑇 = 𝑲𝑠{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝐢𝐧𝐝𝑢free}, 

𝑲𝑠𝑒bou′𝑇 = 𝑲𝑒𝑠bou′𝑇
𝑇 = 𝑲𝑠𝑒{𝐢𝐧𝐝𝑢free, 𝟏𝑁𝑑} = 𝑲𝑒𝑠{𝟏𝑁𝑑 , 𝐢𝐧𝐝𝑢free}

𝑇
, 

𝒆̃𝑥bou′ = [

𝒆𝑥{𝐢𝐧𝐝𝑢free}
𝟎𝑁𝑑
𝟎𝑁𝜃free

] , 𝒆̃𝑦bou′ = [

𝒆𝑦{𝐢𝐧𝐝𝑢free}

𝟎𝑁𝑑
𝟎𝑁𝜃free

] , 𝒆̃𝑧bou′ = [

𝒆𝑧{𝐢𝐧𝐝𝑢free}
𝟎𝑁𝑑
𝟎𝑁𝜃free

] 

(B-41) 

𝑴̃bou′ ≔ [
𝑴̃bou′𝑇𝑇 𝑶(𝑁𝑢free+𝑁𝑑)×𝑁𝜃free

𝑶𝑁𝜃free×(𝑁𝑢free+𝑁𝑑) 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝜃free
] = [

𝑴bou′𝑇𝑇 𝑶𝑁𝑢free×𝑁𝑑 𝑶𝑁𝑢free×𝑁𝜃free
𝑶𝑁𝑑×𝑁𝑢free 𝑴𝑒 𝑶𝑁𝑑×𝑁𝜃free
𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝑢free 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝑑 𝑶𝑁𝜃free×𝑁𝜃free

] (B-42) 
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 式(B-41)と式(B-42)を考慮すれば，一般化変位ベクトル𝒖̃free = [𝒖̂free
𝑇 𝒖𝑒

𝑇]𝑇の代わり

に変位ベクトル（回転の成分を含まない）𝒖free&𝑒 = [𝒖free
𝑇 𝒖𝑒

𝑇]𝑇を用いて記述される

自由度が縮少された運動方程式，および，変位ベクトル𝒖free&𝑒と回転角ベクトル𝜽free

の関係式は，次式となる． 

 

 

 

要素質量行列𝑴が集中質量行列である場合，上記の運動方程式が，IMD 付の配管系の

ための直接的に解くべき振動問題となる．運動方程式(B-43)を解くことで得られる変

位ベクトル𝒖free&𝑒を関係式(B-44)に代入すれば，回転角ベクトル𝜽freeが解かれる． 

 式(B-39)によって𝒖̃freeが，もしくは，式(B-43)と式(B-44)によって𝒖free&𝑒と𝜽freeが既

知となれば，拘束された自由度の一般化変位が 0（境界条件）であるため，解として

の全節点の一般化変位ベクトル𝒖̂および全 IMD の相対変位ベクトル𝒖𝑒は，次のベクト

ル成分の再配置の操作を意味する式によって作成できる． 

 

 

𝒖𝑒 =

[
 
 
 
 𝑢𝑒

(1)

𝑢𝑒
(2)

⋮

𝑢𝑒
(𝑁𝑑)]

 
 
 
 

=

{
 
 

 
 𝒖̃free {[

𝟎𝑁𝑢̂free
𝟏𝑁𝑑

]} ,𝑴が整合質量行列の場合

𝒖free&𝑒 {[
𝟎𝑁𝑢free
𝟏𝑁𝑑

]} ,𝑴が集中質量行列の場合

 (B-46) 

 

 IMD 付配管系の各節点の一般化変位が式(B-45)によって既知となれば，これを式

(B-25)から式(B-28)に適用することで，IMD が適用されていない場合と同様に，管の

健全性の評価に用いるための要素毎の両端の一般化力𝒇̂𝐼eva
(𝑖) , 𝒇̂𝐽eva

(𝑖) , 𝑖 = 1, … , 𝑁eleを求

めることができ，また，式(B-29)や式(B-30)に適用することで，同様に，ばね支持部（レ

ストレイント等によるもの）の健全性の評価に用いるための全ての反力または反モー

メント𝑓spr
(𝑖) or 𝑚spr

(𝑖) , 𝑖 = 1,… ,𝑁sprを求めることができる．  

𝑴̃red𝒖̈free&𝑒 + 𝑲̃red𝒖free&𝑒 = −𝑴̃red(𝒆̃𝑥red𝑤̈𝑥0 + 𝒆̃𝑦red𝑤̈𝑦0 + 𝒆̃𝑧red𝑤̈𝑧0), 

𝑴̃red = 𝑴̃bou′𝑇𝑇, 𝑲̃red = 𝑲̃bou′𝑇𝑇 − 𝑲̃bou′𝑇𝑅𝑲̃bou′𝑅𝑅
−1 𝑲̃bou′𝑅𝑇, 

𝒆̃𝑥red = [
𝒆𝑥{𝐢𝐧𝐝𝑢free}

𝟎𝑁𝑑
] = [

𝒆𝑥red
𝟎𝑁𝑑

] , 𝒆̃𝑦red = [
𝒆𝑦{𝐢𝐧𝐝𝑢free}

𝟎𝑁𝑑
] = [

𝒆𝑦red
𝟎𝑁𝑑

] , 𝒆̃𝑧red = [
𝒆𝑧{𝐢𝐧𝐝𝑢free}

𝟎𝑁𝑑
] = [

𝒆𝑧red
𝟎𝑁𝑑

] 

(B-43) 

𝜽free = −𝑲̃bou′𝑅𝑅
−1 𝑲̃bou′𝑅𝑇𝒖free&𝑒 (B-44) 

𝒖̂ = [

𝒖̂1
𝒖̂2
⋮

𝒖̂𝑁nod

] =

{
 
 

 
 𝒖̃free {[

𝟏𝑁𝑢̂free
𝟎𝑁𝑑

]} 〈𝐢𝐧𝐝𝑢̂free〉 , 𝑴が整合質量行列の場合

𝒖free&𝑒 {[
𝟏𝑁𝑢free
𝟎𝑁𝑑

]} 〈𝐢𝐧𝐝𝑢free〉 + 𝜽free〈𝐢𝐧𝐝𝜃free〉 , 𝑴が集中質量行列の場合

 (B-45) 



102 

 

 また，各 IMD の中間点の相対変位が式(B-46)によって既知となれば，IMD の全ての

反力を表すベクトル𝒇𝑑は，次式によって求められる． 

 

𝒇𝑑 =

[
 
 
 
 𝑓𝑑

(1)

𝑓𝑑
(2)

⋮

𝑓𝑑
(𝑁𝑑)]

 
 
 
 

, 

𝑓𝑑
(𝑖) = 𝑘𝑒

(𝑖)(𝑢𝑠
(𝑖) − 𝑢𝑒

(𝑖)) = 𝑘𝑒
(𝑖) (𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑

(𝑖)𝑇𝒖
𝑛nod𝑑
(𝑖) − 𝑢𝑒

(𝑖)), 

𝒖
𝑛nod𝑑
(𝑖) = 𝒖̂

𝑛nod𝑑
(𝑖) {[

𝟏3
𝟎3
]} = [𝑰3 𝑶3]𝒖̂𝑛nod𝑑

(𝑖)  

(B-47) 

 

ここで，𝑢𝑠
(𝑖)は𝑖番目（𝑖 = 1, … ,𝑁𝑑）の IMD の取付節点の変位ベクトル𝒖

𝑛nod𝑑
(𝑖) =

[𝑢𝑥𝑛nod𝑑
(𝑖) 𝑢

𝑦𝑛nod𝑑
(𝑖) 𝑢

𝑧𝑛nod𝑑
(𝑖) ]

𝑇
に方向余弦を適用することで求められる取付方向成分と

しての変位であり，(𝑢𝑠
(𝑖) − 𝑢𝑒

(𝑖))は各ばねの変形量を意味する．また，上式は𝑢𝑠
(𝑖)を𝑖 =

1, … , 𝑁𝑑の順に集めたベクトル𝒖𝑠を用いれば次のように表すこともできる． 

 

𝒇𝑑 =

[
 
 
 
 𝑓𝑑

(1)

𝑓𝑑
(2)

⋮

𝑓𝑑
(𝑁𝑑)]

 
 
 
 

= 𝑲𝑒(𝒖𝑠 − 𝒖𝑒), 

𝒖𝑠 =

[
 
 
 
 𝑢𝑠

(1)

𝑢𝑠
(2)

⋮

𝑢𝑠
(𝑁𝑑)]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑

(1)𝑇𝒖
𝑛nod𝑑
(1)

𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(2)𝑇𝒖

𝑛nod𝑑
(2)

⋮

𝐝𝐢𝐫𝐜𝐨𝐬𝑑
(𝑁𝑑)𝑇𝒖

𝑛
nod𝑑

(𝑁𝑑) ]
 
 
 
 
 

= 𝑪𝑝
𝑇𝒖̂, 

(B-48) 

 

上記𝒇𝑑の各成分である各 IMD 支持部の反力を仕様としての許容値と比較することで

設置される IMD の健全性の評価が行われる．  
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