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第1章 導入

素粒子が引き起こす様々な現象は標準模型（the Standard Model, SM）[1–3]と呼ばれる理論に
よって高い精度で記述される.標準模型は自然界に存在する 4つの基本相互作用（強い相互作用,電
磁相互作用,弱い相互作用,重力相互作用）のうち重力相互作用を除く 3つの相互作用を記述する.

素粒子間の相互作用はゲージ理論に基づいて記述され, SU(3)C ×SU(2)L ×U(1)Y のゲージ対称性を
持っている.ヒッグス場が真空期待値を持つことにより, SU(2)L ×U(1)Y の対称性をU(1)E M に自発
的に破る.これにより 3つの相互作用を記述し,同時に素粒子が質量を獲得する.

標準模型は電弱スケール以下の物理現象をほぼ矛盾なく説明するが,標準模型では説明できない
現象も観測されている.例えば,ニュートリノが持つ極微な質量,ダークマターの存在,宇宙バリオ
ン数非対称性,宇宙背景輻射の温度揺らぎ（インフレーション）などがあげられる.また基本相互
作用である重力が量子化できない,といった根本的な問題も抱えている.そこでこれらの問題を解
決する,標準模型の背後にある新しい理論を提案し,またその理論を実験で直接検証することが重
要な課題となっている.

本論文では先にあげた問題のうち,特にニュートリノが持つ極微な質量の起源,及び宇宙バリオ
ン数非対称性の問題に注目し,その解決方法を考察した.

ニュートリノは左巻き場しか見つかっておらず,標準模型には右巻きニュートリノ場が導入され
ていない.そのため,ヒッグスが真空期待値を持つことにより他の素粒子が質量を獲得したのと同
様にヒッグス機構を通じては質量を持つことができない.スーパーカミオカンデ実験などのニュー
トリノ振動実験により,ニュートリノにはわずかながら質量があることが観測されている.この事
実を説明するためには標準模型には何らかの拡張がなされる必要がある.

バリオン数非対称性（Baryon Asymmetry of the Universe, BAU）とはバリオンの数と反バリオン
の数に差があることをいう.宇宙初期にはインフレーションと呼ばれる指数関数的な膨張があった
ことが観測から示唆されている.インフレーション直後の宇宙ではバリオンと反バリオンは数の差
を持たない.しかし,元素合成の時期にヘリウムなどの軽元素が作られるためにはその時期におい
て,バリオンと反バリオンに数の差がなければならないことが知られている.このことから,インフ
レーション終了後から元素合成の時期までの間にバリオンと反バリオンで数の差を作らなければ
ならない.しかし標準模型ではこのバリオンと反バリオンの数の差を作る機構を説明できないこと
が知られている.これら 2つの問題については 2章で詳しく説明する.

これらの標準模型で説明できない 2つの現象を解決するため,本論文では標準模型に非常に大き
なマヨラナ質量を持つ右巻きニュートリノを導入した模型を採用する.この模型では右巻きニュー
トリノを新たに加えたことにより,ヒッグス場が真空期待値を持つと湯川相互作用を通じてディ
ラック質量を獲得する.また,右巻きニュートリノがマヨラナ質量を持つことからニュートリノに新
たな混合が生じ,軽いニュートリノと重いニュートリノが現れる（シーソー機構という [4–8]）.こ
のことについても 2章で述べる.もう一つの問題であるバリオンの数と反バリオンの数に差を作る
機構については,レプトン数生成機構 [9]と呼ばれる機構で説明する.この機構では右巻きニュート
リノの反応によりまずレプトン数が作られる.作られたレプトン数が量子異常の効果を通じてバリ
オン数へ一部受け渡される.この機構については 3章で詳しく見る予定である.また,右巻きニュー
トリノによるシーソー機構とレプトン数生成機構を同時に説明可能な右巻きニュートリノ質量領
域は O (1)MeVから O (1015) GeVと非常に幅広く許されている.その質量に応じて,右巻きニュート
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リノが O (109) GeV以上と重い領域では右巻きニュートリノの崩壊によるレプトン数生成機構 [9],

電弱スケール (O (102) GeV)より重い縮退した質量を持つ右巻きニュートリノによる共鳴レプトン
数生成機構 [10],電弱スケール以下の縮退した質量を持つ右巻きニュートリノの振動を通じてレプ
トン数を生成する機構 [11, 12]と質量スケールに応じた BAUの生成機構が提案されている.このよ
うな背景のもと、地上実験等を通じて右巻きニュートリノの質量を特定し, BAUの生成機構を識別
することが現在の重要な課題となっている.

宇宙初期の高温状態において,高エネルギーの素粒子反応でバリオン数が生成されるためには,

CP対称性が破れていることが必要である.したがって,高エネルギー領域での CP対称性の破れ方
を理解することが BAUの起源を解明する上で重要である.一方で,地上実験で探索可能な低エネル
ギー領域での CP対称性の破れは,ニュートリノの混合行列により記述され,将来実験的に測定され
ることが期待されている.低エネルギーの物理に現れる CP対称性の破れが高エネルギーでの CP対
称性の破れと関係しているかどうかは,非常に興味深い疑問である.そこで本博士論文では,ニュー
トリノ観測量と BAUとの関係を明らかにし、将来の地上実験によってレプトン数生成機構の選別
方法を提案する. 特にニュートリノ観測量の領域を示し,生成機構選別のための具体的判定条件を
示す.

本研究では,以下の 2つの場合について, BAU生成を議論する. まず 4章では, 1 TeVの質量を持
つ右巻きニュートリノを導入し,共鳴レプトン数生成によって宇宙のバリオン数を説明することを
検討する.このスケールでは右巻きニュートリノの崩壊によって共鳴的にレプトン数を生成するこ
とで BAUを説明する.しかし,ニュートリノ観測量と BAUとの関係については,明らかにされてい
ない.そこで,本研究ではこの両者の関係について研究を行った.特にアクティブニュートリノセク
ターのみに CP対称性の破れがある場合を検討し,ニュートリノの CP位相がバリオン数と非常に
密接に関係することを示す. 加えて,標準模型では生じないレプトン数を破る反応であるニュート
リノを伴わない二重ベータ崩壊との関連についても議論する. 5章では,レプトンセクターに余剰
次元のトーラスコンパクト化に由来するモジュラー A4対称性を課した模型 [13,14]を検討し,この
模型における BAU生成を世界で初めて調査する.対称性を導入したことにより,アクティブニュー
トリノの CP対称性の破れとバリオン数に関係する CP対称性の破れとの間に相関が現れる.この
ことを中心に解説し,ニュートリノ振動実験に与える影響を議論する.また右巻きニュートリノの
質量にも制限が与えられることを示す. 6章で本研究の結論を述べる.
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第2章 素粒子標準模型とその問題点

素粒子標準模型 (以下では標準模型と書くことにする) [1–3]は SU (3)C ×SU (2)L ×U (1)Y 対称性に
基づくゲージ理論で記述される.標準模型は強い相互作用,弱い相互作用,電磁相互作用が関わる現
象をよく説明する.しかし,標準模型により説明できない現象や観測事実も見つかっており,それら
を説明するため標準模型は拡張される必要がある.

本章では,標準模型について説明し,さらに標準模型では説明できない事象のうち,特に本研究に
て注目する,ニュートリノ質量と宇宙バリオン数非対称性について述べる.

2.1 素粒子標準模型
標準模型のラグランジアンLSMは,ゲージ固定項を除いて,

LSM =LG +LF +LΦ+LY ,

で表される.ここで, LG , LF , LΦはそれぞれゲージ場,フェルミオン場,ヒッグス場のラグランジア
ン, LY は湯川相互作用のラグランジアンであり,以下で与えられる.

LG =−1

4

(
Ga

µν

)2 − 1

4

(
F p
µν

)2 − 1

4

(
Aµν

)2 , (2.1)

LF =∑
ψi

ψi i D/ ψi , (2.2)

LΦ = ∣∣DµΦ
∣∣2 −V (Φ) , (2.3)

LY =
[
− f (u)

i j qLiΦuR j − f (d)
i j qLi Φ̃dR j − f (e)

i j Li Φ̃eR j

]
+h.c.. (2.4)

ここで,パウリ行列

σ1 =
(

0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (2.5)

を用いて, Φ̃≡ iσ2Φ∗ = (ϕ+,−ϕ0)T と定義した. Ga
µv , F p

µν, Aµνはそれぞれ SU (3)C , SU (2)L , U (1)Y の
場の強さテンソルで,

Ga
µν = ∂µGa

ν −∂νGa
µ+ g3 fabcGb

µGc
ν, (2.6)

F p
µν = ∂µAp

ν −∂νAp
µ+ g2ϵpqr Aq

µAr
ν, (2.7)

Aµν = ∂µBν−∂νBµ, (2.8)

で表され,添字 a,b,c = 1,2, · · · ,8, p, q,r = 1,2,3はそれぞれ SU (3)C , SU (2)L のインデックスを表す.

式 (2.2)はフェルミオンについての項である. ψi は表 2.1にまとめたスピン 1/2の粒子すべてを表
す.共変微分 Dµは,

Dµ = ∂µ− i g3T̂3Gα
µ − i g2T̂2 Ap

µ− i g1Y Bµ, (2.9)
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場 SU (3)C SU (2)L U (1)Y スピン
G A

µ 8 1 0

Aa
µ 1 3 0 1

Bµ 1 1 0

Lα =
(
νLα

eLα

)
1 2 -1

eRα 1 1 -2

qLα =
(

uLα

dLα

)
3 2 1

3
1
2

uRα 3 1 4
3

dRα 3 1 −2
3

Φ=
(

ϕ0

ϕ−

)
1 2 -1 0

表 2.1:標準模型における場の電荷とスピン

で与えられる. g1, g2 , g3はそれぞれU (1)Y ,SU (2)L ,SU (3)Cのゲージ結合定数であり, T̂2, T̂3はSU (2)L ,SU (3)C

の生成子, Y はハイパーチャージを表す.式 (2.3)はヒッグス場Ψに関係する項を表していて,

DµΦ=
[
∂µ− i g Aa

µ

σa

2
+ i

gY

2
Bµ

]
Φ, (2.10)

V (Φ) =−µ2|Φ|2 +λ|Φ|4, (2.11)

である.ここで定数 µ2 > 0かつ λ> 0である.式 (2.4)はフェルミオン場とヒッグス場の相互作用項
を表していて, f (u)

i j , f (d)
i j a , f (e)

i j は湯川結合定数である.

2.2 フェルミオンの質量
標準模型はカイラル変換に対して不変な理論で書かれているため,ラグランジアンレベルで質量

を持つことは禁止されている.

式 (2.11)よりヒッグス場のポテンシャルは |Φ| =
√

µ2/2λで最小値をとる [15].ヒッグス場の真空
期待値を,

〈Φ〉 =
(

vp
2

0

)
(2.12)

v =
√

µ2

λ
(2.13)

のように取れば,フェルミオンは湯川相互作用項の Φ に比例する部分から質量項を獲得する [15].

湯川相互作用項のヒッグス場の真空期待値に比例する部分だけ取り出すと以下のようになる.

Lmass =
[
−M (u)

i j uLi uR j −M (d)
i j dLi dR j −M (e)

i j eLi eR j

]
+h.c.. (2.14)
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ここで,

M (u)
i j ≡ f (u)

i j

vp
2

,

M (d)
i j ≡ f (d)

i j

vp
2

, (2.15)

M (e)
i j ≡ f (e)

i j

vp
2

,

と表し, M (u), M (d), M (e)はそれぞれアップ型クォーク,ダウン型クォーク,電子型レプトンの質量行
列となる. ここで得られた質量行列は一般に対角的でないが, 2つのユニタリー変換で対角化可能
である.

M (u)
diag = diag(mu ,mc ,mt ) =V (u)

L
†

M (u)V (u)
R

M (d)
diag = diag(md ,ms ,mb) =V (d)

L

†
M (d)V (d)

R (2.16)

M (e)
diag = diag(me ,mµ,mτ) =V (e)

L
†

M (e)V (e)
R

以上のように,標準模型ではアップ型クォーク,ダウン型クォーク,荷電レプトンについてはヒッグ
スの真空期待値により質量を持つが,ニュートリノについては右巻きニュートリノが導入されてお
らず湯川相互作用項も書くことができないため,ニュートリノは質量を持たない.

2.3 標準模型を超える物理
2.3.1 ニュートリノ振動
ニュートリノ振動は伝播するニュートリノが時間発展し世代を変化させる現象で, 1950年代後半

から 1960年台前半にポンテコルボや牧-中川-坂田により提唱された [16, 17]. 実験では, 1998年に
スーパーカミオカンデ (Super-Kamiokande, SK)実験によって発見された [18]. 3世代のニュートリ
ノがあるときエネルギー E を持つ, ναの時刻 t における νβ (α,β= e,µ,τ)への振動確率は以下の式
で与えられる.

Pνα→νβ
' δαβ−4

∑
i> j

Re(UαiU∗
βiU∗

α jUβ j ) sin2

(
∆m2

i j

4E
t

)

+2
∑
i> j

Im(UαiU∗
βiU∗

α jUβ j )sin

(
∆m2

i j

2E
t

)
. (2.17)

導出は巻末の付録 Aに記す.ここで, ∆m2
i j = m2

i −m2
j , (i , j = 1,2,3)は異なる質量固有状態間のニュー

トリノの質量二乗差である. Uαi は混合行列であり,次のように取る.

U =

 1

c23 s23

−s23 c23


 c13 s13e−iδCP

1

−s13e iδCP c13


 c12 s12

−s12 c12

1

P (2.18)

ここで, ci j = cosθi j , si j = sinθi j と表した. θ12,θ13,θ23はニュートリノの混合角であり, 0◦ ≤ θi j ≤ 90◦

である. δCP (−π ≤ δCP < π) はディラック位相であり, ニュートリノの混合行列が持つ CP 対称
性を破る位相パラメータである. P は対角行列で, ニュートリノがディラック型である場合には
単位行列 P = diag(1,1,1), マヨラナ型である場合には P = diag(1,e iα21/2,e iα31/2) である. ここで,

α21,α31 (0 ≤ αi j < 2π)はマヨラナ位相と呼ばれる. ユニタリー行列U はポンテコルボ-牧-中川-坂
田 (PMNS)行列と呼ばれている.
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sin2θ12 sin2θ23 sin2θ13 ∆m2
21 [eV2] ∆m2

3ℓ [eV2]

NH 0.304 0.573 0.02219 7.42×10−5 +2.517×10−3 (ℓ= 1)

IH 0.304 0.575 0.02238 7.42×10−5 −2.498×10−3 (ℓ= 2)

表 2.2:複数のニュートリノ振動実験から求めたニュートリノの混合角,及び質量二乗差 [19].

式 (2.17)より α 6= βの時, Pνα→νβ
6= 0のためには, θi j 6= 0と ∆m2

i j 6= 0である必要がある. 実際
ニュートリノ振動の精密測定により,表 2.2に示したように, 3個の混合角と 2つの質量二乗差が
測定されている [19]. ニュートリノの質量差が 2つ観測されていることから,少なくとも 2世代の
ニュートリノが質量を持つことが分かる.標準模型ではニュートリノは質量を持たないため,ニュー
トリノ振動現象を説明するためには標準模型は拡張される必要がある.

現在までにニュートリノ質量の絶対値 (m1,m2,m3)は分かっておらず,質量の大きさについては,

順階層型（Normal Hierarchy, NH）であるm1 < m2 < m3の可能性と,逆階層型（Inverted Hierarchy,

IH）である m3 < m1 < m2 の可能性がある. さらに,ニュートリノの CP対称性の破れを測定する
T2K実験では, CPが保存する δCP = 0である可能性を 3σ (99. 7 %)信頼区間で排除している [20].

2.3.2 ニュートリノ質量
2.3.1節で, ニュートリノが質量を持たなければならないことを示した. しかし, 標準模型では

ニュートリノは質量を持たない. それは,標準模型には左巻きニュートリノのみが導入されている
ためである.

ニュートリノに質量を持たせるために,標準模型に新たに, 3世代のゲージ一重項の場（以下,右
巻きニュートリノと書く,）νRI (I = 1,2,3)を導入する.右巻きニュートリノを加えたことにより,ラ
グランジアンは以下のように与えられる.

L =LSM + iνR I∂/νR I +
[
−FαI LαΦνR I −

MM I J

2
νc

R IνR J

]
+h.c.. (2.19)

ここで, νc
RI は νRI の荷電共役 νc

RI =CνRI
T を表す1. LSMに追加された第一項は右巻きニュートリ

ノの運動項,第二項は湯川相互作用項,第三項は右巻きニュートリノのマヨラナ質量項を表す2. FαI

は左巻きレプトン二重項 Lαと右巻きニュートリノ νRI ,ヒッグス二重項Φ間の湯川結合定数である.

電弱対称性が自発的に破れ,ヒッグス場 Φが (2.13)式真空期待値 v を持つと,ニュートリノは標
準模型の他のフェルミオンと同じように質量,

MD ≡ F 〈Φ〉 = vFp
2

, (2.20)

を持つ. MD をディラック質量と呼ぶ.これとマヨラナ質量項を合わせて,ニュートリノ質量項のラ
グランジアンは,

−Lνmass = MDαIνLανR I +
MM I J

2
νc

R IνR J +h.c.

= 1

2

(
νL νc

R

)
M̂

(
νc

L

νR

)
+h.c., (2.21)

1C = iγ0γ2 と定義した.
2一般に電荷を持つ場ではこのような項があるとゲージ対称性を破るが,右巻きニュートリノはゲージ一重項であるた

め禁止することができない.
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と表すことができる.ここで M̂ は 6×6の質量行列であり,以下のように表される.

M̂ =
(

0 MD

M T
D MM

)
. (2.22)

またこの行列は M̂ T = M̂ の対称行列である. M̂ が対称行列であるから,ユニタリー行列を用いて
対角化することができる. MD ¿ MM を仮定すると, M̂ は次の行列で近似的にブロック対角化する
ことができる.

Û1 =
(

1 Θ

−Θ† 1

)
. (2.23)

|Θ|¿ 1は 3×3の複素行列である. |Θ|¿ 1を仮定すると, Û1は O (Θ)で近似的にユニタリー性を満
たす.

Û †
1Û1 = Û1Û †

1 =
(

1+ΘΘ† 0

0 1+Θ†Θ

)
= 1+O (Θ2). (2.24)

この行列を用いて M̂ を次のようにブロック対角化する.

M̂ bd = Û †
1 M̂Û∗

1 =
(

1 −Θ
Θ† 1

)(
0 MD

M T
D MM

)(
1 −Θ
Θ† 1

)

=
(
−MDΘT −ΘM T

D +ΘMMΘT MD −ΘM T
DΘ∗−ΘMM

−Θ†MDΘT +M T
D −MMΘT Θ†MD +M T

DΘ∗+MM

)
(2.25)

=
(

Mν 0

0 MN

)
. (2.26)

O (Θ2)を無視すれば, O (Θ)までで次のような関係が得られる.

Θ' MD M−1
M , (2.27)

Mν '−MD M−1
M M T

D , (2.28)

MN ' MM . (2.29)

MD ¿ MM だから (2.27)より, |Θ|¿ 1は満たされている.また (2.28)を見ると, MD M−1
M ¿ 1である

からMνはディラック質量MD と比べて非常に小さくなる.これにより観測されているニュートリ
ノが標準模型の他のフェルミオンに比べ小さな質量を持つことが自然に説明できる. この機構を
シーソー機構 [4–8]と呼ぶ.

Mνは 3×3の対称行列であるから 3×3のユニタリー行列U によって次のように対角化できる.

U †MνU∗ = diag(m1,m2,m3) ≡ Dν. (2.30)

こうして得られたm1,m2,m3が観測されている 3種類の軽いニュートリノ（アクティブニュート
リノ）の質量を表す.ここで用いたユニタリー行列U は式 (2.18)の PMNS行列である.

2.3.3 カサス-イバーラパラメトリゼーション
2.3.2節で導入したニュートリノの湯川結合定数 FαI ,右巻きニュートリノのマヨラナ質量MM は

自由なパラメータであるが,ニュートリノ振動実験で測定される観測値 (θ12,θ13,θ23,∆m2
21,∆m3ℓ)

を説明する必要がある. この節では,これらの観測値を常に表すためのパラメトリゼーションを導
出する.
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右巻きニュートリノ νRI が質量固有状態である基底,

MM = DN ≡ diag(M1, M2, M3), MI > 0, (I = 1,2,3), (2.31)

ととる3.

(2.30)で表された Dνを書き直すと次のようになる.

Dν =U †MνU∗ = diag(m1,m2,m3)

=−U †MD D−1
N M T

DU∗

=−〈
ϕ0〉2

U †F D−1
N F T U∗. (2.32)

(2.32)の両辺に両側から D−1/2
ν = diag(

p
m1,

p
m2,

p
m3)を掛けると次のように書くことができる.

1 =−〈
ϕ0〉2

D
− 1

2
ν U †F D

− 1
2

N D
− 1

2
N F T U∗D

− 1
2

ν

=ΩΩT . (2.33)

ここでΩを次式のような 3×3の複素直交行列と定義した.

Ω≡−i
〈
ϕ0〉D

− 1
2

ν U †F D
− 1

2
N . (2.34)

この式を F について解けば,湯川結合定数は

F = i〈
ϕ0

〉U D
1
2
νΩD

1
2
N , (2.35)

のように表すことができる. これをカサス-イバーラパラメトリゼーションと呼ぶ [21]. このとき
湯川結合定数はニュートリノ混合角 θ12,θ13,θ23,ディラック位相 δcp,マヨラナ位相 α21,α23,軽い
ニュートリノの質量m1,m2,m3,マヨラナ質量M1, M2, M3,任意の 3×3複素直行行列Ωにより表す
ことができる.

2.3.4 宇宙バリオン数非対称性
バリオンは陽子や中性子,すなわちクォーク 3つから構成される粒子のことを指し,陽子,中性子

がバリオン電荷 1となるようにすると,クォーク場 (uLi ,uRi ,dLi ,dRi )はバリオン電荷 1/3を持つ.バ
リオンの数密度 nb と反バリオンの数密度 nb̄ を用いて,バリオン数密度 nB を

nB = nb −nb̄ , (2.36)

と定義する.宇宙で観測されるバリオン数が nB = 0であれば, “バリオン対称な宇宙”であるといい,

nB 6= 0であれば, “バリオン非対称な宇宙”であるという.

バリオン数 nB は光子の数密度 nγとの比,

η≡ nB

nγ
, (2.37)

(2.38)

を用いて評価される.ここで,温度 T における nγは

nγ =
gγ

(2π)3

∫
d 3p fγ(p) = 2ζ(3)

π2 T 3 , (2.39)

3右巻きニュートリノはシングレットであるので, νRI の再定義により,一般性を失うことなく MM は対角的に取るこ
とができる.
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gγ = 2は光子の自由度, fγ(p) = 1/[exp(E/T )−1], E = |p|で与えられる.

現在宇宙に存在する軽元素の量はビッグバン元素合成 (Big-Bang nucleosynthesis, BBN)と呼ばれ
る理論により非常によく説明されることが知られている. 図 2.1から, BBNにより現在の軽元素の
残存量を矛盾なく説明するためには,バリオン数と光子の数密度の比 ηbbn は,

5.8×10−10 ≤ ηbbn ≤ 6.5×10−10 (95% CL). (2.40)

と予言される [22].また,宇宙マイクロ波背景輻射 (CMB)の観測 [23]は 1σの誤差で, η= 6.12±0.04

を与える.

また,バリオン数の非対称度はバリオン数の密度 nB とエントロピー密度 sとの比で,

YB ≡ nB

s
, (2.41)

と表すこともできる.エントロピー密度 sと nγの比は,

s

nγ
=

2π2

45 g∗T 3

2ζ(3)
π2 T 3

' 7.04, (2.42)

となる.ここで, g∗は内部自由度であり, g∗ = 3.91である.よって, YB と ηの関係は,

η= s

nγ

nB

s
' 7.04YB , (2.43)

で与えられる.したがって CMBによる現在のバリオン数の存在量 Y obs
B は, 1σの誤差で,

Y obs
B = (8.69±0.057)× 10－ 11 , (2.44)

と与えられる.つまり現在の宇宙は “バリオン非対称な宇宙”である.

したがって, BBNによる元素合成が成功するためには, BBNの起きる O (1) MeVの宇宙よりも以
前 (温度 T À 1MeV)に宇宙バリオン数非対称性（Baryon Asymmetry of the Universe, BAU）の観測
量 Y obs

B が存在しなければならない.

宇宙の平坦性問題,地平線問題, CMBの密度揺らぎの起源などの観点から,インフレーション宇
宙が支持されている.インフレーション理論 [24–28]（詳しくは文献 [29, 30]においてレビューされ
ている.）を仮定すると,インフレーション期の宇宙は真空のエネルギーが支配的であり,それ以前
にバリオン数が存在していたとしても,インフレーション終了時には希釈され 0とみなすことが
できる. そのため,インフレーション終了以降からビッグバン元素合成までにバリオン数非対称性
が作られる必要がある.この非対称性を作る機構のことをバリオン数生成機構 (バリオジェネシス,

baryogenesis)と呼ぶ.

バリオン数非対称な宇宙が作られるためにはサハロフの 3条件と呼ばれる条件が全て満たされ
る必要がある.それらの条件は,

• バリオン数を破る過程が存在すること

• C対称性, CP対称性を破る過程が存在すること

• 熱平衡からずれた過程が存在すること

である. 1つ目の条件はインフレーション直後の宇宙ではバリオン数が 0であるので,バリオン数を
作るため,バリオン数を生成する過程が必要なためである.また C対称性が存在するとバリオンを
生成する過程と反バリオンを生成する過程が同数起きてしまうため C対称性が破れていることが
必要である.さらに CP対称性が存在すると,バリオンを作る過程とバリオンを減らす過程が同じだ
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図 2.1:軽元素存在量の予言値と観測値.紫,青,赤,緑の帯はそれぞれ BBNにより予言される 4He, D,
3He, 7Liの存在量を表す.黄色の箱はそれぞれの軽元素存在量の観測値を表している.マゼンタとシ
アンの斜線はそれぞれビッグバン元素合成による ηの予言値,宇宙マイクロ波背景放射による ηの
観測値である.図は文献 [22]より転載した.

け起きてしまう.このため C対称性と CP対称性が両方破れていることが必要である. 3つ目に,熱
平衡状態にあると,反応が可逆反応となり釣り合ってしまう. このためバリオン数を生成するため
には熱平衡からずれた反応が存在することが必要である.

標準模型では第一の条件は標準模型のラグランジアンはバリオン数を破っていない. しかし,ス
ファレロンと呼ばれる量子異常の効果により宇宙の高温領域（温度が O (102) GeV以上）ではバリ
オン数が活発に破れている. このため 1つ目の条件は満たすことができる. 二番目に標準模型では
弱い相互作用により C対称性は大きく破れている.さらに,カビボ-小林-益川 (CKM)行列の複素位
相により CP対称性が破れている.しかし,この破れの効果は小さく,観測されているバリオン数非
対称性を説明できるほど大きくはないことが知られている. したがって,二番目の条件は満足でな
い.三つ目の熱平衡からずれた過程の存在は電弱対称性の破れが一次相転移であれば満たすことが
できる. しかし,観測されたヒッグスの質量領域では電弱対称性の破れは一次相転移でないことが
示されているため,三つ目の条件も満たすことができない.このことから,宇宙バリオン数の非対称
性を説明するためには標準模型に何らかの拡張をする必要がある. 本研究では,前節でニュートリ
ノの質量を説明するために導入した,右巻きニュートリノがバリオン数の生成を担うレプトン数生
成機構 (レプトジェネシス, leptogenesis)に着目する.レプトン数生成機構によってバリオン数をど
のように生成するかの説明は次章で行う.
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第3章 右巻きニュートリノの反応によるバリオン
数の生成

前章において,標準模型では宇宙のバリオン数非対称性が説明できないことをみた.この章では
ニュートリノに質量を持たせるために導入した右巻きニュートリノにより BAUが説明できること
を見ていく.

3.1 レプトン数生成機構
標準模型では,バリオン数 B ,レプトン数 Lはラグランジアンレベルでは保存しているが,スファ

レロンと呼ばれる量子異常の効果により,バリオン数,レプトン数ともに破れる [31].この破れは B

と Lで同じだけ起こるので,バリオン数とレプトン数の和 (B +L)は破れている.しかしバリオン数
とレプトン数の差 (B −L)は保存する. B の生成量 YB と B −Lの生成量 YB−L は,

YB = 8N f +4NH

22N f +13NH
YB−L , (3.1)

で与えられる.ここで, N f はフェルミオンの世代数, NH はヒッグス二重項の数を表す.標準模型で
は, N f = 3, NH = 1なので,

YB = 28

79
YB−L , (3.2)

の関係で表される.スファレロンによって作られる B と Lの量は等しい.スファレロン過程以外で
Lが生成されれば, YB−L 6= 0となるため,その非対称性はスファレロン過程によりバリオン数の非対
称性にも転換され, YB 6= 0となる. B の生成量が Lの生成量に比べて十分小さいと, (B −L)はスファ
レロン過程以外で作られた Lに対応して相対的に逆符号の量となる.スファレロンによる B と Lの
破れは宇宙の温度がおよそ Tsph ' 131.7 GeVの時期まで働くため [32],レプトン数の破れを通じて,

バリオン数を破るためには,宇宙の温度が T > Tsph までにレプトン数が破れている必要がある.

非常に高温の宇宙において,右巻きニュートリノが崩壊することにより,レプトン数の非対称性
YL = nL/sを生成し,スファレロン過程により,作られたレプトン数をバリオン数に転換するバリオ
ン数の生成機構をレプトン数生成機構（レプトジェネシス, leptogenesis）[9]という.バリオン数が
生成されるためにはサハロフの 3条件を全て満足することが必要であった.レプトン数が生成され
るためにも同様に,

• レプトン数を破る過程が存在すること

• C対称性, CP対称性を破る過程が存在すること

• 熱平衡からずれた過程が存在すること

の条件が必要となる.これらがどのように実現されているかを以下で見ていく.
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図 3.1: 右巻きニュートリノのツリーレベル崩壊過程.左がレプトンと反ヒッグス,右が反レプトン
とヒッグスへの崩壊を表す.

3.1.1 レプトン数を破る過程
式 (2.19)で与えられるラグランジアンを考える.ここでは右巻きニュートリノ νRI のマヨラナ質

量が対角的MM = DN = diag(M1, M2, M3)の基底を取る.シーソー機構を考えると,軽いニュートリノ
(以下ではアクティブニュートリノと呼ぶ)の質量はMνで与えられ,その質量固有値はm1,m2,m3

である. (2.29)の質量を持つ重いニュートリノ NI も同時に存在する.このニュートリノの質量はほ
とんどマヨラナ質量であり,このニュートリノ NI と右巻きニュートリノ νR I との関係は,

NI ' νR I , (3.3)

であり,ほとんど右巻きニュートリノと同じようにみなせる1.したがって,本論文では重いニュー
トリノ NI も右巻きニュートリノと呼ぶ. NI は右巻きニュートリノ湯川相互作用項,

−FαI LαΦNI +h.c., (3.4)

を通じて相互作用する.

右巻きニュートリノ NI のマヨラナ質量項

−MI

2
N c

I NI +h.c., (3.5)

に着目する. NI はレプトン数 1を持つ場である. N c
I =C NI

T であるから N c
I は,

N c
I =−NI

T C †. (3.6)

よって,マヨラナ質量項 (3.5)はレプトン数を 2破るような項になっている.したがって,標準模型
にマヨラナ質量を持つ右巻きニュートリノを導入した理論ではレプトン数が破れている.

3.1.2 CP対称性の破れた過程
右巻きニュートリノはマヨラナ粒子であるため湯川相互作用を通じ,レプトン,反レプトンの両

方へ崩壊することができる.

NI → Lα+Φ, (3.7)

→ Lα+Φ. (3.8)

1νRI と νLα との混合 ΘαI が非常に小さいため無視した.
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この 2つの崩壊率はツリーレベルでは等しく,

Γ(NI → Lα+Φ) = Γ(NI → Lα+Φ)

= F †
IαFαI

16π
MI , (3.9)

となる. NI の崩壊過程において, (3.7), (3.8)が主要な寄与を占める.したがって, NI の崩壊率は全体
で以下のようになる.

ΓNI =
∑
α
Γ(NI → Lα+Φ)+∑

α
Γ(NI → Lα+Φ)

= (F †F )I I

8π
MI . (3.10)

崩壊の反応率 γNI は,

γNI ' neq
NI

K1(
p

aI z)

K2(
p

aI z)
ΓNI (3.11)

= (F †F )I I

8π3 M 4
1 aI

p
aI

K1(
p

aI z)

z
. (3.12)

で定義される.

aI =
(

MI

M1

)2

, (3.13)

z = M1

T
, (3.14)

とした. ここで, z は温度 T の逆数をM1で規格化したものであるから,宇宙の温度 T が下がる,つ
まり時刻が進むほど zは大きな値をとり, z ∼ 1が右巻きニュートリノ N1の崩壊が逆崩壊に比べて
優勢になる典型的な値である.また Ki (z), (Re[z] > 0), (i = 1,2, · · · )は変形ベッセル関数

K1(z)

z
=

∫ ∞

1
d y

√
y2 −1e−z y , (3.15)

K2(z)

z
=

∫ ∞

1
d y y

√
y2 −1e−z y , (3.16)

である. しかし, 1ループレベルを考えると,ツリーと 1ループの干渉による効果で崩壊率に違いが
生じる (図 3.2). この違いはパラメータ εI を用いて

εI ≡
∑

αΓ(NI → Lα+Φ)−∑
αΓ(NI → Lα+Φ)∑

αΓ(NI → Lα+Φ)+∑
αΓ(NI → Lα+Φ)

= 1

8π

∑
J 6=I

Im(F †F )2
I J

(F †F )I I

[
f

(
a J

aI

)
+ g

(
a J

aI

)]
, (3.17)

と表される [9].関数 f (x), g (x)は以下のようにした.

f (x) = x
1
2

{
1+ (1+x) log

( x

1+x

)}
, (3.18)

g (x) = x
1
2

1−x
. (3.19)

f (x)はツリーとヴァーテックス補正の 1ループとの干渉から生じる寄与, g (x)は輻射補正の 1ループ
との干渉から生じる寄与である.この εI がCP対称性の破れの大きさを表すパラメータである. (3.17)

式から湯川相互作用に複素位相があれば, εI 6= 0がとなる. (2.35)のパラメータ表現をとると,

F †F = 1

〈ϕ0〉2 D
1
2
NΩ†DνΩD

1
2
N , (3.20)
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図 3.2: NI → Lα+Φのツリーレベルと 1ループレベルの寄与.

である. DN , Dνは実数だから, εI 6= 0であるためには, Ωが複素行列であればよい. Ωは複素直行行
列なので, CP対称性を破る過程が存在するという条件も満たすことができる.

右巻きニュートリノ NI の質量 MI が階層的 (M1 ¿ M2 ¿ M3)の場合を考える.この場合にレプ
トジェネシスに有効なのは,最も軽い右巻きニュートリノ N1に依るものである. x À 1のとき,

f (x) '− 1

2
p

x
, (3.21)

g (x) '− 1p
x

, (3.22)

であるので,

ε1 = 1

8π

∑
J=2,3

Im(F †F )2
1J

(F †F )11

[
f

(
M 2

J

M 2
1

)
+ g

(
M 2

J

M 2
1

)]

= 1

8π

[
1

〈ϕ0〉2 ∑
i |Ωi 1|2mi M1

{(∑
j
Ω∗

j 1Ω j 2m j

)2

M1M2
−3M1

2M2

+
(∑

j
Ω∗

j 1Ω j 3m j

)2

M1M3
−3M1

2M3

}]

=− 3

16π〈ϕ0〉2 ∑
i |Ωi 1|2mi

[(∑
j
Ω∗

j 1Ω j 2m j

)2

+
(∑

j
Ω∗

j 1Ω j 3m j

)2]
M1, (3.23)

となる.よって, CPの破れ ε1は一番軽い右巻きニュートリノ質量M1に比例する.このことから,レ
プトジェネシスのシナリオにより BAUの観測量を説明するための右巻きニュートリノ質量には下
限が存在し,最も軽い右巻きニュートリノ質量 Ml i g htest ≳ O (109) GeVであることが見積もられて
いる [33].2

2右巻きニュートリノ νR がインフラトンの崩壊によって非熱的に生成されるシナリオでは,質量の加減は O (106) GeV
まで下げることができる [34–36].
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図 3.3: YN1 の熱平衡からのずれの例. a ≡ γNI
sH(T )z とし, a = 1,0.1,0.01の時の熱平衡からのずれ方を

みた.

3.1.3 熱平衡からずれた過程
右巻きニュートリノ残存量について考える.右巻きニュートリノの崩壊のみを考えた場合,以下

のような発展方程式に従う.

YNI

z
=− 1

sH(T )z

(
YNI

Y eq
NI

−1

)
γNI , (3.24)

ここで, s はエントロピー密度, H(T )は温度 T での宇宙の膨張率を表し,それぞれ以下の式で表さ
れる.

s = 2π2

45
g∗sT 3, (3.25)

H(T ) =
√

π2g∗s

90
.

T 2

Mpl
(3.26)

また, Y eq
NI
は熱平衡の時の NI の残存量であり,

Y eq
NI

= 45

2π4g∗s
aI z2K2(

p
aI z), (3.27)

で表される. (3.24)を見ると,ある時刻で YNI = Y eq
NI
の時,右辺は 0となり,その時刻において YNI は

変化しない.ところが, NI は質量を持つ粒子であるため, Y eq
NI
は z が大きくなると減少し, (3.24)の

右辺は 0からずれる.その際, (3.24)の右辺は, YNI を Y eq
NI
に近づけるように働くが,その近づき方は,

a ≡ γNI

sH(T )z
, (3.28)

の大きさによって決まる. a < 1であると YNI の熱平衡への近づき方は緩やかになり, NI の残存量
は熱平衡からずれる.つまり,熱平衡からずれた過程が存在するためには,右巻きニュートリノの反
応率 γNI が宇宙の膨張率 H(T )よりも小さくなることが必要である. (3.28)の分母を見ると T 4に比
例,つまり, z−4に比例している.一方, γNI は変形ベッセル関数 K2(z)が z À 1で指数関数的に小さ
くなる関数であるから,右巻きニュートリノの崩壊は熱平衡からずれて起きる.よって三番目の条
件も満たすことができる.

以上から,レプトン数を生成するための条件を全て満たすことができるので,レプトン数生成が
可能となる.
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図 3.4:右巻きニュートリノが中間状態に現れ,始状態から終状態でレプトン数が２減る (∆L = 2の)

過程.図の上段 2つが Lα+Φ→ Lβ+Φの過程.下段の 2つが Lα+Lβ →Φ+Φの過程.

3.2 散乱過程
前節で右巻きニュートリノの崩壊により,レプトン数を作ることができることを見た.この節で

は,右巻きニュートリノやレプトンの散乱の効果について見ていく.各散乱過程 i + j → k + l の反応
率は次式で定義される.

γ(i + j → k + l ) ≡ T

64π4

∫ ∞

(mi+m j )2
d s σ̂(s)

p
sK1

(p
2

T

)
. (3.29)

ここで, mi , m j は粒子 i , j の質量, σ̂(s)は i + j → k + l の無次元化された散乱断面積を表す.各過程
の σ̂(s)は巻末の付録 Bに載せている.

3.2.1 ∆L = 2の過程
右巻きニュートリノはマヨラナ質量項を持つためレプトン数を 2破ることができる.右巻きニュー

トリノが媒介粒子となる過程では図 3.4に表すような,右巻きニュートリノが中間状態に現れ,レ
プトン数を 2破る過程が存在する.これらの過程は,右巻きニュートリノが存在しなくなった後も
ウォッシュアウトとして寄与する.これらの過程の反応率を以下に記す.

• Lα+Φ→ Lβ+Φ , (Lα+Φ→ Lβ+Φ)

γ
(1)αβ
N ≡ γ(Lα+Φ→ Lβ+Φ), (3.30)

= γ(Lα+Φ→ Lβ+Φ) . (3.31)

• Lα+Lβ →Φ+Φ, (Lα+Lβ →Φ+Φ)

γ
(2)αβ
N ≡ γ(Lα+Lβ →Φ+Φ), (3.32)

= γ(Lα+Lβ →Φ+Φ) . (3.33)

18



図 3.5:右巻きニュートリノがトップ湯川を通じて相互作用する過程.始状態から終状態で標準模型
粒子のレプトン数が１増える.

外線のレプトンについて和をとった反応率を,

γ(i )
N = ∑

α,β
γ

(i )αβ
N , (3.34)

と定義する.

3.2.2 ∆L = 1の過程
標準模型のレプトン数を 1変化させる, ∆L = 1の過程は,右巻きニュートリノが湯川相互作用を通

じて,標準模型の粒子と相互作用する過程に現れる.ヒッグス場が媒介する寄与のため,湯川相互作
用ではトップ湯川を通じる過程の寄与が支配的になる.そのため図 3.5の反応率を考えればよい.ま
たこの過程は右巻きニュートリノの数を 1変化させる寄与も持つ.反応率はそれぞれ以下のように
なる.

• NI +Lα → tR +qL , (NI +Lα → tR +qL)

γ(1)α
NI t ≡ γ(NI +Lα → tR +qL), (3.35)

= γ(NI +Lα → tR +qL) . (3.36)

• NI +qL → Lα+ tR , (NI + tR → Lα+qL , NI + tR → Lα+qL , NI +qL → Lα+ tR )

γ(2)α
NI t ≡ γ(NI +qL → Lα+ tR ), (3.37)

= γ(NI + tR → Lα+qL), (3.38)

= γ(NI + tR → Lα+qL), (3.39)

= γ(NI +qL → Lα+ tR ), (3.40)

γ(i )
NI t =

∑
α
γ(i )α

NI t . (3.41)
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図 3.6: 右巻きニュートリノと SU (2)L ゲージボゾンとが関わる散乱過程についてのファインマン
図.始状態から終状態で標準模型のレプトン数が 1増える. U (1)Y ゲージボゾンとの過程は図の Aa

µ

を Bµに置き換えることで得られる.

と定義する.

また,ヒッグス場を通じて SU (2)L のゲージ場, U (1)Y のゲージ場と相互作用する過程も標準模型
粒子のレプトン数と右巻きニュートリノの数を 1だけ変化させる過程である.反応率は以下のよう
に書かれる.

• NI +Lα →Φ+ A, (NI +Lα →Φ+ A)

γ(1)α
NI A ≡ γ(NI +Lα →Φ+ A), (3.42)

= γ(NI +Lα →Φ+ A) . (3.43)

• NI + A → Lα+Φ, (NI + A → Lα+Φ)

γ(2)α
NI A ≡ γ(NI + A → Lα+Φ), (3.44)

= γ(NI + A → Lα+Φ) . (3.45)

• NI +Φ→ Lα+ A, (NI +Φ→ Lα+ A)

γ(3)α
NI A ≡ γ(NI +Φ→ Lα+ A), (3.46)

= γ(NI +Φ→ Lα+ A) . (3.47)
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図 3.7:右巻きニュートリノの対消滅過程

ここで, Aは SU (2)L ゲージボゾンを表し,反応率において, SU (2)L ゲージボゾンの寄与はすべての
寄与を足し合わせている.

γ(i )
NI A =∑

α
γ(i )α

NI A . (3.48)

とする. U (1)Y ゲージボゾンの寄与 γ(i )
NI B は γ(i )

NI A の Aを B と置き換えて定義する.

3.2.3 右巻きニュートリノの対生成・対消滅過程
この過程はレプトン数は変化しないが,右巻きニュートリノの数を変化させる効果がある.外線

に右巻きニュートリノが 2つ現れるため,エネルギーの高い領域で右巻きニュートリノの数の変化
に影響を及ぼす.反応率は以下のように表す.

• NI +NJ → Lα+Lβ

γ
(1)αβ
NI NJ

≡ γ(NI +NJ → Lα+Lβ). (3.49)

• NI +NJ →Φ+Φ

γ(2)
NI NJ

≡ γ(NI +NJ →Φ+Φ), (3.50)

γ(1)
NI NJ

= ∑
α,β

γ
(1)αβ
NI NJ

, (3.51)

と定義する.

3.3 レプトン数生成を記述する方程式
この節では,右巻きニュートリノ残存量とレプトン数生成量の時間発展の方程式を導いていく.
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3.3.1 ボルツマン方程式
膨張宇宙において粒子 ψの数の時間変化は以下の式で記述される.

dnψ

d t
+3Hnψ =−

∫
dΠψdΠa · · ·dΠi dΠ j · · · (2π)4δ(pψ+pa +·· ·−pi −p j −·· · )

× {|M (ψ+a +·· ·→ i + j +·· · )|2 fψ fa · · · (1± fi )(1± f j ) · · ·
− |M (i + j +·· ·→ψ+a +·· · )|2 fi f j · · · (1± fψ)(1± fa) · · · }. (3.52)

ここで,

dΠX = gX

(2π)3

d 3pX

2EX
, (3.53)

fX = 1

1±exp[−(EX −µX )/T ]
, (3.54)

である. EX = (
p2

X +m2
X

)1/2
, gX , µX はそれぞれ粒子 X (=ψ, a,b, · · · , i , j , · · · )のエネルギー,内部自由

度,化学ポテンシャルを表す.また,粒子 X の質量をmX とした. (3.52)の ±は +がボゾン, −がフェ
ルミオンの時の符号, (3.54)の ±の符号は +がフェルミオン, −がボゾンの時の分布関数である. H

は宇宙の膨張率を表す.また, |M |2は始状態と終状態でスピンの平均をとっている.

(3.52)左辺の第１項はψの数密度の時間変化を表し,第 2項は宇宙が膨張ことによる数密度の希
釈の効果を表している.右辺はψ+a+·· ·↔ i + j +·· · という反応でψが生成・消滅する効果を表し
ている.

3.3.2 右巻きニュートリノ残存量とレプトン数生成量のボルツマン方程式
2体から２体への散乱過程 (ψ+a ↔ i + j )を考えた場合,

YX = nX

s
, (3.55)

Y eq
X = neq

X

s
, (3.56)

とすると, (ψ+a ↔ i + j )の過程は Yψに対するボルツマン方程式の右辺に次のような寄与を与える.

− z

sH(M1)

 Yψ

Y eq
ψ

Ya

Y eq
a

− Yi

Y eq
i

Y j

Y eq
j

γ(ψ+a → i + j ), (3.57)

ここで, zはM1/T , H(M1)は宇宙の温度がM1の時の H(T )を表している.レプトン数の生成量はレ
プトンと反レプトンの差,

YL = Yℓ−Y
ℓ

, (3.58)

で定義され, Y l
L はレプトジェネシスによって付加的に生成されるレプトン数の生成量を表す.
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右巻きニュートリノ残存量とレプトン数の生成量について,前節までで議論した崩壊過程,生成
過程の寄与を含めると,ボルツマン方程式はそれぞれ以下のようになる.

dYNI

d z
=− z

sH (M1)

{(
YNI

Y eq
NI

−1

)(
γNI +2γ(3)

NI t +4γ(4)
NI t

)
+

3∑
J=1

(
YNI

Y eq
NI

YNJ

Y eq
NJ

−1

)(
γ(2)

NI NJ
+γ(3)

NI NJ

)}
, (3.59)

dY l
L

d z
=− z

sH (M1)

{
3∑

I=1

[
εI

(
1− YNI

Y eq
NI

)
γNI +

Y l
L

Y eq
ℓ

1

2
γNI

]

+ Y l
L

Y eq
ℓ

(
2γ(2)

N +2γ(13)
N

)
+ Y l

L

Y eq
ℓ

3∑
I=1

[
YNI

Y eq
NI

γ(3)
NI t +2γ(4)

NI t

+ YNI

Y eq
NI

(
γ(1)

NI A +γ(1)
NI B

)
+γ(2)

NI A +γ(3)
NI A +γ(2)

NI B +γ(3)
NI B

]}
. (3.60)

(3.59) は NI の数の変化に対するボルツマン方程式で, 右辺は崩壊・散乱による寄与を表してい
る. (3.60)はレプトン数の変化を表している.ここで, z = M1/T である.上付添字 "eq"は熱平衡時の
値を表す. 1自由度の質量を持たない粒子に対する熱平衡時の残存量を Y eq

ℓ
と表す.ボルツマン近

似を適用してここでは,

Y eq
ℓ

= 45

2π4g∗s
, (3.61)

とした.ここで,有効自由度 g∗sは標準模型の時,温度がトップクォーク質量以上の高温で g∗s = 106.75

となる.

ここで,右巻きニュートリノの質量に階層性 (M1 ¿ M2 ¿ M3)を仮定すると,レプトン数は右巻
きニュートリノの反応が熱平衡からずれることにより作られる.温度がM2よりも高い領域では N2

や N3の反応によりレプトン数が作られる可能性がある.しかし,質量を持つ粒子の数は (3.27)から,

その粒子の質量よりも低い温度になると指数関数的に減少する.このため,温度 T < M2の領域では,

右巻きニュートリノ N2, N3によって作られたレプトン数はウォッシュアウトによりなくなってし
まう.したがって, (M1 ¿ M2 ¿ M3)の仮定の下では,ボルツマン方程式 (3.59), (3.60)において,右巻
きニュートリノの寄与は N1 のみ取り入れればよい. YB−L はレプトジェネシスにより付加的に生
成されるレプトン数 Y l

L と,

YB−L =−Y l
L , (3.62)

という関係にあるので, (3.2)式から,最終的に残るバリオン数は以下のようになる.

YB =−28

79
Y l

L . (3.63)

3.4 レプトン数生成のフレーバー効果
前節で議論したボルツマン方程式ではレプトンフレーバーによる発展の違いを考慮していなかっ

た.宇宙の温度が O (1012) GeVより高いような非常に高温である場合には,荷電レプトン e, µ, τの湯
川相互作用が化学平衡に入っていないため, e, µ, τを区別できない.したがって,レプトンの発展を
一つのフレーバーとして扱うことができる.しかし,宇宙の温度が下がってくると,湯川相互作用が
化学平衡に入るためフレーバーが区別される.これらの温度は文献 [37]で評価されている.各湯川
相互作用が化学平衡に入る温度を表 3.1にまとめた.宇宙の温度が O (1011) GeVでタウレプトン湯川
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Tss 2.4×1013 GeV ストロングスファレロン
Tws 1.8×1012 GeV ウィークスファレロン
Tb 4.2×1012 GeV ボトムクォーク湯川
Tc 3.8×1011 GeV チャームクォーク湯川
Ts 2.5×109 GeV ストレンジクォーク湯川
Tu 1.9×106 GeV アップクォーク湯川
Td 8.8×106 GeV ダウンクォーク湯川
Tτ 3.7×1011 GeV タウレプトン湯川
Tµ 1.3×109 GeV ミューレプトン湯川
Te 3.1×104 GeV 電子湯川

表 3.1:スファレロン過程と湯川相互作用が化学平衡となる温度

を通じる相互作用が化学平衡に入る.この温度より下の領域では,レプトン数は 2つのフレーバー
状態を分けて考える必要がある.さらに, O (109) GeVの温度でミューレプトン湯川を通じた相互作
用が化学平衡に入る.これよりも下の温度では, 3つのフレーバーに分けて考える必要がある.電子
型レプトン湯川も O (104) GeVで化学平衡に入る.そのために,考える温度領域によって解くべき発
展方程式が変わってくる.このフレーバーによる発展の違いを考慮したレプトン数生成のシナリオ
をフレーバーレプトン数生成機構 (フレーバーレプトジェネシス, flavored leptogenesis) [38–46]と
いう.

フレーバーによる発展の違いを取り入れたボルツマン方程式は以下で与えられる.

dYNI

d z
=− z

sH(M)

{(
YNI

Y eq
NI

−1

)(
γNI +2γ(1)

NI t +4γ(2)
NI t

)
+

3∑
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(
YNI

Y eq
NI

YNJ

Y eq
NJ

−1

)(
γ(1)

NI NJ
+γ(2)

NI NJ

)}
, (3.64)

dYXα
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{
3∑
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∑
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(
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Y eq
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. (3.65)

ここで, Xα = B/3−Lα であり, B はバリオン数, Lα は各フレーバーのレプトン数を表す (3フレー
バーの場合は α = e,µ,τ).フレーバーが区別される場合には, B −L ではなく, Xα が保存量となる.

B −L(=∑
α Xα)数は,

YB−L =∑
α

YXα
, (3.66)

となるから,

YB = 28

79
YB−L =∑

α
YXα

, (3.67)
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となる. C L ,CΦは考える温度による Xαとレプトン数,ヒッグスとの間の関係であり,約 30 TeV以
下の温度領域の場合には以下で与えられる [40].

C L = 1

711

−211 16 16

16 −211 16

16 16 −211

 , (3.68)

CΦ = 8

79

(
1, 1, 1

)
. (3.69)

εIαは NI の崩壊によって生成されるフレーバー αへの非対称度で,

εIα ≡
Γ

(
NI → Lα+Φ

)
−Γ

(
NI → Lα+Φ

)
∑

αΓ
(
N I → Lα+Φ

)
+∑

αΓ
(
N I → Lα+Φ

) , (3.70)

で定義され,

εIα = 1

8π

∑
J 6=I

Im
[
F∗
αI FαJ (F †F )I J

](
F †F

)
I I

[
f

(
a J

aI

)
+ g

(
a J

aI

)]
, (3.71)

で与えられる.定義より,

εI =
∑
α
εIα, (3.72)

である. フレーバーレプトジェネシスでは,右巻きニュートリノの崩壊過程において,全体の CP対
称性の破れが 0 (εI = 0)であっても,各フレーバーの CP対称性が破れていれば (εαI 6= 0),散乱過程
により各フレーバーの非対称性は別々に発展するため,最終的なレプトンと反レプトンに数の差が
生じる.これは,フレーバーを区別しない通常のレプトン数生成機構の場合と大きく異なる点であ
る.また, (2.35)のパラメータ表現を取ると, εIαは, PMNS行列U にも依存することもわかる.した
がって,フレーバー効果を取り込むとアクティブニュートリノの混合角 θi j や CP位相 δCP, α21, α31

も宇宙のバリオン数生成量を決めるパラメータとなる.

3.5 共鳴レプトン数生成機構
レプトン数生成機構で作られるレプトン数は |εI |に比例して大きくなる.式 (3.23)で見たように

εI は右巻きニュートリノNI の質量MI に比例しているため,生成されるレプトン数も右巻きニュー
トリノの質量が大きくなるにつれ大きくなる3.このため,レプトン数生成機構により宇宙のバリオ
ン数非対称性を説明するために必要な右巻きニュートリノ質量には下限が存在し,その大きさは一
番軽い右巻きニュートリノ質量が O (109)GeVである [33].これは右巻きニュートリノ質量に階層性
M1 < M2 < M3がある場合の振る舞いである.右巻きニュートリノ質量が準縮退MI ' M J (I 6= J )し
ている場合にはMI が小さくても |εIα|を大きくできることが知られている.以下ではこのことを説
明する.

簡単のため,右巻きニュートリノが 2世代 N1, N2でM1 < M2である場合を考える.{
M1 = MN − ∆M

2

M2 = MN + ∆M
2

, (3.73)

3右巻きニュートリノ質量 MI が大きすぎるとウォッシュアウトによって生成されるレプトン数は減らされるため,
MI ∼ 1014 GeVではきちんと評価する必要がある.
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とする.ここで, MN はM1とM2の中心値, ∆M > 0は N1, N2の質量差である. N1と N2の質量が準
縮退M1 ' M2,すなわち ∆M ¿ MN である場合を考える.

δ≡ ∆M

MN
¿ 1, (3.74)

と定義すると,

f

(
M 2

2

M 2
1

)
= f

(
(1+δ/2)2

(1−δ/2)2

)
' 1+ (1+2log2)δ, (3.75)

g

(
M 2

2

M 2
1

)
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(
(1+δ/2)2

(1−δ/2)2

)
'− 1

2δ
− 1

2
. (3.76)

とできるので,
∣∣ f (M 2

2 /M 2
1 )

∣∣¿ ∣∣g (M 2
2 /M 2

1 )
∣∣である.よって,

εα1 = Γ(N1 → Lα+Φ)−Γ(N1 → Lα+Φ)∑
αΓ(N1 → Lα+Φ)+∑

αΓ(N1 → Lα+Φ)
,

' 1

8π

Im[F∗
α1Fα2(F †F )12]

(F †F )11

(
− 1

2δ

)
, (3.77)

とできる.式 (3.77)より, 2世代の右巻きニュートリノ質量差が小さいほど, ε1の大きさが大きくな
ることがわかる.つまり, 2つの右巻きニュートリノの質量差が小さいほど,レプトン数の差が作りや
すくなることを表している. 2つの右巻きニュートリノが縮退した質量を持ち共鳴的にレプトン数
を生成する機構を共鳴レプトン数生成機構（レゾナントレプトジェネシス, resonant leptogenesis）
という [10].共鳴レプトン数生成機構では,ニュートリノ湯川結合定数が小さい場合であっても,質
量の縮退度が大きことにより,レプトン数を作ることが可能である. そのため,右巻きニュートリノ
質量が O (109) GeVよりも小さい（e.g. O (1) TeV）場合であっても右巻きニュートリノの崩壊によっ
て十分な BAUを生成することができる. 4さらに 2世代の右巻きニュートリノの質量が縮退してい
るため,両方の崩壊によりレプトン数が生成される. CPの破れ方に注目する. ε2は, g (x)の寄与は
δ→−δと置き換えることで得られるので,

ε2 ' 1

8π

Im[F∗
α2Fα1(F †F )21]

(F †F )22

(
1

2δ

)
, (3.78)

となる.ここで,

(F †F )I I =
∑
α

|FαI |2 > 0, (3.79)

(F †F )I J = (F †F )∗J I , (3.80)

であるから,

Im[F∗
αJ FαI (F †F )J I ] =−Im[F∗

αI FαJ (F †F )I J ], (3.81)

となるので,

εα2 ' (F †F )11

(F †F )22
εα1 '

ΓN1

ΓN2

εα1, (3.82)

となり, ε1,2は同符号であることがわかる.

4右巻きニュートリノ質量がスファレロンの凍結する電弱スケール (O (102) GeV)程度よりも小さな質量を持つ場合に
は, νR の振動によるバリオン数生成が議論されている [11, 12, 47–49].
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図 3.8:因子 Aによる εαI の振る舞いの違い.質量の中心値 (M1+M2)/2 = MN ,質量差 (M2−M1) =∆M

とした時の,関数 |g (x)|(黒破線)x = (M2/M1)2と,
∣∣∣M1M2(M 2

1 −M 2
2 )/

[(
M 2

1 −M 2
2

)2 + A2
]∣∣∣ (青実線).

右巻きニュートリノ質量が縮退している場合の CP対称性の破れの大きさ, (3.77)式は量子効果
を正確に取り入れて評価しなければならない.量子効果を正確に考慮すると (3.77)式の CP対称性
の破れの大きさは以下のように修正される [10].

εα1 ' 1

8π

Im
[
F∗
α1Fα2

(
F †F

)
12

](
F †F

)
11

M1M2
(
M 2

1 −M 2
2

)(
M 2

1 −M 2
2

)2 + A2
(3.83)

ここで, (3.83)式の分母に含まれる Aは,

A = M1ΓN1 +M2ΓN2 , (3.84)

で定義される量である.図 3.8からも分かるように,質量差が崩壊率と比べて十分大きい (∆M À ΓNI )

場合には,式 (3.77)と式 (3.84)で大きさはおおよそ等しくなるが,質量差が ∆M ∼ ΓNI よりも小さく
なると違いが生じる (特に, (3.83)の大きさが最大となる ∆M = A/(2MN )の時, Aを考慮しない場合
と比べ, 1/2となる.)ため Aの正確な評価が重要である.この量はボルツマン方程式に基づいた評
価は精度が悪くなるが,文献 [50, 51]によって,より正確な評価法であるカダノフ-ベイム方程式を
用いて評価されており, (3.84)式のように見積もられている. (3.83)式の εαI , (I = 1,2)についても
(3.82)式の関係が成り立つ.

(3.83)式から右巻きニュートリノ質量が |M 2
I −M 2

J | = A, (I , J = 1,2, J 6= I )の条件を満たす時, |εαI |
は最大となることがわかる.このことは右巻きニュートリノの質量差が ∆M = ∆M∗ ≡ A/(2MN )を
満たす時に |εαI |が最大になることを意味し,この時に BAUの生成量 YB の大きさも最大となるこ
とを意味する.
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第4章 TeVスケール質量を持つ右巻きニュートリ
ノによるレプトン数生成

本章では将来加速器実験で到達可能な 1 TeVスケールの質量を持つ右巻きニュートリノを考え
る.1この質量の右巻きニュートリノは質量が O (109) GeVと比べてはるかに小さいので,通常のレ
プトン数生成機構では十分な量のバリオン数を生成できない.ここでは２世代の右巻きニュートリ
ノ質量が縮退した場合の共鳴レプトン数生成機構によるバリオン数の生成を考える.この機構であ
れば右巻きニュートリノ質量が 1 TeVと小さくても,質量の縮退性により右巻きニュートリノの崩
壊によるレプトン数の生成量が増え,十分な量のバリオン数を生成することができる. 2この場合フ
レーバー効果が働くため PMNS行列の複素位相もバリオン数非対称性の生成の起源となり得る.こ
こでは PMNS行列のディラック位相,マヨラナ位相と BAUとの相関について議論する.

右巻きニュートリノ νR の質量はラグランジアンレベルでレプトン数を 2破っている.このこと
が標準模型では起きない様々な現象を予言する. その一つが,ニュートリノを伴わない二重ベータ
(0νββ)崩壊 (Z , A) → (Z +2, A)+2e− [52]である.この崩壊率はニュートリノの有効質量meffによっ
て特徴付けられる.有効質量は,アクティブニュートリノの CP位相に依存するため, BAUの生成量
と関係する量となる. そこで,バリオン数の観測量から 0νββ崩壊の有効質量meffへ与える影響に
ついても議論する.本章の内容は筆者らの論文 [53]での議論に基づく.

4.1 TeVスケールの右巻きニュートリノ
初めに, 解析に用いる理論の枠組みを説明する. 標準模型に３世代の右巻きニュートリノ νR I

(I = 1,2,3)を加える.ラグランジアンは (2.19)式で与えられる.ここでは,荷電レプトンの質量行列
と νR のマヨラナ質量行列が共に対角なベースを取り, [MM ]I I = MI (MI > 0)と取ることにする.

アクティブニュートリノの非常に小さな質量を生成するためにシーソー機構を適用する,つま
りシーソー機構を適用できるための条件 MI À |[MD ]αI | = |FαI |〈Φ〉を仮定する. この場合,軽い方
の質量固有状態はアクティブニュートリノ νi (i = 1,2,3)となり,それらの質量mi はシーソー行列
Mν =−M T

D M−1
M MD を対角化した行列U †MνU∗ = Dν = diag(m1,m2,m3)によって与えられる.ここ

で, U は PMNS行列 [16, 17]である. δCPはディラック位相であり, α21,31はマヨラナ位相を表す.こ
れらの位相はニュートリノの CP対称性の破れと関係する重要なパラメータである.ニュートリノ
振動実験のグループにより表 4.1に示すような混合角 θi j ,質量二乗差 ∆m2

i j = m2
i −m2

j が得られて
いる [54].ニュートリノ質量の階層性については順階層型m3 > m2 > m1と逆階層型m2 > m1 > m3

の２つの可能性を調査する.

一方,大きな質量固有値は質量MI の重い右巻きニュートリノ NI である.ヒッグスの非零の真空
期待値を通して, NI とアクティブニュートリノ νi は νLα =Uαiνi +ΘαI NI のように混合する.ここ
で, ΘαI = [MD ]αI M−1

I である. この混合は ΘαI で抑制された右巻きニュートリノ NI の弱い相互作
用を導く.右巻きニュートリノ NI の性質は質量MI と湯川相互作用 FαI によって決まる.シーソー

1現在到達できている最大のエネルギーは LHC実験の重心系エネルギー p
s = 14TeV,現在計画中の加速器である FCC

は p
s = 100TeVである.

2右巻きニュートリノ質量が O (1) MeV-O (102) GeVと非常に小さくても, νR の世代間振動によって十分な量の BAUを
生成することが可能である [11, 12, 47–49].
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θ12 θ23 θ13 ∆m2
21 [eV2] ∆m2

3ℓ [eV2]

NH 33.62◦ 47. 2◦ 8. 54◦ 7.40×10−5 +2.494×10−3 (ℓ= 1)

IH 33.62◦ 48. 1◦ 8. 58◦ 7.40×10−5 −2.465×10−3 (ℓ= 2)

表 4.1:複数のニュートリノ振動実験の結果を統合して得られたニュートリノの混合角,及び質量二
乗差 [54].

機構を通してニュートリノ振動の観測値,混合角と質量二乗差を常に得るために,湯川相互作用を
(2.35)式のカサス・イバーラパラメトリゼーションによって表す [21]. ここで, Ωは任意の 3×3複
素直行行列で,

Ω=

 cosω12 sinω12 0

−sinω12 cosω12 0

0 0 1


 cosω13 0 sinω13

0 1 0

−sinω13 0 cosω12


 1 0 0

0 cosω23 sinω23

0 −sinω23 cosω23

 , (4.1)

のように表す.ここで, ωI J は複素の混合パラメータである.

簡単のため,この解析では我々は２世代の右巻きニュートリノ質量がシーソー機構とレプトン数
生成に寄与する場合を考える. 残った１世代の右巻きニュートリノ質量は十分大きく,湯川相互作
用は十分小さいとする.このように仮定することで一番軽いアクティブニュートリノの質量は 0と
なる,すなわち順階層型な質量の場合m3 > m2 > m1 = 0であり,２世代の右巻きニュートリノ νR2

及び νR3の混合パラメータは,

ω12 =ω13 = 0, ω23 6= 0, (4.2)

と取ることを考える.一方で逆階層型的m2 > m1 > m3 = 0な場合 νR1, νR2の混合パラメータは,

ω13 =ω23 = 0, ω12 6= 0, (4.3)

となる. この状況のもとで, BAUの源となり得る CP対称性を破るパラメータは,ディラック位相
δCP,マヨラナ位相の 1種類の組み合わせ i.e. NHの場合 (α21 −α31) , IHの場合 α21と右巻きニュー
トリノの混合パラメータの虚部, i.e. NHの場合 Imω23, IHの場合 Imω12 となる. この解析では, CP

対称性の破れが PMNS行列にのみあることを仮定し, ωI J は実数と取る. このことについては例え
ば文献 [43–45, 47]を参照のこと.次の節では 1 TeVスケールの質量を持つ２世代の右巻きニュート
リノによって十分な量の BAUが生成可能かどうかを議論する.

4.2 バリオン数非対称性とレプトンセクターのCP対称性の破れ
この節ではTeVスケールの右巻きニュートリノによる共鳴レプトン数生成機構 [10]を通じたバリオ

ン数生成のシナリオを調査する.式 (2.44)で与えられたBAUの観測値は右巻きニュートリノの質量が
十分縮退していると説明することが可能である.ここでは,順階層型の場合には, M3 = MN +∆M/2,

M2 = MN −∆M/2 ととり, 一方逆階層型の場合には M2 = MN +∆M/2, M1 = MN −∆M/2 ととる
(MN À ∆M > 0). この場合には, BAUの生成は宇宙の温度が TeVスケールの時に最も有効となり,

レプトン数生成機構におけるフレーバー効果を取り入れる必要がある [39–46] .このことは PMNS

行列に現れる CP対称性の破れによるバリオン数の生成に対して決定的に重要である3. これから,

3BAUの PMNS行列に対する依存性は非常に重い右巻きニュートリノに対して 1フレーバーレプトジェネシスを考
えた場合にはその影響は消える (∑

α εαI = 0
)
.
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TeVスケールの右巻きニュートリノによる BAUの生成量と PMNS行列に含まれる低エネルギーで
の CP非対称性のパラメータに対する依存の仕方を見積もる.

この解析では, BAUの生成量を見積もるために (3.65)式のボルツマン方程式を用いる. ただし,

ゲージ相互作用を通じた散乱過程については考慮しない.右巻きニュートリノ NI の崩壊過程にお
いて,ニュートリノ湯川相互作用が CP対称性を破るため,にツリーレベルとヴァーテックス,輻射
補正の 1ループレベルのダイアグラムとの表面項によりレプトン数非対称性が生成される.この破
れの度合いを表す非対称パラメータ εαI は (3.70)式で定義され,今, ∆M ¿ MN の場合を考えると,

輻射補正からくる寄与がヴァーテックスからくる寄与と比べて非常に大きくなるため,ヴァーテッ
クス補正からの寄与は無視できる.そのため εαI は (3.82)式と同様に,

εαI ' 1

8π

∑
J 6=I

Im
[

F∗
αI FαJ

(
F †F

)
I J

]
(
F †F

)
I I

MI M J

(
M 2

I −M 2
J

)
(
M 2

I −M 2
J

)2 + A2
, (4.4)

で与えられる [10].この式において, A = MIΓNI +M JΓNJ である.εαI の PMNS行列への依存の仕方に
ついては,付録 Cに示した.右巻きニュートリノ質量が A = |M 2

I −M 2
J |の条件を満たす時 |εαI |は最

大となる. すなわち,右巻きニュートリノの質量差が ∆M = ∆M∗ ≡ A/(2MN )を満たす時に |εαI |が
最大となり,順階層型の場合には,

εα2|∆M=∆M∗ '− 1

16π

Im
[
F∗
α2Fα3

(
F †F

)
23

](
F †F

)
22

M2M3

M2ΓN2 +M3ΓN3

=− 1

2π

Im
[
F∗
α2Fα3

(
F †F

)
23

](
F †F

)
22

(
F †F

)
33

M2ΓN3

M2ΓN2 +M3ΓN3

, (4.5)

εα3|∆M=∆M∗ '− 1

2π

Im
[
F∗
α2Fα3

(
F †F

)
23

](
F †F

)
22

(
F †F

)
33

M3ΓN2

M2ΓN2 +M3ΓN3

, (4.6)

となる.一方で逆階層型の場合には,

εα1|∆M=∆M∗ '− 1

2π

Im
[
F∗
α1Fα2

(
F †F

)
12

](
F †F

)
11

(
F †F

)
22

M1ΓN2

M1ΓN1 +M2ΓN2

, (4.7)

εα2|∆M=∆M∗ '− 1

2π

Im
[
F∗
α1Fα2

(
F †F

)
12

](
F †F

)
11

(
F †F

)
22

M2ΓN1

M1ΓN1 +M2ΓN2

, (4.8)

となる.今後, ∆M =∆M∗の時の BAUの生成量は Y MAX
B と書く. ImωI J = 0の時, ∆M∗を具体的に書

き下すと以下のようになる.

∆M∗ =
M 2

N

16π〈ϕ0〉2 (m2 +m3) 順階層型, (4.9)

∆M∗ =
M 2

N

16π〈ϕ0〉2 (m1 +m2) 逆階層型. (4.10)

具体的な計算は付録 Cを参照すること. NI の生成量 YNI とバリオン数 B と世代ごとのレプトン数
Lαの差 Xα = B/3−Lαに対するボルツマン方程式を用いて BAUの生成量を評価する. 4初期条件は
YNI = Y eq

NI
, Xα = 0とする,ここで Y eq

NI
は YNI が熱平衡の時の量を表す.方程式を初期温度 Ti À MN

5

から T f = Tsph まで解き, BAUの生成量を計算する. ここで, Tsph はスファレロン凍結温度で観測
されたヒッグスボソン質量に対しては Tsph = 131.7 GeV [32]となる. 右巻きニュートリノ質量を
MN = 1 TeVととり,質量差を ∆M =∆M∗と取ることにより,バリオン数生成量の最大値 Y MAX

B を評
4カダノフ-ベイム方程式を用いたレプトン数の評価については文献 [55, 56]で行われている.
5数値計算では Ti /MN = 100とする.
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図 4.1: 順階層型の場合の Y MAX

B の等高線. Y MAX
B は色の明るいところで正の値,暗いところで負の

値を取る. 左側の図は Reω23 = π/4とした時の δCP-(α21 −α31)平面,右側の図は α21 −α31 = πとし
た時の Reω23-δCP平面をそれぞれ表す.緑色の線はニュートリノ振動実験によって示唆されている
δCPの中心値を表している.

価する. 加えて,前節で説明したように CP対称性の破れがアクティブニュートリノの混合行列U

のみによって起きている場合（i.e. ImωI J = 0ととる.）を考える.アクティブニュートリノの混合角
θi j と質量二乗差∆mi j は簡単のために表 4.1に示した中心値を用いる.この状況において, YB が CP

位相 δC P と αi j ,右巻きニュートリノの混合角 ReωI J にどのように依存しているかを見積もる.

最初に,図 4.1に示した順階層型の場合を見ていく. Y MAX
B が O (10−6)の大きさで生成されること

がわかる,これは (2.44)でみた観測されている BAUの値に比べてはるかに大きい. 左側の図は右
巻きニュートリノの混合角を Reω23 = π/4と取った時のディラック位相とマヨラナ位相に対する
Y MAX

B の等高線を表している. ここで, Y MAX
B は ∆M = ∆M∗ とした結果を示している. つまり図の

Y MAX
B ≥ Y obs

B の領域では (2.44)の Y obs
B は質量差 ∆M ≥∆M∗を調整することにより説明可能である

ことを意味する.この場合に順階層型で意味のあるマヨラナ位相の組み合わせは α21 −α31である.

図 4.1から BAUの生成量はディラック位相とマヨラナ位相の両方共に強く依存していることがわ
かる. 6つまり,ディラック位相に対する実験, e.g.加速器ニュートリノ [20, 58],からの情報は BAU

の符号の決定に非常に重要となることを意味する. YB の CP対称性を破る位相への依存の仕方は近
似的に,

YB ∝ sin
(α21 −α31

2
+δCP

)
, (4.11)

で与えられる. この依存の仕方は εαI の構造とウォッシュアウト効果の強さ, つまり部分崩壊率
Γ

(
NI → Lα+Φ

)
の構造,から見積もることができる.一方で,図 4.1の右側の図は α21 −α31 =πとし

た時の混合角 Reω23と δCP平面における YB の等高線を表す. Y MAX
B は Reω23に依存することがわ

かり, BAUの観測量は νR の混合角が Reω23 = 0, π/2となる時に説明できないことがわかる.

次に逆階層型の場合を考える.図 4.2から Y MAX
B は大体 O (10−8)であることがわかり,従って逆階

層型の場合の共鳴レプトン数生成は順階層型の場合と比較して効果が小さくなることがわかる.さ
らに CP位相への依存の仕方も順階層型の場合とは異なる.図 4.2の左側の図は Reω21 =π/4とした

6Imω23への依存の仕方は文献 [57]で議論されている.
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図 4.2: 逆階層型の場合の Y MAX

B の等高線. Y MAX
B は明るい領域ほど大きく,暗い領域ほど小さい.左

の図は Reω12 =π/4とした時の δCP-α21平面,右側の図は α21 =πとした時の Reω12-δCP平面をそれ
ぞれ表している.緑色の実線はニュートリノ振動の global analysisの δCPの中心値を表している.

時の δCP-α21平面における Y MAX
B の等高線を表している.これから YB のマヨラナ位相への依存は順

階層型の時と同様に重要であることがわかる. ところが,ディラック位相への依存の仕方は順階層
型の時と比べて非常に穏やかになることがわかる.この振る舞いはα21 =πと取った時の Reω12-δCP

平面での Y MAX
B の等高線を表した右側の図からも読み取ることができる. YB の CP位相への依存の

仕方は近似的に,

YB ∝ sin
(α12

2

)
. (4.12)

で与えられる. ただし, NHの場合と比べて上記の依存性を乱すサブリーディングの効果は大きい.

νR の混合角が Reω12 = 0, π/2となる時, NHの時と同様 BAUの観測値は説明できない.加えて, BAU

の符号は Reω12の符号と関連している.

上で述べたように, Y MAX
B はディラック位相,マヨラナ位相, νR の混合角に依存する. ディラック

位相を文献 [54]のニュートリノ振動実験から得られる中心値に取った場合について議論する.

δCP =
{

−0.700π (234 ◦) (順階層型の場合)

−0.456π (278 ◦) (逆階層型の場合)
. (4.13)

この場合,図 4.3に示したように BAUの符号はマヨラナ位相と νR の混合角によって決定される.左
図は順階層型の場合における Reω23-(α21 −α31)平面での Y MAX

B の等高線を表す. 興味深いことに,

マヨラナ位相の値がどのような場合であっても, Reω23 を適切に選ぶことで,正しい YB の値が実
現できることがわかる. 一方で,図 4.3の右側の図は逆階層型の場合における Reω12-α21 平面での
Y MAX

B の等高線を表す.バリオン数の生成は Reω12 < 0と Reω12 > 0の両方で実現できることがわか
る. Reω12 < 0の時 α21 ' 2πが必要であり,この時には δCPによる CPの破れも必要であることがわ
かる.

νR のマヨラナ質量の平均値MN との依存性について述べておく. 今考えている状況では, ∆M =
∆M∗としたため,式 (4.5)から (4.8)で与えられる CP対称性の非対称度パラメータ εαI はMN に依
存しない.これは Y MAX

B は大体MN ≲ 30 TeVの領域では,得られる結果がMN には依存しないこと
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図 4.3: 式 (4.13)にディラック位相を取った時の Y MAX
B の等高線.順階層型の場合が左側の図,逆階

層型の場合が右側の図を表す. YB が正の領域は明るい色,負の領域は暗い色に示している.

を意味する. このような質量領域ではMN の小さな依存性がMN とスファレロン凍結温度 Tsphの
相対的な大きさから生じる. MN が TeVスケールの領域の時,レプトン数生成が起きるのは Tsphか
ら離れていない温度のときである. これはウォッシュアウト過程のために,レプトン数をバリオン
数へ転換するのが妨げられることを意味する.そのために最終的な BAUの値はMN に依存する.も
しMN が Tsphよりも十分に大きければ, T = Tsphに達する前に YB が凍結するためこのような効果
は消える.加えて, Y MAX

B は散乱過程からも影響を受けるため,これらからMN の小さな依存性が生
じる. 一方で, MN ≳ 30 TeVの時には,全てのクォーク,電子を含む全てのレプトンの湯川相互作用
による反応がレプトン数生成時期に熱平衡であるとする我々の解析の仮定が成立しなくなる [37].

そのような場合には,フレーバー効果に対する取り扱いを変えなければならないため, Y MAX
B の評価

は大幅に修正される.それゆえ,ここで示した解析結果はMN が 30 TeVと比べ十分小さいならばそ
の大きさによらない.

共鳴レプトン数生成機構による BAU生成量の解析から,生成される BAUの符号と大きさはディ
ラック位相とマヨラナ位相の両方に依存していることが分かった.そのうちディラック位相につい
ては,ニュートリノ振動実験によって観測が期待されている.ここでの議論から,レプトジェネシス
の検証のためにはディラック位相 δCPだけでなく,マヨラナ位相 α21,α31を測定することも重要で
あることが分かった.ディラック位相が測定されれば,残りのパラメータは,右巻きニュートリノ質
量のパラメータを除いて,マヨラナ位相 αi j と ReωI J である.地上実験によって,これらのパラメー
タ, i.e.αi j とアクティブニュートリノと右巻きニュートリノの混合角ΘαI が測定されれば, BAU生
成のシナリオを検証することが可能であると言える. そこで,マヨラナ位相 αi j が関わる物理現象
であるニュートリノを伴わない二重ベータ (0νββ)崩壊について次節でみていく.

4.3 ニュートリノを伴わない二重ベータ崩壊
シーソー機構を考えるとアクティブニュートリノはマヨラナフェルミオンとなり,標準模型と

は対照的にレプトン数が破れている. レプトン数が破れている一つの面白い過程は 0νββ 崩壊:

(A, Z ) → (A, Z +2)+2e− [52]である.その崩壊率はm2
effに比例する.ここでニュートリノ有効質量は
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図 4.4: ニュートリノを伴わない二重ベータ崩壊における有効ニュートリノ質量meffのマヨラナ位
相への依存性.順階層型の場合, (α21 −α31)(左図).逆階層型の場合, α21 (右図).

次式で与えられる.

meff =
∣∣∣∑

i
miU 2

ei

∣∣∣ . (4.14)

ここで,有効質量にはアクティブニュートリノのみの寄与を取り入れている. 右巻きニュートリノ
からの寄与については考えている状況では無視できる.

シーソー機構のニュートリノ質量に２世代の右巻きニュートリノのみが寄与する場合を仮定した
ため,一番軽いアクティブニュートリノ質量は 0となる.この場合には有効質量は順階層型の場合,

m2
eff = m2

2 c4
13 s4

12 +m2
3 s4

13 +2m2 m3 c2
13 s2

12 s2
13 cos(α21 −α31 +2δCP) , (4.15)

逆階層型の場合,

m2
eff = c4

13

[
m2

1 c4
12 +m2

2 s4
12 +2m1 m2 c2

12 s2
12 cosα21

]
, (4.16)

となる. 2つの式を見れば, meffが CP位相と同様にアクティブニュートリノの混合角にも依存する
ことがわかる.式 (4.13)で示した δCPの中心値,混合角,質量二乗差についてもニュートリノ振動実
験の中心値を代入すると図 4.4に示したようにマヨラナ位相によって有効質量は決定できる.許さ
れる有効質量の範囲は,

meff =
{

(1.5−3.7) meV (順階層型の場合)

(18−48) meV (逆階層型の場合)
. (4.17)

ここで順階層型の時は α21−α31 = 0.4πと 1.4π,逆階層型の時は α21 =πと 0でそれぞれ有効質量が
最初値,最大値を取る.

前節で見たように,共鳴レプトン数生成によるシナリオが成功するためには右巻きニュートリノ
の混合角 (i.e.順階層型の場合 Reω23,逆階層型の場合 Reω12)と同様にマヨラナ位相 (i.e.順階層型の
場合 α21 −α31 ,逆階層型の場合 α21)が特定の範囲を取ることが必要であった.それゆえに,レプト
ン数生成により十分な量の BAUを生成するためにはmeffの範囲が限定されることが期待される.
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図 4.5: 有効ニュートリノ質量meffに対する BAUの生成量 Y MAX
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−π/4と (α21 −α31) = 0から π (赤十字), Reω23 =+π/4と (α21 −α31) = 0から π (赤点), Reω23 =−π/4

と (α21 −α31) = πから 2π (青十字), Reω23 =+π/4 and (α21 −α31) = πから 2π (青点),のように取っ
た.右図は順階層型の場合で, Reω12 =−π/4と α21 = 0から π (赤十字), Reω12 =+π/4と α21 = 0から
π (赤点), Reω12 =−π/4と α21 = πから 2π (青十字), Reω12 =+π/4と α21 = πから 2π (青十字).水平
の実線は BAUの観測値 Y obs

B .

右巻きニュートリノの混合角 Reω23か Reω12を与えると Y MAX
B とmeffが依存する決まらないパ

ラメータはマヨラナ位相だけであるので,これらの間に非自明な関係を与えることができる. この
関係を図 4.5に示した. 特に,混合角の値を変えることによりmeff-Y MAX

B 平面で奇跡が描かれる特
徴がある.

図 4.6において BAUの観測量を説明するために, meffの範囲に対して与えられる予言を示す.順
階層型の場合, 0νββ崩壊に対する影響は Reω23の値に依存して異なる. Reω23 < 0の時, meffの予言
される範囲は BAUによって影響を受けない. ところが, Reω23 > 0の場合, meff は BAUの観測値を
説明するためには下限を持つことがわかる.したがって, Reω23を特定しないと, BAUによってmeff

上限と下限は影響を受けないが, Reω23が正の値を取る場合には, meffの範囲は狭まる.また, ∆M が
大きくなると BAUの観測量は上限も与える.そして, ∆M ≥O (105)∆M∗となると許される領域がな
くなる,すなわち十分なバリオン数を生成する領域がなくなることを意味する.

一方で,逆階層型の場合,バリオン数生成は Reω12 6= 0, π/2で実現できる. Reω12 < 0の場合には,

BAUはマヨラナ位相が α21 ' 2πであることを要求する,すなわちこれはmeffが許される最大値付
近の値に予言されることを表す. さらに,先にも述べたようにmeff は BAUからさらに上限がつく
可能性がある.図 4.6に見られるようにバリオン数の生成が成功する領域は ∆M ≳ 300∆M∗で消失
する.

この解析ではディラック位相の値に式 (4.13)の値を用いた.順階層型の場合図 4.6の許される領
域は δCPの値によって変わる.一方で逆階層型の場合には許される領域はほとんど変わらない.順
階層型の場合, Reω23 > 0の時には δCPが中心値から 200◦に近ずくほど有効質量に対してより厳し
い下限を与える.一方で δCPが 270◦に近づくと下限に対する制限は弱くなる.一方で, Reω23 < 0の
場合にはデイラック位相を中心値から 1σの範囲 (δCP = 203◦− 277◦ [54])で動かした場合にも上限
と下限は変わらない.この違いは YB の δCP依存性から生じている.このため,実験によって δCPを
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図 4.6: BAUを説明する有効質量meffの範囲.左図がNH,右図が IHの場合である.灰色の色付きの領
域が許される. NHの場合,赤線は∆M = 1.0×104∆M∗の時の許される上限,青線は∆M = 6.0×104∆M∗
の時の許される上限をそれぞれ表している. NHの場合,赤線は∆M = 1.0×102∆M∗の時の許される
上限,青線は ∆M = 2.5×102∆M∗の時の許される上限をそれぞれ表している.

決定することは 0νββ崩壊だけでなく, BAUの予言に対しても重要である.
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第5章 モジュラー A4不変な理論におけるレプト
ン数生成

標準模型には同じゲージ電荷を持ち,質量の異なるフェルミオンが３世代存在する (e.g. , d ,c,b).

これらのフェルミオンは互いに混合している. 標準模型では質量や混合の大きさといったフレー
バー構造を説明することはできない.フレーバー構造の起源として面白いのはフェルミオンの世代
間対称性を考え,対称性が破れた結果として,フレーバー構造が説明されるものである. これはフ
レーバー対称性と呼ばれる.特に,レプトンセクターに注目すると,３世代のニュートリノ νe ,νµ,ντ
の混合の大きさはトリ・バイマキシマル混合 (sin2θ12 ' 1/3,sin2θ23 ' 1/2,sin2θ13 ' 0)に近く,その
混合が自然に説明される非可換離散対称性 S3, A4, S4, A5などが調べられてきた [59–63].

近年, モジュラー群の部分群 Γ3 ' A4 を対称性として持つレプトンフレーバー模型が提案され
た [13].モジュラー対称性とは二次元トーラス T 2の幾何学的対称性であり,トーラスはモジュラス
と呼ばれる複素場によって特徴付けられる.モジュラー群にはその有限部分群として S3, A4, S4, A5

が存在する [64]. モジュラー対称性をフレーバー対称性として持つ枠組みでは,湯川結合はモジュ
ラー形式によって書かれ,これはフレーバー対称性の非自明な表現を持つモジュラスの関数として
記述される. 湯川結合がこれらの特徴を持つので,フレーバー対称性を破るゲージシングレットの
スカラー場を必要としない模型構築が可能となる.レプトンセクターのモジュラー対称性に基づく
模型として, S3 [65], A4 [13, 14, 65–71], S4 [72–74], A5 [75, 76]が調査されてきた.

モジュラー対称性は超弦理論の観点からも面白く,トーラスコンパクト化は余剰次元の最も単純
なコンパクト化の一つであり,超弦理論の余剰次元コンパクト化によってモジュラー対称性やその
有限部分群をフレーバー対称性として導くような理論的研究もされている [77–82].

レプトンセクターにモジュラー対称性を持つ模型では,次元 5のワインバーグ演算子や右巻き
ニュートリノによるシーソー機構によって,ニュートリノ質量や混合角を予言する. このような右
巻きニュートリノを含む理論において,右巻きニュートリノによるレプトジェネシスにより BAUを
説明可能かどうかが疑問としてあげられる.そこで本章ではレプトンセクターにモジュラー群の商
群である Γ3対称性を持つ模型を検討し,これがニュートリノ振動の観測値を説明し,かつ宇宙のバ
リオン数非対称性を説明可能な理論であるか調査する. さらに,宇宙のバリオン数とニュートリノ
セクターの CP対称性を破る非対称度パラメータとの相関を明らかにする.この章の内容は筆者ら
の論文 [83]に基づいて議論する.

5.1 モジュラー群とその商群
この説では,トーラス上のモジュラー対称性について説明する. 二次元トーラス T 2 は R2/Λに

より構成される. ここで Λは２次元格子を表す. 複素平面 R2とし, Λの基底ベクトルを α1 = 2πR,

α2 = 2πRτとする. ここで, R は実数で τはモジュラスと呼ばれる複素平面上の上半平面の値を取
る複素数である (i.e. Imτ> 0).このような格子を構成する基底ベクトルの選び方は 1通りではない.

二次元格子 Λは以下のような基底ベクトル α′
1, α′

2で張ることができる.(
α′

2

α′
1

)
=

(
a b

c d

)(
α2

α1

)
,

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z), (5.1)
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ここで,

SL(2,Z) =
{(

a b

c d

)∣∣∣∣∣a,b,c,d ∈Z, ad −bc = 1

}
≡ Γ. (5.2)

である.この変換をモジュラス τ≡α2/α1の意味で書き直すと以下のようになる.

τ→ τ′ = γτ= aτ+b

cτ+d
,

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z). (5.3)

モジュラー群は二次元格子 Λを変えないような変換群である. (5.3)から, γと −γは τに作用し同
じ点に移す.つまり,モジュラー群は PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{I,−I} ≡ Γと準同型な群である. ここで,

I = diag(1, 1)は単位行列である.モジュラー群は 2つの生成子 Sと T によって作られる. Sと T は
それぞれ以下のような形で与えられる行列である.

S =
(

0 1

−1 0

)
, T =

(
1 1

0 1

)
. (5.4)

モジュラス τに対してはそれぞれ次のように作用する. S : τ→−1/τ, T : τ→ τ+1. S, T について次
のような代数的関係が得られる.

S2 = I, (5.5)

(ST )3 = I. (5.6)

次のような群 Γ(N ), N = 1,2,3, . . . を導入する.

Γ(N ) =
{(

a b

c d

)
∈ SL(2,Z),

(
a b

c d

)
=

(
1 0

0 1

)
(mod N )

}
. (5.7)

また, N = 1,2に対して Γ(N ) = Γ(N )/{I,−I}, N > 2に対して Γ(N ) = Γ(N )と定義する. 群 Γ(N )はモ
ジュラー群の無限部分群である.商群 ΓN ≡ Γ/Γ(N )はモジュラー群の有限部分群であり,有限モジュ
ラー群と呼ばれる.有限モジュラー群 ΓN において,生成子はさらに T N = Iという代数的関係を満
たしている. N = 2,3,4,5について群 ΓN はそれぞれ S3, A4, S4, A5と同型である [64].

重さ k,レベル N のモジュラー形式 f (τ)は Γ(N )のもとで次のように変換する正則関数である.

f (γτ) = (cτ+d)k f (τ), γ ∈ Γ(N ). (5.8)

ここで k は負でない偶数をとり,モジュラーウェイトと呼ばれる. Γ3 ' A4の場合, A4で重さ 2の 3

表現のモジュラー形式 Y A4 (τ) = (Y1(τ),Y2(τ),Y3(τ))T は具体的に次のように与えられる [13]. 1

Y1(τ) = i

2π

(η′(τ/3)

η(τ/3)
+ η′((τ+1)/3)

η((τ+1)/3)
+ η′((τ+2)/3)

η((τ+2)/3)
− 27η′(3τ)

η(3τ)

)
,

Y2(τ) = −i

π

(η′(τ/3)

η(τ/3)
+ω2 η

′((τ+1)/3)

η((τ+1)/3)
+ω

η′((τ+2)/3)

η((τ+2)/3)

)
, (5.9)

Y3(τ) = −i

π

(η′(τ/3)

η(τ/3)
+ω

η′((τ+1)/3)

η((τ+1)/3)
+ω2 η

′((τ+2)/3)

η((τ+2)/3)

)
.

ここでデデキントのエータ関数 η(τ)は η(τ) = q1/24 ∏∞
n=1(1−qn), q = e2πiτで与えられる. η(τ)関数

は Sと T 変換の下でそれぞれ次のように振る舞う.

S変換: η(−1/τ) =
p
−iτη(τ), (5.10)

T 変換: η(τ+1) = e iπ/12η(τ), (5.11)

1レベル N ,重さ k のモジュラー形式については巻末の付録 Fを参照のこと.
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η(τ)24は重さ 12のモジュラー形式である. (5.9)式のモジュラー形式の q 展開は,

Y1(τ) = 1+12q +36q2 +12q3 +·· · ,

Y2(τ) = −6q1/3(1+7q +8q2 +·· · ), (5.12)

Y3(τ) = −18q2/3(1+2q +5q2 +·· · ).

で与えられる (詳しくは付録 Fに記した.).モジュラー変換 (5.3)のもとで,カイラル超場 ϕ(I )は次の
ように変換する [84].

ϕ(I ) → (cτ+d)−kI ρ(I )(γ)ϕ(I ), (5.13)

ここで−kI はモジュラーウェイトであり, ρ(I )(γ)は γ ∈ ΓN のユニタリ表現である. ϕ(I1), · · · ,ϕ(In )の
n次項に対する結合定数は重さ kY (n), ΓN の表現として次のように変換するモジュラー形式

YI1,I2,...,In (γτ) = (cτ+d)kY (n)ρ(γ)YI1,I2,...,In (τ), (5.14)

である.ここで ρ(γ)はモジュラー形式に対する γの表現である.モジュラー変換に不変な超ポテン
シャルW は以下のように書かれる.

W = YI1,I2,...,In (τ)ϕ(I1)ϕ(I2) · · ·ϕ(In ). (5.15)

ここで, kY (n) =∑
n kIn であり, ρ(γ)

∏
n ρ

(In )(γ) = Iである.

ここではフレーバー対称性を除き,場については最小超対称標準模型（Minimal Supersymmetric

Standard Model, MSSM）に右巻きニュートリノ場を加えたものを検討する.検討する模型の超ポテ
ンシャルでは,モジュラーウェイトが 0となるように取る.超対称性（Supersymmetry, SUSY）の破
れのスケールは O (1)TeVからコンパクト化のスケールの間を取ることができる. ここでは,簡単の
ために右巻きニュートリノの質量スケールよりも十分大きなスケールで SUSYが破れていると仮
定する. すなわち,右巻きニュートリノ質量やそれよりも低エネルギーの物理にはフレーバー対称
性を課したヒッグス２重項場が２個入った模型となる.以下で議論するレプトジェネシスについて
も SUSYのないものを議論する. 2モジュラー対称性はコンパクト化のスケールで τの真空期待値
によって破れている.

この解析では,超ポテンシャルがモジュラー不変,すなわち大域的な超対称性を持つ模型を検討
する. 3

5.2 モジュラー A4対称性を持つフレーバー模型
ゲージ一重項スカラー場を導入したレプトンセクターのフレーバー A4対称性を持つ模型につい

ては文献 [59–63]で議論されている.一方で,モジュラー対称性に基づく A4フレーバー模型はゲー
ジ一重項スカラー場を導入することなしにニュートリノの大きな混合角を説明することができる.

荷電レプトンの質量,ニュートリノ振動実験や宇宙論からのニュートリノ質量和のについての制限
を満足できる模型は,例えば,文献 [14]で提案されている.この解析では,文献 [14]で提案された右
巻きニュートリノ場を導入した模型を扱う.この節では,今回の解析で扱う模型の紹介をし,先行研
究において示された結果を述べておく.

3つの左巻きレプトン二重項 Li は A4 の 3表現であるとする. 3つの右巻きニュートリノ N c
i に

ついても A4 3表現とする. 他方で,アップ型ヒッグス二重項 Hu ,ダウン型ヒッグス二重項 Hd は
2SUSYがプランクスケールかそれに近いところで破れていることを仮定する. この状況では,グラビティーノを含む

SUSY粒子の質量はプランクスケールに近いスケールとなる.それによって,グラビティーノ問題によるインフレーショ
ンの再加熱温度に対する厳しい制限は避けることができる.

3一方で,超重力理論における超ポテンシャルはモジュラー変換がケーラー変換となるように修正される.
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L ec ,µc ,τc N c Hu Hd

SU (2)L 2 1 1 2 2

A4 3 1, 1′′, 1′ 3 1 1

−kI −1 −1 −1 0 0

表 5.1: 各場についての SU (2)L , A4,の表現モジュラーウェイト −kI の割り当て

A4 1表現であるとする. また 3つの右巻き荷電レプトンはそれぞれ異なる A4 1表現, (ec
1,ec

2,ec
3) =

(ec ,µc ,τc ) = (1,1′′,1′)とする.それゆえ,荷電レプトンセクターの超ポテンシャルは 3つ独立な結合
定数 α, β, γがある.これらの結合定数によって,荷電レプトンの質量の観測値は常に一致させるこ
とができる. MSSMの場と右巻きニュートリノ場についてのモジュラーウェイトと A4の表現の割
り当てについては表 5.1に示す. A4の表現を持つ場の積については巻末の付録 Eを参照のこと.

モジュラー不変なレプトンの質量項は以下の超ポテンシャルによって与えられる.

We =αec Hd (LY A4 )1 +βµc Hd (LY A4 )1′ +γτc Hd (LY A4 )1", (5.16)

WD = g1
(
N c Hu(LY A4 )3s

)
1 + g2

(
N c Hu(LY A4 )3a

)
1, (5.17)

WN =Λ (N c N c Y A4 )1. (5.18)

ここで,ポテンシャルの各項でモジュラーウェイトは 0となっている.パラメータ α, β, γ, g1,2は定
数で Λは右巻きニュートリノのマヨラナ質量のパラメータである. 文献 [14]に従って, g1 は実数,

g2は複素のパラメータで以下のように大きさ |g2|と位相 ϕg によって表す.

g2 = |g2|e iϕg . (5.19)

関数 Y A4 (τ)は各成分が式 (5.9)で表される,重さ 2, A4 3表現のモジュラー形式である. A4 群の基
底については巻末の付録 Eの計算則に従うものとする. 各場の表現と A4 群の基底については,文
献 [14]に従っている.

超ポテンシャル (5.16)は以下の荷電レプトンに対する質量行列を導く.

ME = vd diag[α,β,γ]

Y1(τ) Y3(τ) Y2(τ)

Y2(τ) Y1(τ) Y3(τ)

Y3(τ) Y2(τ) Y1(τ)


RL

. (5.20)

ここで, vd = 〈Hd 〉である.ここで導かれた質量行列は SUSYが破れるスケールにおける質量行列で
あり,本来はくりこみ群方程式 (RGE)による発展の効果と SUSYの破れの効果を考慮すべきである.

ここでの解析では,これらの効果を無視した.これらの効果については文献 [66]において議論され
ている.定数 α, β, γは右巻き荷電レプトンに対する位相の再定義の自由度によって,一般性を失う
ことなく実数に取ることができる.この解析でも定数 α, β, γは実数と取る.

超ポテンシャル (5.17)はニュートリノのディラック質量行列を与える.

MD = vu

 2g1Y1(τ) (−g1 + g2)Y3(τ) (−g1 − g2)Y2(τ)

(−g1 − g2)Y3(τ) 2g1Y2(τ) (−g1 + g2)Y1(τ)

(−g1 + g2)Y2(τ) (−g1 − g2)Y1(τ) 2g1Y3(τ)


RL

. (5.21)

ここで, vu = 〈Hu〉である.一方で,右巻きニュートリノのマヨラナ質量行列は超ポテンシャル (5.18)

から得られる.

MN =Λ

2Y1(τ) −Y3(τ) −Y2(τ)

−Y3(τ) 2Y2(τ) −Y1(τ)

−Y2(τ) −Y1(τ) 2Y3(τ)


RR

. (5.22)
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ニュートリノの質量行列はシーソー機構によって以下のように与えられる.

Mν =−M T
D M−1

N MD . (5.23)

アクティブニュートリノの質量miはMνを対角化することにより与えられ,ニュートリノの混合行列
UはMνとME を同時に対角化することにより得られる.ここで,荷電レプトンの質量me ,mµ,mτ,ア
クティブニュートリノの質量m1,m2,m3,右巻きニュートリノの質量M1, M2, M3 (M3 > M2 > M1 > 0)

は次のように与えられる.

diag(me ,mµ,mτ) =V †
R ME VL , (5.24)

diag(m1,m2,m3) =U †
νMνU∗

ν , (5.25)

diag(M1, M2, M3) =U †
M MNU∗

M . (5.26)

ここで, VR ,VL ,Uν,UM はユニタリー行列である.混合行列U は

U =V T
L Uν, (5.27)

で与えられ, (2.18)式の形で表される.右巻きニュートリノの湯川結合定数 Yνは,荷電レプトンと右
巻きニュートリノの質量固有状態の基底で,

YνIα =
[

U †
M MD

vu

]
Iα

, (5.28)

と与えられる.

レプトジェネシスの CP非対称パラメータ εI ∝ Im
[

(YνY †
ν )2

I J

]
である. 質量行列とユニタリー行

列は,モジュラス τや模型のパラメータによって決まるので,アクティブニュートリノの混合行列
U と CP非対称パラメータ εI はこれらのパラメータに依存する. 特に, CP対称性の破れに関する
量である, δCP,αi j , BAUの生成量 YB (i.e. εI で決まる.)は模型の CP位相 Reτ, ϕg に依存する. この
ため,低エネルギーの CP位相である δCP,αi j と高エネルギーの CP位相 εI (i.e. BAUの生成量 YB )

との間に相関が存在し得る. この模型は荷電レプトンの質量,ニュートリノの混合角 θi j と質量二
乗差 ∆m2

i j = m2
i −m2

j の観測値を再現することができる. ニュートリノ質量和の上限に対する制限∑
mi < 160 meV [23]を要求するとニュートリノ質量は順階層であることが予言され, sin2θ23 につ
いては 0. 54以上であることが予言される [14].さらに,ディラック位相は δCP =±(50◦−180◦)の範
囲,ニュートリノ質量の和は 145 meV以上となり, 0νββ崩壊の有効質量は 22 meVであることが予
言される.このことについては文献 [14]に詳しく述べられている.

この模型には右巻きニュートリノのマヨラナ質量項によるレプトン数の破れ,モジュラス τと結
合定数によって CP対称性の破れが実現される,というレプトン数生成に必要な要素が全て含まれ
ている. したがって,レプトジェネシスによって BAUを説明可能かを調査することは意義がある.

BAUの生成量は右巻きニュートリノ質量MI と右巻きニュートリノ湯川結合定数に依存する.検討
している模型では対称性によりこれらのパラメータが非常に制限されているから, BAUとアクティ
ブニュートリノの観測値の間に非自明な関係が予想される.この非自明な相関を示すことがここで
の重要な帰結の一つである.これより後の節で BAU生成を検討する方法と結果について示す.

レプトジェネシスを議論する前に,ニュートリノ振動実験の観測値を説明することから得られる
右巻きニュートリノの性質について述べておく.この目的のために,まず文献 [14]の模型を数値的に
再解析する.荷電レプトンの質量は文献 [22]のものを用い,ニュートリノ振動のパラメータは表 5.2

に記したものを用いる.それに加えて,ニュートリノ質量の和に対して∑
mi < 160 meV (98% CL) [23]

を条件として課す.これは文献 [14]と同様の条件である.ここで,レプトジェネシスを議論するのに
必要となる右巻きニュートリノの性質について述べる.
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観測量 3σの範囲
sin2θ12 0.275−0.350

sin2θ23 0.427−0.609

sin2θ13 0.02046−0.02440

∆m2
21 (6.79−8.01)×10−5 eV2

∆m2
31 (2.432−2.618)×10−3 eV2

表 5.2: ニュートリノ質量が順階層な場合におけるニュートリノ振動パラメータの 3σ以内の範囲.

数値は NuFIT 4.1 (2019) [85]のものを記している.
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図 5.1:右巻きニュートリノの質量比として許される領域.

まず,許される右巻きニュートリノの質量比は図 5.1に示すものとなる. M2/M1 と M3/M2 が共
に 1. 6程度であることが分かる. ここで,ニュートリノ振動実験の観測値だけでは右巻きニュート
リノ質量の絶対値は決めることはできないことを述べておく.このことについては 5.4節で説明す
る.右巻きニュートリノ質量の絶対値は BAUから決定することができる.このことはレプトジェネ
シスを考察する上で次の 2つの点で重要である.

• (1) 3世代の右巻きニュートリノが全て同様のスケールの質量を持つので,レプトジェネシス
によるレプトン数生成には全ての右巻きニュートリノが寄与する.

• (2)右巻きニュートリノの質量差が大きいので, 3.5節で議論したレプトン数生成の共鳴的な
生成 [10]は有効とならない.

次にこの模型におけるCP対称性の破れのパラメータについて考える.模型において複素パラメー
タは, τと g2の 2つである.これらがバリオン数生成の CP対称性の破り方にも関連する.さらに,こ
れらのパラメータはアクティブニュートリノにおける CP対称性の破れ (δCP,αi j )と右巻きニュー
トリノの CP対称性の破れの両方を引き起こすことに注意が必要である.興味深いことに,図 5.2か
ら分かるように,マヨラナ位相 α21,31と g2の位相 ϕg との間には非常に強い相関がある. マヨラナ
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図 5.2:許されるマヨラナ位相の値と模型のパラメータ ϕg との相関.左図が ϕg と α21,右図が ϕg と
α31との関係を表す.橙色の点は YB が正,青点は YB が負を表す.
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図 5.3:許されるディラック位相 δCPと模型のパラメータ ϕg との相関.橙色の点は YB が正,青点は
YB が負を表す.

位相として取ることのできる値は ϕg が ±π/2よりもわずかに大きいか小さいかによって大きく異
なる.また, τとマヨラナ位相には強い相関は見られない.一方で,ディラック位相 δCPは τと ϕg に
非自明に相関していて,これらのパラメータとの相関を見出すことは困難である.
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5.3 レプトン数生成
この節では,この模型における右巻きニュートリノの崩壊によるレプトン数生成について議論す

る.前節までで述べたように,右巻きニュートリノ間の質量比はあまり大きくなく大体 ∼ 1.6程度で
あるので, 3世代全ての右巻きニュートリノによるレプトン数生成への寄与を取り込まなければな
らない. ここでは簡単のために,インフレーションの再加熱温度は最も重い右巻きニュートリノの
質量よりも十分高く,初期条件として全ての右巻きニュートリノの数密度をゼロとする.一方で,右
巻きニュートリノの質量差は共鳴レプトン数生成機構 [10]が働くほど小さくはないため,レプトン
数生成が共鳴的に増加することは起きない.従って, BAUの生成量はボルツマン方程式に基づいて
評価する. さらに,詳しくは後で述べるが,この模型で BAUの観測量を説明するために要求される
右巻きニュートリノ質量は O (1013) GeVと非常に大きいため,単純なレプトジェネシスの 1フレー
バー近似が適用でき,フレーバー効果 [39–46]については無視できる.

右巻きニュートリノの数密度 nNI とレプトン数密度 nLに対するボルツマン方程式 (3.59)と (3.60)

を解く. エントロピー密度 s とハッブル定数 H(T )は温度による高次の項も考慮し以下のように
取る.

s = 4ρR (T )

3T
, (5.29)

H(T ) =
√√√√ρR (T )

3M 2
pl

. (5.30)

また,熱平衡時の右巻きニュートリノの残存量 Y eq
NI
と 1自由度の質量を持たない粒子の残存量 Y eq

ℓ

は,

Y eq
NI

=
neq

NI

s
= 3T 4

4π2ρR (T )
aI z2K2(

p
aI z), (5.31)

Y eq
ℓ

= 3T 4

4π2ρR (T )
, (5.32)

とする. ここで,エネルギー密度は ρr (T ) = (g∗ π2

30 − 7
4 g 2

3 − 19
32 g 2

2 − 25
96 g 2

Y )T 4である [88]. 4 g∗は熱平衡
状態時の有効自由度であり,今ヒッグス二重項は２個含まれているので g∗s = 110.75である. 各反
応過程において Φ→ Hu と読み替えた.また,巻末の付録 Bで与えられる各反応率について,ニュー
トリノ湯川結合定数 FαI を FαI → [Y ∗

ν ]Iαと置き換える.

さらに反応率を評価する際に,ゲージ結合定数とトップ湯川結合定数について 1ループレベルで
の RGEによる発展を考慮する. ここで,くりこみのエネルギースケールは µ= 2πT と取る. 高温で
は RGEによる発展によって零温度の時と比べ,トップ湯川結合定数が小さくなり,レプトン数非対
称性の生成に対するウォッシュアウトが抑制され,レプトジェネシスによる BAU生成が成功する
パラメータ空間が広がるため重要な効果となる.

ボルツマン方程式を数値的に解くことにより,右巻きニュートリノの崩壊によるレプトン数非対
称性 Y l

L が評価できる. 現在のバリオン数非対称性 YB はヒッグス二重項場が２個含まれているこ
とを考慮し, YB =−8/23Y l

L とすることで見積もる. 5

ここでは,一番軽い右巻きニュートリノが十分重いため,レプトジェネシスのフレーバー効果 [39–

46]を無視することができる. この場合には, 通常 (2.35)式から, 最終的なバリオン数非対称性は
PMNS行列によらない.ところが,ここで検討している模型では PMNS行列の位相と右巻きニュー

4クォーク,レプトン,ゲージボソンから受ける温度効果のリーディングの寄与のみを含んでいる. 湯川結合定数につ
いては無視した.

5ここで,スファレロン凍結温度までヒッグス二重項場が自由度として残ることを仮定した.ヒッグス二重項場が 1つ
である場合には YB =−28/79Y l

L とすることで得られる.
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図 5.4: Re τと位相 ϕg がニュートリノ振動のデータを満たす領域. 赤と青の点はそれぞれ BAUが
正,負に対応する.
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図 5.5: Re τと Im τ平面上でニュートリノ振動のデータを満たす領域. 左図は BAUが正,右図は
BAUが負の場合.

トリノが関わる高エネルギーの CP位相は模型のパラメータ τと g2が起源となる.このような状況
では, PMNS行列の CP位相と BAUの生成量との間に相関がある可能性がある.

5.4 BAUの符号と大きさ
この節では模型の右巻きニュートリノによる BAUの生成について結果を示す.まず右巻きニュー

トリノにより生成される BAUの符号について見ていく.一番最初の結果は生成される BAUの符号
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図 5.7: α21とmeffが許される領域.

は複素の結合定数 g2の位相によって決定されるということである.この結果は図 5.4に示した.正
の符号の BAUは ϕg が π/2, −π/2よりもわずかに大きなところのみで得られることがわかる.一方
で,図 5.5から読み取れるように, BAUの符号と複素パラメータ τとの間に強い相関は見られない.

位相 ϕg はマヨラナ位相 α21 と α31 に非常に強く相関している. 正の BAUは非常に限られたマ
ヨラナ位相の値でのみ実現されることが図 5.6から読み取ることができる.またアクティブニュー
トリノの観測値によってマヨラナ位相は 2つの領域が許されることがわかる. この 2つの領域は
α21,31 ' 2π−α21,31という関係で対応している.ところが正の BAUを実現するのは 2つの領域のう
ち α21 ∼ 1.3 πかつ α31 ∼ 1.5 πのみである.マヨラナ位相を実験で測ることは非常に困難だが,この
結果はレプトン数生成の予言として非常に重要である. また,図 5.7から見られるように, 0νββ崩
壊の有効ニュートリノ質量が予言される範囲については, BAUが正か負かにはよらない.
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図 5.8: 一番軽い右巻きニュートリノ質量とBAUの生成量の関係. δCPは図によってそれぞれ [0,π/2]

(左上), [π/2,π] (右上), [−π,−π/2] (左下), [−π/2,0] (右下)と取っている.上下の実線は YB の観測量の
上限と下限を示している.

２番目に,図 5.6から, BAUの符号とディラック位相との相関は sin2θ23 の値によって異なるこ
とがわかる. sin2θ23 ≲ 0.58の時には正の BAUは δCP < 0でのみ許されることがわかる. 一方で,

sin2θ23 ≳ 0.58の時には正の BAUは δCP < 0と δCP > 0の両方の場合があることがわかる.このこと
は, sin2θ23 と δCP の正確な測定が検討しているバリオン数生成のシナリオとして決定的に重要な
テストとなることを示している.

次に, BAUの生成量の大きさについての議論に移る. バリオン数の生成量はせいぜい BAUの観
測量と同じ程度の大きさであることが図 5.8からわかる.これは模型が予言するレプトン数生成の
有効ニュートリノ質量 m̃1(m̃1 = (YνYν

†)11vu
2/M1)が比較的大きいからである. 実際数値的に求め
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ると m̃1 ' 54−57 meVとなり,強いウォッシュアウト効果が避けられないことを示している. こ
のことは最も軽い右巻きニュートリノ質量が M1 ' (1.5−10)×1013 GeVの範囲にあるべきという
結果を導く. 図 5.8から,最も軽い右巻きニュートリノ質量に対する BAUの大きさの振る舞いが
M1 ' 4.0×1013 GeVを境に変化することがわかる. M1 ≲ 4.0×1013 GeVの時には, M1が大きいほど
多くの BAUが作られる.一方で, M1 ≳ 4.0×1013 GeVでは, M1が大きくなるほど生成される BAUの
量は少なくなる. それはM1が大きくなるほど, ∆L = 2の過程によるウォッシュアウトの効果がよ
り大きく働き,重要となるためである.それゆえ, BAUの観測値を説明するためには,最も軽い右巻
きニュートリノ質量は特定の範囲 (M1 ' (1.5−10)×1013 GeV)に限られる.
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第6章 結論

本論文では素粒子標準模型では説明することができない,ニュートリノが持つ極微の質量,及び宇
宙バリオン数非対称性の問題の解決について考えた. 特に,標準模型の拡張模型として重い右巻き
ニュートリノを導入した模型を検討した.右巻きニュートリノによるシーソー機構によってニュー
トリノの極端に小さな質量が自然に説明されること,同時に導入した重い右巻きニュートリノの崩
壊によって宇宙バリオン数非対称性の問題を解決するシナリオであるレプトン数生成機構を考え
た.シーソー機構とレプトン数生成を同時に実現する右巻きニュートリノに許される質量は非常に
広い領域で許され,質量のスケールと世代間の質量差に応じて,様々なレプトン数生成の機構が提
唱されている.特に,一番軽い右巻きニュートリノ質量が O (109) GeV以上で質量に階層性がある場
合のレプトジェネシスとそのフレーバー効果,また質量が縮退していて,電弱スケール以上の質量
を持つ場合の共鳴レプトン数生成機構について解説した.

バリオン数をレプトジェネシスによって生成するためには,高エネルギーで CP対称性が破れて
いることが必要である.つまり,高エネルギーでの CP対称性の破れ方が BAUの生成量を決定する.

したがって,高エネルギーでの CP対称性の破れを理解することが BAUの起源を理解する上で重要
である.一方で,低エネルギー側での CP対称性の破れは,ニュートリノ混合行列U に含まれるディ
ラック位相 δCPとマヨラナ位相 αi j であり,将来測定されることが期待されている.本研究では,高
エネルギーでの CP対称性の破れの結果である BAUと低エネルギーでの CP対称性の破れを表す
δCP,αi j との関係を示し,地上実験によってレプトジェネシスの検証が可能かを示すことを目的と
した.特に,正のバリオン数を予言する地上実験で測定されるニュートリノ観測量の領域を示し,そ
の機構における BAUの生成機構の是非を検討した.そのために本研究では,以下の二つの場合につ
いて, BAUの生成量とニュートリノの CP位相との間の関係を調査した.

1つ目は,右巻きニュートリノが O (1) TeVスケールの質量を持つ場合である. このスケールのエ
ネルギーを持つ右巻きニュートリノは将来実験で探索可能性があり,かつ BAU生成にはフレーバー
効果が入るため, BAUの生成量とニュートリノセクターの CP対称性の破れの間には関係がある. 1

つ目の場合にはこのことに注目して共鳴レプトン数生成機構による BAU生成を調査した.

2つ目は右巻きニュートリノ質量はO (1013−14) GeVと重いが,レプトンセクターに余剰次元のトー
ラスコンパクト化に起因するモジュラー A4対称性を持つ模型における BAU生成のシナリオを検
討した.この場合には,右巻きニュートリノが重いため,レプトジェネシスのフレーバー効果は十分
に働かない. そのため, BAU生成量と PMNS行列の CP位相との間に直接的な関係はない. しかし,

模型が持つ CP対称性を破るパラメータ τ, g2 (i.e. Reτ, ϕg )によって, BAUに必要な CP対称性の破
れとニュートリノの CP対称性の破れが両方とも引き起こされるため,この 2つは相関している. 2

つ目の場合はこのことに着目して BAUの生成量とニュートリノ CP位相との間の関係を調査した.

最初に 1つ目の場合に得られた結果を示す. ２世代の右巻きニュートリノ質量が比較的小さな
1TeVの縮退した質量を持つ場合の共鳴レプトン数生成機構をボルツマン方程式を用いて数値的
に解析した. 特に, BAUが PMNS 行列の CP位相に由来している場合を示すために, Ω が実行列
(i.e. ImωI J = 0)の場合を調査した.この場合に BAUの生成量は,ニュートリノ質量が順階層型の場合
に最大で YB ∼O (10−6),逆階層型の場合に最大で YB ∼O (10−8)が生成可能である.この場合にニュー
トリノの CP位相と生成される BAUとの間に相関があることを示した. BAU生成量の符号と大きさ
は,順階層型の場合にはディラック位相とマヨラナ位相に同様に依存する (YB ∝ sin

(α21−α31
2 +δCP

)
)
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ことが分かった.一方で,逆階層型の場合にはディラック位相への依存の仕方は弱く,マヨラナ位相
に強く依存している (YB ∝ sin

(α12
2

)
)ことを示した.このことは,レプトジェネシスを検証するため

には,ディラック位相 δCP を測定するだけではなく,マヨラナ位相 αi j を正確に測定することが重
要になることを意味する. そのため,マヨラナ位相が関係する物理であるニュートリノを伴わない
二重ベータ崩壊の有効質量へ与える影響についても議論した. 順階層型,逆階層型のいずれの場合
においても右巻きニュートリノの混合角,質量の縮退度によって,有効質量の予言される質量の範
囲に上限と下限がつくことを示した.

次に 2つ目の場合に得られた結果を示す.レプトンセクターにモジュラー A4対称性がある場合を
検討した.この模型は先行研究によって,荷電レプトンの質量,ニュートリノ振動実験の結果,ニュー
トリノ質量の和に対する上限を満たすことができ,その場合にニュートリノ質量は順階層型が予言
されることが示されていた.この場合には, 3世代全ての右巻きニュートリノが同じ質量スケールに
あるため,最も軽い右巻きニュートリノだけでなく, 3世代全てがレプトジェネシスに寄与する.その
ため,右巻きニュートリノによる通常のレプトジェネシスによる BAU生成をボルツマン方程式を数
値的に解くことによって見積もった.模型のCP対称性を支配するパラメータ Reτとϕg のうち BAU

の符号と強く相関しているのは ϕg であることが分かった. ニュートリノの CP位相 δCP,α21,α31

も Reτと ϕg に依存しているので, BAU生成量との間に相関が存在する. YB の符号は δCPだけでな
く, θ23にも依存していることが分かった.一方で, BAUの符号と α21,α31の間には強い相関があり,

YB > 0となるマヨラナ位相は特定の値に限定されることを示した. このことから, θ23,δCP,α21,α31

を測定することにより,レプトジェネシスが検証可能であることを明らかにした.さらに BAUの観
測値を説明するために右巻きニュートリノ質量が一番軽いものの質量で 1.5×1013 −1014 GeVに予
言されることを示した.
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付録A ニュートリノ振動確率

ここでは,真空中でのニュートリノ振動確率 Pνα→νβ
を導出する.ニュートリノのフレーバー固有

状態を |να〉 (α = e, µ, τ),質量固有状態を |νi 〉 (i = 1, 2, 3)とする.フレーバー固有状態は次のよう
に,質量固有状態の重ね合わせで書かれる.

|να〉 =
∑

i
Uαi |νi 〉 . (A.1)

ここで, Uαi はニュートリノの混合を表すユニタリー行列である.

次に |να〉の時間発展を考える.時刻 t における状態を |να(t )〉とすると,

i
∂

∂t
|να(t )〉 =∑

i
Uαi

(
i
∂

∂t

)
|νi (t )〉

=∑
i

Uαi Ei |νi (t )〉

=∑
i ,β

UαiU∗
βi Ei |νβ〉 , (A.2)

より,

|να(t )〉 =∑
i ,β

UαiU∗
βi e−i Ei t |νβ〉 . (A.3)

ここで,時刻 0での状態 |νβ(0)〉を単に |νβ〉とした. Ei はニュートリノのエネルギーで, Ei =
√

p2 +m2
i

である.よって, t = 0に作られた ναが時刻 t で νβとなる確率は,

Pνβ→να
(t ) = ∣∣〈νβ|να(t )〉∣∣2

=
∣∣∣∣∣∑

i ,γ
UαiU∗

γi e−i Ei t 〈νβ|νγ〉
∣∣∣∣∣
2

=∑
i , j

UαiU∗
βiU∗

α jUβ j e−i (Ei−E j )t

'∑
i , j

UαiU∗
βiU∗

α jUβ j e−i
∆m2

i j
2E

= δαβ+
∑
i , j

UαiU∗
βiU∗

α jUβ j

(
e−i

∆m2
i j

2E −1

)
, (A.4)

である. ここで, 相対論的極限
(
Ei =

√
p2 +m2

i ' E +m2
i /(2E),E ' |p|À mi

)
を仮定し, 質量二乗差

∆m2
i j = m2

i −m2
j と置いた.式 (A.4)第二項は i = j のとき 0となることに注意すると,

Pνα→νβ
(t ) = δαβ+

∑
i> j

UαiU∗
βiU∗

α jUβ j

(
e−i

∆m2
i j

2E −1

)
+ ∑

i< j
UαiU∗

βiU∗
α jUβ j

(
e−i

∆m2
i j

2E −1

)

= δαβ+
∑
i> j

[
UαiU∗

βiU∗
α jUβ j

(
e−i

∆m2
i j

2E −1

)
+Uα jU∗

β jU∗
αiUβi

(
e i

∆m2
i j

2E −1

)]
. (A.5)
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A =UαiU∗
βiU∗

α jUβ j と置くと,

A

(
e−i

∆m2
i j

2E −1

)
+ A∗

(
e i

∆m2
i j

2E −1

)
= ReA

(
e−i

∆m2
i j

2E +e i
∆m2

i j
2E −2

)
+ i ImA

(
e−i

∆m2
i j

2E −e i
∆m2

i j
2E

)

= ReA

(
e−i

∆m2
i j

4E −e i
∆m2

i j
4E

)2

+ i ImA

(
e−i

∆m2
i j

2E −e i
∆m2

i j
2E

)

=−4ReA sin2

(
∆m2

i j

4E

)
+2ImA sin

(
∆m2

i j

2E

)
. (A.6)

であるから,ニュートリノ振動確率は以下のように与えられる.

Pνα→νβ
(t ) = δαβ−

∑
i> j

[
4Re

(
UαiU∗

βiU∗
α jUβ j

)
sin2

(
∆m2

i j

4E

)
−2Im

(
UαiU∗

βiU∗
α jUβ j

)
sin

(
∆m2

i j

2E

)]
. (A.7)
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付録B 散乱断面積

ここでは,レプトン数生成機構に寄与する各散乱過程の断面積を示す. ∆L = 1の過程でのうち湯
川相互作用を介するものについては最も大きな寄与を与えるのはトップクォーク湯川を通じた過
程である.この過程は文献 [86, 87]で議論されている.無次元化された散乱断面積は次のように与え
られる.

• NI +Lα → tR +qL ,
(
NI +Lα → tR +qL

)
σ̂(1)α

NI t (x) = 3| f (u)
t i |2F∗

αI FαI

4π

( x −aI

x

)2
, (B.1)

• NI +qL → Lα+ tR ,
(
NI +qL → Lα+ tR , NI + tR → Lα+qL , NI + tR → Lα+qL

)

σ̂(1)α
NI t (x) = 3| f (u)

t i |2F∗
αI FαI

4π

( x −aI

x

){
x −2aI +2aH

x −aI +aH

+ aI −2aH

x −aI
log

(
x −aI +aH

aH

)}
. (B.2)

ここで xは重心系エネルギーの二乗 sを N1の質量M1で規格化したもので, x = s/M 2
1 である. aH =

m2
H /M 2

1 で, mH は熱浴中のヒッグスボゾンの質量である. f (u)はアップタイプクォークの湯川相互
作用を表し, i について和をとっている. 1

SU (2)L の SMゲージ相互作用を介した ∆L = 1の無次元化された散乱断面積は,

• NI +Lα →Φ+ A, (NI +Lα →Φ+ A)

σ̂(1)α
NI A(x) = 3g 2

2 (F∗
αI FαI )

16πx2

[
−2x2 +6aI x −4a2

I + (x2 −2aI x +2a2
I ) log

∣∣∣ x −aI +aL

aL

∣∣∣
+ x(aL x +aL aI −aA aI )(aI −x)

aL(x −aI +aL)

]
, (B.3)

• NI + A → Lα+Φ,
(
NI + A → Lα+Φ

)
σ̂(2)α

NI A(x) = 3g 2
2 (F∗

αI FαI )

8πx(x −aI )

[
2aI x log

∣∣∣ x −aI +aH

aH

∣∣∣+ (x2 +a2
I ) log

∣∣∣ x −aI −aA −aH

−aA −aH

∣∣∣] , (B.4)

• NI +Φ→ Lα+ A,
(
NI +Φ→ Lα+ A

)
σ̂(3)α

NI A(x) = 3g 2
2 (F∗

αI FαI )aI

16πx2

[ x2 −4aI x +3a2
I

aI
+4(x −aI ) log

∣∣∣ x −aI +aH

aH

∣∣∣
− x(4aH −aA)(x −aI )

aH (x −aI +mH )

]
. (B.5)

1標準模型で,結合定数のエネルギー依存性を考慮しない場合は | f (u)
t i |2 ' | f (u)

t t |2 ' 1である.
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である [10, 88]. SU (2)L ゲージボゾンについてはすべての寄与を足し合わせた. aL,A,B = m2
L,A,B /M 2

1

の表記を用いた. ここで, mX (X = L, A,B)はそれぞれレプトンダブレット, SU (2)L ゲージボゾン,

U (1)Y ゲージボゾンの熱浴中での質量である (付録Dを参照のこと). U (1)Y ゲージ相互作用を介し
た ∆L = 1の無次元化された散乱断面積は σ̂(i )α

NI A において, aA → aB と 3
2 g 2

2 → 1
4 g 2

Y に置き換えて得ら
れる.

∆L = 2の過程は文献 [87,88]で評価されている. 2無次元化された散乱断面積は以下のようになる.

• Lα+Φ→ Lβ+Φ,
(
Lα+Φ→ Lβ+Φ

)
σ̂

(2)αβ
N (x) = 1

2π

[∑
I

(F∗
αI F∗

βI FαI FβI )
aI

x

{ x

aI
+ x

D I
−

(
1+ x +aI

D I

)
log

( x +aI

aI

)}
+ ∑

I>J
Re[(F∗

αI F∗
βI FαJ FβJ )

p
aI a J

x

{ x2 +x(D I +D J )

D I D J
+ (x +aI )

( 2

a J −aI
− 1

D J

)
× ln

( x +aI

aI

)
+ (x +a J )

( 2

aI −a J
− 1

D I

)
log

( x +a J

a J

)}]
. (B.6)

• Lα+Lβ →Φ+Φ, (Lα+Lβ →Φ+Φ)

σ̂
(13)αβ
N (x) = 1

2π

[∑
I

(F∗
αI F∗

βI FαI FβI )]

{
x

x +aI
+ aI

x +2aI
log

(
x +aI

aI

)}
+ ∑

I>J
Re[F∗

αI F∗
βI FαJ FβJ ]

p
aI a J

{(
1

x +aI +a J
+ 2

aI −a J

)
log

(
x +aI

aI

)
+

(
1

x +aI +a J
+ 2

a J −aI

)
log

(
x +a J

a J

)}]
. (B.7)

ここで cI = (ΓNI /M1)2, D I = [(x −aI )2 +aI cI ]/(x −aI )である.

右巻きニュートリノの対生成・対消滅過程の散乱断面積は以下の通りである [87].

• NI +NJ → Lα+Lβ

σ̂
(1)αβ
NI NJ

(x) = 1

4π

{
F∗
αI FαI F∗

βJ FβJ

(
2

x

√
λI J + aI +a J

x
L I J

)
−2Re[F∗

αJ FαI F∗
βJ FβI ]

p
aI a J

x −aI −a J
L I J

}
(B.8)

• NI +NJ →Φ+Φ

σ̂(2)
NI NJ

(x) = 1

4π

{∣∣∣F †F
∣∣∣2

I J

(
−2

x

√
λI J +L I J

)
−2Re(F †F )2

I J

p
aI a J (aI +a J )

x(x −aI −a J )
L I J

}
(B.9)

ただし,

λI J = [x − (
p

aI −p
a J )2][x − (

p
aI +p

a J )2], (B.10)

L I J = log

(
x −aI −a J +

√
λI J

x −aI −a J −
√

λI J

)
, (B.11)

である.
2文献 [87]の評価法を用いると, Lα+Φ→ Lα+Φ過程において中間状態に on-shell NI が飛ぶ寄与が適切に引かれて

いない.適切な減算の方法については文献 [88]において評価されている.
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付録C 右巻きニュートリノの崩壊率とCP非対称
パラメータの評価

ここでは,右巻きニュートリノの崩壊率 ΓNI ,及び CP非対称パラメータ εαI の具体的な計算を示
す. 特にシーソー機構,及びレプトジェネシスに有効な右巻きニュートリノが 2世代であるとした
場合について具体形を示す.

質量MI を持つ右巻きニュートリノ NI の崩壊率 ΓNI は,

ΓNI =
(
F †F

)
I I

8π
MI , (C.1)

である. ここで,カサス-イバーラパラメトリゼーション [21]を用いて,ニュートリノ湯川結合行列
FαI は,

FαI = i〈
ϕ0

〉 [
U D

1
2
νΩD

1
2
N

]
αI

(C.2)

で与えられる.ここで,ユニタリー行列U は PMNS行列 [], Dν = diag(m1,m2,m3)はニュートリノ質
量行列, DN = diag(M1, M2, M3)は右巻きニュートリノ質量行列, 〈ϕ0〉 = v/

p
2はヒッグス場の真空期

待値である. Ωは任意の複素直行行列 (ΩT Ω=ΩΩT = 1)であり,ここでは,順階層型と逆階層型の場
合にそれぞれ以下のように取る.

Ω=

1

cosω23 sinω23

−sinω23 cosω23

 順階層型, (C.3)

Ω=

 cosω12 sinω12

−sinω12 cosω12

1

 逆階層型. (C.4)

ここで, ωI J は複素数であるので,

cosωI J = cosReωI J coshImωI J − i sinReωI J sinhImωI J (C.5)

sinωI J = sinReωI J coshImωI J + i cosReωI J sinhImωI J (C.6)

だから,順階層型の場合,

F †F = 1

〈ϕ0〉2 D
1
2
NΩ†DνΩD

1
2
N

= 1

〈ϕ0〉2


m1M1

M2
2 {(m2 +m3)X23 + (m2 −m3)x23}

p
M2M3

2

{
(m2 −m3)y23 + i (m2 +m3)Y23

}
p

M2M3
2

{
(m2 −m3)y23 − i (m2 +m3)Y23

} M3
2 {(m2 +m3)X23 − (m2 −m3)x23}


(C.7)
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逆階層型の場合は,

F †F = 1

〈ϕ0〉2 D
1
2
NΩ†DνΩD

1
2
N

= 1

〈ϕ0〉2


M1
2 {(m1 +m2)X12 + (m1 −m2)x12}

p
M1M2

2

{
(m1 −m2)y12 + i (m1 +m2)Y12

}
p

M1M2
2

{
(m1 −m2)y12 − i (m1 +m2)Y12

} M2
2 {(m1 +m2)X12 − (m1 −m2)x12}

m3M3


(C.8)

ここで, X I J = cosh2Imω23, YI J = sinh2Imω23, xI J = cos2Reω23, yI J = sin2Reω23とした.

したがって,１番軽いアクティブニュートリノ質量が 0( i.e. m1 = 0(順階層型), m3 = 0(逆階層型))

の時,右巻きニュートリノ崩壊率は,順階層型の時,

ΓN2 =
M 2

2

16π〈ϕ0〉2

[
(m2 +m3)

(
X 2
ω23

+X −2
ω23

2

)
+ (m2 −m3)cos2Reω23

]
, (C.9)

ΓN3 =
M 2

3

16π〈ϕ0〉2

[
(m2 +m3)

(
X 2
ω23

+X −2
ω23

2

)
− (m2 −m3)cos2Reω23

]
, (C.10)

逆階層型の場合,

ΓN1 =
M 2

1

16π〈ϕ0〉2

[
(m1 +m2)

(
X 2
ω12

+X −2
ω12

2

)
+ (m1 −m2)cos2Reω12

]
, (C.11)

ΓN2 =
M 2

2

16π〈ϕ0〉2

[
(m1 +m2)

(
X 2
ω12

+X −2
ω12

2

)
− (m1 −m2)cos2Reω12

]
, (C.12)

となる.ここで,XωI J = exp(ImωI J )とした.特に右巻きニュートリノ質量が縮退している場合,因子
AI J ≡ MIΓNI +M JΓNJ は ReωI J に依らない.

A23 =
M 3

N

16π〈ϕ0〉2 (m2 +m3)
(
X 2
ω23

+X −2
ω23

) 順階層型, (C.13)

A12 =
M 3

N

16π〈ϕ0〉2 (m1 +m2)
(
X 2
ω12

+X −2
ω23

) 逆階層型. (C.14)

次に, CP非対称パラメータ εαI をみる.

εIα = 1

8π

∑
J 6=I

Im
[
F∗
αI FαJ (F †F )I J

](
F †F

)
I I

[
f

(
a J

aI

)
+ g

(
a J

aI

)]
(C.15)

だから, Im
[
F∗
αI FαJ (F †F )I J

]を調べる. Dν, DN が対角行列であるので次のようになる.

FαI = i

〈ϕ0〉
√

MI

3∑
i=1

Uαi
p

miΩi I (C.16)

したがって順階層型の場合,

F∗
α2Fα3 =

p
M2M3

〈ϕ0〉2

(
3∑

i=1
U∗

αi
p

miΩ
∗
i 2

)(
3∑

j=1
Uα j

√
m jΩ j 3

)

=
p

M2M3

〈ϕ0〉2

(
U∗

α2
p

m2 cosω∗
23 −U∗

α3
p

m3 sinω∗
23

)(
Uα2

p
m2 sinω23 +Uα3

p
m3 cosω23

)
=

p
M2M3

〈ϕ0〉2

[
1

2

(|Uα2|2m2 −|Uα3|2m3
)

y23 +Re
[
U∗

α2Uα3
]p

m2m3x23

+i

{
1

2

(|Uα2|2m2 +|Uα3|2m3
)

Y23 + Im
[
U∗

α2Uα3
]p

m2m3X23

}]
. (C.17)
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逆階層型の場合,

F∗
α1Fα2 =

p
M1M2

〈ϕ0〉2

[
1

2

(|Uα1|2m1 −|Uα2|2m2
)

y12 +Re
[
U∗

α1Uα2
]p

m1m2x12

+i

{
1

2

[|Uα1|2m1 +|Uα2|2m2
]

Y12 + Im
[
U∗

α1Uα2
]p

m1m2X12

}]
. (C.18)

したがって,順階層型の場合には,

Im
[

F∗
α2Fα3(F †F )23

]
= M2M3

2〈ϕ0〉4

[
(m2 −m3)y23

{
1

2

[|Uα2|2m2 +|Uα3|2m3
]

Y23 + Im
[
U∗

α2Uα3
]p

m2m3X23

}
+ (m2 +m3)Y23

{
1

2

(|Uα2|2m2 −|Uα3|2m3
)

y23 +Re
[
U∗

α2Uα3
]p

m2m3x23

}]
= M2M3

2〈ϕ0〉4

[(|Uα2|2m2
2 −|Uα3|2m2

3

)
y23Y23 +p

m2m3
{
Im

[
U∗

α2Uα3
]

(m2 −m3)y23X23

+ Re
[
U∗

α2Uα3
]

(m2 +m3)x23Y23
}]

. (C.19)

逆階層型の場合は,

Im
[

F∗
α1Fα2(F †F )12

]
= M1M2

2〈ϕ0〉4

[(|Uα1|2m2
1 −|Uα2|2m2

2

)
y12Y12 +p

m1m2
{
Im

[
U∗

α1Uα2
]

(m1 −m2)y12X12

+ Re
[
U∗

α1Uα2
]

(m1 +m2)x12Y12
}]

. (C.20)

特に ωI J が実数 (ImωI J = 0)の時, X I J = 1, YI J = 0となるので,順階層型の時,

Im
[

F∗
α2Fα3(F †F )23

]
= M2M3

2〈ϕ0〉4 Im
[
U∗

α2Uα3
]p

m2m3(m2 −m3)sin2Reω23, (C.21)

逆階層型の時,

Im
[

F∗
α1Fα2(F †F )12

]
= M1M2

2〈ϕ0〉4 Im
[
U∗

α1Uα2
]p

m1m2(m1 −m2)sin2Reω12, (C.22)

となる.混合行列U は,

U =

 c13c12 c13s12 s13e−iδCP

−c23s12 − s23s13c12e iδC P c23c12 − s23s13s12e iδCP s23c13

s23s12 − c23s13c12e iδC P −s23c12 − c23s13s12e iδCP c23c13


1

e i
α21

2

e i
α23

2

 . (C.23)

ここで, ci j = cosθi j , si j = sinθi j とした.したがって, εαI は,順階層型の場合,

εe2 ∝ Im
[
U∗

e2Ue3
]=−c13s13s12 sin

(α21 −α31

2
−δCP

)
, (C.24)

εµ2 ∝ Im
[
U∗

µ2Uµ3

]
=−(c23c12 − s23s13s12 cosδCP)s23c13 sin

(α21 −α31

2

)
+ s2

23c13s13s12 sinδCP cos
(α21 −α31

2

)
, (C.25)

ετ2 ∝ Im
[
U∗

τ2Uτ3
]= (s23c12 + c23s13s12 cosδCP)c23c13 sin

(α21 −α31

2

)
+ c2

23c13s13s12 sinδCP cos
(α21 −α31

2

)
. (C.26)

58



逆階層型の場合,

εe1 ∝ Im
[
U∗

e1Ue2
]= c2

13c12s12 sin
α21

2
, (C.27)

εµ1 ∝ Im
[
U∗

µ2Uµ3

]
=−{

c2
23c12s12 + c23s23s13(c2

12 − s2
12)cosδCP − s2

23s2
13c12s12

}
sin

α21

2

+ c23s23s13 sinδCP cos
α21

2
, (C.28)

ετ1 ∝ Im
[
U∗

τ2Uτ3
]=−{

s2
23c12s12 − c23s23s13(c2

12 − s2
12)cosδCP − c2

23s2
13c12s12

}
sin

α21

2

− c23s23s13 sinδCP cos
α21

2
, (C.29)

となる.この場合, ωI J が実数なので,
∑

α=e,µ,τ εαI = 0となっていることが上式からもわかる.
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付録D 熱浴中での質量と結合定数

D.1 熱浴中での粒子の質量
熱浴中を運動する粒子のポテンシャルは温度効果により補正を受ける. これにより,熱浴中を運

動する粒子はその温度に応じて熱浴中での質量を持つ.アップ型ヒッグス,レプトン二重項, SU (2)L

ゲージボゾン, U (1)Y ゲージボゾンの熱浴中での質量はそれぞれ
m2

Hu

T 2 = m2
H

T 2 = 3

16
g 2

2 +
1

16
g 2

Y + 1

4
y2

t +
1

2
λ , (D.1)

m2
L

T 2 = 3

32
g 2

2 +
1

32
g 2

Y , (D.2)

m2
W

T 2 = 11

12
g 2

2 , (D.3)

m2
B

T 2 = 11

12
g 2

Y . (D.4)

で与えられる [88]. ここで, λは標準模型ヒッグスの 4点結合定数, yt = ( f (u))t t である. ここでは,

アップ型ヒッグスの質量と標準模型ヒッグスの質量が等しいという仮定をおいた (mHu = mH ). 1

D.2 くりこみ群方程式
標準模型のゲージ結合定数,トップの湯川結合定数について１ループの寄与を取り入れたくりこ

み群方程式を以下に記す [89].

d

d t
g1 = 1

16π2

41

10
g 3

1 (D.5)

d

d t
g2 =− 1

16π2

19

6
g 3

2 (D.6)

d

d t
g3 =− 1

16π2 7g 3
3 (D.7)

d

d t
yt = 1

16π2

[
9

2
y3

t − yt

(
8g 2

3 +
9

4
g 2

2 +
17

20
g 2

1

)]
(D.8)

ここで g1 = (5/3)1/2gY , t = lnµである.初期値としてトップ質量のスケールカップリングの値

gY (Mt ) = 0.358271

g2(Mt ) = 0.647793

g3(Mt ) = 1.16576 (D.9)

yt (Mt ) = 0.936817

λ(Mt ) = 0.125922

1一般にはmHu 6= mH であるが,アップ型ヒッグスの 4点結合が標準模型ヒッグスの 4点結合に等しいと仮定した.ま
た異なるヒッグスとの結合による効果も無視した.ここでは,スカラーポテンシャルの安定性についても議論しない.
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を用いる [90].ここで, MW = 80.385 GeV, Mh = 125.09 GeV, Mt = 173.21 GeV, αs(Mz ) = 0.1182を用い
た [22].ヒッグス二重項場が 2個 (2HDM)の場合には SU (2)Lの２表現, U (1)Y の電荷の大きさが 1/2

のスカラー場が 2つになるため,くりこみ群方程式は以下の式に変更される.

d

d t
g1 = 1

16π2

21

5
g 3

1 , (D.10)

d

d t
g2 =− 1

16π2 3g 3
2 , (D.11)

d

d t
g3 =− 1

16π2 7g 3
3 , (D.12)

d

d t
yt = 1

16π2

[
9

2
y3

t − yt

(
8g 2

3 +
9

4
g 2

2 +
17

20
g 2

1

)]
. (D.13)
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付録E A4群の計算則

ここでは, A4 群の表現同士の計算則について記しておく.計算則は A4 の基底の取り方により異
なるため,本論文では S変換と T 変換の表現行列 ρ(S)と ρ(T )を以下のように取る.

ρ(S) = 1

3

−1 2 2

2 −1 2

2 2 −1

 , ρ(T ) =

1

ω

ω2

 , ω= e i 2π/3. (E.1)

A4群は互いに異なる 1表現を３個持つ.一つは自明な 1表現 1であり,残りの二つは非自明な 1

表現 1
′ と 1

′′ である.また三表現 3を一つ持つ. これらは以下の計算則に従う. a1

a2

a3


3

⊗

 b1

b2

b3


3

= (a1b1 +a2b3 +a3b2)1 ⊕ (a3b3 +a1b2 +a2b1)1′

⊕ (a2b2 +a1b3 +a3b1)1′′

⊕ 1

3

 2a1b1 −a2b3 −a3b2

2a3b3 −a1b2 −a2b1

2a2b2 −a1b3 −a3b1


3

⊕ 1

2

 a2b3 −a3b2

a1b2 −a2b1

a3b1 −a1b3


3

,

1⊗1 =1, 1′⊗1′ = 1′′, 1′′⊗1′′ = 1′, 1′⊗1′′ = 1. (E.2)

以下の文献 [60, 61]により詳しいことがレビューされている.
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付録F モジュラー形式

複素上半平面H = {τ ∈C|Imτ> 0}上の τには,

γ=
(

a b

c d

)
∈ SL(2,Z), (F.1)

が一次分数変換,

τ→ τ′ = γτ= aτ+b

cτ+d
, (F.2)

と作用する.ここで,

SL(2,Z) =
{(

a b

c d

)∣∣∣∣∣a,b,c,d ∈Z, ad −bc = 1

}
, (F.3)

である.

Γ(N ) =
{(

a b

c d

)
∈ SL(2,Z),

(
a b

c d

)
=

(
1 0

0 1

)
(modN )

}
, (F.4)

で与えられる群 Γ(N ) (N = 1,2,3, · · · )を考える.この時,重さ k,レベル N のモジュラー形式 f (τ)は
以下の性質を持つ [13, 91].

f (γτ) = (cτ+d)k f (τ), γ ∈ Γ(N ). (F.5)

ここで, k は非負の偶数である.また, f (τ)は以下のような q-展開が可能である.

f (τ) =
∞∑

n=0
an q

n
N , q = e2πiτ. (F.6)

特に, a0 = 0である場合, f (τ)はカスプ形式という.k < 0に対してはモジュラー形式は存在しない.

また, k = 0の時, f (τ)は定数である.

N 独立なモジュラー形式の数 ΓN の次元 ΓN

2 k
2 +1 6 S3

3 k +1 12 A4

4 2k +1 24 S4

5 5k +1 60 A5

表 F.1: モジュラー形式の性質.左から２番目の列に商群 ΓN の重さ k (非負の偶数)の独立なモジュ
ラー形式の数を示した.

表 F.1に商群 ΓN における独立なモジュラー形式の数を記す.1

1導出方法は文献 [13, 91]に記されている.
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レベル 2,重さ 2 (cf. Γ3 ' A4)のモジュラー形式を求める.レベル 2,重さ 2の独立なモジュラー形
式は 3個存在する. τ→ τ′ = γτの変換に対し,

f (τ) → f (γτ) = e iα(cτ+d)k f (τ), (F.7)

と変換する f (τ)(αは位相因子)を考える.このとき d/dτ(log f (τ))は次のように変換する.

d

dτ
log f (τ) → d

dτ′
log f (τ′) = (cτ+d)2 d

dτ
log f (τ)+kc(cτ+d), (F.8)

したがって,重さ ki を持つ fi (τ) (i = 1,2,3, · · · )の和は,

d

dτ

∑
i

log fi (τ) → (cτ+d)2 d

dτ

∑
i

log fi (τ)+
(∑

i
ki

)
c(cτ+d). (F.9)

であるから,
∑

i ki = 0であれば, d/dτ
(∑

i log fi (τ)
)は重さ 2のモジュラー形式となる.特に,生成子

S変換, T 変換に対しては,

S :
d

dτ

∑
i

log fi (τ) → τ2 d

dτ

∑
i

log fi (τ), τ→−1

τ
(F.10)

T :
d

dτ

∑
i

log fi (τ) → d

dτ

∑
i

log fi (τ), τ→ τ+1 (F.11)

となる.ここで∑
i ki = 0とした.ただし,

S =
(

0 1

−1 0

)
, T =

(
1 1

0 1

)
(F.12)

である.

複素上半平面H = {τ ∈C|Imτ> 0}上で定義されるデデキントのエータ関数 η(τ),

η(τ) = q1/24
∞∏

n=1

(
1−qn)

, q = e2πiτ, (F.13)

を考える.η(τ)は,

η(−1/τ) =
p
−iτη(τ), η(τ+1) = e iπ/12η(τ), (F.14)

を満たす.したがって, η24は重さ 12のモジュラー形式 (,実際はカスプ形式)である.

η(3τ),η(τ/3),η((τ+1)/3),η((τ+2)/3)は T 変換に対して,

η (3τ) → e iπ/4η (3τ) , (F.15)

η
(τ

3

)
→ η

(
τ+1

3

)
, (F.16)

η

(
τ+1

3

)
→ η

(
τ+2

3

)
, (F.17)

η

(
τ+2

3

)
→ e iπ/12η

(τ
3

)
, (F.18)

と変換し, S変換に対しては,

η (3τ) →
p

1/3
p
−iτ η

(τ
3

)
, (F.19)

η
(τ

3

)
→p

3
p
−iτ η (3τ) , (F.20)

η

(
τ+1

3

)
→ e−iπ/12

p
−iτ η

(
τ+2

3

)
, (F.21)

η

(
τ+2

3

)
→ e iπ/12

p
−iτ η

(τ
3

)
, (F.22)
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と変換するので,モジュラー群の下で閉じている.したがって, a1 +a2 +a3 +a4 = 0となる,

Y (a1, a2, a3, a4|τ) ≡ d

dτ

[
a1 logη

(τ
3

)
+a2 logη

(
τ+1

3

)
+a3 logη

(
τ+2

3

)
+a4 logη (3τ)

]
, (F.23)

はフルモジュラー群の下で,重さ 2のモジュラー形式となる. Y (a1, a2, a3, a4|τ)は S変換, T 変換の
下で,

S : Y (a1, a2, a3, a4|τ) → τ2Y (a4, a3, a2, a1|τ) , T : Y (a1, a2, a3, a4|τ) → Y (a3, a1, a2, a4|τ) ,

(F.24)

と変換する. Γ3の下で重さ 2のモジュラー形式を Y (τ)とすると,

Y (−1/τ) = τ2ρ(S)Y (τ), Y (τ+1) = ρ(T )Y (τ), (F.25)

を満たす.ここで, ρ(S), ρ(T )は ρ(S)2 = 1, ρ(T )3 = 1を満たす. ここで, Y (τ)を 1表現と仮定すると,

a1+a2+a3+a4 = 0かつ,条件 (F.24)を満たすような, Y (τ) = Y (a1, a2, a3, a4|τ)は a1 = a2 = a3 = a4 = 0

のみであるので, ΓN の変換の下で, 1表現であるような重さ 2のモジュラー形式は存在しない.次に
3表現であるような, Y (τ) = (Y1(τ), Y2(τ), Y3(τ))T を考える.基底を,

ρ(S) = 1

3

−1 2 2

2 −1 2

2 2 −1

 , ρ(T ) =

1

ω

ω

 , ω= e
2πi

3 (F.26)

ととる. Y1 (τ)

Y2 (τ)

Y3 (τ)

=

 Y (a1, a2, a3, a4|τ)

ωY (b1,b2,b3,b4|τ)

ω2Y (c1,c2,c3,c4|τ)

 , (F.27)

と置けば, T 変換より, Y (a3, a1, a2, a4|τ)

Y (b3,b1,b2,b4|τ)

Y (c3,c1,c2,c4|τ)

=

 Y (a1, a2, a3, a4|τ)

ωY (b1,b2,b3,b4|τ)

ω2Y (c1,c2,c3,c4|τ)

 , (F.28)

となる.これと係数の和についての条件より,Y1 (τ)

Y2 (τ)

Y3 (τ)

=

a1Y (1,1,1,−3|τ)

b1Y
(
1,ω2,ω,0|τ)

c1Y
(
1,ω,ω2,0|τ)

 , (F.29)

を得る.さらに, S変換の条件より,a1Y (−3,1,1,1|τ)

b1Y
(
0,ω,ω2,1|τ)

c1Y
(
0,ω2,ω,1|τ)

= ρ(S)

a1Y (1,1,1,−3|τ)

b1Y
(
1,ω2,ω,0|τ)

c1Y
(
1,ω,ω2,0|τ)

 , (F.30)

を満たすので,

b1 = c1 =−2a1, (F.31)
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を得る.よって 3表現のモジュラー形式が得られた.特に, a1 = i /2πととれば,重さ 2のモジュラー
形式は Y (τ) = (Y1(τ), Y2(τ), Y3(τ))T となる.ここで,

Y1(τ) = i

2π

(
η′(τ/3)

η(τ/3)
+ η′((τ+1)/3)

η((τ+1)/3)
+ η′((τ+2)/3)

η((τ+2)/3)
− 27η′(3τ)

η(3τ)

)
,

Y2(τ) = −i

π

(
η′(τ/3)

η(τ/3)
+ω2 η

′((τ+1)/3)

η((τ+1)/3)
+ω

η′((τ+2)/3)

η((τ+2)/3)

)
, (F.32)

Y3(τ) = −i

π

(
η′(τ/3)

η(τ/3)
+ω

η′((τ+1)/3)

η((τ+1)/3)
+ω2 η

′((τ+2)/3)

η((τ+2)/3)

)
,

である. 式 (F.6)で述べたように,モジュラー形式 Y (τ)は q1/3 = exp(2πi /3)を用いて展開すること
ができる.その計算を以下に記す.

logη(τ) = 1

24
log q +

∞∑
n=1

log(1−qn),

d
dτη(τ)

η(τ)
= d q

dτ
· d

d q
logη(τ),

= (2πi q)

(
1

24

1

q
+

∞∑
n=1

−nqn−1

1−qn

)
= 2πi

(
1

24
−

∞∑
n=1

nqn

1−qn

)
.

それぞれの項について詳しく書き下すと,

η
′
(τ/3)

η
′(τ/3)

= 2πi

(
1

24
−

∞∑
n=1

nq
n
3

1−q
n
3

)
,

η
′
((τ+1)/3)

η
′((τ+1)/3)

= 2πi

(
1

24
−

∞∑
n=1

nωn q
n
3

1−ωn q
n
3

)
,

η
′
((τ+2)/3)

η
′((τ+2)/3)

= 2πi

(
1

24
−

∞∑
n=1

nω2n q
n
3

1−ω2n q
n
3

)
,

η
′
(3τ)

η
′(3τ)

= 2πi

(
1

24
−

∞∑
n=1

nq3n

1−q3n

)
.

となる. n = 3k −2,(k = 1,2, · · · )のとき, ω3k−2 =ωだから,

q
n
3

1−q
n
3

+ ωn q
n
3

1−ωn q
n
3

+ ω2n q
n
3

1−ω2n q
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3 )
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3 )
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1−qn = 3
qn

1−qn , (F.33)
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n = 3k −1,(k = 1,2, · · · )のとき, ω3k−1 =ω2だから,

q
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n = 3k, (k = 1,2, · · · )のとき, ω3k = 1だから,
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よって,モジュラー形式 Y1(τ),Y2(τ),Y3(τ)はそれぞれ

Y1(τ) =−
{(
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より,
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