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This paper presents a numerical method for two-dimensional solid phononic crystals having a defect. This
problem is divided into two domains of the finite defective region and the surrounding periodic medium.
The analysis method is then constructed by combining the finite element equation of the irregular region
with the impedance matrix representing the external field. The impedance matrix is derived by analyzing a
series of harmonic excitation problems of a periodic field given by the surrounding array. These solutions
are obtained by the aid of Floquet transform. The developed method is applied to wave propagations through
a defective field imbedded in a square lattice of circular holes. Modes trapped in the disturbed region are
also analyzed for a composite material possessing a dispersion structure with a wide bandgap.
Key Words : phononic crystals, point defect, wave propagation, local modes

1. はじめに

周期構造内の波動場には，如何なる波数においても
波動モードを持たない周波数帯 (ストップバンド)が存
在し得ることが知られている．この特性を利用するこ
とで波動の透過性や遮蔽性を制御することが可能であ
り，近年フォトニック結晶やフォノニック結晶と呼ば
れる周期材料が，様々な分野に応用されている．
周期構造の性能評価には，それが有するバンド特性
の把握が基本となる．バンド構造は，無限周期場を構
成する最小単位であるユニットセルで与えられる有限
領域の問題に帰着して求めることができる．そのため，
比較的容易かつ効率的に解析することができ，平面波
展開法1)や，有限要素法2)などに基づく多くの解法が提
案されている．また，FDTD法3)による十分に広い有限
領域での時間域解析から分散曲線を求める手法も採ら
れている．
なお，周期構造に何らかの擾乱を導入することが，さ
らなる性能向上につながる場合がある．例えば，散乱
体の配置をランダムに与えることが，波動透過率の低
減に有効であることが知られている．Chen & Ye4)は，
音響散乱体をランダムに配置することで透過波動の減
衰性が向上することを示している．Duclos & Cĺement5)

は，水中に円筒体をランダムに配置することで水面波
の遮蔽効果が向上すると述べている．また，Nakashima
ら6)は，介在物を層状に挿入した弾性場を対象に同様の
検討を行っている．文献 6)では，介在物の配置に対し，
層の長手方向に周期性を仮定しているが，文献 4,5)で
は完全にランダムな配置を扱っている．この様な問題
では，多数の散乱体を十分に広い領域内に配置して直
接解析する以外に手立てが無い．

一方，周期構造に点または線状の欠陥を意図的に導
入してつくられる，光ファイバ (ホーリーファイバ)や
導波路7)を始め，種々のレンズ8)や遮音材9)なども検討

されている．文献 8)における音響レンズの場合は，有
限個の散乱体を効果的に配置することを前提としてい
るが，ホーリーファイバや導波路は，無限な周期場の一
部にのみ欠陥を有する構造としてモデル化することが
できる．しかし，このように一部にのみ欠陥を有する
無限場を直接対象とした解析法はこれまで提案されて
おらず，ランダムな配置の場合と同様に，領域を十分
に広く設定したり，PML境界を導入して領域端での乱
れを吸収する方法10)などが一般に用いられている．ま
た，モード解析などにおいて無減衰系を設定する場合，
例え解析領域を拡張したり端部に周期境界条件を課し
たりしても，その境界条件が解に影響を及ぼすことと
なるため，無限場には存在し得ない応答が混入する恐
れがある11)．したがって，無限場を適切に表現し得る
解法の構成が望まれる．

著者らの研究グループは，無限周期場中にそれと異
なる構造を持つ周期層を挿入して得られる積層弾性場
を対象とした波動透過解析法を，有限要素法に基づき
構成した12)．文献 12)では，周期層上下に接合している
半無限周期場と等価なインピーダンス行列を求め，当
該問題を周期層長手方向 1ユニットの動的問題に帰着
して解く方法を採用した．また，同様の手法に基づき，
一部に異なる構造を含む無限長軌道における波動解析
も行った11),13)．文献 12)で対象とした構造は，線状に
欠陥が存在するものと基本的に同じであるので，著者
らがこれまでに構築した手法を，直線状に伸びる導波
路の解析に適用することは可能である．しかし，ホー
リーファイバの様に一箇所にのみ点欠陥が存在する問
題を解くことはできない．そこで本論文では，その様
な無限場を解析するための手法を構築する．

なお，当該問題に関連する一つのアプローチが，森
田・西村14)により最近提案された．文献 14)では，二
次元空間において一次元方向に周期配置され，かつ一
部に欠陥を有する無限場の波動問題を扱っている．そ
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図–1 欠陥を有する二次元周期場

の下で，周期多重極境界要素法と Floquet変換とを併用
し，欠陥に因る乱れを反復計算により求めている．

これに対して本研究では，二重周期場の一箇所に点
欠陥が存在する動弾性問題を対象とし，有限要素法を
ベースに，文献 12)に導出したインピーダンス行列と
Floquet変換とを援用した解法を構成する．具体的には，
当該問題を欠陥域内の動的問題に帰着して解く．その
ために外部領域と欠陥部との境界において，変位の適
合条件と力のつり合い条件を課す．その際に外部領域
のインピーダンス行列を用い，外部と欠陥部との連成
を陽に定式化する．なお，この行列は，完全な周期場
の加振問題を解き，欠陥部に相当する仮想境界上の変
位と内部節点力との関係を求めることで導出する．こ
こで，この無限周期場の加振問題は，一次元 Floquet変
換と文献 12)で得たインピーダンス行列とを併用する
ことで，1ユニットの動的問題に帰着して解く．

以下では，二次元面内動弾性場を対象に，上述の解
法の手順について詳しく述べる．また，逆 Floquet変換
における特異積分についても考察する．次に，欠陥部
に波動を入射した場合の定常応答解析と，欠陥域内に
局在するモードの解析に本手法を適用し，当該構造が
有する波動特性について若干の検討を加える．

2. 解法の概要

2.1 対象とする問題

図–1に示す様に，二次元無限周期波動場の一箇所に
欠陥が存在している問題を考える．特に本研究では，平
面ひずみ場を対象とする．なお，以下に述べる定式化
の都合上，周期性を規定する 2つのベクトル d1,d2の
内，d1は x軸に平行にとるものとする．また，ここで
の欠陥とは，介在物が欠損して母材に置換されている
ものや，他の材料や形状のもので与えられている場合
などを対象とする．

以下では，欠陥部周囲の周期構造内に存在する波動
モードを入射する問題や，欠陥部を調和加振する問題
などを対象に，有限要素法に基づく定式過程を示す．

2.2 求解方程式の導出
欠陥部とその外部との境界を Sとし，当該問題を欠

陥領域とその外部領域それぞれにおける動的問題に分
離して考える．欠陥部における S上の節点変位ベクト
ルと節点力ベクトルを {UD}, {FD}で与える．一方，外
部領域の解は入射波と散乱波により構成される．それ
らに対応する S上の節点ベクトルを各々{UI }, {FI }およ
び {US}, {FS}と定義する．この時，S上において課され
る変位の適合条件と力のつり合い条件は次式で与えら
れる．

{UD} = {UI + US},
{FD + FI + FS} = {0}

(1)

以上の準備の下，次式に示す欠陥部の運動方程式に
ついて考える．[

K̂ DD K̂ DM

K̂ MD K̂ MM

] {
UD

UM

}
=

{
FD

F̄M

}
(2)

ここで，K̂ i j = K i j −ω2M i j は欠陥部の剛性行列 K と質
量行列M および円振動数ωより与えられる部分行列で
あり，添字の D, M はそれぞれ S上および内部の節点
に関する成分であることを意味している．なお，欠陥
内部に作用する節点力 {F̄M}は既知であるものとする．
外部領域に関して，S上に作用する散乱波の節点力
{FS}と，それに対応する節点変位 {US}との関係が，イ
ンピーダンス行列 [KS]を介して次式の様に与えられて
いるものとする．

[KS]{US} = {FS} (3)

式 (1)第 2式より，{FD}は {FI }, {FS}により次式で与
えられる．

{FD} = −{FI + FS} (4)

式 (4)に (3)を代入して次式を得る．

{FD} = −{FI } − [KS]{US} (5)

さらに式 (1)第 1式より，{US}は次式により与えられる．

{US} = {UD − UI } (6)

式 (6)を (5)に代入して次式を得る．

{FD} = −{FI } − [KS]{UD − UI } (7)

式 (7)を (2)に代入し，{UD}に関する項を左辺に移
項して次の求解方程式を得る．[

K̂ DD + KS K̂ DM

K̂ MD K̂ MM

] {
UD

UM

}
=

{
−FI + KSUI

F̄M

}
(8)

式 (8)の右辺は全て既知であり，これを解くことで本問
題の解を得ることができる．
以上より，当該問題はS上のインピーダンス行列 [KS]

の導出に帰着する．
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図–2 二次元周期場の加振問題

3. 欠陥外部領域のインピーダンス行列の導出

3.1 導出の方針
まず，欠陥の無い無限周期場における代表セルを対
象に，欠陥境界 Sに相当する仮想境界 SP上の有限要
素節点の内何れか一つを x方向に調和加振する問題を
解く (図–2)．次に，この時のSP上の全節点における外
部領域側の内部節点力を求める．以上より，SP上の節
点変位と内部節点力のペアが一組得られる．
同様にして SP上の各節点を対象に，x方向加振と y
方向加振の問題を順次解く．これらに対して得られた
節点変位ベクトルと節点力ベクトルを列成分に持つ正
方行列を作成し，それぞれ [UP], [FP] とおく．すると，
欠陥外部領域に対する S上のインピーダンス行列 [KS]
は次式により与えられることとなる．

[KS] = [FPU−1
P ] (9)

以上より，[KS]の導出は，無限周期場の加振応答を
解くことに帰着する．

3.2 Floquet変換
無限周期場の加振応答を求めるために，本研究では

Floquet変換15)を用いる．x軸上で定義された関数 f の，
ある長さ Lに関する Floquet変換は次式で与えられる．

f̃ (x̃, κ) :=
∞∑

n=−∞
f (x̃+ nL)einκL (10)

ここで，x̃, κはそれぞれ (−L/2, L/2)および (0,2π/L)の
区間における実数であり，κは Floquet波数と呼ばれる
パラメータである．なお本問題の場合， f は変位等に
相当する．

f̃ は x̃に関して次の周期性を持つ．

f̃ (x̃+ nL, κ) = e−inκL f̃ (x̃, κ), (n ∈ Z) (11)

一方，逆 Floquet変換は次式で与えられる．

f (x̃+ nL) =
L
2π

∫ 2π/L

0
f̃ (x̃, κ)e−inκL dκ (12)

SpP

UL,FL UR,FR

Ω0

Ω2

Ω1

L

図–3 Floquet変換後の加振問題

f が周期長 Lの無限周期場で定義された次の問題の
解であるものとする．

L(x) f (x) = g(x) (13)

ここで，L(x)は運動方程式の線形作用素，g(x)は外力
項である．なお，Lは周期性を持つが，f ,gは共に周期
性を仮定していない．
Lの周期性を考慮すると，式 (13)の Floquet変換か

ら次式を得る．

L(x̃) f̃ (x̃, κ) = g̃(x̃, κ) (14)

式 (14)は，ある Floquet波数 κに対する Floquet変換 f̃
が，有限領域 (−L/2, L/2)における問題を解くことで得
られることを意味している．式 (14)を解いて f̃ が得ら
れたならば，式 (12)による逆 Floquet変換を経て無限
周期場における解 f を求めることができる．

3.3 加振応答解析
SP上の何れかの節点を振動数ωで調和加振する問題

を解く．そのために，当該問題に対し x軸方向にFloquet
変換を施す．なお，デルタ関数の Floquet変換はデルタ
関数で与えられるので16)，今対象としている一点加振
問題は，x軸方向一周期分を抽出し，式 (11)の周期条
件に対応する次式を左右境界に課して得られる一点加
振問題に変換される (図–3)．

{UR} = e−iκL{UL},
{FR} = −e−iκL{FL}

(15)

ここで，L = |d1|は x軸方向周期長，{UL}, {FL}は左辺
境界の値，{UR}, {FR}はそれらに対応する右辺境界の値
である．
この段階で本問題は d2方向に無限に伸びた周期構造

を有しており，まだ有限要素解析を適用することができ
ない．その対処方法として，d2方向についても Floquet
変換する方策が考えられる．しかし，この場合 d1方向
と合わせ二重変換を介することとなり，逆 Floquet変
換に多大な手間を要するため得策ではない．そこで本
研究では，d2方向の無限周期場を，それと等価なイン
ピーダンス行列で表現する方法を採る．
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図–3の問題において，加振力が作用している1ユニッ
ト Ω0を取り出す．Ω0における運動方程式は次式で与
えられる．

K̂ ′BB K̂ ′BT K̂ ′BL K̂ ′BM
K̂ ′T B K̂ ′TT K̂ ′T L K̂ ′T M
K̂ ′LB K̂ ′LT K̂ ′LL K̂ ′LM
K̂ ′MB K̂ ′MT K̂ ′ML K̂ ′MM




UB

UT

UL

UM

 =


FB

FT

0
F̄M


(16)

ここで，K̂ i j は式 (2)と同様に定義した部分行列であり，
下添字の B,T, L,MはそれぞれΩ0の底辺，上辺，左辺
および領域内の節点に関する成分であることを意味し
ている．また，部分行列における ( )′ は，式 (15)に基
づく右辺節点値 {UR}, {FR}の消去により，行列を縮約し
たことを表している12)．
式 (15)の周期条件の下，Ω0の下方に接しているセル
Ω1の上面と，上方に接しているセル Ω2の下面，それ
ぞれにおける下・上半無限場を表現するインピーダン
ス行列を [K B], [KT ]とおく．すると，Ω0上・下面との
適合条件と力のつり合い条件より次式を得る．

{FB} = −[K B]{UB},
{FT} = −[KT ]{UT}

(17)

式 (17)を (16)に代入して整理すると次式を得る．
K̂ ′BB+ K B K̂ ′BT K̂ ′BL K̂ ′BM

K̂ ′T B K̂ ′TT + KT K̂ ′T L K̂ ′T M
K̂ ′LB K̂ ′LT K̂ ′LL K̂ ′LM
K̂ ′MB K̂ ′MT K̂ ′ML K̂ ′MM




UB

UT

UL

UM


=


0
0
0

F̄M


(18)

式 (18)を解くことで，Floquet変換後の加振応答解を
得ることができる．

3.4 [K B], [KT ] の導出の概要
式 (17)におけるインピーダンス行列 [K B], [KT ] は，
文献 12)に示した手順で求める．ここではその概略を
述べる．詳細については文献 12)を参照されたい．

1ユニットセルで与えられる領域の運動方程式に対
し，x軸方向に式 (15)の周期条件を課して得られた式
(16)について考える．[K̂ ′]を構成している剛性行列 [K ′]
と質量行列 [M ′] に対して次の固有値問題を設定する．

[K ′]{φi} = ω2
i [M ′]{φi}, (i = 1, · · · ,N) (19)

ここで，ωi は固有円振動数，{φi}は固有モードベクト
ルであり，Nはユニットセル右辺境界成分縮約後の自
由度である．
ユニットセル底辺の節点ベクトル {UB}, {FB}と，上辺
の節点ベクトル {UT}, {FT}との関係を与える伝達マト
リックス [G] を，次式をみたすものとして定義する．

[G]

{
UB

FB

}
=

{
UT

−FT

}
(20)

ここで，[G] は次式により具体的に与えられる．

[G] =

[
HTTH−1

BT −HTTH−1
BTHBB+ HT B

−H−1
BT H−1

BTHBB

]
,[

HBB HBT

HT B HTT

]
=

N∑
i

1

mi(ω2
i − ω2)

{
φBi

φTi

}
[φ̄Bi φ̄Ti]

T

(21)

なお，mi = [φ̄i ]T [M ′]{φi}であり，{φBi}, {φTi}は {φi}に
おける ( )B, ( )T 成分，(¯)は共役である．
次に，[G] について次の固有値問題を設定する．

[G]

{
UB

FB

}
= λ

{
UB

FB

}
(22)

式 (22)の固有モードには，底辺から上辺に向かって進
行するモードと，上辺から底辺に向かって進行するモー
ドとが半数ずつ存在する．[KT ]を作成する場合は前者
を，[K B]の場合は後者を抽出し，それらを列方向に並
べて次の正方行列をつくる．

[U0] = [U1 · · ·UN1/2],

[F0] = [F1 · · ·FN1/2]
(23)

ここで，N1は全モード数である．
インピーダンス行列 [K B], [KT ]は，[U0], [F0]により

次式で与えられる．

[K B], [KT ] = [F0U−1
0 ] (24)

3.5 解析手順
これまでに述べた解析の流れを要約すると，以下の

とおりとなる．
まず式 (24)より，Floquet変換後の周期場に対するイ

ンピーダンス行列 [K B], [KT ] を求める．次に，式 (18)
より Floquet変換後の加振応答を解く．その結果より仮
想境界上の節点変位と内部節点力を抽出する．同様の操
作を各 Floquet波数の下で実行し，式 (12)の逆 Floquet
変換を介して式 (9)の行列 [UP], [FP]を求め，欠陥外部
領域のインピーダンス行列 [KS]を得る．最後に，式 (8)
を解いて本問題の解を得る．

4. 解析例

4.1 SV波入射を受ける円形空洞
(1) 解析条件
本研究で構成した手法の妥当性を確認する目的で，

図–4に示すように等方均質な無限弾性体中に円形空洞
が一つ存在する場合を対象に，SV平面波を入射する
問題を解析する．解析では，空洞周囲の一様な無限領
域を「均質な周期場」と見なし，L× Lの正方形ユニッ
トセルで表現した．一方，空洞半径は L/4とした．欠
陥領域境界 Sは空洞境界と一致する様に設定し，その
下で S上のインピーダンス行列 [KS] を求めるために，
一様場のユニットセルを図–5に示す 3次セレンディピ
ティ要素により分割した．なお，弾性体のポアソン比
は 0.3としている．この問題では欠陥部が空洞で与え
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図–6 変位の Floquet変換の分布

られているので，S上の応答は次式を解いて求めるこ
とができる．

[KS]{UD} = {−FI + KSUI } (25)

(2) 特異積分の処理
以上の設定の下，3.に述べた Floquet変換後の加振解
析を実施した．当該解析の後，式 (12)の解の逆 Floquet
変換を計算することとなる．その際に，Floquet変換に

2

ω

κL κT

κ

横波縦波

図–7 縦波・横波のモード線

おける被積分関数である SP 上の節点変位や内部節点
力の特異性に留意する必要がある．図–5中に示した節
点 Aを水平加振した場合を例に，同節点における水平
変位の Floquet変換の絶対値を求めたものを図–6に示
す．なお，図の横軸は Floquet波数であり，Lと横波伝
播速度 CT とで無次元化した周波数 ω̄ = Lω/CT = 2の
下で加振した結果を示している．図より，0 < κL < π,
π < κL < 2πの各区間に変位が急変する箇所が二つずつ
対称に存在している様子が確認できる．当該点は，図–7
の様に横波と縦波のモード線が ω̄ = 2の水平線と交差
する点における κに一致している．
図–6の κ = κLにおける特異性を確認するため，当該

点近傍の被積分関数の変動の様子を図–8に示した．図
の横軸は，κ < κLの範囲で r = κL − κと定義した κの相
対値である．また，縦軸は |u|に

√
r をかけたものを表

示しており，r → 0において一定値に近づいているこ
とから，当該の特異性は 1/

√
r で与えられるものであ

り，数値積分可能なことがわかる．
当該の特異性は以下のように理解することができる．

当方均質な波動場を例に考えると，x, y方向の波数で与
えられる二次元平面において，解の二重 Floquet変換
は半径 r = R := ω/Cの円周上で 1/(r − R)の特異性を
持つ．ただし，Cは横波または縦波の伝播速度である．
本解析では x方向にのみ逆 Floquet変換を実行している
が，y方向へのインピーダンス行列の導入は，y方向に
逆 Floquet変換を適用した場合と等しい結果を与える．
そこで，x方向波数 κ一定の下，上述の特異項を y方向
波数について積分 (逆 Floquet変換)すると，1/

√
|R− κ|

の特異性を得る．これが図–6, 8における特異性である．
この特異積分の計算に際し，まず全積分区間を特異

点 (被積分関数の急変箇所)で区切り，さらに各区間を
複数の小区間に細分割する．その下で，特異積分を含ま
ない小区間は通常の Gauss積分で計算する．一方，端
点に特異性を持つ小区間は，以下に示す座標変換を施
して特異性を除去した後に Gauss積分を適用する．
具体例として，(κ1, κ2)で与えられる小区間の左端 (κ1)

に特異点が存在する場合の処理について示す．この場
合は，次式により変数を ξに変換する．

κ = κ1 +
κ2 − κ1

4
(1+ ξ)2 (26)

I_827



0
0

0.1

0.2

r

|u
|・

r1/
2

図–8 被積分関数の特異性

0 100 200 300
0

1

θ

|u
|

鉛直変位(解析解)

水平変位(解析解)

:本手法

(度)

図–9 空洞境界上の変位分布

この時，積分は次式の様に変形できる．

∫ κ2
κ1

f (κ)dκ =
κ2 − κ1

2

∫ 1

−1
f (κ(ξ)) · (1+ ξ) dξ (27)

この積分における前述の特異成分1/
√
κ − κ1は，1/(1+ξ)

に比例する項に変換されるので，式 (27)右辺の被積分
項 (1+ ξ)の存在により特異性は相殺され，よって通常
の Gauss積分で評価可能となる．

なお，以降に示す解析では，精度を確認の上，小区
間の基準長を 0.2/Lと設定し，その下で特異点で区切
られる各区間を等分割した．また，Gauss積分には 4点
積分を用いた．

(3) 解析結果

ω̄ = 2.9における空洞境界上の変位の絶対値を図–9
に示す．なお，入射波は図–4のように x軸方向へ進行
する振幅 1の SV平面波により与えた．図には解析解
17)も示した．本手法による結果と解析解との概ね良好
な一致が得られており，提案法の妥当性を確認するこ
とができる．

・・ ・・・

・
・
・

・
・

L

L

L/4S

x

y

図–10 欠陥を有する周期空孔
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図–11 空孔正方格子の分散曲線

4.2 欠陥を有する周期構造の入射波動解析

図–10に示す様に，格子間隔 Lの正方格子状に半径
L/4の円形空孔が配置され，一箇所に空孔の無い欠陥
が存在する弾性波動場を考える．当該の周期場におけ
る分散曲線を図–11に示す．なお，弾性体のポアソン比
は 0.4としている．図は，波数空間の第 1Brillouinゾー
ンにおける 3つの頂点 Γ(0,0),M(π/L,0),X(π/L, π/L) を
結ぶ辺上の分散曲線を展開したものである．Γ–M上に
おけるモード Sと Pは，それぞれ x軸方向へ進行する
横波と縦波に相当するバルク波である．図より，Γ–M
上では，無次元化円振動数 ω̄の値が 2.23から 3.68ま
での間の周波数帯において S波モードが存在していな
い様子が確認できる．
解析では，この周波数帯 (S波モードのストップバン

ド)とその近傍の ω̄を対象に，最大振幅 1の P波モー
ド入射 (x方向)に対する欠陥部の応答を求めた．ここ
では ω̄=3.57(ストップバンド内)と，ω̄=3.68(ストップ
バンド上端)での応答について，それぞれ図–12,13に
示す．図の横軸 θは，図–4と同様に定義した円周上の
角度である．なお，これらは欠陥境界 S上での変位の
絶対値を図示したものである．図には，欠陥の無い完
全な周期場の円形空孔境界における変位応答も破線で
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図–12 欠陥境界 Γ上の変位応答 (ω̄=3.57)

示した．完全周期場の応答には，両周波数間で大差は
認められない．一方，欠陥を有する場合では，ω̄=3.68
での変位応答が大きな値を示しており，周波数の差が
わずかであるにも関わらず，応答には顕著な変化が認
められる．ω̄=3.68は S波モードのバンド端に相当して
いることから，欠陥部で発生した乱れの一部が周囲の
周期場で共振したことによる増幅がその原因として考
えられる．

4.3 欠陥部に局在するモードの解析
如何なる波数においてもモードが全く存在しないス
トップバンドを有する周期場の場合，欠陥の導入によ
りその近傍に局在する新たなモードがストップバンド
内に現れることがある．これは，当該周波数域内では
格子内の波動伝播が遮られ，欠陥部に波動が閉じ込め
られることによるものである．
本手法によれば，このモードの存在は，式 (8)の求解
行列の行列式がゼロとなる周波数の探索により検出す
ることができる．なお，以下の解析では，本条件の探
索に当たり，次の固有値問題を設定した．

[K̃ ]{ψ} = λ{ψ} (28)

ここで，[K̃ ]は式 (8)左辺の行列である．det(K̃ )=0は式
(28)の絶対最小固有値がゼロとなる条件により評価し，
この条件をみたす円振動数を探索した．
完全なストップバンドを持つ周期構造として，母材
をエポキシ樹脂，介在物を鉛で与えた複合材を想定し，
母材のポアソン比を 0.37，母材に対する介在物の質量
密度比を 9.6，せん断剛性比を 3.5，ポアソン比を 0.44
と設定した．なお，周期場の幾何条件や欠陥境界 Sの
設定等は図–10に示したものと同じに与えた．ただし，
図–10の空洞は介在物に置き換えるものとする．
完全な周期場の分散曲線を図–14に示す．ω̄=3.61～

4.74の周波数帯においては，全ての波数に亘り分散曲
線が存在していないことが確認できる．式 (28)より，こ
のバンド域周辺において求めた絶対最小固有値の分布
を図–15に示す．図より，ストップバンド内に det(K̃ )=0

0 100 200 300
0

1

θ(度)

|u
|

水平変位

鉛直変位

:欠陥あり
:欠陥なし

図–13 欠陥境界 Γ上の変位応答 (ω̄=3.68)
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図–14 エポキシ・鉛複合材の分散曲線

をみたす周波数が三箇所存在していることがわかる．こ
れらの周波数において，式 (28)のモード {ψ}より得た
変位振動のスナップショットを図–16に示す．なお，式
(28)の固有モードからは欠陥境界 Sの内側における応
答のみ得ることができる．そのため，図は欠陥内部で
の変位モードを示したものとなっている．フォトニッ
ク結晶と同様に弾性体においても局所モードが存在し，
さらに，それらは (a)並進・(b)回転・(c)せん断変形に
より特徴付けられたもので与えられていることがわか
る．また，図–16(a)には y軸方向に変位する並進モー
ドを示したが，問題の対称性より同一周波数において
x方向に振動するモードも共存する．

5. おわりに

一箇所にのみ欠陥を有する二重周期平面ひずみ場の
動弾性解析法を構築した．対象とする問題を，欠陥部
とその周囲の無限周期場とに分離して解く方法を採っ
た．後者はそれと等価なインピーダンス行列で表現し，
前者の運動方程式に帰着させることで求解方程式を構
成した．本手法により，有限要素方程式の枠組みの下
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図–15 絶対最小固有値の分布

で無限周期場を捉えつつ，欠陥の存在による応答の乱
れを適切に解析することが可能となった．

解析例として，周囲の周期場における波動モードを
欠陥部に入射した場合の応答を求めた．その結果，S波
モードのストップバンド端において，P波モード入射
に対する応答が顕著な増幅を示す様子が確認された．

また，構成した手法に基づき，欠陥部近傍に局在す
るモードの探索を試みた．その結果，ストップバンド内
において三つのモードの存在を確認することができた．

なお，本論文では面内波動問題を対象としたが，言
うまでも無く本手法は面外波動問題へも容易に適用可
能である．
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