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Wavelets are employed in the boundary element analysis. A wavelet BEM provides a sparse
coefficient matrix by truncating a small value in the matrix entries based on a specifiedthreshold.
In discretization process, the collocation method requires the wavelets as bases of anapproximate
solution, while the Galerkin method requires wavelets not only as bases of numerical solutionbut
as weighting functions. The wavelet BEM is usually derived by the Galerkin method because of
high sparsity and good condition of the matrix. However the Galerkin method requires double
integration on the boundary. Therefore, in conventional BEMs, the discretized equations are
derived based on the collocation method. In this study, improvement of the wavelet collocation
BEM is attempted by applying the discrete wavelet transform to the system matrix. Through
numerical examples, comparison of performance of the proposed method with the collocation
and Galerkin methods is carried out and the validity of the method is investigated.
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1.　 は じめ に

境界要素法 は,解 析領域の境界上で定義 され る境界

値関数を未知量 とす る境界積分方程式のための汎用数

値解析手法である.解 析 においては境界上での離散化

のみを行 えばよいため,領 域内部 の離散化を必要 とす

る領域型解法に比べ相対的に小 さい 自由度の下で近似

解を得ることができる.し か し,求 解方程式は自由度

こそ小さいがその係数行列は非対称密行列 となるため,

計算効率上の問題 か ら大規模問題への適用には限界が

あると考 えられてきた.

これに対 し,境 界要素解析のための効率的解法がい

くつか提案 され,そ の一つ としてwaveletの 適用が試

み られてい る.こ の手法の有効性 は,積 分方程式 を離

散化 して得 られ る密行列 に対 して高速wavelet変 換ア

ル ゴリズムを適用 した上で,微 小成分の切 り捨てによ

り疎行列への変換が可能であるこ とを示 したBeylkin

ら1)の論文 によって確認 され てい る.ま た,Alpertら
2)は第2種Fredholm積 分方程式 に対 してwaveletと

類似の基底 を用いて も同様の有効性 が発揮 できること

を示 している.

waveletを 用いた境 界要素法(wavelet境 界要素法)

は,離 散化の際に用い られ る基底関数 に対 してwavelet

を適用す る手法である.wavelet基 底 を導入す るこ と

によ り係数行列の優対角性が改善 され疎行列 に近い行

列 を得るため,微 小な係数成分 を切 り捨てることでス

パースな係数行列が得 られる.そ のため,大 規模問題 に

おいても効率 よく近似解 を得 るこ とが可能 となる.現

在 に至るまで,wavelet境 界要素法に関する研究はい く

つかの論文において報告 されている.Steinbergら4)や

Sabetfakhriら5)は,3次 スプライン関数 に基づ く正規

直交waveletで あるBattle-Lemarie waveletを 用いて

解析を行なっている.Battle-Lemarie waveletは 指数関

数的減衰性 を示す もののコンパ ク トサポー トを持たな

いため,無 限サポー トの打ち切 りに伴 う解析精度の低

下が懸念 され る.そ のためWang6)7)は,コ ンパ ク トサ

ポー トを有す るDaubechies waveletを 用いた解析手法

を構成 している.Daubechies waveletの 導入によって

上述の問題点は解消 され るが,基 底関数が陽な形で与

え られず境界積分を有理数上に限 られた積分点に基づ

き数値的に処理す る必要がある.ま た,Goswamiら8)

は,正 規直交基底を適用す る際のこれ らの煩雑 さを避

けるために,基 底の直交条件を緩和 した半直交wavelet

を構成 し,境 界要素解析に用いている.

なお,上 述のいずれの文献において もGalerkin法 を

用いて積分方程式を離散化 している。Galerkin法 では,

近似境界値関数 と重み関数 に対 してwavelet基 底が適

用 され る.そ の結果,微 小 な係数成分 の切 り捨てを実

行することでスパースな係数行列が得 られ,計 算時に

使用す る記憶容量が大幅に削減 され るこ とが示 されて

い る。 しか し,係 数成分の切 り捨 てによる精度低下と

記憶容量の圧縮率および計算時間などに基づきwavelet

積分方程式法の計算効率を詳細に検討 したものは比較

的少ない9).
一方 ,wavelet境 界要素法を選点法により構成す るこ

とも可能である.選 点法においては,近 似境界値関数 に

のみwavelet基 底が適用 され る.こ の場合 もGalerkin

法 と同様に係数行列のスパース性はある程度発揮 され

るが,対 角成分の値が非常に小 さくな り得 るなどの理

由により,求 解過程において反復解法の適用が困難で

あることがHallら10)に よって指摘されてい る.そ のた

め,選 点法ではwavelet境 界要素法の利点 を生かす こ
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とが難 しい.し か し,選 点法 では一度の境界積分 によ

り求解方程式を誘導できるため,二 重の境界積分 を要

するGalerkin法 に比べ係数行列 の作成は容易である.

そのため,通 常の境界要素解析においては,一 般に選

点法による離散化が行なわれ ている.

本論文では,選 点法に基づいて得 られ たwavelet境

界要素方程式に離散wavelet変 換を適用することで,選

点法による離散化の容易 さと,Galerkin法 と同等の求

解効率 とを有す る方程式の構成を試み る.ま た,選 点

法 とGalerkin法 を含む これ ら3手 法における計算効率

を,精 度 ・記憶容量 ・計算時間に基づき詳細に比較検

討 し提案手法の有効性 を示す.な お,本 研究では離散

化に当た り,近 似基底にHaar waveletを 用いる.

2.•@ Haar wavelet

waveletは,実 空間と像空間の双方で分解能を有す る

信号解析手法を構成す るために作 り出された関数系で

ある.waveletに 対 しては,mother waveletと すべて

の基底 との形状相似性 とsupport外 での基底の急減衰

性,基 底のゼ ロモー メン ト性の3つ の基本的性質が要

求 される.そ の下で,さ らに付帯される条件によって

多様なwaveletが 構成 されている.そ の中で,二 乗可

積分空間L2(R)(R:実 数全体の集合)の 正規直交基

底 となるwaveletが 正規直交waveletで ある11).こ の

waveletは 任意の関数に対 して完備な固有関数展開を与

えるため,今 日では微分方程式や積分方程式の数値解

法に対 して も用い られている.

正規直交waveletに は,区 間一定関数 から構成 され

るHaar wavelet,ス プ ライ ン関数 に基づ くBattle-

Lemarie wavelet,コ ンパク トサポー トを有す る高次の

Daubechies waveletな どがある.た だ し,境 界要素解

析 において正規直交waveletを 用いる場合,基 底関数

は対称もしくは反対称性,コ ンパク トサポー ト,陽 関数

表示可能の3つ の性質を有す ることが望 ましい.し か

し,こ れ らの性質をすべて兼ね備 えた正規直交wavelet

はHaar waveletし か存在 しない.

そこで本研究では,Haar waveletを 基底関数 として

解析手法 を構成する.Haar waveletは,scaling関 数

φ0,jとwaveletψk,lに よ り構成 され る.こ こで,φ0,j

と ψk,lを次式で与える.

(1)

(2)

ただ し,基 底 φと ψ には次式の関係が成立す る.

(3)

こ こで,た は階層 レベ ル,j,lはsupport位 置 を表 わ

す.ま た,基 底 の形 状 を 図-1に 示 す.

な お,Haar waveletはscaling関 数 φのsupportで

規 格 化 した空 間L2(0,1)の 正 規 直交 基底 とな る.そ の

図-1　Haar scaling関 数 φ0
,1とHaar waveletψ0,1

ため,任 意の関数f∈L2(0,1)は 次 式 のよ うにwavelet

展 開 可 能 とな る.

(4)

ただ し,

(5)

こ こ で,c0 ,1,dk,lはwavelet係 数 で あ る.

3.　 求 解 方程式 の構 成

3.1　 境界積分方程式の離散化

2次 元ポテンシャル問題について考える.直 接法に

より定式化すると,次 の境界積分方程式を得る.

(6)

ただ し,uは ポテンシャル とし,g=∂u/∂nと する.

u*,q*は それぞれu,qに 関す る基本解であ り,点x,

yは ともに境界Γ 上に存在す る.ま た,c(x)は 点xが

置かれ ている境界 のなす角度 によって決定 され る定数

であ り,nは 境界上の外向き法線方向を表わす.

式(6)を 離散化す るために,waveletを 基底 とする近

似関数 を導入す る.境 界条件や境界形状 に基づき区分

されたnb個 の部分境界単位で境界値関数をwavelet展

開し,各 項 を階層順 に並べ ると,近 似関数 は次式で与

えられる.

(7)
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ここで,mは 最 高階層 レベル を表わす.ま た
,φ0,j,ψk,l

は そ れ ぞ れscaling関 数,waveletで あ り,u0
,j,q0,j,uk,l,qk

,lはwavelet係 数 とす る.な お,ξ は境 界 に沿っ

て とられ た座 標 で あ る.

式(7)で 与 え られ る近 似 解 を 式(6)に 代 入 す る と,

式(6)の 恒 等式 は一般 に成 立せ ず,次 の残差r≠0を 生

ず る.

(8)

3.2　 選点法による離散化過程

選点法を適用する場合,近 似関数の自由度N=2m+1.

nbと同数の選点{xi|i=1,…,N}に おいて,残 差が

次式の条件を満足す ることを要求する.

(9)

式(9)よ り,次 の連立方程式を得 る.

(10)

ここで,U,U,Q,Qは,そ れ ぞれ 式(7)のwavelet

係 数u0,j,uk,l,q0,j,qk,lを 成 分 とす る列ベ ク トル で

あ る.ま た,G,Hはscaling関 数 を基底 とす る係 数

行 列成 分 と し,G,Hはwaveletを 基 底 とす る係 数 行

列 成分 とす る.

与 え られ た境 界 条件 に基づ い て式(10)を 整 理す れ ば,

最 終的 に次 の求 解 方程 式 を得 る.

(11)

なお,Aは 係数行列 とし,z,bは それぞれ未知量,既

知量に関す るベ ク トルである.

3.3　 Galerkin法 による離散化過程

Galerkin法 では,近 似 関数の基底 と同種 の重み関数

と境界積分方程式の残差 との内積 に対 して直交条件を

課す ことで求解方程式を得 る.ま ず,wavelet基 底 によ

り構成 される重み関数列{wi(ξ)}を 次式で定義する.

(12)

ここで,式(8)の 残差rと 式(12)の 重み関数 に対 して,

次式の条件を課す.

(13)

式(13)よ り,次 の連立方程式を得 る.

(14)

ここで,Aは 係数行列であ り,そ の成分は次のいずれ

かによ り与 えられる.

(15)

なお,ξ,η は ともに境 界上に沿って とられ た座標 と

し,δijはKroneckerの デル タである.ま た,前 述のよ

うに幾何形状が滑らかな部分境界単位 で境界値関数 を

wavelet展 開 してい るので,cij=1/2と な る.

式(15)の 境界積分は,基 底wiの サポー トにおいて

実行 される.基 底のサポー トΓiは,wavelet基 底 を用

い る場合には基底の階層 レベルに応 じてその範囲が異

な り,互 いに重複す る.そ のため,境 界積分 を数値積

分によ り評価す る際には,サ ポー トの重複部分の積分

の計算効率 と積分精度に配慮す る必要がある6).そ こ

で,全 ての基底が区間一定部分 のみで構成 されている

Haar waveletの 性質に着 目し,以 下の方法で境界積分

を評価す る.

まず,階 層最上位のwavelet基 底 において,区 間一

定 となる領域 ごとに積分 区間を細分割 し,こ れを単位

積分区間とす る.こ の とき,全 ての単位積分区間の長

さは最上位waveletの サポー トの半分の長 さと等 しく

な り,基 底 は区間一定関数(scaling関 数)で 表現 され

ることになる.そ こで,各 単位積分区間毎 に次式の境

界積分 を行な う.

(16)

こ こで,mは 最 高階層 レベ ル で あ る.

た だ し,本 研 究 にお い て は 式(16)をGauss積 分 に

よって 評価 す る.な お,積 分 点 はscaling関 数 φm+1
,i

の 各 サ ポー ト上 に 同一数 とっ てい る.

式(16)よ り次 の連 立方 程式 を得 る.

(11)

ここで,係 数行列A'の 成分は次の係 数成分のいずれ

かにより与えられる.

(18)

基底{w}はscaling関 数{φm+1}の 一次結合により

与えることができ,次 式で表わ される.

(19)

ここでWはwavelet変 換行列であ り,次 式で定義 さ

れ る.

(20)
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式(19)を 式(13)に 代入すれ ば次式 を得る.

(21)

す ると次の連立方程式を得 る.

(22)

すなわち,Galerkin法 にお ける求解 方程式の係数行列

Aと 既知ベ ク トルbは,式(17)で 与えられた方程式に

wavelet変 換 を適用す ることで,次 式により得ることが

できる.

(23)

式(23)の 変 換操 作 を伴 う係 数行 列 計算 は,高 速

wavelet変 換 によれば0(N2)の 演算量 で実行で きる
1).な お,こ の計算は,保 存対象 となる係数成分 をアプ

リオ リに評価 した上で選択的に係数計算を実行するアル

ゴリズム9)を適用することで演算量を0(N(logN)α),

(α〓0)ま で削減することが可能である.し か し,本 研

究では係数行列のスパース化を主 目的に検討を行なっ

てお り,係 数計算については式(23)の アル ゴリズムの

下で全係数 を逐次求める方法 を採 った.

3.4　 選点法境界要素方程式の改良

式(6)の 境界積分方程式 を離散化す る場合,wavelet

境界要素法では境界値 関数 をwavelet級 数によって近

似す る.そ の結果選点法では,係 数行列であるG行

列,H行 列の成分は,選 点 と積分要素 との距離dに 関

して,そ れぞれ1/d,1/d2の 距離減衰性を有す る.一

方,Galerkin法 は式(13)の 条件 を課す ことで離散化を

行な うため,境 界値関数 に関す るwavelet展 開の他 に,

残差rに 対 して近似基底 による連続wavelet変 換 を適

用す ることで定式化を行な う手法であると解釈できる.

結果 として,係 数成分の距離減衰性は選点法のそれよ

りも1次 高い1/(d2,1/d3と な り,選 点法に比べて高い

スパース性が期待できる.

選点法の係数行列の各列は,あ る要素上での境界積

分 をソース点の関数 とみ な し,そ れを選点によ り離散

化 して得 られたベ ク トル である.な お,こ の関数は上

述の距離減衰性を持っ.し たがって,選 点が境界上に順

番に配置 されていれば,係 数行列の各列に離散wavelet

変換を適用 して得 られ る行列は,Galerkin法 のそれ と

同様 の距離減衰性 を有す るもの と考え られる.こ の変

換は次式 により与えられ る.

(24)

ここで,A,bは 選点法によ り得 られた求解方程式(11)

の係 数行 列お よび既知ベ ク トル であ る.な お,Haar

waveletは 直交基底で あるか ら,変 換行列Wは 直交

行列 である.し たがって,WT=W-1と な り,求 解

方程式は次式 により与え られる.

(25)

図-2　解析条件

以下では式(25)に よる手法をwavelet選 点法と呼ぶこ

とにする.な お,選 点法に式(25)の よ うな変換を行な う

ことによる効率化の可能性は,Alpertら2),Rathsfeld3)

によって も示唆 されている.

4.　 解析結 果 に基 づ く計 算効 率 の検 討

4.1　 解析条件

図-2に 示す境界条件を有する二次元ポテンシャル問

題について考える.こ こで,図-2の 矩形領域の各辺で

境界値を与える関数u(ξ),q(ξ)を 次式で定義する.

(26)

ただ し,以 下の解析 においてはn=32と している.

解析 に際 し,求 解計算には前処理付きGMRES(m)

法12)を 用いた.ス パースな行列が得 られ るwavelet境

界要素法においては,Lage9)ら が3次 元ポテンシャル

問題に対 しGMRES法 を適用 し,良 好な収束性 を示す

ことを確 かめてい る.ま た,通 常の境界要素解析 にお

いても様 々な反復法の適用が試み られてお り,混 合境

界値問題を対象 としたBarraら13)や3次 元問題に適用

したMerkelら14)に よ り,前 処理付 きGMRES法 が安

定 した収束挙動を示 し,良 好な収束性 を発揮する解法

であることが示 されてい る.た だ し,通 常のGMRES

法のアル ゴ リズムでは反復回数が増 えるに従って使用

す る記憶容量が増加するため効率的でない.そ こで本

研究では,リ スター ト機能を有する反復アル ゴリズム

を採用す ることで前述の問題点の解決を図ることとし

た.な お,リ スター ト値mは3と した.

前処理手法は,文 献13),14)に よ り示 されている対角

スケー リングと不完全LU分 解の有効性 を踏まえ,選

点法においては不完全LU分 解 を採用 し15),Galerkin

法 ・wavelet選 点法 においては対角スケー リングを用い

た.な お,選 点法 において も対角スケー リングに よる

前処理を試みたが,収 束解を得ることができなかった.

―156―



表-1　 切 り捨てパ ラメー タCt

係数行列成分gij,hijの 切 り捨ては行列の非対角成

分のみを対象 とし,次 式の条件に基づいて実行 した.

(21)

ここで,Gmax,Hmaxは それぞれ係数行列G,Hの

成分の うち,scaling関 数 を基底 とす るものの絶対最大

値である.切 り捨てパラメータCtは,表-1に 示す4

ケースの下で解析 を行なった.

また,近 似解の精度は,ポ テンシャルの厳密解 と境

界要素解 との誤差に関する次式のノルムを用いて評価

した.

(28)

ここで,ui,uiは,そ れぞれ基底の最上位waveletの

区間一定領域 中央点での厳密解,境 界要素解の値 であ

る.hiはuiに 対応する区間一定領域の幅である.な

お,本 解析例において,厳 密解は次式で与え られる.

(29)

ただ し,Cは 式(26)に より与え られた定数 である.

4.2　 係数行列のスパース性 と記憶容量の削減効果

境界要素解を得 るために必要 となる記憶容量 と自由

度 との関係 を図-3に 示す.

各離散化手法 とも,小 自由度の下で解析 を行なった

場合には,係 数成分を切 り捨てずに全成分 を保存す る

場合の方が記憶量は少なくて済む.こ れは,切 り捨てを

実行 し係数行列を一次元配列 に保存す る際に,係 数成

分を収納す るベ ク トルの他に各成分の行,ま たは列番

号を記憶するためのベ ク トルが必要 となるためである.

しか し,wavelet基 底の階層を上げることによって 自由

度を増 していくと,基 底のサポー ト幅の縮小に伴って切

り捨て対象 となる成分数が次第 に増加 し,記 憶容量が

削減 されていくことが分かる.ま た,選 点法は切 り捨て

基準値が他 の手法 よ りも大 きいにもかかわ らず,記 憶

容量の削減効果は最 も低 くなっている.一 方,wavelet

選点法はGalerkin法 と同等の削減効果を有することが

わかる.

wavelet境 界要素法は,微 小な係数成分の影響 を無視

す ることによって行列 のスパー ス性 を発揮す る.そ の

ため,係 数成分の過度 な切 り捨ては境界要素解 の精度

の低下を引き起 こす ことが予想 される.そ こで,近 似

(a)選 点 法

(b)Galerkin法

(C)wavelet選 点 法

図-3　求解に要する記憶容量と自由度との関係

解の精度 と記憶容量 との関係 について検討す る.結 果

を図-4に 示す.

同一の切 り捨 て基準の下で も,自 由度の増加に伴い

切 り捨てによる精度低下が顕著になってい く傾向が認

められ,過 度な切 り捨てに対 しては 自由度の増加が解

析精度の向上 に必ず しもつ なが らない ことがわか る.

選点法では,こ こで検討 した 自由度(2048自 由度)の

範囲内においては,全 成分保存 した場合 とほぼ同様の

パフォーマンス しか期待できず,waveletの 適用による
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(a)選 点 法

(b)Galerkin法

(c)wavelet選 点 法

図-4　境界要素解の精度と記憶容量

改善が困難である ことがわか る.こ の原因は,不 完全

LU分 解 によって前処理 を行 な うため,係 数行列 と同

一サイズの前処理行列が必要 となることがあげられる。

そのため,自 由度の増加 によって発揮 される行列 のス

パース性が損なわれ る結果 となった.一 方Galerkin法

とwavelet選 点法ではほぼ同等の効果 を示 し,精 度に

基づき切 り捨て時 と全成分保存時にお ける記憶容量を

比較する と,切 り捨てを行 なった場合の方が少ない記

憶容量 しか必要 と しない ことがわかる.本 解析例にお

(a)選 点 法(Case1,圧 縮 率11.5%)

(b)Galerkin法(Case1,圧 縮 率7.7%)

図-5　 係 数行列の保存成分の分布(512自 由度)

いては,全 成分保存時の1/10以 下の記憶量で も同精度

の近似解 を得ることができた.よ って ,各 離散化手法

を比較す ると,Galerkin法 ない しはwavelet選 点法を

適用 した場合の方が記憶容量の面で効率的であると言

える.な お,一 般にGalerkin法 により離散化 した場合

では選点法に比べ高い精度の解 が得 られ ると考え られ

るが,本 研究で用いた解析例において見る限 り精度に

有意な差は認められなかった.

次に,512自 由度における係数行列の保存成分の分

布を図-5に 示す.な お,wavelet選 点法 とGalerkin法

とではほぼ同一の分布を示 したため,こ こでは 選点法

とGalerkin法 にお ける係数成分の分布 のみを示す.

全成分数と保存成分数 との割合を表わす圧縮率を計算

したところ,17.5%(選 点法),7.7%(Galerkin法)と な

った.な お,こ こで設定 した解析条件においてGalerkin

法の場合は精度低下は認 められないが,選 点法の場合

では著 しく精度が低下 している.一 方,切 り捨て基準

値はGalerkin法 の方が厳 しく設定されている.よ って,

このことか らも選点法 を用いた離散化では低いスパー

ス性 しか得 られないことがわかる.

4.3　 計算時間に基づ く有効性の検討

次 に,計 算時間に及ぼす離散化手法の影響について

検討する.な お,比 較のためにLU分 解によっても求
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(a)選 点法

(b)Galerkin法

(C)wavelet選 点 法

図-6　 自由度 と求解時間の関係

解計算を行なった.こ の場合,求 解計算 には全ての係

数成分が必要 となるため,係 数の切 り捨ては行なって

いない.

まず,図-6に おいて,各 離散化手法を適用 した場合

における自由度 と求解計算に要 した時間の関係 を示す.

選 点 法,Galerkin法,wavelet選 点 法 の い ず れ の

場 合 に お い て も,切 り捨 て を 行 な っ た際 の成 分 数 は

N(logN)α,(α〓0)に 比 例 す る.し たが って,反 復解 法

を用いた求解計算はO(N(logN)α)の 演算量 しか要せ

ず,係 数行列のスパース性が極めて低い場合でもO(N2)

以下の演算回数で済む.特 にGalerkin法 とwavelet選

点法では,切 り捨てによって高いスパース性 を得 るた

め,求 解時間が大幅 に短縮 され ることがわか る.本 解

析例においては,Case 4の 切 り捨て基準の下でもLU

分解 に比べ1/10以 下の計算時間で近似解が得 られ て

いる.し か し,選 点法においては直接法 とほぼ同等の

求解時間が必要 となっている.採 用 した離散化手法に

よって求解時間に大きな差が生 じた最大の原因は,前

処理手法の違いである.Galerkin法 とwavelet選 点法

は,対 角スケー リングによって前処理を行な うために

O(N)の 前処理演算 しか必要 とせず,求 解時間の大半

は反復過程における行列 ベク トル積で占められている.
一方
,選 点法では,消 去演算を伴 う不完全LU分 解を

用いるため,行 列のスパース性 の低下 とともに前処理

のための計算量が急激に増加する.そ のため,求 解計

算の大部分 を前処理に費や さなければな らず,反 復解

法の利点を生かす ことが困難 となる.な お,前 処理は,

係数行列の性質 を改善することにより反復解の収束性

を高める手法である.選 点法においては逆行列により

類似 した行列を前処理行列に用いない限 り収束解が得

られない事実から,Hallら10)が 指摘 したよ うに 選点

法はGalerkin法 に比 して条件の悪い係数行列を作 り出

して しま う本質的な問題点を有 してい ると解釈す るこ

とができる.

以上の結果より,Galerkin法 とwavelet選 点法はその

係数行列の性質の良さゆえ,短 時間で近似解が得 られる

手法であることがわかる.し か し,Galerkin法 では係数

計算の際に二重積分を処理 しなければならず,wavelet

選点法では変換のための演算が必要 となるため,係 数

計算 においては選点法に比べて不利である.そ こで,全

計算時間をもとに各離散化手法の計算時間の短縮効果

について比較 ・検討する.図-7に 自由度 と全計算時間

との関係を示す.な お,本 研究においてはGalerkin法

の係数計算をGauss積 分により評価 している.そ の際

の積分点数は,精 度 を確認 した上で4点 とした。

選点法では,求 解計算時間 と全計算時間 との間には

ほとんど差は認 められず,求 解計算 の効率化な しには

全計算時間の短縮は困難 であることが分かる.一 方,

Galerkin法,wavelet選 点法においては,全 計算時間は

係数の切 り捨ての度合いにほとん ど依存 しない上,直

接法を用いた場合の計算時間を上回ることはない.よ っ

て,二 重積分や変換計算を行なって も計算時間の短縮効

果は損なわれない ことが確認できる.た だ し,wavelet

選点法は数値積分 を必要 としないため,Galerkin法 の

計算時間の1/3程 度 にとどまった.し たがって,同 一

自由度の下ではwavelet選 点法が最 も短い計算時間で

計算できることがわかる.

次に,図-8に おいて境界要素解の精度 と全計算時間

の関係 を示す.

選点法では,全 係数成分を用いて解析 した場合 と同

精度の近似解を得 るためには,ほ ぼ同量の計算時間を

費や さなければな らない.し か し,Galerkin法 ではそ

の1/10程 度,wavelet選 点法 に至っては 最短で1/60

程度の計算時間で済んでい ることがわかる.

―159―



(a)選 点 法

(b)Galerkin法

(C)wavelet選 点 法

図-7　 自由度と全計算時間の関係

以上の結果より,Galerkin法 とwavelet選 点法は,求

解計算が短時間で済むため,選 点法に比べ計算時間の

短縮効果が大きい ことがわか る.し か し,Galerkin法

における二重の境界積分 を数値積分によ り評価 した場

合,精 度の維持 のために複数個 の積分点が必要とな り,

積分点の増加 とともに計算時間が増加する.そ のため,

二重積分を要 しないwavelet選 点法が計算時 間の面で

最 も効率的な手法であると考 えられ る.

(a)選 点 法

(b)Galerkin法

(C)wavelet選 点 法

図-8　境界要素解の精度と全計算時間の関係

5.　 多数の閉境界を有する外部Neumann問

題への適用

4.2,4.3で 示 したよ うにwavelet境 界要素法 は自

由度が大きいほど計算効率上の利点を活かす ことがで

きる手法である.そ のため,境 界形状が複雑な場合や

境界値関数の変動が大 きい場合等,十 分な精度の近似

解 を得るためには多 くの 自由度が必要 となる問題 に対

して有効であると考え られる.
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図-9　解析条件(外 部問題)

表-2　解析結果(外 部問題)

そこで,図-9に 示す よ うな,合 計100個 の正方形の

閉境界を有する外部Neumann問 題 に対 してwavelet

境界要素法 を適用する.な お,境 界上の循環は存在 し

ないもの とし,境 界条件は全ての境界上でq=0と なっ

ている.こ の時,境 界積分方程式は次式で与 えられる.

(30)

ただ し,u∞ は無 限遠方でのポテ ンシャル分布 関数で

ある.

式(30)を 離散化すると,次 の求解方程式を得 る.

(31)

ここで,Kは 係数行列 とし,uは 境界上のポテ ンシャ

ル に関す るwavelet係 数 に関す る未知ベ ク トル,Fは

u∞ に関する既知ベ ク トル とす る.

本解析例においては,一 様流れの条件 としてu∞=x

を課 し,wavelet選 点法により離散化 を行なった.ま た,

解析 自由度は閉境界一個につき64と したため,全 自由

度は6400と なっている.な お,切 り捨てパ ラメータCt

は1.0×10-4と した.

解析の際の計算時間 と行列の圧縮率を表-2に 示す.

本解析例 においては,係 数行列の成分数は3%程 度 まで

圧縮 されている.こ れ を記憶量に換算すると,通 常で

約330(MB)の 記憶量を要す る計算が,わ ずか15(MB)

の記憶量で実現できることを意味す る.求 解 に要 した

計算時間は5秒 程度 とな り,約2分 で全計算が終了 し

た.な お,全 係数を保存 し直接法で求解 を行な う場合

の計算は,用 いた計算機の能力を超 えていたので実行

していない.

最後に 境界要素解か ら計算 した内点でのポテンシャ

ル分布を図-10に 示す.図 は等 ポテ ンシャル線 を表わ

図-10　領域内部のポテンシャル分布

した ものであるが,中 央付近においてはほぼ周期的な

解が得 られてお り,概 ね妥 当な結果が得 られていると

考え られる.

6.　 おわ りに

wavelet境 界要素法の離散化手法と計算効率 との関係

について検討 した.離 散化手法として選点法,Galerkin

法,選 点法で得 られた求解方程式に対 し離散wavelet変

換を行な う手法の3手 法について,各 々の計算効率を比

較 した.そ の結果,wavelet境 界要素法は近似解 を得 る

ために多数の自由度を必要とする問題 に対 し,そ の有効

性を発揮することが確かめられた.ま た,選 点法は他の

2手 法に比べて非効率な離散化手法であるが,求 解方程

式を離散wavelet変 換す ることによ り,Galerkin法 と

同等の記憶容量の圧縮効果 とGalerkin法 を上回る計算

時間の短縮効果を有することがわかった.た だ し,本 研

究においては,Galerkin法 の係数行列計算にO(N2)の

演算量を必要 とす るアル ゴリズムを用いてお り,こ の

計算は保存成分を予め評価 した上で選択的に係数 を生

成す るアル ゴリズムを適用す ることでO(N(logN)a)

まで削減することが可能である.一 方,wavelet選 点法

はGalerkin法 の場合 と同一の分布を示す係数行列が得

られ るものの,そ の成分は離散wavelet変 換 を用い る

こ とで生成 される.そ のため,係 数行列 は全成分 につ

いて計算 しなければならず,こ の計算をO(N(logN)α)

程度まで効率化す ることは今後 の検討課題である.

なお,い ずれの離散化手法 において も切 り捨て基準

の緩和によって行列のスパース性 は高 まるが,過 度な

切 り捨ては精度低下を招 く恐れがあ り,適 用に際 して

はこの点に対する配慮が必要である.
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