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Topology optimization analysis by VOF method using triangular and tetrahedral elements

西 宮裕 騎*・ 阿 部 和久**・ 紅 露 一 寛***

Yuuki NISHINOMIYA, Kazuhisa ABE, Kazuhiro KORO

*学生会員 博士前期課程(研 究当時)新 潟大学大学院自然科学研究科(〒950-2181新 潟市五十嵐二の町8050番 地)

**正会員 工博 新潟大学助教授 工学部建設学科(〒950-2181新 潟市五十嵐二の町8050番 地)

***正会員 博士(工 学)新 潟大学助教授 大学院自然科学研究科(〒950 -2181新 潟市五十嵐二の町8050番 地)

This paper presents a topology optimization method in which a structural layout is represented

by the VOF function. The topological change results from the convection of the VOF function.

The velocity field which leads the topology to an optimal design is derived by means of the

sensitivity analysis. The proposed method is developed within the framework of the finite

element analysis using triangular or tetrahedral elements. To prevent the numerical diffusion the

CIVA method is employed in cooperation with the tangent transformation method. Applications

to two- and three-dimensional minimum compliance problems are demonstrated. Through these

numerical examples, the validity of the developed method is evidenced.
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1.　 は じ め に

連続 体を対象 とした トポ ロジー最適化 手法の構 築は,

設 計時 の形状設 定に合理性 を付 与 し,既 成概念 に囚わ

れない新たな トポロジーの創生 を可能 にす る.こ れ まで

に,具 体的な手法 として均質化法に基づ くものや密度法

な どが提案 されてい る.均 質化法 による手法はBendsoe

and Kikuchi1)に よ り提案 され,そ れ以来様々 な工学 問

題へ の適 用 が試 み られ てきた2).当 該 手法 は,均 質化

解析 を伴 う点では多少煩雑 とな るものの,微 細構 造 の

導入 によって,設 計領域 内での物 質 の最適配 置に 関す

る,い わゆる2値 化 問題 が本来有す る不適切 性の緩和

に有効 とな る.こ れ に対 し,密 度法 によ る トポ ロジー

最適化手法 は,均 質化法 の様な微細構造 を前提 とせず,

そ のため定式化や コーデ ィングが容易 に行 え るとい っ

た特徴 を持 つ.

な お,均 質化法 と密度 法のいずれ において も,中 間

密度の分布 や,い わゆるチ ェッカーボー ドパターンの発

生 な どの問題 を内在 してい る.こ れ らの問題 点の改 善

には付加 的 な対処 法が必要 であ り,フ ィル タ リング法

3)や
,CAMD (Continuous Approximation of Material

Distribution)法4)な どが提案 されている.ま た,密 度法

における中間密度分布領域 の低減 を 目的 とした方法 とし

て,中 間密度 にペナルティを課すSIMP (Solid Isotropic

Microstructure with Penalty)法5)が 提 案 され,現 在 で

は密度法 を一般化 した手法 として広 く用 い られ ている.

一 方
,こ れ らの付加 的な対処法 を必 要 と しない トポ

ロジー最適化手 法 と して,level set法 を 用いた方 法が

近 年提案 されて いる6),7),8).Level set法9)で は,符 号

付 き距離 関数(level set関 数)を 導入 し,物 体境界 をそ

のゼ ロ等高線 によ り表現す る.ト ポ ロジー最適化過 程

にお ける形状変化 はlevel set関 数 の移流に帰着 され る.

当該 手法 による場合,物 体境界 が明瞭 に定義 でき,中

間密度やチェッカーボー ドパターンの発生 といった問題

から解放される.し かし,設 計感度解析において,level

set関数の変動に関する変分を評価する必要がある.そ

の際に物体境界を,level set関 数値を変数 としたデル

タ関数によって間接的に表現する必要があり,そ のた

め定式化とコーディングとが幾分煩雑 となる.ま た,デ

ルタ関数 を連続関数で近似 して数値的扱いを簡易にす

る場合7),物 体境界はある幅に渡って分布することと

なり,境 界の明瞭化 といった利点が無くなる.

そこで,Abe and Koro10)はVOF (Volume Of Fluid)

法を用いた トポロジー最適化手法を提案した.VOF法
11)では,Eulerメ ッシュ下の要素毎に物質の占有率を

VOF関 数として定義 し物体領域を表現する.こ の意味

において,VOF関 数による表現方法は密度法における

密度関数 と同義に解釈す ることができる.本 手法によ

る場合,密 度法 と同様の計算過程を経て,設 計感度を

VOF関 数の変動量によって直接記述することが可能と

なる.し たがって,そ の定式化はlevel set法 に比べ簡

略になる.さ らに,ト ポロジー変化はVOF関 数の移流

により表現されるので,level set法 と同様,チ ェッカー

ボー ドパターンの発生の恐れはない.な お,文 献10)で

は二次元線形弾性問題 に対象を限定し,VOF関 数の移

流計算過程に生ずる数値拡散を抑制する目的で,矩 形

メッシュに対 しCIP (Cubic Interpolated Profile)法12)

を採用 した.

実際の設計においては,様 々な材料を対象 とした最

適設計が必要となる場合がある.著 者 らも,鉄 道軌道に

用い られ るゴムパ ッドの凹凸形状最適化を最終目的 と

して,大 変形下での トポロジー最適化手法の構築を試

みている.ゴ ム材料は一般に非圧縮超弾性体としてモ

デル化される13).非 圧縮材の解析では変位一圧力混合法

が広 く用いられているが,そ の際に圧力ロッキングを

防止するためにLBB(Ladyzenskaya-Babuska-Brezzi)
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条件14)をみたす要素選択が必要 となる.し かし,当 該

条件をみたす要素は一般に自由度が高く,不 必要に補

間次数の高い要素の適用を余儀なくされる.

この問題点を解決す る方策として安定化有限要素法
15)が挙げ られる.当 該手法によれば,LBB条 件を満足

しない要素の組み合わせの下でも圧力 ロッキングの抑

制が可能 となる.た だし,有 限要素方程式に付加 され

る安定化項の計算には,応 力の空間微分を含む領域積

分が必要 となる.こ の煩雑さを回避するとい う意味に

おいて,三 角形や四面体定ひずみ要素の採用は有意な

選択肢の一つに思える.

以上の点に鑑み,本 研究では非圧縮超弾性体を対象

とした トポロジー最適化手法の構築を念頭に,そ の実

現に向けた一つの基礎的試みとして,文 献10)に構成 し

たVOF法 に基づ く トポロジー最適化手法の,三 角形

(二次元)お よび四面体(三 次元)定 ひずみ要素への拡

張について検討する.具 体的には,VOF関 数の移流計

算の際に,CIP法 に代わ り,任 意形状の要素に対応 し

たCIVA(Cubic Interpolation with Volume/Area co-

ordinates)法16),17)を適用す る.ま た,VOF関 数で定

義 した物体境界をより明瞭に表現する目的で,正 接関

数変換18)の併用を試みる.

以下では,ま ず線形弾性問題を例に最適化問題 を定

義し,VOF法 による トポロジー最適化手法の定式化を

示す.さ らに,具 体的問題 としてコンプライアンス最

小化問題を取 り上げ,二 次元および三次元問題への適

用例を示す.ま た,こ れらの解析結果に基づき,構 成

手法の有効性やパフォーマンスについて検証する.

2.　 最適化 問題

2.1　 有限要素方程式

有限要素方程式は次の仮想仕事式により与えられる.

(1)

ここで,uは 変位,Γuは 変位が規定されている物体境

界,uは 変位規定値,u*は 仮想変位であり,Γu上 で

u*=0を みたす変位関数空間Dの 任意の元により与

えられる.線 形弾性問題を対象 とす る場合,各 作用素

は次式で与えられる.

(2)

(3)

ここで,Eは 弾性定数テンソル,ε は微小ひずみテン

ソル,b,tは 規定された物体力と表面力,Ω は物体領

域,Γtは 表面力が規定されている物体境界である.

2.2　 最適化問題の定義

対象とするトポロジー最適化問題を次式で定義する.

(4)

(5)

ここで,Jは 目的汎関数,Fは 目的汎関数を定義する

関数,Vmaxは 許容最大体積である.

3.　 VOF法 による トポ ロジー最適化

3.1　 VOF法 による物体領域の表現

VOF法 では,解 析領域内において,物 体により占め

られている要素で1,物 体を含まない要素で0,そ れ以

外の要素では物体の占める割合に応 じ0～1の 値をと

るVOF関 数 ψを導入す る.VOF関 数は物体領域 Ωを

包含する設計領域Ωで定義する.VOF関 数は密度関数

とみなすことができ,弾 性定数テンソルは密度法と同

様に次式によりΩ全体で定義 された関数に拡張される.

(6)

最適化過程における物体領域および境界の移動は,VOF

関数 ψの移流によって実現 され る.

3.2　 最適化問題

VOF関 数を用いて物体領域を表現する場合,2.2に

示 した最適化問題は,Lagrange乗 数を用い次式のよう

に書き換えられる.

(7)

(8)

ここで,λ は体積制約 に関す るLagrange乗 数 であ り,

式(8)第3式 はその項 に関す る補 足条件であ る.ま た,

各 作用素 は次式で与 え られ る.

(9)

(10)

(11)

(12)

なお,本 研究では最適化過程において,ゼ ロでない

表面力tが 規定されている部分境界は移動させず,そ

こでのVOF関 数値を1に 固定するものとする.

―354―



3.3　 設計感度解析

VOF関 数の変動による目的汎関数Jの 感度を導出す

る.ψ の変動 △ψによる変位uの 増分を△uと し,こ

れらによるJの 増分を △Jと す る.△Jは 次式で与え

られる.

(13)

こ こ で,

(14)

なお<,>はFrechet微 分 を表 す.各 項 は具体的 には

以下 のよ うに与 えられ る.

(15)

(16)

式(15)よ り△Jの 評価には △uの 評価が必要となる.

ところで,弾 性問題の変分方程式(式(8))よ り次式が

成 り立つ.

(17)

こ こで,左 右の各項は次のように展開できる.

(18)

(19)

式(17)～(19)お よ びa(u,u*,ψ)=L(u*,ψ)よ り,一

次の増分項 に対 し次式を得 る.

(20)

なお,式(20)の 左 辺 は,次 式の よ うに具体的 に書 き表

す ことが できる.

(21)

したが って,式(20)よ り次式 を得 る.

(22)

VOF関 数ψの変動による変位の変動△uは,式(22)

を満たす もの として与えられる.し かし,△uの △ψ

による陽な表現にはa(△u,u*,ψ)の 逆作用素(逆 行列)

を求めておく必要があ り,計 算上効率的でない.そ こ

で,△uを 直接導出することなく,△Jを △ψのみで評

価する目的で随伴変数法を用いる.

式(8)第1式 に関 して,uを 未知量 とした次の随伴

問題を考える.

(23)

式(23)を 満 たす解uが 一意 に求め られた後,u*に

△uを 代入す る と,式(15),(22),(23)よ り次式 が成 り

立つ.

(24)

す なわ ち,△uを 直接求 めるこ となく,<∂J/∂u,△u>を

△ψ に基づ き評価可能 となる.な お,式(24)第3式 の

右辺 は,次 式に よ り具体的 に与 え られ る.

(25)

(26)

また,△ ψに伴 う体積増分 △Vは 次式で与えられる.

(27)

以上より,△Jは △ψを用い次式の様に表すことが

できる.

(28)

こ こ で,

(29)

3.4　 VOF関 数の移流速度

VOF法 の様なEuler座 標系による物質境界移動法で

は,構 造物の形状変化をψの移流により記述す る.ψ

の移流速度をvと したとき,次 の移流方程式を得る.

(30)
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本手法では,最 適化過程で 目的関数Jが 単調減少す

るように,移 流速度 υを次式により与えるものとする.

(31)

最適化ステ ップにおける時間増分 を △tと す ると,式

(30),(31)よ り,△ ψは次式 によ り与え られ る.

(32)

式(28)に 式(32)を 代 入す る と,△Jは 次式の よ うにな

り,J+△J〓Jが 保証 され る.

(33)

なお,実 際 の解析において,gradψ=0の 場合 は υ=0

と した.

ま た,V=Vmaxに お い ては体積 保 存の条件 よ り,

△V=0と な る.こ の とき式(32)よ り次式 を得 る.

(34)

以上 よ り,Lagrange乗 数 λの値が次式 によ り定まる.

(35)

4.　 CIVA法 に よ る移 流 計 算

式(30)で 表 される移流方程式の数値計算において,

通常の一次風上差分を用いると,VOF関 数が拡散 し中

間密度領域が拡大する.な お,高 精度な移流計算手法

としてCIP法12)が 挙げられ,四 角形要素や六面体要素

を対象 とした手法が提案 されている.本 研究では三角

形要素および四面体要素の適用を前提に,CIP法 を任

意形状の要素に拡張したCIVA法16)を 用いる.

時間増分 △tの 下,CIVA法 では位置xに おける次

ステップでの関数値を,上 流側の点x-υ △tで の関数

値により算出す る.こ の計算は,上 流側の要素に3次

多項式補間を導入することで行 う.

4.1　 数値振動の除去

CIVA法 などの高次多項式を用いた移流スキームで

は,関 数の急変部で数値振動を起こす可能性がある.こ

れを防ぐ目的で関数補間の振動成分にフィルタリング

操作16)を適用する.

当該手法の概略を以下に述べる.ま ず,nス テ ップ

目のVOF関 数節点値 ψni(i=1,…,m)の 最小値 と最

大値を要素毎に算出する.

(36)

ここでmは1要 素 当 りの節 点総数 であ る.

次 に,n+1ス テ ップ 目のVOF関 数 値 ψn+1iをCIVA

法 に よ り一時 的 に計算す る.こ の時,ψnmin1〓 ψn+1i〓

ψnmaxが 成 り立つ場合はその値 を採用す る.そ の範囲外

にある場合 は3次 多項式 を用 いず に,1次 補 間に よ り

関数値 を算 出す る.以 上の操作 によ り不合理 な数値振

動 を除去す る.

4.2　 正接関数変換

CIVA法 は高精度なスキームであるが,物 体 と空間

との界面を,少 ない有限要素メッシュでより明瞭に表

現する目的で正接関数変換18)を採用する.

まず,式(30)の ψを次式でT(ψ)に 変換する.

(37)

ここで,ε は微小 な正のパ ラメー タであ り,ψ=1,0に

対 してT=± ∞ とな る数値計算上の問題を回避す る 目

的で用い る.な お,以 下の計算で は ε=1.0×10-4と

した.

式(30)よ り,T(ψ)の 移流方程式は次式で与えられる.

(38)

CIVA法 による移流計算には式(38)を 用い,有 限要素

解析の際は次式で逆変換 して求めた ψを用いる.

(39)

4.3　 VOF関 数の再初期化

移流計算を進めると,以 上に述べたスキームを用い

てもVOF関 数が次第に拡散 し,0～1の 中間値をとる

領域が拡大する恐れがある.こ れを防ぐ目的で,VOF

関数の再初期化を適切な計算ステ ップ毎に行 う10).再

初期化のアルゴリズムは以下のとお りである.

1.　適当な閾値に基づき,節 点で定義 されているVOF

関数を0と1に2値 化し,VOF関 数の勾配を0に

再初期化する.な お,以 下の解析では閾値を0.5と

した.

2.　2値 化された節点のVOF関 数値を用いて,要 素重

心でのVOF関 数値を算出する.

3.　要素重心で定義 されたVOF関 数値に,体 積(面 積)

で重みを付け,再 度節点に分配する.

節点値の再配分により,要 素単位で見ると中間値を

持つものも存在することとなるが,VOF関 数の拡散は

大幅に改善されることとなる.

4.4　 時間増分 △tの 設定

移流計算における時間増分 △tは,数 値的な安定性を

確保するために,十 分小 さく設定する必要がある.し

かしなが ら,必 要以上に小 さな時間増分の設定は,多

くの計算ステップ数を必要とするため,解 析効率の観

点か ら望ましくない.さ らに,感 度解析を実行するス

テップ毎に,移 流速度 υの値は異なる.そ のため本研
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究では,第nス テ ップ にお ける時 間増分 △tnを 次 式 に

よ り動的 に設 定す る10).

(40)

ここで,cは 定数(ク ーラン数)で あ り,hminは 要素の

最小代表長,|Vn|maxは 第nス テップにおける移流速度

の絶対最大値である.

5.　 コ ン プ ライ ア ンス最 小 化 問 題

以下の解析例では,ト ポロジー最適化問題の具体例

として,コ ンプライアンス最小化問題を対象 とする.こ

のときJ(u,ψ)は 次式で与えられ る.

(41)

すなわ ち,式(4)のF(u)は 次 式 となる.

(42)

よ っ て,

(43)

したがって,

(44)

以上より,随 伴問題を与える式(23)は 次式 となる.

(45)

任意のu*に 対する式(45)の 解 として次式を得る.

(46)

式(46)よ り,式(24)お よび式(29)の β は次式 となる.

(47)

(48)

よって,当 該問題では随伴問題を改めて解 く必要が

なく,変 位解uの みにより最適計算を実施することが

できる.

図-1　 解 析条件(ア スペク ト比1:6の 二次元単純ばり)

(a)　0ス テ ップ

(b)　200ス テ ップ

(c)　400ス テ ップ

(d)　1000ス テ ップ

図-2　 初期 トポロジーお よび最適化過程(ア スペク ト比1:6

の二次元単純ばり,10個 の初期空洞).

6.　 解 析 例

解析 例 として,等 方均 質弾性 体を対象 に,3つ の コ

ンプライア ンス最 小化問題 を取 り上げ る.な お,全 て

の解析 におい て物 体力 は作用 しない もの と し,ポ ア ソ

ン比 は0.3と す る.二 次元場 を対象 と した解析例で は,

平 面応 力 問題 を仮 定す る.ま た,求 解方程式 の安 定化

を図 る 目的で,物 体が存在 しない要 素のVOF関 数 値

を1.0×10-4と 設 定す る.

な お,level set法 を用いた解析 例においては,1回 の
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(a) 0ス テ ッ プ

(b) 500ス テ ップ

(c) 1000ス テ ップ

(d) 1500ス テ ッ プ

図-3　初期 トポロジーおよび最適化過程(ア スペクト比1:6

の二次元単純ばり,6個 の初期空洞).

感度解析に基づき,複 数ステップの移流計算を実行 し

ている例19)もある.し かし,以 下の適用例では基本的

な性能を確認する目的で,1回 の感度解析毎に1ス テ ッ

プの移流計算のみ実行する.ま た,一 般 には最適化過

程の収束状況に基づき計算の終了判定を行 うが,こ こ

では提案手法の有効性の検証が目的であるため,単 に

反復回数を規定する方法を採った.

6.1　 アスペク ト比1:6の 二次元単純ばり

下端中央に鉛直荷重P=P/Gh=1が 作用するアス
ペ ク ト比1:6の 単純ばりを考える.こ こで,Gは せ

ん断弾性係数であり,hは 要素の代表長である.解 析

に当た り,対 称性を考慮 して左半分の領域のみ離散化

する(図-1).設 計領域は30h×10hと し,三 節点三角

形要素を用いて節点数4961・ 要素数9600で 分割 した.

許容最大材料面積は領域面積V0の50%と した.ま た,

再初期化は50ス テップ毎に行い,移 流計算のクーラン

数はc=0.5と した.

初期 トポロジーとして,図-2(a)に 示すように10個 の

空洞を設定 した.図2(b)-(d)に 最適化の過程を示す.黒

色部分が物体が存在する要素(VOF関 数値=1.0),白 色

(a) 0ス テ ップ

(b) 200ス テ ップ

(c) 300ス テ ップ

(d) 1000ス テ ップ

図-4　 初 期 トポロジーおよび最適化過程(ア スペ ク ト比1:6

の二次元単純ば り,27個 の初期空洞),

部 分 が物体 が存在 しない要素(VOF関 数 値=1.0×10-4)

で あ る.物 体境界 が明瞭 に捉 え られてお り,最 終的 に

トラス状 の構造物 に収束 してい ることが確認で きる.

Level set法 やVOF法 を用いた場合,初 期 トポ ロジー

の設 定が最終形状 に影 響 を及 ぼす ことが知 られてい る

6),10).こ の影響 を調 べ る目的で,図-1と 同 じ解析条件

の下で,2つ の異 なる初期 トポ ロジーを設定 して解析 を

行 った.図-3は,初 期 トポ ロジー として6個 の空洞 を

設定 した ものである.最 終的には図-2よ りも部材数の

少 ない トラス形状 に収束 してい る.一 方,図-4は,初

期 トポ ロジー として27個 の 空洞 を設定 した ものである.

最 終的 には図-2と ほ ぼ同一 の形状 に収束 してい るこ と

が確認 で きる.こ れ らの結果 か ら,初 期 トポ ロジー に

十分 な数 の空洞 を与 え ることで,同 一 トポ ロジーへの

安定 な収 束が確 保で きるこ とがわか る.

図-5に 最 適化過程 にお ける無次元化 コンプライア ン

スJ=J/Gh2の 変化 を,ま た図-6に 物 体面積比V/V0

の変 化 をそれぞれ示 す.初 期の段階 で物 体面積 は速や

か に許容値 以下に収束 し,そ の過程 で一旦Jが 急激 に

増加 してい る.そ の後,最 適 な トポ ロジーに近づ くに

従ってJは 減少 し,一 定値 に収束 してい る.図-5よ り,
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図-5　 目的関数の変化.(二 次元アスペク ト比1:6の 二次元単

純ば り)

図-6　部材面積の変化.(二 次元アスペクト比1:6の 二次元単

純ばり)

初期空洞を10個 および27個 設定したものは,ほ ぼ同

じ目的関数値に収束 している.一 方,初 期空洞が6個

の場合,他 に比べて幾分大きめの値に収束 した.ま た,

初期 トポロジーに空洞が少ない場合,収 束に多くのス

テップ数を必要とする傾向が認められ る.こ れらの結

果よ り,一 般に十分な数の空洞 を初期 トポロジーに与

えることで,収 束性や得 られる トポロジーの性質が改

善されるものと思われる.な お,目 的関数や物体面積

が一定のステップ間隔で急変動 しているのは,VOF関

数の再初期化によるものであり,そ の際にコンプライ

アンスも変動 している.

6.2　 正接関数変換の効果

正接関数変換の効果を確認する目的で,当 該変換を

用いない場合の解析結果 を示す.前 節のアスペ ク ト比

1:6の 二次元単純ばりを対象 とし,正 接関数変換の有無

以外は,全 て同条件に設定した.初 期 トポロジーは,図
-2(a)に 示 した10個 の空洞のものを用いた.

(a)　200ス テ ップ

(b)　500ス テ ッ プ

(c)　1000ス テ ップ

図-7　 最 適化の過程(正 接関数変換を用いないアスペク ト比

1:6の 二次元単純ば り).

図-8　目的関数と物体体積の変化.(正 接関数変換を用いない

アスペクト比1:6の 二次元単純ばり)

図7(a)-(c)に 最適化の過程を示す.200～1000ス テッ

プにおいて,ト ポロジーがほとんど変化 していない様

子が認められる.な お,4000ス テップの最適化計算を

経ても,形 状の変化はほとんど見られなかった.

図-8に 無次元コンプライアンスJと 物体面積比V/V0

の最適化過程における変化の様子を示す.物 体面積は

許容値 にまで達 していない.ま た,Jに もほとんど変

化が認められない.

なお,ト ポロジー変化の停滞は,再 初期化間隔を適

宜調節することでいくらか改善される場合があったが,

結果は再初期化間隔に強く依存 し,一 定の傾向は認め
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図-9　 解析条件(ア スペク ト比1:2の 二次元片持ち梁)

(a)　0ス テ ップ (b)　100ス テ ッ プ

(c)　200ス テ ップ (d)　500ス テ ップ

図-10　 初期 トポロジーおよび最適化過程(ア スペク ト比1:2

の二 次元片持ち梁,40×40分 割).

られなかった.

当初,物 体境界のさらなる明瞭化の 目的で正接関数

変換を採用 した.し か し,以 上に示 した様に,そ の理

由は明 らかではないが,当 該手法の併用が トポロジー

最適化過程の促進に有効であることがわかった.

6.3　 アスペク ト比1:2の 二次元単純ばり

下端中央に鉛直荷重P=1が 作用するアスペク ト比

1:2の 単純ば りを考える.解 析に当たり対称性を考慮

して左半分の領域のみ離散化し,設 計領域を40h×40h

と設定 した(図-9).ま た,許 容最大材料面積は領域の

50%と した.再 初期化は20ス テ ップ毎に行い,移 流

計算のクーラン数はc=0.5と した.初 期 トポロジー

として,9個 の空洞を与えた.

有限要素解析を用いて トポロジー最適化を行 う場合,

結果が要素分割数に依存す ることがある.本 手法にお

(a)　0ス テ ッ プ (b)　100ス テ ップ

(c)　200ス テ ップ (d)　500ス テ ップ

図-11　 初期 トポロジーおよび最適化過程(ア スペクト比1:2

の二次元片持 ち梁,80×80分 割).

(a)　0ス テ ップ (b)　250ス テ ップ

(c)　500ス テ ッ プ (d)　2000ス テ ッ プ

図-12　 初期 トポロジーお よび最適化過程(ア スペク ト比1:2

の二次元片持ち梁,160×160分 割).

け る当該 問題の有無を検証す る目的で,要 素分割数 の異

なるメッシュを用いて解析 を行 う.節 点数1681・ 要 素数

3200(40×40分 割),節 点 数6561・ 要 素数12800(80×80

分 割),節 点 数25921・ 要 素数51200(160×160分 割)の

3ケ ースに対す る初期 トポ ロジー と最適化過程 を各々図

-10
,図-11,図-12に 示 す.な お,分 割 は全て三節 点

三角形 要素を用い て行 った.

当然 の ことなが ら解像度 が高い程,物 体境界 が明瞭
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図-13　 目的関数の変化.(ア スペク ト比1:2の 二次元片持

ち梁)

図-14　部材面積の変化.(ア スペクト比1:2の 二次元片持

ち梁)

に捉えられている.し かし,少 なくとも本解析例におい

ては,収 束後の トポロジー 自体に差異は認められない.

図-13に 最適化過程におけるJの 変化を,図-14に 物

体面積比の変化をそれぞれ示す.目 的関数は概ね10～

12前 後に収束 している.な お,そ れ らの差異は有限要

素解の近似精度の違いによるものと思われる.最 も解

像度の高い160×160分 割の例では,収 束に多 くのス

テップ数を費やしている.こ れは,要 素が小 さいため,

移流計算における1ス テ ップ当た りの移動量が相対的

に小さな値に制限されたためである.な お,本 研究で

は,1回 の感度解析に基づき1ス テップの移流計算を

行った.計 算効率の観点からは,移 流計算を複数ステッ

プ行 うことが望ましいと考えられる.

一方,材 料面積の変動には要素分割数の影響が多少

認められるものの,比 較的初期の段階で許容面積 に達

してお り,い ずれの解像度においてもその収束性は速

やかである.

図-15　 解析条件(三 次元片持ち梁)

図-16　有限要素分割.(三 次元片持ち梁)

6.4　 三次元片持ち梁

図-15に 示す ように左端を固定 し,右 端中央部に鉛

直荷重P=P/Gh2=1.0を 作用 させた三次元片持ち

梁を考える.設 計領域は20ん ×20ん×10hと し,四 節点

四面体要素を用いて節点数4851・ 要素数20000で 分割

した(図-16).ま た,許 容最大体積は領域体積の20%,

再初期化は10ス テップ間隔とし,ク ーラン数はc=0.2

とした.

図-17(a)に 示すように,表 面に18個 の凹みを設けた

初期 トポロジーを設定 した.図-17(b)-(d)に 最適化過

程を示す.最 終的には2部 材 トラスに収束している.

図-18に 最適化過程における無次元コンプライアン

スJ-=J/Gh3と 物体体積比の変化を示す.50ス テ ッ

プ目以降,J,V/V0共 に大きな変動は見られず,速 やか

に収束 してお り,三 次元問題 に対 しても本手法が適切

に機能 している様子が確認できる.

7.　 おわ りに

本研究では,VOF法 を用いた トポロジー最適化手法

を三角形および四面体要素に拡張 し,具 体的な数値解

析を通してその有効性を確認 した.

提案手法では物体領域の定義にVOF関 数を用い,ト

ポロジー変化をその移流で表現 している.本 研究では
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(a)　0ス テ ップ (b)　10ス テ ップ

(c)　20ス テ ッ プ (d)　100ス テ ップ

図-17　 初期 トポロジーおよび最適化過程(三 次元片持ち梁).

図-18　目的関数と物体体積の変化.(三 次元片持ち梁)

三角形および四面体要素の適用を前提に,そ の移流計

算に際 し,CIP法 を任意座標系に拡張 したCIVA法 を

用いた.CIVA法 は高精度なスキームであるが,物 体

境界をよ り明瞭に表現す る目的で,正 接関数変換を併

用 した.こ の操作は数値計算上,非 常に簡単に組み込

むことができるが,適 切な トポロジー変化の促進に極

めて有効であることがわかった.

また,初 期 トポロジーが最終 トポロジーに影響を及

ぼす場合が認められた.設 計領域に対 して比較的少な

い初期空洞を設定 した場合,収 束性の低下や,ト ポロ

ジーの局所解への収束などが懸念 される.こ れらの問

題点の改善には,level set法7)と 同様に十分な数の初期

空洞の設定が必要である.

本研究では,二 次元および三次元の線形弾性問題を

対象 として具体的な解法を構成 した.今 後,提 案手法

を非圧縮超弾性体の大変形問題に拡張す ることを検討

している.な お,非 圧縮性物質の安定化解析において,

本研究で検討 した定ひずみ要素の採用は定式化を容易

にし,安 定化を図る上で有効になるものと考えている.
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